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Mathematial analysis of superondutivity in a domain with orners :semi-lassial and numerial methods.
Abstrat :Superonduting theory, modelized by Ginzburg and Landau, motivates works about Shrödin-ger operator with magneti �eld. The aim of this thesis is to analyze the geometry in�uene on thesuperondutivity emergene by extending results for regular domains to domains with orners. Semi-lassial analysis leads to deal with three model operators : the Neumann realization of the Shrödingeroperator with onstant magneti �eld in the plane, the half-plane and angular setors. The study ofthe two �rst is well known and we onentrate on the third.After determination of the bottom of the essential spetrum, we show that the bottom of thespetrum is an eigenvalue for a setor with an aute angle. We give an expliit asymptotis of thelowest eigenvalue as the angle tends to 0 and larify the loalization of the ground state using Agmon'stehniques.Then we illustrate and estimate the behavior of eigenvetors and eigenvalues thanks to numerialtools based on �nite elements method. Due to the ground state loalization, the disretized problemis badly onditioned ; nevertheless the analysis of the operator properties and of the drawbaks oflassial methods lead us to implement a robust and e�ient algorithm omputing the ground state.To improve numerial results, we onstrut a posteriori error estimates for this eigenvalue problemand use the mesh-re�nement tehniques to loalize the eigenstate assoiated to general domains andto study the variation of the bottom of the spetrum aording to the angle of the setor.Keywords : Shrödinger operator with magneti �eld in a domain with orners, spetral theory,semi-lassial analysis, Agmon estimates, �nite elements, a priori and a posteriori error estimates,mesh re�nement.Classi�ation A. M. S. : 35J10, 35J20, 35P15, 35Q40, 65N15, 65N25, 65N30, 81Q10



Analyse mathématique de la supraondutivité dans un domaine à oins :méthodes semi-lassiques et numériques.
Résumé :La théorie de la supraondutivité, modélisée par Ginzburg et Landau, motive les travaux relatifsà l'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique. L'objet de ette thèse est d'analyser l'in�uenede la géométrie du domaine sur l'apparition de la supraondutivité en étendant les résultats existantpour des domaines réguliers à des domaines à oins. L'analyse semi-lassique onduit à étudier troisopérateurs modèles : la réalisation de Neumann de l'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétiqueonstant sur le plan, le demi-plan et les seteurs angulaires. L'étude des deux premiers est bien onnueet nous nous onentrons sur le dernier.Après avoir déterminé le bas du spetre essentiel, nous montrons que le bas du spetre est unevaleur propre pour un seteur d'angle aigu. Nous expliitons le développement limité de la plus petitevaleur propre quand l'angle du seteur tend vers 0 et préisons la loalisation de l'état fondamentalgrâe aux tehniques d'Agmon.Nous illustrons et estimons ensuite le omportement des veteurs et valeurs propres à l'aide d'ou-tils numériques basés sur la méthode des éléments �nis. La loalisation de l'état fondamental rend leproblème disret très mal onditionné mais l'analyse des propriétés de l'opérateur et des défauts desméthodes lassiques permet malgré tout de mettre en ÷uvre un algorithme robuste et e�ae alu-lant l'état fondamental. A�n d'améliorer les résultats numériques, nous onstruisons des estimateurs aposteriori pour e problème aux valeurs propres et utilisons les tehniques de ra�nement de maillagespour loaliser l'état propre dans des domaines généraux et étudier la variation du bas du spetre enfontion de l'angle du seteur.Mots lés : Opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique dans un domaines à oins, théoriespetrale, analyse semi-lassique, estimations d'Agmon, éléments �nis, estimateur d'erreur a priori eta posteriori, ra�nement de maillages.Classi�ation A. M. S. : 35J10, 35J20, 35P15, 35Q40, 65N15, 65N25, 65N30, 81Q10
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Chapitre 1Introdution1.1 La supraondutivitéLe phénomène de la supraondutivité est déouvert en 1911 lorsque le physiien hollandais Onnesétudie la résistivité du merure à la température de liquéfation de l'hélium et s'aperçoit que elle-iest nulle. La supraondutivité est ainsi la propriété que possèdent ertains matériaux de laisser passerle ourant sans dissipation d'énergie lorsqu'ils sont maintenus en dessous d'une température ritique
TC .En outre, les matériaux supraonduteurs présentent une autre propriété lorsqu'ils sont soumis à unhamp magnétique extérieur. En e�et, les premières expérienes ont montré que la supraondutivitéest détruite lorsque le matériau est soumis à un hamp extérieur trop intense. Par ontre, lorsque lehamp externe n'est pas trop élevé, en plus d'être supraonduteur, le matériau repousse le hampextérieur. Ce phénomène est appelé effet Meissner. L'expériene a montré que le omportementdes supraonduteurs soumis à un hamp magnétique intermédiaire est essentiellement de deux typesselon la nature du matériau. Ces omportements sont shématisés aux Figures 1.1 et 1.2.
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Fig. 1.2 � Supraonduteur de type II.Les supraonduteurs de type I ne possèdent qu'un hamp ritique et lorsque l'intensité du hampmagnétique externe augmente, ils passent diretement de l'état supraonduteur ave e�et Meissnerà l'état normal pour lequel la supraondutivité est détruite.Les supraonduteurs de type II possèdent deux hamps ritiques HC1 et HC2 . Ils se omportentomme les supraonduteurs de type I lorsque le hamp magnétique extérieur est soit plus faible que
HC1 , soit plus intense que HC2 , étant alors supraonduteur et repoussant les lignes de hamp ma-1



2 Introdutiongnétique dans le premier as et se trouvant dans l'état normal dans le seond as. Pour un hampextérieur d'intensité omprise entre HC1 et HC2 , le matériau est supraonduteur mais se laisse pé-nétrer pontuellement à travers des tubes, appelés vortex, par le hamp extérieur. Cette phase estappelée état mixte.De telles propriétés, dérites plus en détail dans les ouvrages de physique tels que [48, 88, 89, 99, 50℄justi�ent pleinement l'intérêt roissant porté à la supraondutivité et promet de nombreuses applia-tions tehnologiques dont ertaines sont déjà ommerialisées. Nous pouvons iter l'exemple du trainYamanashi lané sur des aimants supraonduteurs de fortes puissanes e qui élimine la frition aveles rails. D'autres appliations ont trait au domaine médial et notamment aux Images à RésonaneMagnétique IRM. Toutefois les faibles températures ritiques des supraonduteurs limitent leurs uti-lisations et initent les physiiens à herher de nouveaux matériaux dont la température ritique soitplus élevée.1.2 La théorie de Ginzburg-LandauPlusieurs physiiens ont essayé de modéliser et de dérire e phénomène : London en 1935, Ginz-burg et Landau en 1952 [50℄, puis Bardeen, Cooper et Shrie�er en 1957. Nous nous limiterons à lamodélisation de Ginzburg-Landau qui dérit de façon phénoménologique la supraondutivité. Cettemodélisation, onfortée par la théorie marosopique de Gorkov, s'appuie sur la théorie générale detransitions de phase du seond ordre développée par Landau en 1937. Elle suppose l'existene d'unparamètre d'ordre ψ tendant vers 0 à la transition de phase, d'une ériture de l'énergie libre selon lespuissanes de ψ et la régularité selon la température T des oe�ients de ette ériture.Nous onsidérons un éhantillon Ω supraonduteur, supposé sans trou, et le soumettons à unhamp magnétique H. Alors, après renormalisation, l'énergie libre de e matériau est donnée par lafontionnelle de Ginzburg-Landau :
G(ψ,A) =

∫

Ω

(

|(∇− iκA)ψ|2 +
κ2

2
(|ψ|2 − 1)2

)

dx+ κ2

∫

Ω
|rotA−H|2 dx. (1.1)Le premier terme ∫

Ω

(

|(∇− iκA)ψ|2 +
κ2

2
(|ψ|2 − 1)2

)

dx représente l'énergie assoiée aux életronssupraonduteurs et le deuxième terme κ2

∫

Ω
|rotA−H|2 dx l'énergie magnétique.La onstante κ est une aratéristique physique. Comme nous l'avons mentionné à la Setion 1.1, nousdistinguons deux types de supraonduteurs. Cette distintion apparaît au niveau de la aratéristique

κ : � κ petit : le supraonduteur est de type I,� κ grand : le supraonduteur est de type II.Nous nous intéressons au omportement des supraonduteurs de type II et onsidérons :
κ grand.Nous supposons que Ω est un domaine borné simplement onnexe à bord lipshitzien de R2. Larédution d'un problème de R3 à un éhantillon de R2 dans l'ériture de la fontionnelle (1.1) peutavoir deux interprétations physiques :� Le domaine Ω est la setion d'un ylindre in�niment long dans R3 ;� Le domaine Ω est le domaine �limite� d'un �lm de �ne épaisseur dans R3.La fontionnelle de Ginzburg-Landau dépend de deux paramètres ψ et A et est dé�nie pour ψ ∈

H1(Ω,C), A ∈ H1(R2,R2). La fontion ψ dé�nie sur Ω à valeurs omplexes est appelée paramètre



1.2 La théorie de Ginzburg-Landau 3d'ordre, son module |ψ|2 rend ompte de la densité des paires d'életrons supraonduteurs et la phasede la irulation de ourant. Ainsi, |ψ| ≃ 0 orrespond à l'état normal quand le matériau n'est passupraonduteur et |ψ| ≃ 1 à la phase supraondutrie.Le hamp de veteurs A, dé�ni sur R2 à valeurs dans R2 est le potentiel magnétique induit. Son hampmagnétique assoié est B = rotA.Remarquons que la fontionnelle de Ginzburg-Landau est invariante de jauge au sens où pourtoute fontion φ ∈ H2(Ω) :
G(ψeiκφ,A+∇φ) = G(ψ,A). (1.2)Ainsi, la résolution du problème ne pourra être e�etuée qu'à hangement de jauge près.Les états physiquement stables sont les minimiseurs de la fontionnelle de Ginzburg-Landau. Lesquantités ayant un sens physique sont elles qui sont invariantes de jauge : l'amplitude |ψ|2, l'intensitédu hamp magnétique B, l'énergie G, le ourant supraonduteur j :

j: = − i

2κ

(

ψ∇ψ − ψ∇ψ
)

− |ψ|2A = − i

2κ

(

ψ(∇− iκA)ψ − ψ(∇− iκA)ψ
)

.Il est aisé de remarquer que lorsque ψ = 0, alors j = 0, e qui traduit le fait que lorsque la supraondu-tivité est détruite, ψ = 0 et il n'y a pas de ourant supraonduteur. Par ontre, la supraondutivité(|ψ| ≃ 1) engendre un ourant supraonduteur et ainsi |j| 6= 0.Les points ritiques de la fontionnelle G sont solutions des équations d'Euler (f [62, 48℄) :


























−(∇− iκA)2ψ = κ2(1− |ψ|2)ψ, sur Ω,

rot 2A = − i

2κ
(ψ∇ψ − ψ∇ψ)− |ψ|2A+ rotH, sur Ω,

∂ψ

∂ν
− iκAψ · ν = 0, sur Γ′,

rotA−H = 0 sur ∂Ω,

(1.3)en notant Γ′ les points du bord où la normale unitaire extérieure ν est dé�nie et :
rot 2A = (∂2(rotA),−∂1(rotA)).En se limitant à des hamps magnétiques extérieurs uniformes, onstants et normaux à la setion

Ω du ylindre, nous pouvons supposer que le hamp H est de la forme H(x) = σHe(x) où He est unhamp �xé onstant égal à 1 et σ est l'intensité du hamp appliqué. Nous déterminons alors un uniquehamp de veteurs F dé�ni sur Ω véri�ant :
rotF = He et divF = 0 dans Ω,

F · ν = 0 sur Γ′.Nous pouvons a�ner les transitions de phase proposées i-avant et diserner trois hamps ritiques
HC1(κ), HC2(κ) et HC3(κ) orrespondant aux e�ets suivants :
• σ < HC1(κ) :Lorsque σ = 0, le ouple (ψ,A) = (1, 0) est un point ritique qui minimise la fontionnelle
G. Cet état traduit l'état supraonduteur du matériau. Pour σ < HC1(κ), le seul minimiseur
(ψ,A) de G véri�e |ψ| ≃ 1. Dans e as, l'éhantillon est dans la phase supraondutrie, il laissepasser le ourant sans résistane életrique et repousse les lignes de hamp.

• HC1(κ) < σ < HC2(κ) :Cette phase orrespond à l'état mixte. Les phases normale et supraondutrie oexistent. Quand
σ augmente de HC1(κ) à HC2(κ), le hamp magnétique pénètre le matériau par des vortex deplus en plus denses.



4 Introdution
• HC2(κ) < σ < HC3(κ) :La supraondutivité a disparu à l'intérieur et subsiste à la surfae du matériau. Le minimiseur

(ψ,A) de G est tel que |ψ| > 0 à la surfae du matériau tandis que |ψ| ≃ 0 à l'intérieur.
• σ > HC3(κ) :Il est évident que (0, σF) est un point ritique pour la fontionnelle G. Cet état orrespondphysiquement à l'état normal où la supraondutivité est détruite. Giorgi et Phillips [51℄ ontétabli que lorsque σ est grand, ette solution (0, σF) est e�etivement l'unique minimiseur.Revenons au hamp ritique HC3(κ) a�n d'en donner une dé�nition mathématique. Appliquant unhamp magnétique extérieur d'intensité σ et abaissant progressivement ette intensité, nous souhaitonsdéterminer à partir de quelle intensité la supraondutivité apparaît. Cei revient don à déterminerquand la solution normale n'est plus un minimiseur. Nous dé�nissons naturellement :

HC3(κ) = inf{σ > 0| (0, σF) est un minimiseur global de G.} (1.4)A�n de déterminer quand apparaît la supraondutivité, il est néessaire de préiser le omportementasymptotique de HC3(κ) pour κ grand. De plus, en abaissant le hamp extérieur en dessous de ehamp ritique HC3(κ), l'expériene physique montre que la supraondutivité apparaît à la surfaede l'éhantillon, il est alors intéressant de retrouver e résultat et d'en quanti�er la loalisation. Lesphysiiens De Gennes [48℄, Ginzburg et Landau [50℄, Saint-James et De Gennes [88℄, Saint-James,Sarma et Thomas [89℄, Tinkham [99℄ ou Berger et Rubinstein [87, 13, 14℄ expliquent e phénomène.Les résultats des expérienes sont justi�és par les travaux plus rigoureux d'Almog [4, 5℄, Bauman,Phillips et Tang [12℄, Berno� et Sternberg [17℄, Lu et Pan [78, 77℄, Del Pino, Felmer et Sternberg [43℄.Citons ii un résultat de Hel�er et Pan [61℄ préisant l'apparition de la nuléation et l'asymptotiquedu hamp ritique pour des domaines réguliers, omplété par Pan [83℄, Pan et Kwek [84℄, Sandier etSerfaty [90, 91, 93, 92℄.Théorème 1.1. Pour tout domaine simplement onnexe Ω ⊂ R2 de bord régulier et de ourbure c, ilexiste une onstante universelle C1 > 0 telle que, pour κ grand :
HC3(κ) =

κ

Θ0
+

C1

Θ
3/2
0

cmax +O(κ−1/3), (1.5)où cmax = max
x∈∂Ω

c(x) et Θ0 dé�ni à la Proposition 2.12. De plus, si l'intensité du hamp extérieur estprohe du hamp ritique HC3(κ) sans le dépasser :
κ

Θ0
+ o(1) < σ < HC3(κ),alors la supraondutivité apparaît à la surfae de l'éhantillon. En e�et, il existe C, δ > 0 et κ0 telsque le minimiseur (ψκ,σ,Aκ,σ) de G véri�e pour tout x ∈ Ω et tout κ ≥ κ0 :

|ψκ,σ(x)| ≤ Ce−δκ d(x,∂Ω)||ψκ,σ||L∞(Ω).Plus préisément, la loalisation a lieu aux points de ourbure maximale.1.3 Liens ave l'opérateur de Shrödinger et objetifsRemarquons qu'au voisinage du hamp ritique HC3(κ), le module |ψ| du paramètre d'ordre esttrès petit, nous pouvons don linéariser les équations d'Euler (1.3) au voisinage de l'état normal



1.3 Liens ave l'opérateur de Shrödinger et objetifs 5
(ψ,A) = (0, σF) et obtenons ainsi :



















−(∇− iκA)2ψ = κ2ψ, sur Ω,
rot 2A = rotH, sur Ω,

∂ψ

∂ν
− iκAψ · ν = 0, sur Γ′,

rotA−H = 0 sur ∂Ω.

(1.6)Nous avons hoisi un hamp extérieur de la forme H = σrotF, alors, le hangement de paramètre
h =

1

κσ
, (1.7)transforme les équations de (1.6) en :























−
(

h∇− iA
σ

)2

ψ =
1

σ2
ψ, sur Ω,

rotA = σrotF, sur Ω,
((

h∇− iA
σ

)

ψ

)

· ν = 0, sur Γ′.

(1.8)Ainsi l'étude de l'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique et paramètre semi-lassique h→ 0permettra d'obtenir des informations sur les minimiseurs de la fontionnelle G. En e�et, regarder lalimite quand κ→ +∞ revient dans (1.8) à étudier le omportement quand h→ 0.Le résultat suivant on�rme le rapport étroit entre le hamp ritique HC3(κ) et le bas du spetre dela réalisation de Neumann de l'opérateur de Shrödinger −(∇− iA)2 noté pour le moment µ1(A).Lemme 1.2. (f [58℄)� Si µ1(κσF) < κ2, alors G a un minimiseur non trivial.� Inversement, si G a un minimiseur non trivial (ψκ,σ,Aκ,σ), alors µ1(κAκ,σ) < κ2.Comme le montrent la linéarisation (1.6) de l'équation d'Euler au voisinage de la solution normaleet le Lemme 1.2, l'étude de l'opérateur de Shrödinger joue un r�le fondamental pour déterminerles propriétés du hamp ritique et la loalisation du minimiseur de G. Dans ette thèse, nous nousonentrerons don sur et opérateur et présenterons des résultats de loalisation de l'état fondamental.Présentons le adre de notre étude. Considérons un ouvert Ω de R2 que nous supposerons sim-plement onnexe à bord lipshitzien et nous noterons Γ′ l'ensemble des points du bord où la normaleunitaire extérieure à ∂Ω, ν, est dé�nie. Le but est de déterminer le bas du spetre de la réalisation deNeumann de l'opérateur de Shrödinger dé�ni par :
Ph,A,Ω = −∇2

h,A, avec ∇h,A = h∇− iA, (1.9)sur le domaine :
DN (Ph,A,Ω):=

{

u ∈ L2(Ω)| ∇h,Au ∈ L2(Ω), −∇2
h,Au ∈ L2(Ω), ν · ∇h,Au|Γ′ = 0

}

. (1.10)Le hamp de veteurs A est un potentiel magnétique régulier dont le hamp magnétique assoié est
B = rotA et h est un paramètre positif.Notant que Ph,A,Ω = h2P1,A

h
,Ω, nous mettons en évidene le lien entre le paramètre semi-lassique hpetit et le potentiel magnétique A

h
intense.



6 IntrodutionDé�nissons sur H1
h,A(Ω):= {u ∈ L2(Ω)| ∇h,Au ∈ L2(Ω)} la forme quadratique assoiée à l'opérateur

Ph,A,Ω par :
∀u ∈ H1

h,A(Ω), qh,A,Ω(u) =

∫

Ω
|(h∇− iA)u|2 dx. (1.11)Nous noterons ah,A,Ω la forme sesquilinéaire assoiée. Les potentiels à hamp magnétique onstant vontservir de modèle pour l'étude des opérateurs à hamp magnétique variable omme nous le préiseronspar la suite. Nous hoisissons un représentant partiulier :

A0: =
1

2
(x2,−x1). (1.12)Nous omettrons les paramètres h, B et A dans les notations lorsque h = 1, B = 1 et A = A0.L'invariane de jauge mentionnée à la Proposition 3.1 montre que le spetre de Ph,A,Ω ne dépend quedu hamp magnétique et non du potentiel magnétique hoisi. Nous noterons don µ(h,B,Ω) le basdu spetre de Ph,A,Ω quel que soit le hoix du potentiel A tel que rotA = B. D'après le prinipe dumin-max rappelé au Théorème 2.2, son expression est donnée par :

µ(h,B,Ω):= inf
ψ∈H1

h,A(Ω),ψ 6=0

||∇h,Aψ||2L2(Ω)

||ψ||2
L2(Ω)

. (1.13)Nous pouvons donner une version semi-lassique du Lemme 1.2 et la ondition �µ1(κσF ) < κ2�devient �µ(h, 1,Ω) < 1
σ2 �, e qui donne 1

σ2 de l'ordre de h, don σ de l'ordre de κ.Comme nous l'avons déjà évoqué, les problèmes liés à la supraondutivité et à l'opérateur deShrödinger ont été étudiés par de nombreux physiiens ou mathématiiens. Les physiiens Saint-James et De Gennes [88℄ ont étudié dès 1963 le as du demi-plan. Les travaux de Bauman, Phillips etTang [12℄, Berno� et Sternberg [17℄, Hel�er et Pan [61℄, Lu et Pan [78, 79, 77℄, Del Pino, Felmer etSternberg [43℄ ont apporté des réponses plus rigoureuses. Erdös [44℄ s'est onsaré plus spéi�quementau as du disque. Hel�er et Morame [59, 60℄ ont étudié l'in�uene de la géométrie du bord sur leomportement de l'état fondamental pour des domaines réguliers.L'étude des domaines à oins est apparue beauoup plus réemment ave Jadallah [68, 69℄ et Pan[83℄ pour l'étude mathématique des angles droits. Les physiiens Brosens, Devreese, Fomin, Moshhal-kov, Shweigert, Peeters dans [34, 47, 94℄ proposent une majoration non optimale de l'énergie, baséesur des aluls numériques sans démonstration rigoureuse.À notre onnaissane, auune étude mathématique n'a été faite sur un domaine lipshitzien quelonque.Cette thèse s'attahe à déterminer l'in�uene d'un oin sur la loalisation de la supraondutivité etpropose une étude systématique pour tout angle. Les tehniques utilisées proviennent de la théoriespetrale et des méthodes semi-lassiques mais aussi de l'analyse numérique ave la méthode des élé-ments �nis, les ra�nements loalisés et les estimations d'erreurs a priori et a posteriori.Ce travail fait suite plus spéi�quement au résultat de Hel�er et Morame [59, 60℄ qui permet dedéduire le Théorème 1.1 :Théorème 1.3. Soit Ω un ouvert borné de R2 à frontière C∞. Considérons un potentiel magnétique
A de hamp assoié b onstant, notons c la ourbure du bord, alors :

hbΘ0 − 2M3cmaxb
1
2h

3
2 +O(h

5
3 ) ≤ µ(h, b,Ω) ≤ hbΘ0 +O(h

5
4 ). (1.14)De plus, l'état fondamental est exponentiellement loalisé aux points de ourbure maximale du bord dudomaine.



1.3 Liens ave l'opérateur de Shrödinger et objetifs 7Fae à e résultat, il est naturel de se demander omment la présene d'un oin in�uene laloalisation de l'état fondamental et l'asymptotique de la valeur propre. En e�et, la notion de ourburen'a pas de sens pour des domaines à oins enore qu'on puisse penser que le as du oin orrespond àourbure +∞ dans le as d'un oin onvexe et à −∞ dans le as d'un oin rentrant.Pour regarder où importe la géométrie du domaine, esquissons les idées prinipales pour établir leThéorème 1.3. Cei permettra de déduire notre plan de travail.En utilisant le prinipe du min-max, il su�t d'estimer la forme quadratique qh,A,Ω(u) pour en déduireune majoration du bas du spetre. D'après l'expériene des physiiens, la loalisation a lieu en ertainspoints du bord, il semble don néessaire de �déouper� le domaine en moreaux a�n d'analyserloalement la ontribution de haque partie. Donnons-nous alors une partition de l'unité (χhj )j telleque le support de haque fontion est inlus dans une boule B(zj , h
ρ). Nous pouvons rérire la formequadratique en tenant ompte de ette partition :

qh,A,Ω(u) =
∑

j

qh,A,Ω(χhj u)− h2
∑

j

||u |∇χhj | ||2L2(Ω).Le terme h2||u |∇χhj | ||2L2(Ω) produit une erreur de l'ordre h2−2ρ. Pour estimer la ontribution du terme
qh,A,Ω(χhj u), un hangement de variables permet de se ramener à l'étude de l'opérateur de Shrödingersur R2 ou R× R+. Comme le support est de taille hρ, un développement de Taylor permet d'approherle potentiel magnétique A par le potentiel magnétique B(zj)A0, modulo une erreur d'approximation.L'objetif essentiel de e travail est d'obtenir des résultats similaires pour des domaines lipshitzienet don de omprendre l'in�uene d'un oin sur la loalisation de la supraondutivité.L'analyse dans le as semi-lassique pour un domaine régulier néessite l'étude de deux modèles :- l'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique onstant sur R2 : PA0,R2 ,- l'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique onstant sur R× R+ : PA0,R×R+.

Ω

Fig. 1.3 � Domaine d'étude.

          secteur angulaire

       demi plan

plan

Ω

Ω

Ω

Fig. 1.4 � Domaines modèles.Pour traiter le as d'un domaine polygonal urviligne, en reprenant ette même idée de loalisationà l'aide de partition de l'unité illustrée aux Figures 1.3 et 1.4, il est naturel d'ajouter un troisièmeopérateur modèle :l'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique onstantsur un seteur angulaire, PA0,Ωα,



8 Introdutionen dé�nissant le seteur angulaire Ωα par :
∀α ∈]0, 2π], Ωα =

{

x ∈ R2| x1 > 0, |x2| < tan
α

2
x1

}

. (1.15)Ave ette notation, Ωπ = R× R+ et Ω2π = R2 \ R− × {0}. Nous dé�nissons également le bas duspetre sur le seteur :
µ(α) = µ(1, 1,Ωα) = inf

φ∈H1
A0

(Ωα),φ 6=0

||∇A0φ||2L2(Ωα)

||φ||2
L2(Ωα)

. (1.16)Il s'agit don d'étudier les trois opérateurs modèles PA0,R2 , PA0,R×R+ et PA0,Ωα .1.4 Organisation de la thèse1.4.1 Première partie : Analyse spetrale des opérateurs modèlesLes opérateurs PA0,R2 et PA0,R×R+ ont été étudiés depuis longtemps. Nous pouvons iter les travauxde Landau pour R2 et pour R×R+ eux de Bolley-Hel�er [20℄, Dauge-Hel�er [41, 42℄, Hel�er-Morame[60℄, Lu-Pan [78, 79, 77℄, Del Pino-Felmer-Sternberg [43℄, . . . Mais des problèmes d'approximationsnumériques nous onduisent à préiser quelques aspets de leur étude.Le spetre de l'opérateur PA0,R2 est donné par :
σ(PA0,R2) = {2k + 1, k = 0, 1, . . .}. (1.17)De plus, haune des valeurs propres de PA0,R2 est de multipliité in�nie.Par le biais d'une transformation de jauge, nous ramenons l'étude de PA0,R×R+ au nouvel opérateur :

(Dx1 − x2)
2 +D2

x2
sur R× R+, ave ondition de Neumann en x2 = 0.Maintenant, nous e�etuons une transformation de Fourier partielle selon la première oordonnée.L'opérateur PA0,R×R+ est ainsi unitairement équivalent à :

(ξ1 − x2)
2 +D2

x2
.Ainsi, l'étude de PA0,R×R+ se ramène à elle de la famille d'opérateurs H(ζ) = D2

t + (t − ζ)2 àlaquelle le Chapitre 2 est onsaré. Nous rappelons à la Setion 2.2, et plus partiulièrement auThéorème 2.6, des résultats de régularité du premier élément propre relatifs à une famille d'opérateursauto-adjoints dépendant d'un paramètre. Ces résultats sont déjà établis dans [20, 41, 42℄ mais nous enproposons une démonstration élémentaire basée sur la méthode de Grushin [53℄ et le théorème desfontions impliites et redémontrons aussi la formule de Feynmann-Heilman. Nous disutons ensuitela monotonie du bas du spetre de l'opérateur H(ζ) par rapport à ζ à la Setion 2.2 et montrons ainsique :
σ(PA0,R×R+) = [Θ0,+∞[, (1.18)où Θ0 est dé�ni à la Proposition 2.12. De plus, Θ0 est un élément du spetre essentiel. Ce réel Θ0joue aussi un r�le fondamental pour l'étude du seteur angulaire omme nous le verrons i-après, ilest don intéressant d'en avoir une valeur approhée su�samment préise. La suite du Chapitre 2 estonsarée à la onstrution d'un quasi-mode pour l'opérateur H(ζ0) (ave les notations de la Pro-position 2.12). La Setion 2.4 donne des estimations du premier élément propre et mesure l'erreurommise en approhant la fontion propre φ assoiée à Θ0 par un quasi-mode. Nous onstruisonsdes quasi-modes de deux façons di�érentes : la première à la Setion 2.6 à l'aide d'une gaussienne,la seonde à la Setion 2.7 grâe à une fontion polynomiale par moreaux déduite d'une méthode



1.4 Organisation de la thèse 9de di�érenes �nies : de façon heuristique, nous onstruisons une suite de valeurs approhées de φ,interpolons de manière quadratique et justi�ons a posteriori la démarhe en mesurant l'éart ave leséléments propres. Nous nous servons de es onstrutions pour estimer Θ0 et φ(0) par l'intermédiairedu Lemme 2.23. En e�et, il est intéressant d'obtenir une valeur préise de φ(0) ar le Théorème 1.3mentionne une onstante M3 dans l'expression (1.14) qui vaut φ(0)2

6 (f [60℄, p.673), mais l'intérêtprinipal vient de la onstrution à la Setion 4.3 d'une fontion test sur un seteur angulaire dontl'énergie s'exprime à l'aide de φ(0).Les opérateurs PA0,R2 et PA0,R×R+, dont le spetre est donné respetivement aux relations (1.17)et (1.18), présentent deux omportements très di�érents, le bas du spetre de l'un étant une valeurpropre alors que elui du seond est un élément du spetre essentiel. Regardant le demi-plan ommeun seteur angulaire d'angle π, nous pouvons nous interroger sur la monotonie de µ(α) par rapportà α mais aussi sur le r�le de µ(π) = Θ0 pour les seteurs angulaires quelonques. En outre, Θ0 estun élément du spetre essentiel de PA0,R×R+ , e réel Θ0 reste-t-il un élément du spetre essentielpour PA0,Ωα ? Pour répondre à ette question, le Chapitre 3 propose une généralisation du Lemme dePersson [85℄ au Théorème 3.11. Ce résultat exprime le bas du spetre essentiel omme limite quand
r → +∞ du bas du spetre sur le domaine tronqué d'une boule de rayon r, pour ne garder que la�ontribution à l'in�ni�. Nous appliquons e théorème au seteur angulaire et montrons à la Proposi-tion 3.15 que le bas du spetre essentiel de l'opérateur PA0,Ωα est exatement Θ0. Ce résultat est trèsutile ar nous serons assurés que le bas du spetre de PA0,Ωα est une valeur propre si nous trouvonsune fontion normalisée dont l'énergie est stritement majorée par Θ0.Nous allons don essayer de préiser la nature du bas du spetre. Comme nous l'avons déjà men-tionné, à notre onnaissane, seuls Jadallah [68, 69, 70℄ et Pan [83℄ ont apporté une ontribution àl'étude de l'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique onstant pour des domaines non régu-liers en analysant le quart de plan. Jadallah [68, 69, 70℄ montre que le bas du spetre de la réalisationde Neumann de l'opérateur de Shrödinger dans un quart de plan pour un hamp magnétique d'ampli-tude 1, est majoré par 0.5772 en onstruisant une fontion de la forme e− ρ2

2
s(φ)ei(ρp(φ)+ 1

2
ρ2g(φ)+ 1

3
ρ3q(φ))et adaptant les oe�ients de manière à majorer l'énergie assoiée par 0.5772. Jadallah montre égale-ment qu'il existe une fontion propre minimisant le quotient de Rayleigh dans le quart de plan et queette fontion déroit exponentiellement ave l'éloignement de l'angle droit. Nous allons retrouver esrésultats au prohain paragraphe par une autre méthode. Pour démontrer es résultats, Jadallah sebase sur la onstrution d'une suite de minimiseurs assoiés au problème variationnel sur des arrésde plus en plus grands et qui tendent à la limite vers le quart de plan. Toutefois, pour la réalisation deNeumann sur des arrés, il n'y a auune raison a priori pour que l'état fondamental se loalise dansun oin en priorité. Il est même assez naturel de penser que l'état fondamental est loalisé aux quatresommets. Nous développerons ette idée à la Setion 15.4 en analysant la loalisation de l'état fon-damental sur des polygones réguliers. Pour éviter e problème, Jadallah résout un problème mixte enimposant des onditions de Dirihlet sur les deux �tés autres que {x1 = 0}, {x2 = 0}, propose des es-timations sur le omportement des fontions propres et passe à la limite sur la taille des �té des arrés.Pan démontre également que le bas du spetre pour le quart de plan est stritement inférieur à Θ0dans [83℄. La tehnique utilisée n'est plus de onstruire un état dont l'énergie est stritement inférieureà Θ0 mais de onstruire une fontion test d'énergie égale à Θ0 mais qui ne véri�e pas les onditionsde Neumann.Après quelques remarques immédiates sur la omparaison de µ(α) et de µ(αp) pour p ∈ N∗ auxPropositions 4.1 et 4.3, le Chapitre 4 et partiulièrement la Setion 4.3, est onsaré à la majorationdu bas du spetre µ(α) pour des angles voisins de π

2 . Nous reprenons à et e�et une idée de Pan pour



10 Introdutionétablir la Proposition 4.5 et onstruire, à l'aide de la fontion propre φ de l'opérateur D2
t +(t−ζ0)2 oud'un quasi-mode, une fontion d'énergie voisine de Θ0. L'idée essentielle de e résultat est de ramenerl'étude de seteur Ωα à elle du quart de plan Q par un hangement de variables et de déoupler lesvariables au maximum. Nous en déduisons un intervalle ]π2 − ε, π2 ] sur lequel µ est stritement majorépar Θ0, don est une valeur propre. Notons que l'énergie des fontions tests utilisées dépend de φ(0)et justi�e ainsi l'étude du Chapitre 2.1.4.2 Deuxième partie : Analyse asymptotique dans les seteurs de petit angleNous omplétons ette étude en estimant le bas du spetre pour les seteurs de petit angle à laPartie II. Pour regarder le omportement vis-à-vis de α, au lieu d'étudier l'opérateur �xe −∇2

A0
, sur ledomaine dépendant de α, nous nous ramenons par hangement de variables et de jauge (f Chapitre 5)à un opérateur Pα dépendant de α sur un domaine �xe Ω0: = R+×]− 1

2 ,
1
2 [. Ce faisant, nous obtenonsdeux expressions de la dérivée de µ aux Propositions 5.1 et 5.5 qui ne peuvent toutefois pas montrer lamonotonie de µ. Nous allons déterminer un développement limité du bas du spetre de et opérateur,

Pα = 2(Dt − η)t(Dt − η) + 1
α2t
D2
η. La singularité en α dans Pα est détruite par les fontions indépen-dantes de η. Ces fontions jouent don un r�le primordial et nous pouvons dissoier deux opérateursomposant Pα : D2

η et Lmoy = 2DttDt + t
12 qui apparaît naturellement en onsidérant l'ation de

Pα sur les fontions indépendantes de η. Le Chapitre 6 analyse haun de es opérateurs. Munis dees résultats, le Chapitre 7 donne la onstrution expliite d'une solution formelle U (∞) =

∞
∑

k=0

α2kuket µ(∞) =

∞
∑

k=0

α2kmk tels que PαU (∞) ≡ µ(∞)U (∞) (f Proposition 7.1). Le Chapitre 8 utilise etteonstrution pour donner une majoration de µ(α) au Théorème 8.1 en estimant le quotient de Rayleighde la somme partielle de U (∞). Cei permet de déduire un intervalle ]0, α0[ sur lequel µ est une valeurpropre. Pour montrer que ette solution formelle donne e�etivement l'asymptotique de µ(α), il reste àétablir la minoration. Après avoir préisé le omportement du veteur propre au Chapitre 9 (f Théo-rème 9.1) en utilisant les tehniques d'Agmon, nous déterminons, au Chapitre 10, le premier termedu développement limité par omparaison ave d'autres opérateurs (f Setion 10.1, Théorème 10.1)et montrons que la seonde valeur propre est su�samment éloignée de la première (f Setion 10.2,Proposition 10.7) de telle sorte que le andidat µ(∞) est néessairement le développement limité dela première valeur propre. Cette démonstration est assez tehnique mais repose sur la omparaisond'opérateurs.Le Chapitre 11 donne l'expression des premiers termes du développement limité et résume les infor-mations obtenues sur la loalisation du bas du spetre µ(α) en fontion de l'angle aux Figures 11.1 et11.2. Si nous admettons la préision de ertains aluls numériques (que nous avons ontr�lée ave leplus grand soin), nous avons ainsi établi que µ(α) est une valeur propre pour tout angle α ∈]0, π2 ].1.4.3 Troisième partie : Modélisation numériqueToutefois, la monotonie de µ par rapport à l'angle reste une question ouverte. Pour essayer deomprendre le omportement de µ mais aussi visualiser la loalisation de l'état propre, la Partie IIIpropose une approhe numérique basée sur la méthode des éléments �nis.Hornberger et Smilansky [65℄ ont étudié numériquement e problème pour des domaines réguliersà l'aide des méthodes intégrales. Cette tehnique est propre au as régulier ; d'après les auteurs, ellepeut éventuellement se généraliser au as non régulier mais nous avons préféré la méthode des éléments�nis qui paraît plus naturelle.



1.4 Organisation de la thèse 11Le problème numérique est partiulièrement di�ile ar nous verrons au Théorème 9.1 que le pre-mier veteur propre de PA0,Ωα déroît exponentiellement ave l'éloignement du oin. La loalisationpeut présenter ertains avantages ar il su�t de restreindre les aluls dans la zone de loalisation.Mais une onentration de l'état fondamental de petite amplitude et située au bord du domaine,dans un oin si le domaine est polygonal, rend plus di�ile le traitement numérique. Cette propriétéde loalisation est également établie à la Partie IV dans le as d'un domaine quelonque ave uneonentration dans le plus petit angle. Le problème numérique assoié devient ainsi très mal ondi-tionné. De plus, le problème est invariant de jauge et possède des propriétés partiulières vis-à-vis destransformations de domaine évoquées à la Setion 3.1, il semble don très pertinent de onstruire dessolutions numériques respetant es propriétés.Comme nous le soulignerons au Chapitre 12, la méthode standard mentionnée à la Setion 12.3,onsistant à onstruire les matries de masse et de rigidité et d'estimer les valeurs propres généraliséesest en éhe. Les veteurs propres ne sont pas réels et omme nous l'avons signalé préédemment,la phase est mal déterminée à l'intérieur du domaine où le module est exponentiellement petit loindes oins. Un défaut latent de ette méthode lassique est qu'elle ne respete pas l'invariane partranslation : ei produit des osillations de phase en liaison ave la taille du potentiel magnétique sinous hoisissons une mauvaise jauge. Notons que nous proposons un algorithme à la Setion 12.2 pourdéterminer les valeurs propres généralisées.Comme la phase joue un r�le partiulier visible sous l'e�et d'une translation (f Proposition 3.4),nous allons proposer une nouvelle formulation du problème à la Setion 12.4 en déomposant le ve-teur propre sous la forme ρ(x)eiθ(x). Cette formulation respete l'invariane de jauge et les propriétésde transformations de domaine. Comme nous l'avons déjà souligné, le module est exponentiellementpetit, e qui rend la détermination de phase partiulièrement di�ile. Ainsi, la Setion 12.4 présentedes simulations numériques montrant les limites de l'Algorithme 12.8 dues au mauvais onditionne-ment du problème ar la détermination de la phase est e�etuée après elle du module.La Setion 12.5 onstruit l'Algorithme 12.9, beauoup plus robuste pour la détermination du moduleet de la phase. L'idée est de déterminer une première phase très régulière par un problème de mi-nimisation puis de déterminer le module. Ainsi, aux itérations suivantes, la phase ne variera qu'auxendroits où le module n'est pas négligeable. L'étape d'initialisation est fondamentale ar elle permetde ontourner le problème du mauvais onditionnement. De plus, ette méthode reste valable pourdes hamps magnétiques très élevés.Du fait de la loalisation exponentielle du veteur propre, nous exploitons l'idée que toute l'in-formation du problème est onentrée dans un voisinage du oin. Ainsi, le ra�nement uniforme n'estni optimal ni rentable. Un ra�nement loalisé permettrait de gagner en temps de alul et aussi enpréision. De plus, une mesure loale de l'erreur entre la solution numérique et la solution exatedonne un bon ritère pour e�etuer un ra�nement adapté au problème. Cette mesure est donnée parla onstrution d'estimateurs a posteriori développée en Annexe A. Pour établir le Théorème A.2,nous nous basons essentiellement sur les travaux de Verfürth [100℄. Notons que les lemmes lassiques(Lemme de Céa, . . .) ne sont pas appliquables ii ar le problème n'est pas linéaire. Nous avons donétabli une nouvelle estimation a priori au Théorème A.4 pour adapter les tehniques de Verfürth. Pourétablir es nouvelles estimations a priori, nous supposons la simpliité de la première valeur propre etjusti�ons ette hypothèse au Chapitre 16.Ces estimateurs d'erreurs a posteriori permettent d'utiliser l'Algorithme 12.9 ouplé ave un raf-�nement de maillages adapté aux valeurs des estimateurs loaux. Le Chapitre 13 explique et donnedes exemples de es tehniques de ra�nement. La Setion 13.3 montre la pertinene d'un ra�nement



12 Introdutionloalisé en omparant les résultats ave un ra�nement uniforme.Munis de es tehniques, nous pouvons estimer µ(α) en fontion de α omme préisé à la Setion 13.4.Ce faisant, nous justi�ons la tronature hoisie pour approher le seteur angulaire et véri�ons que sure domaine numérique, les propriétés de linéarité par rapport au hamp magnétique sont onservées.La Figure 13.27 reprend les estimations obtenues théoriquement et ajoute les estimations numériques.Notons que les résultats numériques onordent tout à fait ave les résultats théoriques. Nous retrou-vons l'asymptote α√
3
quand α→ 0.La Setion 13.5 propose d'utiliser ette tehnique de ra�nement loalisé sur des domaines quel-onques. Nous proposons notamment l'exemple d'une demi-ellipse ollée à un demi-erle, domainerégulier présentant un point de ourbure maximal où la loalisation a lieu. Néanmoins, il semble quela préision sur la valeur propre est plus importante que elle donnée par les estimateurs.Les simulations numériques suggèrent l'idée largement admise dans la littérature physique [47, 94℄que µ est stritement roissante de ]0, π] sur ]0,Θ0], mais auune démonstration mathématique de erésultat n'existe.1.4.4 Quatrième partie : Asymptotique à grand hamp magnétique pour les do-maines à oinsAyant ainsi étudié l'opérateur PA0,Ωα et reprenant les résultats sur les opérateurs PA0,R2 et

PA0,R×R+ , nous pouvons généraliser le Théorème 1.3 au as d'un domaine polygonal urviligne aveun nombre �ni de sommets et établir une estimation du bas du spetre de Ph,B,Ω et de la loalisationde l'état fondamental. La Partie IV donne les détails de la démonstration de es résultats. Elle men-tionne également la loalisation répartie sur haque sommet d'un polygone régulier à la Setion 15.4.De plus, la non régularité du bord permet d'établir, au Chapitre 16, des résultats de simpliité de lapremière valeur propre, e qui permet en partiulier de justi�er les hypothèses faites en Annexe Apour onstruire les estimateurs a posteriori et devrait aussi ouvrir des perspetives plus favorablespour l'étude des bifurations pour le problème de la supraondutivité assoié.
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Première partieAnalyse spetrale desopérateurs modèles
Cette première partie se onentre sur l'étude de Θ0, valeur du bas du spetre de l'opérateur deShrödinger ave hamp magnétique d'intensité 1 sur le demi-plan. Elle permet en partiulier de dé-terminer une valeur numérique plus préise de Θ0.Comme nous l'avons mentionné en introdution, le bas du spetre de l'opérateur PA0,R×R+ est liéà elui de la famille d'opérateurs H(ζ) = D2

t + (t − ζ)2. De nombreux artiles analysent la familled'opérateurs H(ζ) et nous rappelons au Chapitre 2 quelques résultats en proposant des démonstra-tions plus élémentaires que elles trouvées dans la littérature. Nous préisons le omportement dela fontion propre de H(ζ0) ave ζ0 =
√

Θ0 en onstruisant des quasi-modes à l'aide de gaussienneà la Setion 2.6 ou de la méthode des di�érenes �nies à la Setion 2.7. Ces tehniques permettentd'obtenir une valeur approhée de Θ0 à 10−5 près.L'étude de Hel�er-Morame [60℄ a montré que le bas du spetre de l'opérateur de Shrödinger avehamp magnétique onstant égal à 1 sur le demi-plan, Θ0, est un élément du spetre essentiel. LeChapitre 3.11 généralise le Lemme de Persson et aratérise le bas du spetre essentiel pour un opé-rateur de Shrödinger. Nous pouvons ainsi montrer que le bas du spetre essentiel de PA0,Ωα pour unseteur angulaire Ωα vaut enore Θ0.Cette information donne un ritère pour savoir si le bas du spetre est une valeur propre. En e�et,à l'aide du prinipe du min-max, il su�ra de onstruire sur un seteur angulaire une fontion dontle quotient de Rayleigh est stritement majoré par Θ0 pour être assuré que le bas du spetre sur eseteur est une valeur propre. Le Chapitre 4 utilise et argument pour proposer quelques majorationsdu bas du spetre, µ(α), et montre au Corollaire 4.6 que µ(α) est une valeur propre au voisinage de
π
2 .





Chapitre 2Étude de l'opérateur H(ζ) = D2
t + (t− ζ)2sur R+

2.1 NotationsDans e hapitre, nous allons rappeler des résultats sur la réalisation de Neumann ou de Dirihletde la famille d'opérateurs H(ζ) sur R+. Ces résultats sont présentés dans [20, 41, 42℄ et nous propo-sons ii d'autres démonstrations ; nous donnerons notamment une démonstration élémentaire pour larégularité du premier veteur propre, basée sur le théorème des fontions impliites. Le résultat donnéà la Setion 2.2 s'étend à une famille d'opérateurs plus générale que H(ζ).Nous rappelerons ensuite le omportement du bas du spetre de H(ζ) dans la Setion 2.3. Les Se-tions 2.4, 2.6 et 2.7 sont onsarées à la onstrution de quasi-modes, soit à l'aide de gaussiennes, soità partir d'une méthode numérique et nous proposerons un ontr�le de l'éart entre la solution exateet la solution approhée en Setion 2.4.Nous noterons qDζ et qNζ les formes quadratiques assoiées aux réalisations de Dirihlet et deNeumann de l'opérateur H(ζ). Ces formes sont dé�nies par :
∀u ∈ B1(R+) ∩H1

0 (R+), qDζ (u) =

∫ ∞

0
|Dtu(t)|2 + (t− ζ)2|u(t)|2 dt,

∀u ∈ B1(R+), qNζ (u) =

∫ ∞

0
|Dtu(t)|2 + (t− ζ)2|u(t)|2 dt,où les domaines Bk(R+) sont dé�nis pour tout entier naturel k par :

Bk(R+) = {u ∈ Hk(R+)|tju ∈ L2(R+),∀j ≤ k}.Les réalisations de Neumann et Dirihlet de l'opérateur H(ζ) sont dé�nies sur les domaines respetifs
DN (H(ζ)) et DD(H(ζ)) ave :

DN(H(ζ)) = {u ∈ B2(R+)| u′(0) = 0},
DD(H(ζ)) = B2(R+) ∩H1

0 (R+).Nous omettrons les exposants D et N s'il n'y a pas d'ambiguité.Remarque 2.1.� Notons que les domaines DN (H(ζ)) et DD(H(ζ)) sont indépendants du paramètre ζ. Pour justi-�er le domaine de dé�nition des opérateurs, il su�t de déterminer les domaines des réalisationsde Neumann et Dirihlet de H(0), de onsidérer l'opérateur H(ζ) omme une perturbation de
H(0) et d'appliquer ensuite le théorème de Kato-Rellih (f [57℄).15



16 Étude de l'opérateur H(ζ) = D2
t + (t− ζ)2 sur R+� Grâe au hangement de variable t ← t − ζ, l'étude de l'opérateur H(ζ) sur R+ se ramène àelle de l'opérateur :

H: = D2
t + t2 sur l'intervalle ]− ζ,+∞[. (2.1)Les domaines des réalisations de Neumann et de Dirihlet de l'opérateur H valent respetive-ment :

DN (H) = {u ∈ B2(]− ζ,+∞[)| u′(−ζ) = 0},
DD(H) = {u ∈ B2(]− ζ,+∞[)| u(−ζ) = 0}.Rappelons deux théorèmes importants onernant le spetre d'un opérateur auto-adjoint (f [57℄)proposant des ritères d'existene de valeur propre dans un intervalle donné :Théorème 2.2 (Prinipe du min-max). Soit P un opérateur auto-adjoint semi-borné de domaine

D(P ) ⊂ H où H est un espae de Hilbert. Pour tout entier n ≥ 1, nous dé�nissons :
µn(P ) = sup

ψ1,...,ψn−1

inf
ψ∈[span(ψ1,...,ψn−1]⊥∩D(P )\{0}

〈Pψ,ψ〉H
||ψ||2H

, (2.2)où 〈., .〉H et || ||H désignent le produit salaire et la norme pour H. Alors :� Soit µn(P ) est la n-ième plus petite valeur propre et P a un spetre disret sur ]−∞, µn(P )].� Soit µn(P ) est le bas du spetre essentiel. Alors µj(P ) = µn(P ) pour tout j ≥ n.Théorème 2.3 (Théorème spetral). Soit P un opérateur auto-adjoint semi-borné de domaine D(P ) ⊂
H où H est un espae de Hilbert. Notons σ(P ) le spetre de P , alors pour tout réel λ :

d(λ, σ(P ))||ψ||H ≤ ||(P − λ)ψ||H, ∀ψ ∈ D(P ). (2.3)Le orollaire suivant est plus souvent utilisé :Corollaire 2.4. Supposons les mêmes hypothèses qu'au Théorème 2.3. Soient λ0 ∈ R et ψ ∈ D(P )tels qu'il existe ε > 0 :
||(P − λ0)ψ||H ≤ ε, ||ψ||H = 1.Alors il existe λ ∈ σ(P ) tel que |λ− λ0| ≤ ε.Une appliation immédiate du prinipe du min-max permet de omparer les bas des spetres desréalisations de Neumann et Dirihlet.Proposition 2.5. Notons respetivement µ(ζ) et λ(ζ) les bas des spetres des réalisations de Neumannet Dirihlet de l'opérateur H(ζ). Alors, λ est déroissante et :

∀ζ ∈ R, µ(ζ) ≤ λ(ζ). (2.4)Démonstration : La preuve est élémentaire, il su�t de ramener l'étude par hangement de variablesà l'opérateur H dé�ni en (2.1) et de remarquer que d'une part, une fontion de C∞
0 (] − ζ,+∞[)se prolonge en une fontion de C∞

0 (] − ξ,+∞[) par 0 sur ] − ξ,−ζ[ quand ξ > ζ et d'autre part,
C∞

0 (]− ζ,+∞[) ⊂ DN (H). L'appliation du prinipe du min-max à l'opérateur H ahève la démons-tration. �



2.2 Régularité 172.2 RégularitéCommençons par un résultat général sur la régularité des éléments propres d'un opérateur auto-adjoint. La méthode utilisée ii est appelée méthode de Grushin [53℄, 'est une variante de laméthode dite de la projetion de Feshbah [45, 46℄. Nous allons obtenir une ondition néessaire etsu�sante pour avoir une valeur propre et un veteur propre d'un opérateur dépendant d'un paramètre
ζ prohe de ζ0 ayant des informations sur l'opérateur H(ζ0), nous montrerons la régularité de lavaleur propre et du veteur propre assoié et nous justi�erons également la formule de Feynmann-Heilman [67℄ donnant l'expression de la dérivée de la valeur propre selon le paramètre.Théorème 2.6. Soit H(ζ) une famille d'opérateurs auto-adjoints di�érentiables selon le paramètre
ζ ∈ R, dé�nis sur R+ et dont le domaine D(H) est indépendant de ζ . Notons µ(ζ) la première valeurpropre et u(ζ) un veteur propre normalisé assoié. Supposons qu'en ζ0 ∈ R, la valeur propre µ(ζ0)est simple. Alors il existe η > 0 tel que pour tout ζ ∈]ζ0 − η, ζ0 + η[ et tout µ ∈]µ(ζ0)− η, µ(ζ0) + η[ :

µ ∈ σ(H(ζ)) ⇐⇒ µ = µ(ζ),où µ ∈ C∞(]ζ0 − η, ζ0 + η[). Le veteur propre assoié u(ζ) est également C∞. De plus, nous avons laformule dite de Feynmann-Heilman :
µ′(ζ0) = u∗(ζ0)∂ζH(ζ0)u(ζ0). (2.5)Démonstration : La preuve, basée sur le théorème des fontions impliites, se déompose en quatreétapes.Première étape : Déomposition de DN (H) selon le premier veteur propre u(ζ0)Notons u∗(ζ0) la projetion sur le veteur u(ζ0). Montrons que M0: =

(

H(ζ0)− µ(ζ0) u(ζ0)
u∗(ζ0) 0

) estinversible.Soit (f, c) ∈ L2(R+)×C, herhons à résoudreM0

(

u
z

)

=

(

f
c

), ave u ∈ DN (H), z ∈ C. Érivonsoordonnées par oordonnées les équations véri�ées par u, z :
(H(ζ0)− µ(ζ0)) u + z u(ζ0) = f (2.6)

u∗(ζ0)u = c. (2.7)L'équation (2.6) détermine z en lui appliquant u∗(ζ0) :
z = u∗(ζ0)f, (2.8)Rérivons les équations (2.6) et (2.7) onnaissant désormais z :

{

(H(ζ0)− µ(ζ0)) u = f − (u∗(ζ0)f) u(ζ0)
u∗(ζ0)u = c.

(2.9)La première équation de (2.9) détermine u sur (u(ζ0))
⊥ (ar u(ζ0) est un veteur propre de l'opérateur

H(ζ0) pour la valeur propre simple µ(ζ0)), la deuxième sur Im(u∗(ζ0)). Ainsi, u est entièrementdéterminé surDN (H) et donM0 est inversible. NotonsR0 son inverse, qui est ontinue sur L2(R+)×C,
R0 =

(

E0 E+
0

E−
0 E+−

0

)

.



18 Étude de l'opérateur H(ζ) = D2
t + (t− ζ)2 sur R+Les oe�ients de R0 sont entièrement déterminés par les équations (2.9) :

E0 = ((H(ζ0)− µ(ζ0))|u(ζ0)⊥)−1 (2.10)
E+

0 = u(ζ0) (2.11)
E−

0 = u∗(ζ0) (2.12)
E+−

0 = 0. (2.13)Deuxième étape : inverse au voisinage de (ζ, µ)Montrons que la matrie M0 reste inversible en perturbant légèrement ses oe�ients. Pour ela, nousallons utiliser les séries de Neumann. Considérons la matrie :
M(ζ, µ) =

(

H(ζ)− µ u(ζ0)
u∗(ζ0) 0

)

.Nous pouvons rérire M(ζ, µ) omme :
M(ζ, µ) = M0 +

(

(H(ζ)−H(ζ0))− (µ− µ(ζ0)) 0
0 0

)

= M0

(

Id +R0

(

(H(ζ)−H(ζ0))− (µ− µ(ζ0)) 0
0 0

))

.Or les appliations (ζ, µ) 7→ H(ζ) et (ζ, µ) 7→ µ sont ontinues au voisinage de (ζ0, µ(ζ0)), don ilexiste ε > 0 tel que si |ζ − ζ0| ≤ ε et |µ − µ(ζ0)| ≤ ε, alors M(ζ, µ) est inversible et son inverse estdonné par la série de Neumann :
M(ζ, µ)−1 =

∑

j∈N

(−1)j
(

R0

(

(H(ζ)−H(ζ0))− (µ− µ(ζ0)) 0
0 0

))j

R0. (2.14)Notons R(ζ, µ) =

(

E(ζ, µ) E+(ζ, µ)
E−(ζ, µ) E+−(ζ, µ)

) l'inverse de M(ζ, µ) et étudions la régularité de R.Lemme 2.7. L'inverse de M(ζ, µ) est une appliation in�niment dérivable au voisinage du point
(ζ0, µ(ζ0)).Démonstration : L'appliation de ]ζ0 − ε, ζ0 + ε[×]µ(ζ0)− ε, µ(ζ0) + ε[ dans DN (H)× C dé�nie par :

T (ζ, µ) = R0

(

r(ζ, µ) 0
0 0

) ave r(ζ, µ):= (H(ζ)−H(ζ0))− (µ− µ(ζ0)) (2.15)est in�niment dérivable. Or :
M(ζ, µ)−1 =

∑

j∈N

(−1)jT (ζ, µ)jR0. (2.16)Soit j ∈ N∗. Donnons les relations de dérivation pour r(ζ, µ) :
∂ζr(ζ, µ) = ∂ζH(ζ) (2.17)
∂µr(ζ, µ) = −1. (2.18)À la vue de la relation (2.16), nous allons estimer le terme T (ζ, µ)j :

(

R0

(

r(ζ, µ) 0
0 0

))j

=

((

E0 u(ζ0)
u∗(ζ0) 0

) (

r(ζ, µ) 0
0 0

))j

=

(

(E0 r(ζ, µ))j 0
(u∗(ζ0) r(ζ, µ))(E0 r(ζ, µ))j−1 0

)

. (2.19)



2.2 Régularité 19Don
M(ζ, µ)−1 =

∑

j∈N

(−1)j
(

(E0 r(ζ, µ))j 0
(u∗(ζ0) r(ζ, µ))(E0 r(ζ, µ))j−1 0

)

R0. (2.20)La relation (2.20) et les relations de dérivation (2.17) et (2.18) montrent que le terme général de la sériedé�nissant M(ζ, µ)−1 est in�niment dérivable et que la série des dérivées onverge uniformément surun voisinage de taille ε de (ζ0, µ(ζ0)), don l'appliation M(ζ, µ)−1 dé�nie sur ]ζ0− ε, ζ0 + ε[×]µ(ζ0)−
ε, µ(ζ0) + ε[ est de lasse C∞. �Lemme 2.8. µ est une valeur propre de H(ζ) si et seulement si E+−(ζ, µ) = 0.De plus, au voisinage de (ζ0, µ(ζ0)), si µ est une valeur propre, alors E+(ζ, µ) est un veteur propreassoié.Démonstration : Donnons les équations véri�ées par les oe�ients de R(ζ, µ) :

(H(ζ)− µ)E(ζ, µ) + u(ζ0)E
−(ζ, µ) = Id (2.21)

u∗(ζ0)E+(ζ, µ) = 1 (2.22)
(H(ζ)− µ)E+(ζ, µ) + u(ζ0)E

+−(ζ, µ) = 0 (2.23)
u∗(ζ0)E(ζ, µ) = 0. (2.24)Supposons que E+−(ζ, µ) 6= 0, alors (2.23) permet d'exprimer u(ζ0) omme suit :

u(ζ0) = −(H(ζ)− µ)E+(ζ, µ)

E+−(ζ, µ)
. (2.25)Reportons ette expression dans (2.21), alors :

(H(ζ)− µ)

(

E(ζ, µ)− E+(ζ, µ)

E+−(ζ, µ)

)

= Id. (2.26)En onséquene, si E+−(ζ, µ) 6= 0, alorsH(ζ)−µ est inversible, don µ n'est pas valeur propre deH(ζ).Réiproquement, supposons que E+−(ζ, µ) = 0. Si de plus, E+(ζ, µ) est nul, alors E−(ζ, µ) l'est aussiar E−(ζ, µ) est l'adjoint de E+(ζ, µ). Cei est impossible ar R(ζ, µ) est inversible, don E+(ζ, µ)est non nul. Ainsi, E+(ζ, µ) est veteur propre d'après l'équation (2.23). �Troisième étape : Étude de l'équation E+−(ζ, µ) = 0.Montrons qu'au voisinage de ζ0, nous pouvons trouver les valeurs propres assoiées à l'opérateur
H(ζ) en regardant l'équation E+−(ζ, µ) = 0 par appliation du Lemme 2.8. Exprimons le oe�ient
E+−(ζ, µ) à l'aide de la série de Neumann. Reprenons le alul (2.20) de M(ζ, µ)−1 en développantle produit :

(

R0

(

r(ζ, µ) 0
0 0

))j

R0 =

(

(E0 r(ζ, µ))jE0 (E0 r(ζ, µ))ju(ζ0)
(u∗(ζ0)r(ζ, µ))(E0 r(ζ, µ))j−1E0 (u∗(ζ0)r(ζ, µ))(E0 r(ζ, µ))j−1u(ζ0)

)

. (2.27)Par identi�ation des oe�ients de M(ζ, µ)−1 et de eux de la série de Neumann (2.14), l'expressionde E+−(ζ, µ) est donnée par :
E+−(ζ, µ) =

∑

j≥1

(−1)j(u∗(ζ0)r(ζ, µ))(E0 r(ζ, µ))j−1u(ζ0). (2.28)



20 Étude de l'opérateur H(ζ) = D2
t + (t− ζ)2 sur R+Le Lemme 2.7 montre queM(ζ, µ)−1 est C∞ au voisinage de (ζ0, µ(ζ0)), don en partiulier, E+−(ζ, µ)l'est aussi. Regardons l'expression de la dérivée de E+−(ζ, µ) par rapport à µ dans le but d'appliquer lethéorème des fontions impliites. Comme la onvergene de la série dé�nissant E+−(ζ, µ) est normale,la dérivée de E+−(ζ, µ) est la série des dérivées terme à terme. Les relations de dérivation (2.17) et(2.18) estimées au point (ζ0, µ(ζ0)) permettent de déduire les expressions des dérivées de E+−(ζ, µ)en (ζ0, µ(ζ0)) :

∂ζE
+−(ζ0, µ(ζ0)) = −u∗(ζ0)∂ζr(ζ0, µ(ζ0))u(ζ0), (2.29)

∂µE
+−(ζ0, µ(ζ0)) = 1. (2.30)En partiulier, la di�érentielle ∂µE+−(ζ0, µ(ζ0)) est inversible et de plus, E+−(ζ0, µ(ζ0)) = E+−

0 = 0 ;le théorème des fontions impliites peut don s'appliquer et il existe η > 0 et une appliation µ delasse C∞ sur ]ζ0 − η, ζ0 + η[ telle que :
∀ζ ∈]ζ0 − η, ζ0 + η[, ∀µ ∈]µ(ζ0)− η, µ(ζ0) + η[, E+−(ζ, µ) = 0⇐⇒ µ = µ(ζ).Par onséquent, µ(ζ) est une valeur propre C∞ au voisinage de ζ0 et en utilisant le Lemme 2.8,

E+(ζ, µ(ζ)) est un veteur propre C∞ au voisinage de ζ0.Quatrième étape : Justi�ons la formule de Feynmann-HeilmanPar onstrution de la fontion µ, nous avons E+−(ζ, µ(ζ)) = 0. Di�érenions ette relation parrapport à ζ, puis prenons la valeur en (ζ0, µ(ζ0)), il vient :
∂ζE

+−(ζ0, µ(ζ0)) + µ′(ζ0)∂µE
+−(ζ0, µ(ζ0)) = 0. (2.31)Utilisons les relations (2.29) et (2.30), alors :

µ′(ζ0) = u∗(ζ0)∂ζH(ζ0)u(ζ0). (2.32)
�Remarque 2.9. Nous pouvons obtenir un résultat semblable si la première valeur propre n'est passimple, il su�t de remplaer la matrieM0 par la matrie : 



H(ζ0)− µ(ζ0) u1(ζ0) . . . uN (ζ0)
u∗1(ζ0) 0 . . . 0... ... . . . ...
u∗N (ζ0) 0 . . . 0











.La ondition du Lemme 2.8 devient une ondition de nullité sur le déterminant E+−(ζ, µ).Appliquons e Théorème 2.6 pour justi�er la régularité des fontions µ et u.Proposition 2.10. Les fontions ζ 7→ µ(ζ) et ζ 7→ λ(ζ) sont ontinues sur R.Notons u(ζ) un veteur propre normalisé assoié à la valeur propre µ(ζ) (respetivement λ(ζ)), alorsles fontions µ et u (respetivement λ et u) sont de lasse C∞ sur ]0,∞[. De plus :
µ′(ζ) = 2

∫ ∞

0
(ζ − t)|u(ζ, t)|2 dt. (2.33)Cette relation reste valable dans le as de la réalisation de Dirihlet.Démonstration : Nous établirons le résultat pour la réalisation de Neumann, la preuve étant similairepour la réalisation de Dirihlet.



2.3 Comportement de la première valeur propre 21Nous pouvons appliquer le Théorème 2.6 qui justi�e que µ et u sont in�niment dérivables sur R et laformule (2.5) de Feynmann-Heilman onduit à la relation (2.33) ar ∂ζH(ζ) = −2(t− ζ), ainsi :
µ′(ζ0) = −2

∫

R+

(t− ζ0)|u(ζ0)|2(t) dt. (2.34)
�Remarque 2.11. L'appliation de prinipe du min-max permet de montrer que la fontion µ estloalement lipshitzienne.2.3 Comportement de la première valeur proprePar prolongement des fontions du domaine de forme, il est en général faile de prouver que lebas du spetre de la réalisation de Dirihlet d'un opérateur est monotone. Par ontre, et argumentne s'applique plus pour la réalisation de Neumann. En fait, le bas du spetre de la réalisation deNeumann n'est généralement pas monotone.Intéressons-nous maintenant plus spéi�quement au omportement de µ et λ.Proposition 2.12. La fontion λ est stritement déroissante de R à valeurs dans ]1,+∞[ et λ(0) = 3.Il existe un réel ζ0 > 0 tel que la fontion µ est stritement déroissante de ]−∞, ζ0[ dans ]Θ0,+∞[et stritement roissante de [ζ0,+∞[ dans [Θ0, 1[. De plus, µ(0) = 1 et si l'on note φ le veteur proprepositif normalisé, assoié à H(ζ0), nous avons les relations :

∫ ∞

0
(|φ′(t)|2 + (t− ζ0)2|φ(t)|2) dt = Θ0, (2.35)

Θ0 = ζ2
0 , (2.36)

|φ(0)|2 =
µ′′(ζ0)

2ζ0
, (2.37)

∫ ∞

0
(t− ζ0)|φ(t)|2 dt = 0. (2.38)Démonstration : Nous avons démontré à la Proposition 2.5 la déroissane de λ. Pour montrer queette déroissante est strite, il su�t d'étudier la quantité (λ(ζ+h)−λ(ζ)) 〈uζ+h, uζ〉L2(]−ζ,+∞[) ommenous le ferons pour la preuve du Lemme 2.19. Nous établissons ainsi :

λ′(ζ) = −(u′ζ(−ζ))2 < 0.Nous allons démontrer les autres propriétés de la proposition par plusieurs lemmes suessifs en sui-vant la démonstration de Dauge-Hel�er [41℄. �Lemme 2.13. lim
ζ→−∞

µ(ζ) = +∞ et lim
ζ→−∞

λ(ζ) = +∞.Démonstration : Soit ζ < 0. Il su�t d'érire : D2
t + (t− ζ)2 ≥ D2

t + t2 + ζ2 ≥ ζ2. �Lemme 2.14. ζ 7→ µ(ζ) est une fontion déroissante de ζ sur l'intervalle ]−∞, 0].



22 Étude de l'opérateur H(ζ) = D2
t + (t− ζ)2 sur R+Démonstration : Soient u ∈ B2(R+) tel que u′(0) = 0 et ζ, ξ ∈ R2 tels que ζ ≤ ξ ≤ 0. Alors, pour tout

t ∈ R+, (t− ζ)2 ≥ (t− ξ)2, e qui implique que 〈H(ζ)u, u〉L2(R+) ≥ 〈H(ξ)u, u〉L2(R+). Le prinipe dumin-max permet d'ahever la preuve du lemme. �Lemme 2.15. µ(0) = 1 et λ(0) = 3.Démonstration : L'opérateur H(0) = D2
t + t2 est dé�ni sur ]0,+∞[. Notons H̃ = D2

t + t2 la réalisationde l'osillateur harmonique sur R. Comparons le spetre de H(0) ave le spetre de H̃ restreint auxfontions paires. Alors la plus petite valeur propre de la réalisation de Neumann de H̃, restreinte auxfontions paires est µ1(H̃) = 1, ette valeur propre est de multipliité 1 et un veteur propre assoiéest ũ(t) = exp
(

−t2
2

). Notons u la restrition de ũ à ]0,+∞[. Alors u ∈ DN (H(0)) et u véri�e laondition de Neumann sur R+. Don
1 = µ1(H̃) ≥ µ(0). (2.39)Soit maintenant u un veteur propre pour la ondition de Neumann dans R+, alors u′(0) = 0, ar

u ∈ DN (H(0)). Prolongeons u à R par parité, notons ũ e prolongement. Alors ũ ∈ DN (H̃) = B2(R).En e�et, en notant (ũ′′) la dérivée de la distribution, la formule des sauts donne :
ũ′′ = (ũ′′) + [ũ′(0+)− ũ′(0−)]δ + [ũ(0+)− ũ(0−)]δ′,mais, nous prolongeons par parité don ũ(0+) = ũ(0−) et omme nous étudions la réalisation deNeumann, alors ũ′(0+) = ũ′(0−), don ũ′ ∈ L2(R). Les termes ũ, tũ, t2ũ, ũ′, tũ′ ne posent pasd'autres problèmes d'intégrabilité. L'appliation du prinipe du min-max à l'opérateur H̃ donne :

µ1(H̃) ≤

∫

R

|ũ′(x)|2 + x2|ũ(x)|2 dx
∫

R

|ũ(x)|2 dx
=

∫ ∞

0
|u′(x)|2 + x2|u(x)|2 dx
∫ ∞

0
|u(x)|2 dx

= µ(0). (2.40)Pour justi�er λ(0) = 3, il su�t de onsidérer l'osillateur harmonique sur R restreint aux fontionsimpaires. �Lemme 2.16. µ′(0) < 0Démonstration : Notons u0 un veteur propre de norme 1 assoié à µ(0). Alors, d'après (2.33),
µ′(0) = −2

∫

]0,+∞[
t|u0(t)|2 dt < 0. (2.41)En partiulier, (2.41) indique que µ est stritement déroissante au voisinage de 0, don il existe ε0assez petit, positif tel que ∀ 0 < ε ≤ ε0, µ(ε) < 1. �Lemme 2.17. lim

ζ→+∞
λ(ζ) = 1.Démonstration : Comme λ est déroissante, alors λ(ζ) ≥ 1 ar la plus petite valeur propre de l'os-illateur harmonique sur R vaut 1. Montrons l'inégalité inverse. Pour ela, nous utilisons un veteurpropre de l'opérateur H dé�ni sur R et tronquons e veteur a�n d'obtenir un élément de l'espae

DD(H(ζ)).



2.3 Comportement de la première valeur propre 23Soit u(x) = 1√
2π
e−x

2/2, alors ||u||L2(R) = 1. Soit χ une fontion in�niment dérivable telle que :
0 ≤ χ ≤ 1 et χ(x) =

{

0 si x ≤ 0
1 si x ≥ 1.Nous dé�nissons une translatée-dilatée de χ pour tout x ∈ R par χζ(x):= χ(ζ(x+ ζ)).La omparaison des normes ||χζu||L2(R) et ||u||L2(R) onduit à la minoration :

||χζu||2L2(R) ≥ 1− C
exp

(

−ζ2
2

)

ζ
. (2.42)Estimons le quotient de Rayleigh, alors il existe une onstante C telle que :

〈H(χζu), χζu〉
||χζu||2L2(R)

= 1 +
2

||χζu||2L2(R)

∫ −ζ+ 1
ζ

−ζ
χζu(Dxχζ)(Dxu) +

1

||χζu||2L2(R)

∫ −ζ+ 1
ζ

−ζ
χζ |u|2(D2

xχζ)

≤ 1 + C ζ2 exp
(

−ζ2
)

.Par appliation du prinipe du min-max, nous déduisons λ(ζ) ≤ 1 + C ζ2 exp
(

−ζ2
). �Lemme 2.18. lim

ζ→+∞
µ(ζ) = 1Démonstration : D'après la Proposition 2.5 et le Lemme 2.17, µ ≤ λ et lim

ζ→+∞
λ(ζ) = 1, ainsi :

lim
ζ→+∞

µ(ζ) ≤ 1. (2.43)Montrons maintenant la minoration. Soit uζ un veteur propre normalisé assoié à µ(ζ). Nous allonstronquer la fontion uζ a�n de nous ramener au spetre de l'opérateur de Dirihlet à l'aide d'unefontion χ in�niment dérivable sur R telle que :
0 ≤ χ ≤ 1 et χ(x) =

{

0 si x ≤ 0
1 si x ≥ 1.Nous dé�nissons la translatée de χ par χζ(x):= χ(x+ ζ).Soit ε > 0. Comme uζ est normalisée, alors il existe ζ0 tel que :

∀ζ ≥ ζ0, ||χζuζ ||2L2(R) ≥ ||uζ ||2L2(R) − ε = 1− ε. (2.44)Par onstrution, χζuζ ∈ DD(H), don :
〈H(χζuζ), χζuζ〉 ≥ λ(ζ)||χζuζ ||2L2(R). (2.45)Estimons le quotient de Rayleigh pour la fontion χζ uζ :

〈H(χζuζ), χζuζ〉
||χζuζ ||2L2(R)

= µ(ζ) + 2 Re

∫ −ζ+1

−ζ
(Dtχζ)(Dtuζ)χζuζ dt

||χζuζ ||2L2(R)

+

∫ −ζ+1

−ζ
|uζ |2(D2

t χζ)χζ dt

||χζuζ ||2L2(R)

. (2.46)Par hypothèse sur la fontion de tronature, il existe ζ1 ≥ ζ0 tel que
∀ζ ≥ ζ1,

∣

∣

∣

∣

2

∫ −ζ+1

−ζ
(Dtχζ(t))(Dtuζ(t))χζ(t)uζ(t) dt

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ −ζ+1

−ζ
|uζ |2(D2

t χζ)χζ dt

∣

∣

∣

∣

≤ ε. (2.47)



24 Étude de l'opérateur H(ζ) = D2
t + (t− ζ)2 sur R+Reportons les estimations (2.47) et (2.44) dans (2.46) et utilisons (2.45), il vient :

λ(ζ) ≤ µ(ζ) +
ε

||uζ ||2L2(R)
− ε. (2.48)En passant à la limite quand ζ tend vers l'in�ni, nous trouvons la minoration voulue. �Lemme 2.19. La fontion µ admet un unique minimum loal sur R.Ce minimum est atteint en ζ0 > 0 et µ(ζ0) < 1.Démonstration : Nous suivons la démonstration de Dauge-Hel�er [41, 42℄. Soient h > 0,uζ et uζ+h lesveteurs propres normalisés assoiés aux valeurs propres µ(ζ) et µ(ζ+h) pour l'opérateur H. D'aprèsla Proposition 2.10, les fontions µ et ζ 7→ uζ sont de lasse C∞ sur R. Calulons la dérivée de µ. Pourse faire, ommençons par évaluer (µ(ζ + h) − µ(ζ)) 〈uζ+h, uζ〉L2(]−ζ,+∞[) en remarquant que ∀ξ ∈ R,

µ(ξ) ∈ R et µ(ξ)uξ = Huξ :
(µ(ζ + h)− µ(ζ)) 〈uζ+h, uζ〉L2(]−ζ,+∞[) = 〈Huζ+h, uζ〉L2(]−ζ,+∞[) − 〈uζ+h,Huζ〉L2(]−ζ,+∞[)

=

∫ +∞

−ζ

{

(−u′′ζ+h + t2uζ+h)uζ − uζ+h(−u′′ζ + t2uζ)
}

dt

= −
∫ +∞

−ζ
u′′ζ+h(t)uζ(t) dt+

∫ +∞

−ζ
uζ+h(t)u

′′
ζ (t) dt

= u′ζ+h(−ζ)uζ(−ζ)− uζ+h(−ζ)u′ζ(−ζ)
= u′ζ+h(−ζ)uζ(−ζ).Les deux dernières égalités s'obtiennent par intégration par parties en notant que u′ζ(−ζ) = 0. Re-marquons que uζ(−ζ) ne peut pas s'annuler ar nous savons déjà que u′ζ(−ζ) = 0 et si, en plus, nousavions uζ(−ζ) = 0, alors uζ serait identiquement nulle, e qui ne peut être.Faisons un développement limité de u′ζ+h(−ζ) en nous rappellant que ∀ξ ∈ R, u′ξ(−ξ) = 0 :

u′ζ+h(−ζ) = u′ζ+h(−ζ − h) + hu′′ζ+h(−ζ − h) +O(h2)

= hu′′ζ+h(−ζ − h) +O(h2)

= h((ζ + h)2 − µ(ζ + h))uζ+h(−ζ − h) +O(h2),ar u′′ξ (−ξ) + ξ2uξ(−ξ) = µ(ξ)uξ(−ξ). Nous en déduisons ainsi :
µ(ζ + h)− µ(ζ)

h
〈uζ+h, uζ〉L2(]−ζ,+∞[) = ((ζ + h)2 − µ(ζ + h))uζ+h(−ζ − h)uζ(−ζ) +O(h), (2.49)don, en prenant la limite quand h→ 0 dans (2.49), il vient :

µ′(ζ) = µ′(ζ)||uζ ||2L2(]−ζ,+∞[) = (ζ2 − µ(ζ))|uζ(−ζ)|2. (2.50)Or si la fontion µ admet un minimum loal en un point ζ, sa dérivée s'annule en e point. D'aprèsla relation i-dessus, µ′ s'annule en ζ si et seulement si µ(ζ) = ζ2. Dérivons l'équation (2.50) en unpoint où la dérivée s'annule :
µ′′(ζ) = (2ζ − µ′(ζ))|uζ(−ζ)|2 = 2ζ(uζ(−ζ))2>0.Il y a ainsi un seul minimum loal qui est, de fait, un minimum global. Comme µ est stritementdéroissante au voisinage de zéro, le minimum global est atteint en ζ0 > 0 et µ(ζ0) < µ(0) = 1.De plus, omme µ′(ζ0) = 0, (2.38) se déduit de la formule (2.33).Nous préisons ainsi le omportement de la fontion µ sur R : µ est stritement déroissante sur

]−∞ , ζ0] et stritement roissante sur [ζ0,+∞[, et, en partiulier, lim
ζ→+∞

µ(ζ) = 1−. �



2.4 Estimation du premier élément propre 252.4 Estimation du premier élément propreRappelons deux résultats importants qui estiment l'éart entre la valeur propre Θ0 et l'énergie asso-iée à un quasi-mode et d'autre part, entre la fontion propre φ et e quasi-mode φapp en ommençantpar rappeler le Théorème 1.15 de [54℄ donnant l'Inégalité de Temple :Théorème 2.20 (Inégalité de Temple). Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espae de Hilbert Het ψ ∈ D(A) normalisé. Supposons que λ est la seule valeur propre de A dans l'intervalle α < λ < β.Dé�nissons η = 〈ψ,Aψ〉H et ε2 = ||[A− η]ψ||2H = ||Aψ||2H − η2. Si ε2 < (β − η)(η − α), alors :
η − ε2

β − η ≤ λ ≤ η +
ε2

η − α.Démonstration : Soient E1 et E2 tels que α ≤ E1 ≤ λ ≤ E2 ≤ β. Calulons 〈(A− E2)ψ, (A − E1)ψ〉Hen utilisant les notations du Théorème 2.20 :
〈(A− E2)ψ, (A − E1)ψ〉H = E1E2 − (E1 + E2)η + 〈Aψ,Aψ〉H

= E1E2 − (E1 + E2)η + 〈(A− η)ψ, (A − η)ψ〉H + η2

= E1E2 − (E1 + E2)η + ε2 + η2

= ε2 − (E2 − η)(η − E1). (2.51)Or 〈(A− E2)ψ, (A − E1)ψ〉H ≥ 0 ar il n'y a qu'une valeur propre λ sur ]α, β[, ainsi :
(E2 − η)(η − E1) ≤ ε2. (2.52)� Choisissons E1 = α et E2 = λ, alors par appliation du prinipe du min-max, α < λ ≤ η, don(2.52) onduit à :

λ ≤ η +
ε2

η − α.� Choisissons E1 = λ et E2 = β, alors (2.52) permet d'érire :
λ ≥ η − ε2

η − β .

�Citons maintenant la Proposition 4.1.1, p. 30 de [56℄ :Théorème 2.21. Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espae de Hilbert H. Soit I ⊂ R unintervalle ompat, ψ1, . . . , ψN ∈ H des éléments linéairement indépendants de D(A) et µ1, . . . , µNtels que :
Aψj = µjψj + rj ave ||rj ||H ≤ ε. (2.53)Soit a > 0, supposons que σ(A)∩(I+B(0, 2a)\I) = ∅. Alors, si E est l'espae engendré par ψ1, . . . , ψNet si F est l'espae assoié à σ(A) ∩ I, nous avons :

d(E,F ) ≤ ε
√
N

a
√

λmin
S

, (2.54)où λmin
S est la plus petite valeur propre de S = (〈ψj, ψk〉H) et d la distane dé�nie par :

d(E,F ) = ||ΠE −ΠFΠE ||H,en notant respetivement ΠE, ΠF les projetions orthogonales sur E et F .
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t + (t− ζ)2 sur R+Nous allons appliquer ette proposition ave N = 1, A = H(ζ0), E l'espae engendré par φapp,noté < φapp >, F l'espae engendré par φ, noté < φ > et ψ1 = φapp. Remarquons que l'expression dela distane d(E,F ) est liée à la norme ||φ−φapp||L2(R+) en se rappelant que φ et φapp sont normalisés :

d(E,F ) = ||φapp − 〈φapp, φ〉φ||L2(R+) =
√

||φapp − 〈φapp, φ〉φ||2L2(R+)

=
√

1 + | 〈φapp, φ〉 |2 − 2| 〈φapp, φ〉 |2 =
√

1− | 〈φapp, φ〉 |2.Ainsi :
d(E,F ) =

||φapp − φ||L2(R+)√
2

. (2.55)Nous pouvons estimer Θ0 et φ à l'aide de quasi-modes pour un opérateur H(ζ) quand ζ est prohe de
ζ0 omme le montre le théorème suivant :Théorème 2.22. Soient ζapp ∈ R et φapp ∈ D(H(ζapp)) normalisé tels que :

H(ζapp)φapp = Θappφapp + rapp ave ||rapp||L2(R+) ≤ εapp, (2.56)Notons µ2(ζ0) la deuxième valeur propre assoiée à l'opérateur H(ζ0) et dé�nissons :
ε̃2app = ε2app + 4εapp(ζapp − ζ0)

√

Θapp + 2(ζapp − ζ0)2(εapp + 2Θapp)

+4(ζapp − ζ0)3
√

Θapp + (ζapp − ζ0)4, (2.57)
ε̂2app = ε̃2app + 4εapp

√

Θapp(ζapp − ζ0) + 2(ζapp − ζ0)2(6Θapp + εapp)

+12
√

Θapp(ζapp − ζ0)3 + 3(ζapp − ζ0)4. (2.58)Alors, nous pouvons estimer la di�érene Θapp −Θ0 :






Θ0 −Θapp ≥ −2
√

Θapp(ζapp − ζ0)−
ε̂2app

µ2(ζ0)− (
√

Θapp + (ζapp − ζ0))2
Θ0 −Θapp ≤ (ζapp − ζ0)2 + 2

√

Θapp(ζapp − ζ0),
(2.59)ainsi que la norme de φ− φapp :

||φ− φapp||L2(R+) ≤ 2
√

2
ε̃app

µ2(ζ0)−Θ0
, (2.60)

||(φ−φapp)′||2L2(R+) ≤ 4
√

Θapp(ζapp−ζ0)+(ζapp−ζ0)2+
4
√

2Θ0ε̃app

µ2(ζ0)−Θ0
+

ε̂2app

µ2(ζ0)− (
√

Θapp + ζapp − ζ0)2
.(2.61)Démonstration : Estimons Θapp − Θ0 grâe au Théorème 2.20 en hoisissant A = H(ζ0), ψ = φapp.Comme Θ0 est la première valeur propre pour l'opérateur H(ζ0), nous pouvons hoisir α = −∞ et

β = µ2(ζ0). Rappelons la relation :
H(ζ0) = H(ζapp) + 2(t− ζapp)(ζapp − ζ0) + (ζapp − ζ0)2.Estimons maintenant η :

η = 〈φapp,H(ζ0)φapp〉L2(R+)

= 〈φapp,H(ζapp)φapp〉L2(R+) + (ζapp − ζ0)
∫

R+

(2(t− ζapp) + (ζapp − ζ0))|φapp(t)|2 dt

= Θapp + (ζapp − ζ0)2 + 2(ζapp − ζ0)
∫

R+

(t− ζapp)|φapp(t)|2 dt (2.62)
≤ (

√

Θapp + (ζapp − ζ0))2. (2.63)



2.4 Estimation du premier élément propre 27Cei nous permet, à l'aide de l'inégalité de Cauhy-Shwarz, de déduire un enadrement de η :
− 2(ζapp − ζ0)

√

Θapp ≤ η −Θapp ≤ (ζapp − ζ0)2 + 2(ζapp − ζ0)
√

Θapp. (2.64)Estimons le reste ε2, en utilisant à nouveau l'inégalité de Cauhy-Shwarz :
ε2 =

∫

R+

|((H(ζapp)−Θapp) + 2(t− ζapp)(ζapp − ζ0) + (ζapp − ζ0)2 + (Θapp − η))φapp(t)|2 dt

≤ ||rapp||2L2(R+) + 4(ζapp − ζ0)2Θapp + (ζapp − ζ0)4 + (Θapp − η)2

+2||rapp||L2(R+)

(

2(ζapp − ζ0)
√

Θapp + (ζapp − ζ0)2 + (Θapp − η)
)

+4(ζapp − ζ0)3
√

Θapp + 4(ζapp − ζ0)
√

Θapp(Θapp − η) + 2(ζapp − ζ0)2(Θapp − η). (2.65)Considérons l'enadrement (2.64) de η −Θapp, alors, appliquant l'hypothèse ||rapp||L2(R+) ≤ εapp :
(Θapp − η)2 + 2(Θapp − η)

(

||rapp||L2(R+) + 2(ζapp − ζ0)
√

Θapp + (ζapp − ζ0)2
)

≤ 4(ζapp − ζ0)2Θapp + 4(ζapp − ζ0)3
√

Θapp + (ζapp − ζ0)4
+4εapp(ζapp − ζ0)

√

Θapp + 2εapp(ζapp − ζ0)2
+8(ζapp − ζ0)2Θapp + 4(ζapp − ζ0)3

√

Θapp

+4(ζapp − ζ0)3
√

Θapp + 2(ζapp − ζ0)4
≤ 4εapp

√

Θapp(ζapp − ζ0) + 2(ζapp − ζ0)2(6Θapp + εapp)

+12
√

Θapp(ζapp − ζ0)3 + 3(ζapp − ζ0)4. (2.66)Reportons la majoration (2.66) dans (2.65) en se rappelant les dé�nitions de ε̃app et ε̂app données en(2.57) et (2.58), il vient :
ε2 ≤ ε̂2app. (2.67)La ondition ε2 < (β − η)(η − α) est véri�ée, nous déduisons don un enadrement pour Θ0 −Θapp :

η − ε2

β − η ≤ Θ0 ≤ η +
ε2

η − α.Grâe aux estimations (2.67), (2.63) et (2.64), et enadrement s'érit :
−2
√

Θapp(ζapp−ζ0)−
ε̂2app

µ2(ζ0)− (
√

Θapp + ζapp − ζ0)2
≤ Θ0−Θapp ≤ (ζapp−ζ0)2+2

√

Θapp(ζapp−ζ0).(2.68)Pour estimer la norme de la di�érene entre le veteur propre φ et la fontion φapp, utilisons leThéorème 2.21 ave A = H(ζ0), φ = φapp, µ1 = Θapp, alors :
H(ζ0)φapp = Θappφapp + r̃app ave r̃app = (H(ζ0)−H(ζapp))φapp + rapp. (2.69)D'après les estimations préédentes, notamment (2.65), nous avons :

||r̃app||2L2(R+) =

∫

R+

|(H(ζ0)−H(ζapp))φapp(t) + rapp(t)|2 dt

=

∫

R+

|2(ζapp − ζ0)(t− ζapp) + (ζapp − ζ0)2)φapp(t) + rapp(t)|2 dt

≤ ||rapp||2L2(R+) + 4(ζapp − ζ0)2Θapp + (ζapp − ζ0)4

+2||rapp||L2(R+)(2(ζapp − ζ0)
√

Θapp + (ζapp − ζ0)2) + 4(ζapp − ζ0)3
√

Θapp

≤ ε̃2app, (2.70)
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t + (t− ζ)2 sur R+en utilisant la dé�nition (2.57) de ε̃app. Par onséquent, utilisant la relation (2.55) et le Théorème 2.21ave a =

µ2(ζ0)−Θ0

2
, il vient :
||φ− φapp||L2(R+) ≤ 2

√
2
||r̃app||L2(R+)

µ2(ζ0)−Θ0
≤ 2
√

2
ε̃app

µ2(ζ0)−Θ0
. (2.71)Il reste maintenant à estimer la norme ||φ′−φ′app||L2(R+). Pour ela, onsidérons la forme quadratique

qζ0(φ− φapp). Une intégration par parties permet d'érire :
〈H(ζ0)(φ− φapp), φ− φapp〉L2(R+) = ||φ′ − φ′app||2L2(R+) +

∫ ∞

0
(t− ζ0)2|φ− φapp|(t)2 dt. (2.72)Mais, nous avons également :

〈H(ζ0)(φapp − φ), φapp − φ〉L2(R+) = 〈H(ζ0)(φapp), φapp〉L2(R+) −Θ0 + 2Θ0

(

1− 〈φapp, φ〉L2(R+)

)

.(2.73)Estimons haun des termes de ette expression. Grâe à (2.71) et à l'inégalité de Cauhy-Shwarz,nous avons :
1− 〈φapp, φ〉L2(R+) = 〈φapp, φapp − φ〉L2(R+) ≤ ||φapp − φ||L2(R+) ≤ 2

√
2

ε̃app

µ2(ζ0)−Θ0
. (2.74)Reprenons le premier terme de (2.73) en utilisation la dé�nition de η et l'enadrement (2.64) :

〈H(ζ0)(φapp), φapp〉L2(R+) −Θ0 = η −Θ0 ≤ (ζapp − ζ0)2 + 2
√

Θapp(ζapp − ζ0) + (Θapp −Θ0). (2.75)De (2.68), (2.72), (2.73) et (2.75), nous déduisons :
||(φ− φapp)′||2L2(R+) ≤ (η −Θ0) + 4

√
2
Θ0||r̃app||L2(R+)

µ2(ζ0)−Θ0
(2.76)

≤ (ζapp − ζ0)2 + 2
√

Θapp(ζapp − ζ0) + (Θapp −Θ0) + 4
√

2
Θ0ε̃app

µ2(ζ0)−Θ0

≤ (ζapp − ζ0)2 + 4
√

Θapp(ζapp − ζ0) +
ε̂2app

µ2(ζ0)− (
√

Θapp + (ζapp − ζ0))2

+4
√

2
Θ0ε̃app

µ2(ζ0)−Θ0
.

�2.5 Estimation de φ(0)Nous allons onstruire, à la Setion 4.3, une fontion test à partir de la fontion φ dont l'énergiedépend de φ(0). L'estimation de ette énergie néessite don de onnaître assez préisément φ(0).Commençons par rappeler une majoration de la valeur d'une fontion en un point à l'aide de lanorme de la fontion et de sa dérivée. Cei permettra d'estimer l'erreur ommise sur la valeur de φ(0)en l'approhant par la valeur en 0 d'un quasi-mode.Lemme 2.23. Pour toute fontion u ∈ H1(R+),
|u(0)| ≤

√
2
√

||u||L2(R+)

√

||u′||L2(R+). (2.77)



2.6 Estimation d'erreurs à l'aide de gaussiennes 29Démonstration : Il su�t d'érire :
u(0)2 = 2

∫ ∞

0
u(t)u′(t) dt,et d'utiliser l'inégalité de Cauhy-Shwarz. �Appliquons le Lemme 2.23 ave u = φ− φapp, alors :

|φ(0) − φapp(0)| ≤
√

2
√

||φ− φapp||L2(R+)

√

||(φ− φapp)′||L2(R+). (2.78)Reprenant les estimations du Théorème 2.22 et la majoration (2.78), nous déduisons le théorème :Théorème 2.24. Sous les hypothèses du Théorème 2.22, nous estimons la di�érene φ(0)−φapp(0) :
|φ(0) − φapp(0)|2 ≤ 4

√
2

ε̃app

µ2(ζ0)−Θ0

×
(

4
√

Θapp(ζapp − ζ0) + (ζapp − ζ0)2 +
ε̂2app

µ2(ζ0)− (
√

Θapp + ζapp − ζ0)2
+ 4
√

2
Θ0ε̃app

µ2(ζ0)−Θ0

)
1
2

.En vue d'appliquer le Théorème 2.24, nous allons ommener par onstruire un quasi-mode. Don-nons deux onstrutions et deux estimations. La première est liée aux gaussiennes et la seondeprovient d'une disrétisation de l'équation H(ζ)φ = µ(ζ)φ à l'aide des di�érenes �nies.2.6 Estimation d'erreurs à l'aide de gaussiennesDé�nissons uρ sur R+ par :
uρ(t):= Cρe

−ρt2 , (2.79)où Cρ est une onstante de normalisation. Par le alul de gaussiennes,
∫ ∞

0
e−2ρt2dt =

√

∫ π
2

0

∫ ∞

0
e−2ρr2rdr dθ =

√

π

2

1

2
√
ρ
, (2.80)nous déduisons la valeur de Cρ :

Cρ: = ρ
1
4

(

8

π

) 1
4

. (2.81)Cherhons ρ et ζ qui minimisent le quotient de Rayleigh qζ(uρ)

||uρ||2L2(R+)

. Estimons qζ(uρ) :
qζ(uρ) =

∫ ∞

0
(4ρ2t2 + (t− ζ)2)|uρ(t)|2dt

= ρ+
1

4ρ
+ ζ2 − ζ

C2
ρ

2ρ
=

1

4ρ
+ ρ+ ζ2 − ζ

√
2√

π
√
ρ
. (2.82)Comme uρ est normalisé, pour minimiser le quotient de Rayleigh assoié à la fontion uρ, nous devonsminimiser en ζ et ρ la fontion :

f(ζ, ρ):= ρ+
1

4ρ
+ ζ2 − ζ

√

2

πρ
. (2.83)
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t + (t− ζ)2 sur R+Remarquons que nous pouvons rérire la fontion f omme :

f(ζ, ρ) =

(

ζ −
√

1

2πρ

)2

+ ρ+
1

4ρ
− 1

2πρ
. (2.84)Nous hoisissons don ζ =

√

1

2πρ
et déterminons ρ en minimisant ρ+

1

4ρ
− 1

2πρ
. Alors :

ρ =
1

2

√

1− 2

π
et ζ =

1√
2πρ

. (2.85)Cei permet de déduire une majoration de Θ0 :
Θ0 ≤ qζ(uρ) = 2ρ =

√

1− 2

π
. (2.86)Nous notons :

Θapp: = 2ρ =

√

1− 2

π
et ζapp: =

√

1

2πρ
=

1

(π(π − 2))
1
4

. (2.87)Les estimations de Θapp et ζapp donnent :
Θapp ≃ 0.6028, ζapp ≃ 0.7267 et ζ2

app ≃ 0.5280.Rappelons quelques aluls élémentaires :


















































∫ ∞

0
t|uρ(t)|2 dt =

C2
ρ

4ρ
=

1

(π(π − 2))
1
4

,

∫ ∞

0
t2|uρ(t)|2 dt =

1

4ρ
=

1

2

√

π

π − 2
,

∫ ∞

0
t3|uρ(t)|2 dt =

C2
ρ

8ρ2
=

π
1
4

(π − 2)
3
4

,
∫ ∞

0
t4|uρ(t)|2 dt =

3

16ρ2
=

3π

4(π − 2)
.

(2.88)
Ces aluls d'intégrales permettent de remarquer que :

∫ ∞

0
(t− ζapp)|uρ(t)|2 dt = 0, (2.89)et de déduire la valeur de η en utilisant (2.62) :

η = Θapp + (ζapp − ζ0)2. (2.90)Dé�nissons rζ0 par :
rζ0: = H(ζ0)uρ −Θappuρ. (2.91)Alors, pour tout t ∈ R+ :

rζ0(t) = ((1− 4ρ2)t2 − 2tζ0 + ζ2
0 ) uρ(t) =

(

2

π
t2 − 2tζ0 + ζ2

0

)

uρ(t), (2.92)



2.6 Estimation d'erreurs à l'aide de gaussiennes 31L'expression de ||rζ0 ||2L2(R+) est expliite :
||rζ0 ||2L2(R+) =

∫ ∞

0

(

2

π
t2 − 2tζ0 + ζ2

0

)2

|uρ(t)|2 dt

=
3

4π2ρ2
−
ζ0C

2
ρ

πρ2
+
ζ2
0

ρ

(

1 +
1

π

)

− ζ3
0

C2
ρ

ρ
+ ζ4

0

=
4

π2

3π

4(π − 2)
− 2πζ0

π
1
4

(π − 2)
3
4

+ 4ζ2
0

(

1 +
1

π

)

1

2

√

π

π − 2
− 4ζ3

0

1

(π(π − 2))
1
4

+ ζ4
0 .

=
ζ4
0π(π − 2)− 4ζ3

0 (π(π − 2))
3
4 + 2ζ2

0 (1 + π)
√

π(π − 2)− 8ζ0(π(π − 2))
1
4 + 3

π(π − 2)
.Approximativement, ||rζ0 ||L2(R+) ≃ 0.3001. Appliquons le Théorème 2.20 en remarquant, grâe auxrelations (2.91) et (2.90) que :

ε2 : = ||H(ζ0)uρ − ηuρ||2L2(R+) =
∣

∣

∣

∣rζ0 − (ζapp − ζ0)2uρ
∣

∣

∣

∣

2

L2(R+)Nous obtenons ainsi un enadrement de Θ0 :
Θapp + (ζapp − ζ0)2 −

ε2

µ2(ζ0)−Θapp − (ζapp − ζ0)2
≤ Θ0 ≤ Θapp + (ζapp − ζ0)2. (2.93)Le Théorème 2.21 et la relation (2.55) impliquent :

||φ− uρ||L2(R+) ≤
2
√

2||rζ0 ||L2(R+)

µ2(ζ0)−Θ0
. (2.94)Reprenons les relations (2.76) et (2.89) a�n de majorer la norme de φ′ − u′ρ :

||(φ− uρ)′||2L2(R+) ≤ (ζapp − ζ0)2 + Θapp −Θ0 + Θ0

4
√

2||rζ0 ||L2(R+)

µ2(ζ0)−Θ0
(2.95)

=
π − 1

√

π(π − 2)
− 2ζ0

(π(π − 2))
1
4

+ Θ0

4
√

2||rζ0 ||L2(R+)

µ2(ζ0)−Θ0
. (2.96)Appliquons la relation (2.78) :

|φ(0)− uρ(0)|2 ≤
4
√

2||rζ0 ||L2(R+)

µ2(ζ0)−Θ0

√

(ζapp − ζ0)2 + Θapp −Θ0 + Θ0

4
√

2||rζ0 ||L2(R+)

µ2(ζ0)−Θ0
. (2.97)Estimons numériquement les résultats obtenus en onsidérant µ2(ζ0) = 3.3 selon l'estimation quenous présenterons à la Proposition 2.27, µ2(ζ0)−Θ0 ≥ 2.5, Θ0 = 0.59010 et ζ0 =

√
0.59010 selon lesestimations de [88℄. La relation (2.93) onduit à l'enadrement :

0.5707 ≤ Θ0 ≤ 0.6045. (2.98)Estimons maintenant les normes L2 et H1 de la di�érene φ−uρ grâe aux relations (2.94) et (2.95) :
||φ− uρ||L2(R+) ≤ 0.3395,

||φ′ − u′ρ||L2(R+) ≤ 0.6443. (2.99)Reportons es estimations dans (2.97), nous déduisons un enadrement de φ(0) ave le alul uρ(0) ≃
0.9360 :

0.2745 ≤ φ(0) ≤ 1.5975. (2.100)Cette estimation est beauoup trop grossière pour nous donner une estimation �able de φ(0). Nousallons maintenant présenter une onstrution d'un quasi-mode en utilisant la méthode des di�érenes�nies a�n d'améliorer les estimations obtenues.
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t + (t− ζ)2 sur R+2.7 Constrution d'un quasi-mode par di�érene �nieNous allons suivre une démarhe heuristique a�n d'obtenir une suite de valeurs approhées de φ enertains points puis utiliserons es valeurs pour onstruire une fontion test dont l'énergie est prohede Θ0.Nous savons d'après la Proposition 2.12 que la plus petite valeur propre µ(ζ) assoiée à la familled'opérateurs HN (ζ) = D2

t + (t− ζ)2 sur R+ est stritement déroissante sur ]−∞, ζ0[ et stritementroissante sur [ζ0,+∞[. De plus, µ(ζ0) = Θ0 = ζ2
0 .Nous allons onstruire une suite de quasi-modes dont l'énergie déroit vers ette valeur limite Θ0.Notons φζ un veteur propre normalisé assoié à µ(ζ). Nous savons que φζ déroit omme t 7→

exp
(

− t2

2

) pour t tendant vers l'in�ni, nous déduisons alors qu'il existe une onstante C telle quepour a > 0 :
∫ ∞

a
|φζ(t)|2dt ≤

C

a

∫ ∞

a
te−t

2
dt =

C

2

exp
(

−a2
)

a
. (2.101)Ainsi, pour déterminer la norme L2 de φζ ave une préision de n déimales, il su�ra de aluler

∫ a

0
|φζ(t)|2 dt ave a tel que :

e−a
2

a
≤ 2

C
10−n. (2.102)Il su�t don de hoisir a tel que a2 + ln a ≥ n+ ln C

2 . Omettant la onstante C, il semble raisonnablede onsidérer une longueur a ≃ √n, même si moralement la longueur a doit tendre vers l'in�ni pourretrouver le problème sur la demi-droite.Utilisant la déroissane de φζ , nous déterminons un quasi-mode φζ,app satisfaisant :






H(ζ)φζ,app(t) = ζ2φζ,app(t), ∀t ∈]0, a[,
φζ,app(0) = 1,
φ′ζ,app(0) = 0.

(2.103)Nous résolvons (2.103) à l'aide d'un shéma aux di�érenes �nies. Notons h le pas du shéma et nla partie entière de a
h . Pour tout entier j ∈ [0, n], nous notons φζj la valeur de φζ,app au point jh et

Ij = [jh, (j + 1)h]. Nous utilisons les disrétisations usuelles :














φ′ζ,app(jh) ≃
φζj+1 − φ

ζ
j

h
,

φ′′ζ,app(jh) ≃
φζj+1 − 2φζj + φζj−1

h2
.

(2.104)La ombinaison de (2.103) et (2.104) déterminent les deux premiers termes de la suite (φζj )j et lessuivants sont déterminés pas à pas :










φζ0 = 1,

φζ1 = 1,

φζj+1 = (2 + jh3(jh − 2ζ))φζj − φ
ζ
j−1, ∀j = 1, . . . , n− 1.

(2.105)Le hangement de variables x = t− ζ amène à onsidérer l'équation di�érentielle du seond ordre :
u′′(x)− x2u(x)− ζ2u(x) = 0. (2.106)D'après la théorie des équations di�érentielles et des opérateurs de Sturm-Liouville (f [49, 55, 97,41, 42℄), il existe deux fontions u+

ζ et u−ζ qui onstituent une base de solutions fondamentales pour



2.7 Constrution d'un quasi-mode par di�érene �nie 33(2.106) et toute solution de (2.106) est ombinaison linéaire de u+
ζ et u−ζ . Nous hoisissons pour u−ζune solution telle que u−ζ (x) ≃ exp

(

−x2

2

). Préisons le omportement asymptotique de u+
ζ . Nousherhons un développement asymptotique de la forme : u+

ζ (x) = exp
(

x2

2

)

xρ(1 + o(1)), le alul dela dérivée seonde de u+
ζ :

u+
ζ
′′
(x) = exp

(

x2

2

)

(xρ+1 + ρxρ−1 + . . .),montre que ρ = −1+ζ2

2 . Ainsi, φζ,app, solution du problème (2.103) est une ombinaison linéaire d'uneexponentielle roissante, notée f+
ζ , tendant vers +∞ en +∞ et d'une exponentielle déroissante, f−ζ ,tendant vers 0 en +∞ où les fontions f+

ζ et f−ζ se déduisent de u+
ζ et u−ζ par hangement de variables.Ainsi :

φζ,app = aζf
−
ζ + bζf

+
ζ . (2.107)Cette remarque va nous permettre de loaliser la valeur propre Θ0 ar pour ζ = ζ0, nous avons bζ0 = 0.Par onséquent, il s'agit de déterminer le plus petit ζ pour lequel il n'y a pas �explosion� de la fontion

φζ,app.Comme nous savons que le veteur propre assoié à la première valeur propre Θ0 reste de signeonstant, ne s'annule pas et tend vers 0 à l'in�ni, ei donne un ritère pour séletioner les fontions
(φζ,app) onstruites à partir des suites (φζj ) qui peuvent onstituer un quasi-mode adéquat.En e�et, si pour une valeur donnée de ζ, nous onstruisons une suite (φζj ) qui prend des valeurspositives et négatives, e qui onduira à onstruire une fontion φζ,app telle que bζ < 0, alors ζ > ζ0et l'énergie assoiée à la fontion φζ,app est stritement supérieure à Θ0.Donnons un lemme qui permet de mieux omprendre l'in�uene d'une frontière libre :Lemme 2.25. Soit a un réel stritement positif, notons µN,N (ζ, a) et µN,D(ζ, a) la plus petite valeurpropre assoiée à l'opérateur H(ζ) ave ondition de Neumann en 0 et respetivement de Neumann etDirihlet en t = a.Alors µN,D(ζ, a) est déroissante ave a et don :

µN,D(ζ, a) ≥ µ(ζ) ≥ Θ0. (2.108)
µN,N (ζ, a) est roissante pour a assez grand et :

µN,N (ζ, a) ≤ µ(ζ). (2.109)Démonstration : La déroissane de a 7→ µN,D(ζ, a) est évidente, il su�t de prolonger par 0 unefontion du domaine de forme sur l'intervalle [a, b[ ave b ≥ a et d'utiliser le prinipe du min-max .Intéressons-nous à la roissane de µN,N (ζ, a). Pour ela, nous reprenons la même démonstration quepour le Lemme 2.19 pour déterminer la dérivée de µN,N (ζ, a) par rapport à a, il vient :
∂aµ

N,N(ζ, a) = ((a− ζ)2 − µN,N(ζ, a))|uζ,a(a)|2, (2.110)où uζ,a est un veteur propre normalisé assoié à µN,N (ζ, a). Par onséquent, la dérivée est positivepour a assez grand et la roissane s'en suit. �En utilisant la disrétisation (2.105), nous obtenons deux omportements di�érents selon que ζ < ζ0ou ζ > ζ0 omme le montrent les Figures 2.1 et 2.2. Considérons le pro�l de la Figure 2.1. Notons al'absisse du point où la suite atteint son minimum. Sur l'intervalle [0, a], la fontion φ onstitue donun quasi-mode assoiée à la valeur propre µN,N(ζ, a) et nous avons µN,N(ζ, a) ≤ Θapp si l'énergie Θapp
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Fig. 2.1 � Pro�l de la suite (φζj ) à termes stri-tement positifs. 0 1 2 3 4 5 6
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Fig. 2.2 � Pro�l de la suite (φζj ) à termes stri-tement positifs et négatifs.est alulée sur l'intervalle [0, a]. Comme nous ne savons pas omparer µN,N (ζ, a) et Θ0, nous allonsmodi�er la suite au delà du point a et obtenir une ondition de Dirihlet au point a′ > a.Regardons maintenant le pro�l de la Figure 2.2. Notons a l'absisse du point où la suite s'annule. Surl'intervalle [0, a], la fontion φ onstitue don un quasi-mode assoiée à la valeur propre µN,D(ζ, a) etnous avons µN,D(ζ, a) ≤ Θapp si l'énergie Θapp est alulée sur l'intervalle [0, a]. Grâe au Lemme 2.25,nous obtenons une majoration de Θ0.Néanmoins, les pro�ls où la suite reste positive semblent orrespondre davantage à la fontion proprear elle-i ne s'annule pas.Nous avons don deux distintions :� Soit la suite (φζj ) prend des termes positifs et négatifs, alors nous déterminons le premier indie
j0 tel que φζj0 < 0, nous imposons la ondition de Dirihlet φζj0 = 0 et nous restreignons lafontion à l'intervalle [0, j0h]. Nous noterons enore n le nombre l'éléments de la suite (φζj ).� Soit la suite (φζj ) n'a que des termes stritement positifs. Nous allons en fait �tronquer� lafontion a�n d'imposer une ondition de Dirihlet au point a. Pour ela, nous déterminonsl'indie j0 où la suite (φζj ) atteint son minimum et nous modi�ons les valeurs (φζj ) pour j ≥ j0,en prenant :

∀j = j0, . . . , n, φ
ζ
j =

n− j
n− j0

φζj0. (2.111)Si j0 = n, nous imposons juste φζn = 0.Si nous interpolons leurs valeurs (φζj )j par une fontion linéaire par moreaux, ette fontion n'appar-tient pas à H2(R+) et par onséquene, n'est pas dans le domaine D(H(ζ)). Don, nous interpolonsles valeurs (φζj )j par une fontion polynomiale de degré 2 par moreaux, φζ,app, dé�nie par :
∀j = 0, . . . , n− 1,∀t ∈ Ij, φζ,app(t) = αj(t− jh)2 + τj(t− jh) + γj, (2.112)ave :























τ0 = 0, τj+1 = 2
φζj+1 − φ

ζ
j

h
− τj,

αj =
φζj+1 − φ

ζ
j

h2
− τj
h
,

γj = φζj .

(2.113)



2.7 Constrution d'un quasi-mode par di�érene �nie 35Notons que τj = φ′ζ,app(jh). Ave ette onstrution, φζ,app est ontinue, sa dérivée est ontinue, li-néaire par moreaux et sa dérivée seonde est onstante sur haque intervalle Ij , j = 0, . . . , n− 1.Le alul de la norme de φζ,app et de l'énergie assoiée à ette fontion sont expliites. En e�et,après le hangement de variables x = t− jh :
||φζ,app||2L2(R+) =

n−1
∑

j=0

∫ h

0
|αjx2 + τjx+ γj |2 dx

= h

n−1
∑

j=0

(

h4

5
α2
j +

h3

2
αjτj +

h2

3
(τ2
j + 2αjγj) + hτjγj + γ2

j

)

. (2.114)Calulons maintenant l'énergie assoiée à ette fontion test φζ,app :
||φ′ζ,app||2L2(R+) =

n−1
∑

j=0

∫ h

0
|2αjx+ τj|2 dxh

n−1
∑

j=0

(

4

3
h2α2

j + 2hαjτj + τ2
j

)

. (2.115)Pour aluler la seonde ontribution pour l'énergie provenant de l'intégrale ∫
R+

(t− ζ)2|φζ,app(t)|2 dt,nous dé�nissons δj = hj − ζ. Un hangement de variables onduit à :
||(t− ζ0)φζ,app||2L2(R+) =

n−1
∑

j=0

∫ h

0
|(x+ δj)(αju

2 + τju+ γj |2 dx

= h
n−1
∑

j=0

(

h6

7
α2
j +

h5

3
αj(τj + αjδj) +

h4

5
((τj + αjδj)

2 + 2αj(γj + τjδj))

+
h3

2
(αjγjδj + (τj + αjδj)(γj + τjδj))

+
h2

3
((γj + τjδj)

2 + 2γjδj(τj + αjδj))

+hγjδj(γj + τjδj) + γ2
j δ

2
j

)

. (2.116)Le grand avantage des expressions (2.114), (2.115) et (2.116) est que les aluls sont exats. Si noushoisissons pour ζ un rationnel, alors le résultat de haun de es aluls est enore un rationnel.Notons Θζ,app la valeur du quotient de Rayleigh évalué en φζ,app :
Θζ,app =

||φ′ζ,app||2L2(R+) + ||(t− ζ)φζ,app||2L2(R+)

||φζ,app||2L2(R+)

. (2.117)Remarquons que le alul de l'intégrale ∫ ∞

0
(t− ζ)|φζ,app(t)|2 dt est expliite et vaut :

∫ ∞

0
(t− ζ)|φζ,app(t)|2 dt =

n−1
∑

j=0

∫ h

0
(x+ δj)|αjx2 + τjx+ γj|2 dx

= h
n−1
∑

j=0

(

h5

6
α2
j +

h4

5
αj(2τj + αjδj) +

h3

4
(τ2
j + 2αjγj + 2αjτjγj)

+
h2

3
(2τjγj + τ2

j δj + 2αjγjδj) +
h

2
(γ2
j + 2τjγjδj) + γ2

j δ
2
j

)

. (2.118)
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t + (t− ζ)2 sur R+En regardant la formule (2.33), l'intégrale ∫∞

0 (t − ζ)|φζ,app(t)|2 dt mesure en quelque sorte µ′(ζapp).Comme µ′(ζ0) est nul, une ondition pour avoir un ζapp prohe de ζ0 et onstruire un bon quasi-modeest que ette intégrale soit très petite et que µ′(ζ) tende vers 0 quand a tend vers l'in�ni.En vue d'appliquer le Théorème 2.22, nous devons estimer le reste ||rζ ||2L2(R+) ave :
rζ : = (H(ζ)−Θζ,app)φζ,app. (2.119)Remarquons tout d'abord que pour tout j = 0, . . . , n− 1 et tout t ∈ Ij :

rζ(t) = −2αj + ((t− ζ)2 −Θζ,app)(αjt
2 + τjt+ γj). (2.120)Comme en (2.114), (2.115) et (2.116), le alul de la norme ||r||L2(R+) est expliite. Dé�nissons, pour

j = 1, . . . , n− 1 :
r0,j = γj(δ

2
j −Θζ,app)− 2αj ,

r1,j = 2γjδj + τj (δ2j −Θζ,app),

r2,j = γj + 2τjδj + αj(δ
2
j −Θζ,app),

r3,j = τj + 2αjδj ,alors, après hangement de variables :
||rζ ||2L2(R+) =

n−1
∑

j=0

(

h9

9
α2
j +

h8

4
αjr3,j +

h7

7
(2αjr2,j + r23,j) +

h6

3
(αjr1,j + r3,jr2,j)

+
h5

5
(2αjr0,j + r22,j) +

h4

2
(r3,jr0,j + r2,jr1,j) +

h3

3
(2r2,jr0,j + r21,j)

+h2r1,jr0,j + hr20,j

)

. (2.121)Nous avons expliqué la façon d'interpoler les suites (φζj ) et les ritères pour loaliser Θ0. Donnonsmaintenant l'algorithme qui permet de déterminer Θ0 ave préision.Algorithme 2.26.1. Nous initialisons une valeur de Θ0 ave n déimales.2. Nous onstruisons la suite (φζj ) déterminée par (2.105) en respetant le ritère (2.111)pour ζ =
√

Θ0.3. Tant que la suite (φζj ) n'a que des termes stritement positifs,(a) nous lui assoions la fontion φζ,app à l'aide des relations (2.112) et (2.113),(b) nous alulons la norme L2 de φζ,app à l'aide de (2.114) et en déduisons lavaleur de φζ,app(0) en renormalisant φζ,app,() nous alulons l'énergie Θζ,app assoiée à la fontion φζ,app grâe aux rela-tions (2.115), (2.116) et (2.117),(d) nous alulons le reste ||rζ ||L2(R+) = ||(H(ζ)−Θζ,app)φζ,app||L2(R+) par la rela-tion (2.121),(e) nous inrémentons ζ2 = Θ0 de 10−(n+1).4. Nous retournons à l'étape 1 ave la dernière valeur de Θ0 à n + 1 déimales pourlaquelle la suite (φ
√

Θ0
j ) n'a que des termes positifs.
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Fig. 2.3 � Pro�l de la fontion onstruite àpartir d'une suite à termes stritement positifs. 0 1 2 3 4 5 6
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9
Courbe de φ

Fig. 2.4 � Pro�l de la fontion onstruite à par-tir d'une suite prenant des valeurs négatives.À l'aide de et algorithme, nous avons préisé les déimales de Θ0. Les Figures 2.3 et 2.4 montrentdeux pro�ls obtenus par la disrétisation (2.105). Pour la Figure 2.3, ζ =
√

0.5901061, la suite initialeadmettait un minimum stritement positif, orrespondant à un oe�ient bζ > 0 dans (2.107), ellevéri�ait des onditions de bord du type Neumann-Neumann et nous l'avons modi�é de manière àobtenir une ondition de Dirihlet.Pour la Figure 2.4, ζ =
√

0.5901062, la suite initiale devenait négative, e qui orrespondait à bζ <
0 dans (2.107). Dans le Tableau 2.1, nous présentons partiellement les résultats obtenus par etteméthode en prenant un pas h = 1

1000 et une longueur a = 10. La dernière ligne avant d'ajouterune déimale à ζ2 orrespond à une fontion φζ,app onstruite à partir d'une suite ayant des termesnégatifs.Par la suite, nous prendrons omme valeur de référene pour la fontion test φapp que l'on a onstruite :






























ζapp = 0.768183701,
Θapp = 0.590106125,

φapp(0) = 0.873043038,
∫ ∞

0
(t− ζapp)|φapp(t)|2 dt = 10−11,

||rapp||L2(R+) = 2.07 10−3.

(2.122)
Remarquons que nous avons allégé les notations en remplaçant les indies �ζ, app� par �app�.2.8 Estimations de la seonde valeur propreLe Théorème 2.22 fait intervenir l'éart entre la première valeur propre et la seonde. Il s'agit dond'estimer la deuxième valeur propre. Comme nous n'avons pas besoin d'une préision très importante,nous pouvons onsidérer la matrie Aζ provenant de la disrétisation (2.105) pour ζ assoié auxvaleurs de référene (2.122), en rappelant que le pas de disrétisation est noté h, le nombre de points
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ζ2 Θζ,app φζ,app(0) ||rζ,app||L2(R+)0.590 0.5932456852670082 0.8729080726253620 7.8289675288584590.591 0.5910012857115640 0.8735844053400856 4.8074122007121960.5901 0.5902728375631251 0.8730355212751598 1.8596639974706140.5902 0.5901998344281739 0.8731059738173611 8.846370842784566e-010.59011 0.5901099240997547 0.8730458427135716 2.473009613459737e-010.590101 0.5902177506723484 0.8730379704727702 1.4895201637051950.590102 0.5901905006620808 0.8730391892906680 1.2860682185742370.590104 0.5901635204930050 0.8730404029699753 1.0729049137702980.590105 0.5901368962230475 0.8730416099078846 0.76525393179861020.590106 0.5901109953029460 0.8730428043793262 0.30812939246965120.590107 0.5901069255074696 0.8730436497778891 1.054696828995575e-010.5901061 0.5901085040505266 0.8730429222783364 0.22726629863951100.5901062 0.5901061262509513 0.8730430386891964 4.779161688970666e-030.59010611 0.5901082573664618 0.8730429340327422 0.21565072341753550.59010612 0.5901080117570698 0.8730429457731109 0.20466086709898290.59010613 0.5901077660011254 0.8730429575105761 0.18098130912435990.59010614 0.5901075219180538 0.8730429692260689 0.16808783451729610.59010615 0.5901072788453032 0.8730429809398509 0.15420855752930230.59010616 0.5901070371122583 0.8730429926287046 0.14077700423103040.59010617 0.5901067968830588 0.8730430042940887 0.12365408771280840.59010618 0.5901065582165603 0.8730430159427802 9.337415458496112e-020.59010619 0.5901063230434505 0.8730430275526612 6.592962996146058e-020.59010620 0.5901061262509513 0.8730430386891964 4.779161688970666e-030.590106191 0.5901062998591846 0.8730430287067820 6.211456332166160e-020.590106192 0.5901062765522729 0.8730430298712399 5.786467564581505e-020.590106193 0.5901062536187134 0.8730430310198027 5.336702120429186e-020.590106194 0.5901062305140143 0.8730430321798996 4.830240934087172e-020.590106195 0.5901062076304571 0.8730430333356302 4.589862396208849e-020.590106196 0.5901061847899054 0.8730430344893685 3.464453348108101e-020.590106197 0.5901061622256089 0.8730430356416928 2.855716645652448e-020.590106198 0.5901061400643784 0.8730430367835175 1.695328064073501e-020.590106199 0.5901061252506952 0.8730430378446176 3.435092432631228e-030.5901061981 0.5901061378923063 0.8730430368979111 1.971327489821197e-020.5901061982 0.5901061356539389 0.8730430370157682 1.814312979849753e-020.5901061983 0.5901061334270354 0.8730430371322838 1.582740490592955e-020.5901061984 0.5901061312604363 0.8730430372468467 1.112031629942542e-020.5901061985 0.5901061290928760 0.8730430373617293 1.148693299227712e-020.5901061986 0.5901061270293176 0.8730430374719115 6.122673913206593e-030.5901061987 0.5901061249721004 0.8730430375843450 2.067533109298426e-030.5901061988 0.5901061250497996 0.8730430376730045 2.350502266719815e-03Tab. 2.1 � Estimations liées au quasi-mode onstruit à partir de l'Algorithme 2.26.



2.8 Estimations de la seonde valeur propre 39de disrétisation, n et l'indie d'une ligne de Aζ , j, alors :
Aζ =



















1
h2 + ζ2 − 1

h2 0 . . . . . . . . . 0

0
. . . . . . . . . . . . ...... . . . − 1

h2
2
h2 + ((j − 1)h − ζ)2 − 1

h2

. . . ...... . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . . . . . . . 0 − 1

h2
1
h2 + ((n − 1)h− ζ)2



















.Nous obtenons une deuxième valeur propre µ2,app(ζ0) = 3.316. La Figure 2.5 donne la deuxièmefontion propre et nous voyons lairement son unique zéro. De plus, nous pouvons aluler la normedu reste pour e veteur propre dé�ni aux points jh interpolé en une fontion polynomiale de degré 2par moreaux uapp, à l'aide des relations (2.112) et (2.113) en remplaçant φζj par la j-ième oordonnéedu veteur propre. Nous avons alors :
||(H(ζ)− µ2(ζapp))uapp||L2(R+) = 0.65.
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Fig. 2.5 � Pro�l de la deuxième fontion propreUne deuxième méthode onsiste à reprendre le problème (2.103) en remplaçant la première relationpar :
H(ζ)u = µ2,app(ζ0)u,e qui transforme le système disrétisé (2.105) en :







u0 = 1,
u1 = 1,

uj+1 = (2 + h2((jh − ζ)2 − µ2(ζapp)))uj − uj−1, ∀j = 1, . . . , n− 1.
(2.123)Nous allons déterminer la valeur de µ2,app(ζ0) en regardant les annulations de la suite (uj) onstruite.En e�et, pour la première valeur propre, la fontion propre ne s'annule pas, pour la deuxième, elles'annule une seule fois et pour la troisième, elle s'annule deux fois. Il s'agit don de déterminer la va-leur limite de µ2,app(ζ0) pour laquelle il n'y a qu'un zéro. De ette manière, nous trouvons également

µ2,app(ζ0) ≃ 3.32.Nous pouvons ainsi en déduire une minoration de l'éart entre les deux premières valeurs propres
Θ0 et µ2(ζ0).



40 Étude de l'opérateur H(ζ) = D2
t + (t− ζ)2 sur R+Résultat numérique 2.27.

• µ2(ζ0) ≥ 3.3.
• µ2(ζ0)−Θ0 > 3.3 − 0.6 = 2.7.Grâe aux onstrutions préédentes, nous déduisons :Résultat numérique 2.28.

0.59009 ≤ Θapp − 10−5 ≤ Θ0 ≤ Θapp ≤ 0.5901063, (2.124)
0.858 ≤ φ(0) ≤ 0.888. (2.125)Démonstration : Appliquons numériquement les résultats des Théorèmes 2.22 et 2.24 à l'aide desestimations (2.122) provenant du quasi-mode onstruit par di�érenes �nies ainsi que l'estimation duRésultat numérique 2.27. L'estimation de Θ0 = 0.59010 donnée par De Gennes [88℄ et la majoration de

Θ0 que nous avons obtenue permettent d'enadrer ζ0 en notant que √0.5901 ≃ 0.7681796 par défautet √0.5901062 ≃ 0.768183702 par exès. Par suite, les valeurs de référene assoiées au quasi-modeonstruit à l'aide de la méthode des di�érenes �nies et données en (2.122) onduisent aux estimationsde ζapp − ζ0, εapp, ε̃app et ε̂app suivantes :
|ζapp − ζ0| ≤ 5 10−6,

0 ≤ εapp ≤ 2.07 10−3,

0 ≤ ε̃app ≤ 2.08 10−3,

0 ≤ ε̂app ≤ 2.0910−3.Ces majorations et la relation (2.59) permettent de déterminer inq déimales de Θ0 :
0.59009 ≤ Θapp − 10−5 ≤ Θ0 ≤ Θapp ≤ 0.5901063, (2.126)en adéquation ave les résultats de [88℄. Les relations (2.60) et (2.61) donnent les majorations :

||φ− φapp||L2(R+) ≤ 2.2 10−3,

||φ′ − φ′app||L2(R+) ≤ 5.08 10−2.Utilisons l'estimation de φ(0) − φapp(0) du Théorème 2.24, alors :
0.858 ≤ φ(0) ≤ 0.888. (2.127)

�



Chapitre 3Spetre essentiel3.1 Propriétés élémentaires de l'opérateur de Shrödinger3.1.1 Stabilité du spetreCommençons par rappeler quelques propriétés usuelles de stabilité du spetre de Ph,A,Ω dé�ni en(1.9).Proposition 3.1 (Changement de jauge). Soit φ ∈ H2(Ω). Alors, les opérateurs Ph,A,Ω et Ph,A+∇φ,Ωsont unitairement équivalents et ont ainsi le même spetre. De plus, u est un veteur propre pour
Ph,A,Ω si et seulement si eiφ

hu est un veteur propre pour Ph,A+∇φ,Ω et les valeurs propres assoiéessont identiques.Démonstration : Soit φ ∈ H2(Ω). Dé�nissons la transformation unitaire U de DN (Ph,A,Ω) à va-leurs dans DN (Ph,A+∇φ,Ω) qui à u ∈ DN (Ph,A,Ω) assoie la fontion v ∈ DN (Ph,A+∇φ,Ω) dé�nie par
v = ei

φ
hu. Ainsi, UPh,A,Ω = Ph,A+∇φ,ΩU et les deux opérateurs sont unitairement équivalents. �Proposition 3.2 (Contribution des sous-domaines). Soit Ω un ouvert simplement onnexe de R2.Alors pour tous ouverts disjoints Ω1, . . . ,ΩN tels que Ω =

N
⋃

k=1

Ωk, nous avons :
inf(µ(Ω1), . . . , µ(ΩN )) ≤ µ(Ω). (3.1)Démonstration : E�etuons une réurrene et ommençons par traiter le as de deux ouverts.Raisonnons par l'absurde : supposons que µ(Ω1) > µ(Ω) et µ(Ω2) > µ(Ω).Considérons un réel ε > 0 tel que :
ε+ µ(Ω) < inf(µ(Ω1), µ(Ω2)). (3.2)Par appliation du Prinipe du min-max 2.2 et dé�nition de la borne inférieure, il existe une fontionnormalisée u ∈ H1

A(Ω) telle que :
µ(Ω) ≤

∫

Ω
|∇Au|2 dx ≤ µ(Ω) +

ε

2
. (3.3)Si ∫

Ω1

|u|2dx = 0 alors u est nulle presque partout sur Ω1, don :
µ(Ω2) ≤

∫

Ω2

|∇Au|2 dx
∫

Ω2

|u|2 dx
=

∫

Ω
|∇Au|2 dx
∫

Ω
|u|2 dx

= µ(Ω). (3.4)41



42 Spetre essentielCei est en ontradition ave l'hypothèse initiale.Comme les r�les joués par Ω1 et Ω2 sont symétriques, nous supposons désormais ∫
Ω1

|u|2dx et
∫

Ω2

|u|2dx stritement positives. Par appliation du prinipe du min-max, nous avons :
∫

Ω1

|∇Au|2dx ≥ µ(Ω1)

∫

Ω1

|u|2dx > (µ(Ω) + ε)

∫

Ω1

|u|2dx,

et

∫

Ω2

|∇Au|2 dx ≥ µ(Ω2)

∫

Ω2

|u|2dx > (µ(Ω) + ε)

∫

Ω2

|u|2dx.Ajoutons es deux relations :
∫

Ω
|∇Au|2dx > (µ(Ω) + ε)

∫

Ω
|u|2dx = µ(Ω) + ε. (3.5)Cei est en ontradition ave le hoix de ε et u de la relation (3.3).Supposons l'inégalité (3.1) démontrée pour N sous-domaines (N ≥ 2). Donnons-nous N + 1 sous-domaines disjoints de Ω tels que Ω =

N+1
⋃

k=1

Ωk. Par hypothèse de réurrene, nous avons :
inf(µ(Ω1), . . . , µ(ΩN−1), µ(int(ΩN ∪ΩN+1))) ≤ µ(Ω). (3.6)En outre, inf(µ(ΩN ), µ(ΩN+1)) ≤ µ(int(ΩN ∪ ΩN+1)), e qui nous fournit le résultat attendu. �Regardons maintenant l'e�et de la dilatation d'un domaine.Remarque 3.3 (Domaines invariants par dilatation). Pour des domaines Ω invariants par dilatation,le spetre de l'opérateur Ph,A,Ω ave A un potentiel magnétique à hamp onstant stritement positif

B, se déduit de elui de P1,A0,Ω par multipliation par hB.Démonstration : Considérons v une fontion du domaine de l'opérateur DN (P1,A0,Ω) et assoions à
v la fontion u de DN(Ph,A,Ω) dé�nie pour tout x ∈ Ω par u(x) = v

(

√

B
h x

)

. Le hangement devariables y: =√B
h x onduit à :

(

h∇− iB
(

x2

−x1

))2

u(x) = hB

(

∇− i
(

y2

−y1

))2

v(y).Ainsi, onnaissant le spetre de P1,A0,Ω, nous déduisons elui de Ph,BA0,Ω en multipliant par hB. �Intéressons-nous à l'e�et de quelques transformations du domaine sur le bas du spetre.Proposition 3.4 (Translation). La réalisation de Neumann de l'opérateur de Shrödinger pour unhamp magnétique onstant, sur un domaine Ω est unitairement équivalent à elle obtenue sur ledomaine Ωt déduit de Ω par translation de veteur t. De plus, u est un veteur propre pour Ph,BA0,Ωsi et seulement si ei B
2h
.∧t u(.− t) est un veteur propre pour Ph,BA0,Ωt et les valeurs propres assoiéessont identiques.Démonstration : Translatons Ω d'un veteur t = (t1, t2), nous obtenons le domaine Ωt :

Ωt: = {y ∈ R2| y − t ∈ Ω}.Dé�nissons une transformation unitaire Ut sur L2(Ω) à valeurs dans L2(Ωt) par :
∀u ∈ L2(Ω),∀y ∈ Ωt, (Utu)(y) = ei

B
2h
y∧t u(y − t). (3.7)



3.1 Propriétés élémentaires de l'opérateur de Shrödinger 43Alors, il est faile de voir que pour toutes fontions u ∈ C∞
0 (Ω) :

Ph,BA0,Ωt(Utu) = UtPh,BA0,Ωu. (3.8)Don les opérateurs Ph,BA0,Ω et Ph,BA0,Ωt sont unitairement équivalents. �Proposition 3.5 (Rotation). Le bas du spetre de la réalisation de Neumann de l'opérateur de Shrö-dinger à hamp magnétique onstant, sur un domaine Ω reste inhangé si nous e�etuons une rotationsur le domaine Ω. Les veteurs propres se déduisent par hangement de variables.Démonstration : Par hangement de jauge, nous pouvons hoisir le potentiel A = BA0. Considérons
u ∈ H1

A(Ω) et notons u1 la fontion u exprimée en oordonnées polaires. Remarquons que :
|(h∇− iA)u|2 = |h∂ρu1|2 +

1

ρ2

∣

∣

∣

∣

(

h∂φ + i
Bρ2

2

)

u1

∣

∣

∣

∣

2

. (3.9)Considérons une rotation d'angle α du domaine Ω : Ωr: = {(ρ, θ) ∈ R2| (ρ, θ − α) ∈ Ω}. E�etuonsle hangement de variables : θ = φ + α. Dé�nissons la fontion v1 sur Ωr en oordonnées polairespar v1(ρ, θ) = u1(ρ, θ − α). Notons v la fontion v1 exprimée en oordonnées artésiennes, alors
||u||L2(Ω) = ||v||L2(Ωr) et qh,A,Ω(u) = qh,A,Ω(v). Par appliation du Prinipe du min-max 2.2, le basdu spetre de la réalisation de Neumann reste inhangé en e�etuant une rotation sur le domaine Ω.En étant un peu plus préis, nous montrons que les opérateurs Ph,A,Ω et Ph,A,Ωr sont unitairementéquivalents. �Proposition 3.6 (Symétrie). Considérons un domaine Ω invariant par la symétrie T d'axe D d'équa-tion sin θx1− cos θx2 = 0. Si la réalisation de Neumann de l'opérateur Ph,BA0,Ω admet une plus petitevaleur propre, alors il existe un veteur propre u tel que :

∀x ∈ Ω, u(x) = u(Tx). (3.10)Démonstration : Dé�nissons les matries A0 telle que A0(x) = A0 x et M de la symétrie T :
A0 =

(

0 1
2

−1
2 0

)

, M =

(

cos(2θ) sin(2θ)
sin(2θ) − cos(2θ)

)

. (3.11)Alors tout point x ∈ Ω a pour image le pointMx par la symétrie T . Remarquons aussi queM A0 M =
−A0, e qui implique que M A0(T (x)) = A0(x). Dé�nissons la transformation antilinéaire et unitaire
Us sur L2(Ω) par :

∀x ∈ Ω, Usu(x) = u(T (x)). (3.12)Le hangement de variables y = Mx onduit à :
(h∇x − iBA0(x))(Usu(x)) = (h∇x + iBA0(x))(u(y))

= M(h∇y − iBA0(y))(u(y)). (3.13)Par onséquent, en utilisant le fait que la matrie M2 est l'identité, nous avons :
UsPh,BA0,Ω = Ph,BA0,ΩUs. (3.14)Mais si l'opérateur admet une plus petite valeur propre µ1 et que u est un veteur propre normaliséassoié, alors Usu est également un veteur propre pour la valeur propre µ1. Déomposons la fontion

u sous la forme u1 + iu2 ave :
u1 =

u+ Usu

2
et u2 =

i(Usu− u)
2

. (3.15)



44 Spetre essentielAlors, Usu1 = u1 et Usu2 = u2, par onséquent l'un des deux veteurs au moins est non nul et est unveteur propre Us-invariant pour la valeur propre µ1. �Remarque 3.7. Plaçons-nous dans un adre plus général. Considérons un domaine Ω invariant parla symétrie T d'axe sin θ(x1 − x0
1)− cos θ(x2 − x0

2) = 0, ainsi qu'un potentiel magnétique A à hamponstant B. Supposons que la réalisation de Neumann de l'opérateur Ph,A,Ω admet une plus petitevaleur propre et onsidérons une fontion régulière φ telle que A + ∇φ = BA0, alors nous pouvonstrouver un veteur propre u tel que :
∀x ∈ Ω, u(x) = e−i

B
2h

(x−T (x))∧x0
ei(φ(x+x0)−φ(T (x)+x0))u(Tx). (3.16)Remarque 3.8. Nous allons utiliser ette propriété de symétrie à la Proposition 4.1 pour montrerque le bas du spetre de la réalisation de Neumann de l'opérateur de Shrödinger sur des seteursangulaires d'angles α

2k est une valeur propre, ayant des informations sur le spetre pour le seteurangulaire d'angle α.3.1.2 Remarques de loalisationPour justi�er le omportement d'un veteur propre, nous allons loaliser l'état fondamental, soità l'aide d'une fontion de tronature, soit en la multipliant par une exponentielle. Rappelons deuxlemmes onernant et e�et loalisant.Lemme 3.9. Soit u ∈ DN (Ph,A,Ω) et φ une fontion uniformément lipshitzienne sur Ω, alors :
Re

〈

e
2 φ√

hPh,A,Ωu, u
〉

L2(Ω)

= qh,A,Ω

(

e
φ√
hu

)

− h|| |∇φ| e
φ√
hu||2L2(Ω). (3.17)Démonstration : Soit u ∈ DN (Ph,A,Ω) et φ une fontion uniformément lipshitzienne sur Ω, alors uneintégration par parties permet d'érire :

Re

〈

Ph,A,Ωu, e
2 φ√

hu

〉

L2(Ω)

= Re

〈(

h

i
∇−A

)

u,

(

h

i
∇−A

)

e
2φ√

hu

〉

L2(Ω)

=

〈(

h

i
∇−A

)

e
φ√
hu,

(

h

i
∇−A

)

e
φ√
hu

〉

L2(Ω)

− h
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|∇φ|e
φ√
hu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Ω)

= qh,A,Ω

(

e
φ√
hu

)

− h
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|∇φ| e
φ√
hu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Ω)

.

�Lemme 3.10. Soit χ ∈ C∞
0 (Ω), alors pour tout u ∈ H1

h,A(Ω) :
qh,A,Ω(χu) =

∫

Ω
|χ|2|(h∇− iA)u|2 dx+

h

2

∫

Ω
∇|χ|2|u|2 dx+ h2

∫

Ω
|∇χ|2∇|u|2 dx. (3.18)De plus, si u ∈ DN (Ph,A,Ω), alors :

qh,A,Ω(χu) = Re
〈

χ2Ph,A,Ωu, u
〉

L2(Ω)
+ h2|| |∇χ|u||2L2(Ω). (3.19)Soit (χj) une partition réelle quadratique loalement �nie de l'unité de R2, alors :

∀u ∈ H1
h,A,Ω(Ω), qh,A(u) =

∑

j

qh,A(χju)− h2
∑

j

||u |∇χj | ||2L2(Ω). (3.20)



3.2 Généralisation du Lemme de Persson 45Démonstration : Remarquons que :
|(h∇− iA)(χu)|2 = |χ(h∇− iA)u+ hu∇χ|2

= |χ|2|(h∇− iA)u|2 + 2h Re χ(h∇− iA)u∇χu+ h2|∇χ|2|u|2

= |χ|2|(h∇− iA)u|2 +
h

2
∇|χ|2∇|u|2 + h2|∇χ|2|u|2.Pour justi�er (3.19), il su�t de reprendre la démonstration du Lemme 3.9 en remplaçant e φ√

h par χ,de hoisir χ = χj et de sommer pour tous les indies j :
∑

j

qh,A(χju) =
∑

j

∫

Ω
|χj|2 |h∇u− iAu|2 dx+

∑

j

∫

Ω
h2|u|2 |∇χj|2 dx+

h

2

∫

Ω

∑

j

∇|χj |2∇|u|2 dx.(3.21)Mais χj est réelle et∑
j

∇|χj|2 = ∇
∑

j

|χj |2 = 0, le dernier terme de (3.21) est don nul. �3.2 Généralisation du Lemme de PerssonNous souhaitons obtenir des renseignements sur le bas du spetre de l'opérateur de Shrödingerave potentiels magnétique A régulier et un potentiel V semi-borné inférieurement et in�niment dé-rivable dans un domaine non borné et plus préisément dans les domaines à oin. Quitte à remplaer
V par V + cst, nous supposerons V ≥ 1 sur le domaine Ω.Étudions la réalisation de Neumann de −∆A + V à partir de C∞

0 (Ω). La forme assoiée à −∇2
A + Vest semi-bornée inférieurement et symétrique, le domaine de forme est H1

A,V (Ω) où :
H1

A,V (Ω):= {u ∈ L2(Ω)| ∇Au ∈ L2(Ω),
√
V u ∈ L2(Ω)}.La forme sesquilinéaire assoiée à l'opérateur −∆A + V permet de dé�nir une norme sur H1

A,V (Ω)par :
∀u ∈ H1

A,V (Ω), ||u||2H1
A,V (Ω) = ||

√
V u||2L2(Ω) + ||∇Au||2L2(Ω). (3.22)Notant H2

A,V (Ω):= {u ∈ H1
A,V (Ω)| ∇2

Au ∈ L2(Ω), V u ∈ L2(Ω)}, l'opérateur −∆A + V est dé�ni sur
DN (−∆A+V ):= {u ∈ H2

A,V (Ω)| ν ·∇Au|Γ = 0}. Le bas du spetre de −∆A+V est noté µ1(−∆A+V ) ;son expression est donnée par le prinipe du min-max rappelé au Théorème 2.2. Nous allons présenterun résultat donnant une expression du bas du spetre essentiel, basé sur les travaux de [85, 1, 57℄.Nous notons C∞
0 (Ω ∩ ∁Br) les restritions à Ω de fontions in�niment dérivables à support ompathors de la boule Br ∩ Ω, ave Br = B(0, r) la boule entrée en 0 et de rayon r.Théorème 3.11. Soit Ω un domaine non borné de R2 à bord lipshitzien. Alors le bas du spetreessentiel de la réalisation de Neumann de l'opérateur de Shrödinger −∆A + V est donné par :

inf σess(−∆A + V ) = Σ(−∆A + V ), (3.23)où
Σ(−∆A + V ) = lim

r→+∞
Σ(−∆A + V, r), (3.24)

et Σ(−∆A + V, r) := inf
φ∈C∞

0 (Ω∩∁Br),φ 6=0















∫

Ω

(

|∇Aφ(x)|2 + V (x)|φ(x)|2
)

dx
∫

Ω
|φ(x)|2 dx















. (3.25)



46 Spetre essentielCorollaire 3.12. Sous les hypothèses du Théorème 3.11, le bas du spetre essentiel s'exprime :
inf σess(−∆A + V ) = sup

K⊂R2

[

inf
||φ||L2(Ω)=1,φ 6=0

{
∫

Ω

(

|∇Aφ|2 + V |φ|2
)

dx, φ ∈ C∞
0 (Ω ∩ ∁K)

}

]

,la borne supérieure étant prise sur tous les ompats K inlus dans R2.Remarque 3.13. La fontion r 7→ Σ(−∆A + V, r) est roissante sur R et admet une limite notée
Σ(−∆A + V ) dans ]0,+∞].Démonstration : Pour justi�er la roissane de la fontion r 7→ Σ(−∆A + V, r), il su�t de prolongerune fontion φ ∈ C∞

0 (Ω ∩ ∁Br) par 0 sur Ω ∩ ∁Br′ où r′ < r.Distinguons maintenant deux as selon que Σ(−∆A + V, .) est bornée ou non :
− Si la fontion r 7→ Σ(−∆A + V, r) est bornée, alors elle admet un plus petit majorant noté M .Comme Σ(−∆A + V, r) est positive, M l'est aussi. Donnons-nous ε > 0, alors, par dé�nition de M , ilexiste R ∈ R+ tel que M − ε < Σ(−∆A + V,R). Mais la fontion Σ(−∆A + V, .) est roissante donpour tout r > R :

M − ε < Σ(−∆A + V,R) ≤ Σ(−∆A + V, r) ≤M, (3.26)e qui signi�e en partiulier que Σ(−∆A + V, r) onverge vers M quand r tend vers +∞.
− Si Σ(−∆A + V, .) n'est pas bornée, alors elle tend vers l'in�ni.Don la limite de Σ(−∆A + V, r), quand r → +∞, existe (dans ]0,+∞]). �Commençons par iter un lemme relatif aux suites de Weyl qui permettent de aratériser leséléments du spetre essentiel.Lemme 3.14. Soit (un) une suite de Weyl pour l'opérateur −∆A +V , alors pour tout borné K de Ω,la suite (un) onverge fortement vers 0 dans L2(K).Démonstration : Soit (un) une suite de Weyl, elle est don dans DN (−∆A + V ) et véri�e :1. ||un||L2(Ω) = 1,2. un ⇀ 0,3. ||(−∆A + V )un − λun||L2(Ω) → 0.Montrons alors que pour tout domaine borné K ⊂ Ω, la suite un onverge fortement vers 0 dans
L2(K). Donnons-nous un domaine borné K ⊂ Ω, alors il existe un réel r ≥ 0 tel que K soit ontenudans le disque Br de rayon r de Ω, e qui implique ∫K |un|2 dx ≤ ∫Br

|un|2 dx : il su�t ainsi de montrerque un onverge vers 0 dans L2(Br) pour tout r > 0.Selon l'hypothèse (3) relative à la suite un, pour n assez grand, ||(−∆A + V )un − λun||L2(Ω) ≤ 1. Deplus, la suite un est normalisée, omme (1) le rappelle, don :
〈(−∆A + V )un, un〉 − λ = 〈(−∆A + V )un − λun, un〉 ≤ ||(−∆A + V )un − λun||L2(Ω),par inégalité de Cauhy-Shwarz. Il existe don un entier N0 tel que pour tout n ≥ N0,

〈(−∆A + V )un, un〉 − λ ≤ 1. (3.27)Or un ∈ DN(−∆A + V ), don par l'intégration par parties :
〈(−∆A + V )un, un〉 = ||∇Aun||2L2(Ω) +

∫

Ω
V |un|2 dx.



3.2 Généralisation du Lemme de Persson 47L'inégalité (3.27) permet de déduire :
||∇Aun||2L2(Ω) + ||un||2L2(Ω) ≤ λ+ 2−

∫

Ω
V |un|2 dx ≤ λ+ 2. (3.28)Don en partiulier, pour tout r ≥ 0,

||∇Aun||2L2(Ω∩Br) + ||un||2L2(Ω∩Br) ≤ λ+ 2. (3.29)Mais le domaine Br est borné don les normes assoiées aux espaes H1(Ω ∩ Br) et H1
A,V (Ω ∩ Br)sont équivalentes ar le potentiel magnétique A et le potentiel V sont bornés sur e domaine borné

Ω ∩ Br don il existe une onstante C indépendante de n telle que ||un||2H1(Ω∩Br) ≤ C(λ + 2). Or
Br∩Ω est un ouvert borné de R2 à bord lipshitzien don l'injetion de H1

A,V (Ω∩Br) dans L2(Ω∩Br)est ompate, alors il existe une sous-suite un′ de un qui onverge fortement dans L2(Ω ∩ Br). Maisd'après la ondition (2) sur la suite de Weyl, la sous-suite un′ onverge en outre faiblement vers 0. Paronséquene, un′ onverge vers 0 dans L2(Ω ∩ Br).Montrons que la suite un toute entière tend vers 0 dans L2(Ω ∩ Br) en raisonnant par l'absurde. Ene�et, si e n'était pas le as, il existerait ε > 0 et une sous-suite uφ(n) telle que ||uφ(n)||L2(Ω∩Br) ≥ ε.Mais omme uφ(n) est une sous-suite de un, elle est bornée dans H1(Ω∩Br) et par injetion ompate,elle admet une sous-suite onvergeant dans L2(Ω ∩ Br) et par onvergene faible vers 0, ette limiteest néessairement 0, e qui ontredit le fait que sa norme dans L2(Ω ∩ Br) est minorée par ε > 0.Ainsi, pour tout domaine borné K ⊂ Ω, un onverge vers 0 dans L2(K). �Démonstration du Théorème 3.11 : Première inégalité : Σ(−∆A + V ) ≤ inf σess(−∆A + V ).Soit λ ∈ σess(−∆A+V ), montrons que pour tout r > 0, Σ(−∆A+V, r) ≤ λ en utilisant le Lemme 3.14.Soient ρ > r > 0 deux réels. Considérons une suite de Weyl assoiée à l'élément λ du spetre essentielet loalisons ette suite en dehors d'une boule Br ∩ Ω à l'aide d'une fontion de tronature χ ∈
C∞(Ω, [0, 1]) telle qu'il existe une onstante C véri�ant :







χ(x) = 1 sur Ω ∩ ∁Bρ,
χ(x) = 0 sur Ω ∩ Br,
|∇χ| ≤ C sur Ω.

(3.30)Érivant :
∇A(χun) = χ∇Aun + un∇χ, (3.31)nous déduisons, par hypothèse sur χ, que χun ∈ H1

A,V (Ω) et supp(χun) ∈ Ω ∩ ∁Br. Montrons que
||∇A(χun)||2L2(Ω) +

∫

Ω V |χun|2 dx ≤ λ||χun||2L2(Ω) + ◦(1). Donnons-nous un ε ∈]0, 1[. Par inégalitétriangulaire et grâe à la relation (3.31), nous avons :
||∇A(χun)||L2(Ω) ≤ ||χ∇Aun||L2(Ω) + ||un|∇χ| ||L2(Ω). (3.32)Comme χ est onstante sur Ω \ Bρ, son gradient y est nul, don :

∫

Ω
|un(x)|2|∇χ(x)|2dx =

∫

Bρ

|un(x)|2|∇χ(x)|2dx ≤ C2

∫

Bρ

|un(x)|2dx. (3.33)Le Lemme 3.14 montre que un onverge vers 0 dans L2(Bρ), il existe ainsi N0 tel que pour n ≥ N0,
∫

Bρ

|un|2 dx ≤
ε

2C2
. Il reste à majorer ∫

Ω
|χ|2

(

|∇Aun|2 + V |un|2
)

dx par ∫
Ω

(

|∇Aun|2 + V |un|2
)

dx



48 Spetre essentielet d'utiliser les propriétés (3) et (1) de la suite un : il existe un N1 ≥ N0 tel que pour tout n ≥ N1,
||∇A(un)||2L2(Ω) +

∫

Ω
V |un|2 dx ≤ λ+

ε

2
. Par onséquene, pour n ≥ N1 :

||∇A(χun)||2L2(Ω) +

∫

Ω
V |un|2 dx ≤ λ+ ε. (3.34)Comme nous l'avons vu au Lemme 3.14, un onverge vers 0 dans L2(K) pour tout domaine borné

K ⊂ Ω mais un est de norme 1 dans L2(Ω), alors ||χun||L2(Ω) onverge vers 1 don il existe N2 ≥ N1tel que pour tout n ≥ N2, nous majorons 1
||χun||2

L2(Ω)

par 1 + ε. Reprenons (3.34), alors il existe uneonstante C indépendante de ε telle que pour n ≥ N2 :
||∇A(χun)||2L2(Ω) +

∫

Ω
V |χun|2 dx

||χun||2L2(Ω)

≤ λ+ Cε. (3.35)L'appliation du Prinipe du min-max 2.2 et la dé�nition de Σ(−∆A + V, r) onduisent à :
Σ(−∆A + V, r) ≤ λ+ Cε. (3.36)Choisissons ε arbitrairement petit, alors Σ(−∆A +V, r) ≤ λ. Il su�t en�n de prendre la limite quand

r → +∞ et de passer à la borne inférieure sur les éléments λ du spetre essentiel. �Démonstration : Deuxième inégalité : inf σess(−∆A + V ) ≤ Σ(−∆A + V ).Soit µ < inf σess(−∆A+V ). Montrons que pour tout ε > 0, il existe Rε > 0 tel que Σ(−∆A+V,Rε) ≥
µ−O(ε).Notons a la forme sesquilinéaire assoiée à l'opérateur −∆A + V .Soit E]−∞,µ] le projeteur spetral. Le hoix de µ permet d'éviter le spetre essentiel, don il existeun système orthonormal �ni de veteurs propres tel que :

E]−∞,µ] =
∑

i

〈., χi〉χi. (3.37)Comme |E]−∞,µ]χ|2(x) =
∑

i | 〈χ, χi〉 |2|χi(x)|2 ≤ ||χ||2L2(Ω)

∑

i |χi(x)|2 pour tout x ∈ Ω et que lasomme est �nie, alors pour tout ε > 0, il existe Rε tel que :
∀χ ∈ C∞

0 (Ω),

∫

|x|≥Rε

|E]−∞,µ]χ|2(x)dx ≤ ε||χ||2L2(Ω). (3.38)Appliquons la majoration (3.38) aux fontions χ ∈ C∞
0 (Ω ∩ ∁BRε), il vient :

||E(µ)χ||2L2(Ω) ≤ ε||χ||2L2(Ω). (3.39)En utilisant les propriétés des projeteurs spetraux, alors pour tout χ ∈ C∞
0 (Ω ∩ ∁BRε) :

a(χ, χ) = a(E(µ)χ,E(µ)χ) + a((I −E(µ))χ, (I − E(µ))χ). (3.40)Or, la forme a(E(µ)χ,E(µ)χ) est positive et l'appliation du prinipe du min-max et la dé�nition de
E(µ), permet de minorer a((I−E(µ))χ, (I−E(µ))χ) par µ||(I−E(µ))χ||2 , don, pour toute fontion
χ ∈ C∞

0 (Ω ∩ ∁BRε) :
a(χ, χ) ≥ µ||(I − E(µ))χ||2. (3.41)



3.3 Bas du spetre essentiel pour un seteur angulaire de R2 49Comparons ||(I − E(µ))χ||2L2(Ω) et ||χ||2L2(Ω). Nous savons que :
||(I − E(µ))χ||2L2(Ω) = ||χ||2L2(Ω) − ||E(µ)χ||2L2(Ω),don en utilisant la relation (3.39), nous minorons ||(I −E(µ))χ||2L2(Ω) par (1− ε)||χ||2L2(Ω). Utilisonsette minoration ave la relation (3.41), alors pour toute fontion χ ∈ C∞

0 (Ω ∩ ∁BRε) :
a(χ, χ)

||χ||2
L2(Ω)

≥ µ(1− ε). (3.42)La dé�nition de Σ(−∆A + V,Rε) donne :
Σ(−∆A + V ) ≥ Σ(−∆A + V,Rε) ≥ µ(1− ε). (3.43)Prenons la limite quand ε→ 0, alors Σ(−∆A +V ) ≥ µ. Puis faisons tendre µ vers inf σess(−∆A +V ),alors :

Σ(−∆A + V ) ≥ inf σess(−∆A + V ).

�3.3 Bas du spetre essentiel pour un seteur angulaire de R2Proposition 3.15. Le bas du spetre essentiel de l'opérateur PA0,Ωα, pour α ∈]0, 2π], vaut Θ0, dé�nià la Proposition 2.12 :
inf σess(PA0,Ωα) = Θ0 = µ(π). (3.44)Démonstration : La démonstration se base sur le Théorème 3.11 et une partition de l'unité qui ramè-nera l'étude du spetre essentiel à elle des opérateurs modèles dé�nis sur R2 et R×R+. Nous allonsmontrer que la suite Σ(PA0,Ωα , r) onverge vers Θ0 quand r tend vers l'in�ni en deux étapes :� Nous allons onstruire une partition de l'unité qui oupe le seteur angulaire Ωα d'angle α entrois seteurs et étudier la forme sesquilinéaire sur haun de es seteurs. Par appliation duprinipe du min-max, nous montrerons ainsi que Σ(PA0,Ωα , r) est supérieur à Θ0 à un terme en

1
r2

près.� Nous onstruirons ensuite une fontion φ ∈ C∞
0 (Ωα ∩ ∁Br) telle que ||∇A0

φ||2
L2(Ωα)

||φ||2
L2(Ωα)

≤ Θ0 + ε.Commençons par établir la minoration.Considérons une fontion χ̃ dé�nie sur R à valeurs dans [0, 1], in�niment dérivable telle que :
{

χ̃(ρ) = 0 si ρ ≤ 0,
χ̃(ρ) = 1 si ρ ≥ 1.

(3.45)La multipliation d'une fontion donnée par une dilatée de χ̃ donne une nouvelle fontion à supporten dehors d'un disque et loalise ainsi au voisinage de l'in�ni.Construisons une partition de l'angle. Soient (χ̂j)j=1,2,3 ∈ C∞
0

([

−1
2 ,

1
2

]

, [0, 1]
) telles que :















supp χ̂j ⊂
[

j−3
4 , j−1

4

]

, j = 1, 2, 3,
3
∑

j=1

χ̂2
j(θ) = 1, ∀θ ∈

[

−1

2
,
1

2

]

.
(3.46)



50 Spetre essentielDé�nissons les fontions de tronature en oordonnées polaires :
∀(ρ, θ) ∈ R+ ×

]

−α
2
,
α

2

[

, χr,α,pol
j (ρ, θ) = χ̃

(ρ

r

)

χ̂j

(

θ

α

)

, j = 1, 2, 3, (3.47)ainsi que les fontions assoiées en oordonnées artésiennes. Pour tout (x1, x2) ∈ Ωα de oordonnéespolaires (ρ, θ) :
χr,α,j (x1, x2) = χr,α,pol

j (ρ, θ). (3.48)Rappelons que nous souhaitons estimer inf
φ∈C∞

0 (Ωα∩∁Br),φ 6=0

||∇A0φ||2L2(Ωα)

||φ||2
L2(Ωα)

. Considérons don, φ, unefontion non nulle de C∞
0 (Ωα ∩ ∁Br). La onstrution des fontions χ̃ et χ̂j montre que :

3
∑

j=1

∣

∣

∣
χr,αj

∣

∣

∣

2
φ = φ sur Ωα ∩ ∁Br. (3.49)De plus, d'après le Lemme 3.10 :

||∇A0φ||2L2(Ωα) =

3
∑

j=1

||∇A0(χ
r,α
j φ)||2L2(Ωα) −

3
∑

j=1

||φ∇χr,αj ||2L2(Ωα). (3.50)Évaluons haque terme de (3.50). Pour ela, nous estimons ∫Ωα
|φ(x)|2|∇χr,αj (x)|2 dx, pour j = 1, 2, 3.Le hangement de variables montre, d'après l'expression (3.47) de χr,α,pol

j , que :
|∇χr,αj (x1, x2)|2 = |∂ρχr,α,pol

j (ρ, θ)|2 +
1

ρ2
|∂θχr,α,pol

j (ρ, θ)|2

=
1

r2

∣

∣

∣

∣

χ̃′
(ρ

r

)

χ̂j

(

θ

α

)∣

∣

∣

∣

2

+
1

α2ρ2

∣

∣

∣

∣

χ̃
(ρ

r

)

χ̂′
j

(

θ

α

)∣

∣

∣

∣

2

. (3.51)Considérons les estimations provenant des hypothèses (3.45) et (3.46) sur les fontions χ̃ et χ̂j, ilexiste une onstante C0 > 0 indépendante de α et de j telle que :
∀(x1, x2) ∈ Ωα, |∇χr,αj (x1, x2)|2 ≤ C0

α2r2
. (3.52)Cette estimation permet d'évaluer le seond terme de (3.50) :

3
∑

j=1

||φ∇χr,αj ||2L2(Ωα) ≤
C

α2r2

∫

Ωα

|φ(x)|2 dx. (3.53)Reportant ette estimation dans (3.50), nous obtenons une minoration de ||∇A0φ||2L2(Ωα) par :
||∇A0φ||2L2(Ωα) ≥

3
∑

j=1

||∇A0(χ
r,α
j φ)||2L2(Ωα) −

C

α2r2
||φ||2L2(Ωα). (3.54)Nous allons maintenant minorer les termes ||∇A0(χ

r,α
j φ)||2L2(Ωα) pour j =1, 2, 3. La onstrution desfontions χr,αj permet de prolonger les fontions χr,αj φ et se référer aux modèles sur R2 et R×R+.Dé�nissons la fontion χr,α1 φ sur le demi-plan P1: = {x ∈ R2|x2 ≥ − tan α

2 x1} en la prolongeant par 0



3.3 Bas du spetre essentiel pour un seteur angulaire de R2 51en dehors du support de χr,α1 φ. Alors χr,α1 φ ∈ C∞
0 (P1) et par rotation d'angle α

2 , nous nous ramenonsau demi-plan R× R+ et par appliation du prinipe du min-max, nous aboutissons à la minoration :
||∇A0(χ

r,α
1 φ)||2L2(Ωα)

||χr,α1 φ||2
L2(Ωα)

=
||∇A0(χ

r,α
1 φ)||2L2(P1)

||χr,α1 φ||2
L2(P1)

≥ inf
ψ∈C∞

0 (R×R+),ψ 6=0

||∇A0ψ||2L2(R×R+)

||ψ||2
L2(R×R+)

= Θ0. (3.55)De même, nous prolongeons la fontion χr,α3 φ par zéro au demi-plan P2: = {(x1, x2) ∈ R2| x2 ≤
tan α

2 x1}. Par rotation d'angle π − α
2 , nous nous ramènons au demi-plan R× R+ et don :

||∇A0(χ
r,α
3 φ)||2L2(Ωα)

||χr,α3 φ||2
L2(Ωα)

=
||∇A0(χ

r,α
3 φ)||2L2(P2)

||χr,α3 φ||2
L2(P2)

≥ inf
ψ∈C∞

0 (R×R+),ψ 6=0

||∇A0ψ||2L2(R×R+)

||ψ||2
L2(R×R+)

= Θ0. (3.56)Quant à la fontion χr,α2 φ, nous la dé�nissons sur R2 en la prolongeant par zéro en dehors de Ωα.Comme préédemment, nous déduisons du prinipe du min-max :
||∇A0(χ

r,α
2 φ)||2L2(Ωα)

||χr,α2 φ||2
L2(Ωα)

=
||∇A0(χ

r,α
2 φ)||2L2(R2)

||χr,α2 φ||2
L2(R2)

≥ inf
ψ∈C∞

0 (R2),ψ 6=0

||∇A0ψ||2L2(R2)

||ψ||2
L2(R2)

= 1. (3.57)Regroupons les relations (3.55), (3.56) et (3.57), il vient :
3
∑

j=1

||∇A0(χ
r,α
j φ)||2L2(Ωα) ≥ Θ0||χr,α1 φ||2L2(Ωα) + ||χr,α2 φ||2L2(Ωα) + Θ0||χr,α3 φ||2L2(Ωα)

≥ Θ0

∫

Ωα

3
∑

j=1

|χr,αj |2 |φ|2 dx

≥ Θ0||φ||2L2(Ωα). (3.58)Nous avons utilisé le fait que Θ0 < 1 et 3
∑

j=1

|χr,αj |2 = 1. Injetons (3.58) dans (3.54), alors :
∀φ ∈ C∞

0 (Ωα \ Br), φ 6= 0, ||∇A0φ||2L2(Ωα) ≥
(

Θ0 −
C

α2r2

)

||φ||2L2(Ωα). (3.59)Nous obtenons ainsi une minoration de Σ(PA0,Ωα , r) :
Σ(PA0,Ωα , r) = inf

φ∈C∞
0 (Ωα\Br),φ 6=0

||∇A0φ||2L2(Ωα)

||φ||2
L2(Ωα)

≥ Θ0 −
C

α2r2
. (3.60)Par dé�nition de Σ(PA0,Ωα), nous passons à la limite dans (3.60) et par appliation le Théorème 3.11,il vient :

inf σess(PA0,Ωα) = Σ(PA0,Ωα) ≥ Θ0. (3.61)



52 Spetre essentielJusti�ons l'inégalité inverse. Donnons-nous un ε > 0 et r > 0. Montrons que Σ(PA0,Ωα , r) ≤ Θ0 + ε.Il su�ra ensuite de faire tendre r vers l'in�ni et d'appliquer le Théorème 3.11.Par appliation du prinipe du min-max pour l'opérateur PA0,Ωα sur le demi-plan R× R+, il existeune fontion ψ1 ∈ C∞
0 (R× R+) telle que :

Θ0 ≤
||∇A0ψ1||2L2(R×R+)

||ψ1||2L2(R×R+)

≤ Θ0 + ε. (3.62)Comme ψ1 est à support ompat, il existe une boule B(a0, r0)∩R× R+ en dehors de laquelle ψ1 estnulle. Mais les Propositions 3.4 et 3.5 montrent que si ψ1 ∈ H1
A0

(R× R+) et si la fontion ψ est dé�nieà partir de la fontion ψ1 sur Ωα∩∁Br par translation et rotation, alors les quotients de Rayleigh sontidentiques :
||∇A0ψ1||2L2(R×R+)

||ψ1||2L2(R×R+)

=
||∇A0ψ||2L2(Ωα)

||ψ||2
L2(Ωα)

, (3.63)e qui onduit à l'enadrement :
Σ(PA0,Ωα , r) ≤

||∇A0ψ||2L2(Ωα)

||ψ||2
L2(Ωα)

≤ Θ0 + ε. (3.64)Passons à la limite quand r → +∞ :
inf σess(PA0,Ωα) = Σ(PA0,Ωα) ≤ Θ0 + ε.Comme ette majoration est valable pour tout ε > 0, don :

inf σess(PA0,Ωα) ≤ Θ0. (3.65)Rappelons-nous de (3.61), nous ahevons alors la démonstration de la Proposition 3.15. �Corollaire 3.16. Soit Ω un ouvert onnexe non borné dont le bord se déompose en trois omposantes
Γ1, Γ2 et Γ3 tels que :� Γ1 est borné et lipshitzien,� Γ2 et Γ3 sont deux demi-droites non parallèles et non séantes.Alors

inf σess(PA0,Ω) = Θ0. (3.66)Démonstration : La démonstration se base omme préédemment sur une partition de l'unité et leThéorème 3.11. En e�et, nous hoisissons une partition de l'unité telle que le support de haquefontion soit inlus dans Ω ou qui renontre le bord en un point anguleux au maximum. Nous nousréférons ainsi aux modèles R2 et, par di�éomorphisme, aux seteurs angulaires étudiés à la propositionpréédente. Don :
inf σess(PA0,Ω) = Θ0.

�



Chapitre 4Majorations du bas du spetre pour lesseteurs angulaires4.1 Remarque relative aux demi-seteursNous allons utiliser la Proposition 3.6 pour montrer que le bas du spetre est atteint pour ertainsdomaines partiuliers.Remarque 4.1. Soit Ωα un seteur angulaire d'angle α pour lequel µ(α) < Θ0, alors pour tout k ∈ N∗,
µ
(

α
2k

) est une valeur propre stritement inférieure à Θ0, pour tout entier k positif.Démonstration : Nous avons vu à la Proposition 3.15 que le bas du spetre essentiel pour un seteurangulaire valait Θ0. Don si µ(α) < Θ0, µ(α) est une valeur propre. D'après le Prinipe du min-max 2.2, il existe u ∈ H1
A(Ωα) telle que :

µ(α) =
qΩα(u)

||u||2
L2(Ωα)

. (4.1)Appliquons la Proposition 3.6, hoisissons un veteur propre u tel que u(x1, x2) = u(x1,−x2) etalulons qΩα(u) sur un demi-seteur. Notons Ω+
α : = {x ∈ Ωα| x2 > 0}, alors :

||u||2L2(Ωα) = 2

∫

Ω+
α

|u|2 dx, qΩα(u) = 2

∫

Ω+
α

|∇Au|2 dx.Cei implique :
µ(α) =

qΩ+
α
(u)

||u||2
L2(Ω+

α )

. (4.2)Par appliation du prinipe du min-max et de la Proposition 4.2, il vient :
qΩ+

α
(u)

||u||2
L2(Ω+

α )

≥ µ
(α

2

)

. (4.3)Nous pouvons ainsi majorer µ (α2 ) par µ(α). Mais, d'après la Proposition 3.15, nous savons que le basdu spetre essentiel pour le domaine Ωα
2
est Θ0 et µ(α) < Θ0, don a fortiori, µ (α2 ) < Θ0.Si nous avons montré que µ ( α

2k

)

< Θ0, il su�t de reprendre e que nous venons de faire en remplaçant
α par α

2k et le résultat est démontré pour α
2k+1 . �53



54 Majorations du bas du spetre pour les seteurs angulairesCorollaire 4.2. Pour tout entier k > 0, le bas du spetre de la réalisation de Neumann de l'opérateurde Shrödinger pour un hamp magnétique d'intensité 1, sur un seteur angulaire d'angle π
2k , est unevaleur propre.Démonstration : Jadallah [68, 69℄ a onstruit1 une fontion u telle que qΩπ/2

||u||2
L2(Ωπ/2)

= 0.57723, donpar appliation du prinipe du min-max, µ (π2 ) ≤ 0.57723. Mais Θ0 ≃ 0.59, don µ (π2 ) est une valeurpropre et µ (π2 ) < Θ0. Il reste à appliquer la Proposition 4.1. �4.2 Seteurs d'angle α
p , p ∈ N∗Nous pouvons donner un résultat plus général en utilisant l'invariane du bas du spetre parrotation du domaine et omportement du bas du spetre vis-à-vis des sous-domaines :Remarque 4.3. ∀p ∈ N∗, µ(αp) ≤ µ(α).Démonstration : Partageons le seteur angulaire en p sous seteurs d'angle α

p , U1, . . . , Up. La Propo-sition 3.2 donne la majoration suivante :
inf(µ(U1), . . . , µ(Up)) ≤ µ(Ωα). (4.4)La Proposition 3.5 préise que le spetre est inhangé par rotation sur le domaine, don :
µ(U1) = . . . = µ(Up) = µ

(

α

p

)

. (4.5)Reportons dans (4.4), nous avons ainsi la majoration de µ(αp) par µ(α). �Remarque 4.4. Nous en déduisons immédiatement que le bas du spetre est une valeur propre pourles seteurs d'angle π
2p pour tout entier p > 0.4.3 Majoration de µ(α) au voisinage de π

2Nous allons reprendre l'idée de Pan [83℄ pour établir une majoration du bas du spetre, µ(α), dela réalisation de Neumann de l'opérateur de Shrödinger à hamp magnétique onstant d'intensité 1sur les seteurs angulaires d'angle α prohe de π
2 . Pan a développé ette idée pour le quart de plan.Cette idée onsiste à onstruire un quasi-mode dont le quotient de Rayleigh vaut exatement Θ0 maisette fontion ne véri�e pas les onditions de Neumann au bord, e qui permet d'a�rmer que le basdu spetre est stritement inférieur à Θ0.Proposition 4.5. Utilisant les notations préédentes (notamment du Chapitre 2), nous avons :

µ(α) ≤ Θ0

sinα
− cosα

4 sinα
(φ(0))4, (4.6)

µ(α) ≤ Θapp

sinα
− cosα

4 sinα
(φapp(0))4 +

cosα

sinα

(
∫ ∞

0
(t− ζapp)|φapp(t)|2 dt

)2

. (4.7)1Il est di�ile de savoir en quel sens la préision du alul y a été ontr�lée.



4.3 Majoration de µ(α) au voisinage de π
2 55Démonstration : Les oordonnées polaires assoiées à e seteur Ωα véri�ent :

{

x1 = ρ cos θ
x2 = ρ sin θ

, ρ ∈]0,∞[, θ ∈
]

−α
2
,
α

2

[

. (4.8)Nous allons onstruire un quasi-mode u dont le quotient de Rayleigh vaut exatement les majorantsdes expressions (4.6) ou (4.7). Considérons la fontion u dé�nie sur Ωα par :
u(ρ, θ) = e−iγρ sin θ φ̃

(

τρ sin
(α

2
+ θ
))

φ̃
(

τρ sin
(α

2
− θ
))

, (4.9)où γ et τ sont des réels stritement positifs à déterminer. Nous hoisirons pour la fontion φ̃ soitla fontion propre normalisée assoiée à la valeur propre Θ0 pour l'opérateur H(ζ0) pour justi�erla relation (4.6), soit la fontion φapp onstruite à la Setion 2.7 pour établir la relation (4.7). Re-marquons que la fontion u véri�e la symétrie u(ρ,−θ) = u(ρ, θ) observée préédemment lors de laProposition 3.6.E�etuons un hangement de variables pour ramener le seteur à un quart de plan :
{

y1 = τρ sin
(

α
2 + θ

)

= τρ
(

sin α
2 cos θ + cos α2 sin θ

)

= τ
(

sin α
2x1 + cos α2

)

y2 = τρ sin
(

α
2 − θ

)

= τρ
(

sin α
2 cos θ − cos α2 sin θ

)

= τ
(

sin α
2x1 − cos α2

)

.
(4.10)Ainsi (y1, y2) ∈ Q: = (R+)2 si et seulement si (x1, x2) ∈ Ωα et le hangement de variables s'érit :

(

y1

y2

)

= τ

(

sin α
2 cos α2

sin α
2 − cos α2

)(

x1

x2

)

. (4.11)Le déterminant de e hangement de variables vaut −τ sinα et l'expression de la fontion u dans lesnouvelles oordonnées est :̃
u(y1, y2) = exp

(

−i γ

2τ cos α2
(y1 − y2)

)

φ̃(y1)φ̃(y2). (4.12)A�n de aluler qΩα(u), nous allons évaluer ∂x1u, ∂x2u, x2u et x1u.
∂x1u(x1, x2) = ∂y1 ũ(y1, y2)

∂y1

∂x1
+ ∂y2ũ(y1, y2)

∂y2

∂x1
= τ sin

α

2
(∂y1 ũ(y1, y2) + ∂y2 ũ(y1, y2))

= τ sin
α

2
e
−i γ

2τ cos α
2

(y1−y2)
(φ̃′(y1)φ̃(y2) + φ̃(y1)φ̃

′(y2)). (4.13)
i
x2

2
u(x1, x2) = i

y1 − y2

4τ cos α2
ũ(y1, y2). (4.14)

∂x2u(x1, x2) = ∂y1 ũ(y1, y2)
∂y1

∂x2
+ ∂y2ũ(y1, y2)

∂y2

∂x2
= τ cos

α

2
(∂y1 ũ(y1, y2)− ∂y2 ũ(y1, y2))

= τ cos
α

2
e
−i γ

2τ cos α
2

(y1−y2)
( −iγ
τ cos α2

φ̃(y1)φ̃(y2) + φ̃′(y1)φ̃(y2)− φ̃(y1)φ̃
′(y2)

)

. (4.15)
i
x1

2
u(x1, x2) = i

y1 + y2

4τ sin α
2

ũ(y1, y2). (4.16)Les expressions (4.13) et (4.14) permettent de aluler ∣∣(∂x1 − i
2x2

)

u
∣

∣

2 :
∣

∣

∣

(

∂x1 − i
x2

2

)

u(x1, x2)
∣

∣

∣

2
=

(

y1 − y2

4τ cos α2

)2

φ̃(y1)
2φ̃(y2)

2 + τ2 sin2 α

2
(φ̃′(y1)φ̃(y2)+ φ̃(y1)φ̃

′(y2))
2. (4.17)



56 Majorations du bas du spetre pour les seteurs angulairesLes expressions (4.15) et (4.16) permettent de aluler ∣∣(∂y + i
2x
)

u
∣

∣

2 :
∣

∣

∣

(

∂x2 + i
x1

2

)

u(x1, x2)
∣

∣

∣

2
=

(

γ − y1 + y2

4τ sin α
2

)2

φ̃(y1)
2φ̃(y2)

2 + τ2 cos2 α

2
(φ̃′(y1)φ̃(y2)− φ̃(y1)φ̃

′(y2))
2.(4.18)Regroupons les expressions (4.17) et (4.18) :

|(∇− iA0)u(x1, x2)|2 =

(

(

y1 − y2

4τ cos α2

)2

+

(

γ − y1 + y2

4τ sin α
2

)2
)

φ̃(y1)
2φ̃(y2)

2 (4.19)
+ τ2(φ̃′(y1)

2φ̃(y2)
2 + φ̃(y1)

2φ̃′(y2)
2)− 2τ2 cosαφ̃′(y1)φ̃(y1)φ̃

′(y2)φ̃(y2).Ayant hoisi la fontion φ̃ véri�ant :
∫ ∞

0
|Dtφ̃(t)|2 + (t− ζ̃)2|φ̃(t)|2 dt = Θ̃, (4.20)ave :

{

ζ̃ = ζ0 et Θ̃ = Θ0 si φ̃ = φ,

ζ̃ = ζapp et Θ̃ = Θapp si φ̃ = φapp,
(4.21)il est naturel de faire apparaître les termes y1 − ζ̃ et y2 − ζ̃. Pour le terme en y1 − y2, nous rérivons

y1− y2 = (y1− ζ̃)− (y2− ζ̃). Pour le terme de la forme γ̃− (y1 + y2), nous répartissons le oe�ient γdans le terme y1 + y2 (en érivant γ̃ − (y1 + y2) = ( γ̃2 − y1) + ( γ̃2 − y2)) et hoisissons γ pour retrouverles termes y1 − ζ̃ et y2 − ζ̃ :
γ =

ζ̃

2τ sin α
2

. (4.22)Reportons ette expression dans (4.19), nous trouvons alors :
(

y1 − y2

4τ cos α2

)2

+

(

γ − y1 + y2

4τ sin α
2

)2

=

(

(y1 − ζ̃)− (y2 − ζ̃)
4τ cos α2

)2

+

(

(y1 − ζ̃) + (y2 − ζ̃)
4τ sin α

2

)2

=
(y1 − ζ̃)2 + (y2 − ζ̃)2 + 2cosα(y1 − ζ̃)(y2 − ζ̃)

(2τ sinα)2
. (4.23)Injetant ette expression (4.23) dans (4.19), nous hoisissons τ tel que ( 1

2τ sinα

)2
= τ2, soit :

τ =

√

1

2 sinα
. (4.24)Se souvenant que le hangement de variable est de déterminant −τ sinα, nous obtenons une nouvelleexpression de la forme qΩα(u) où nous pouvons séparer les variables pour aluler les intégrales :

qΩα(u) =

∫

Ωα

|(∇− iA)u(x)|2 dx

=
τ2

τ sinα

(
∫ ∞

0
((y1 − ζ̃)2φ̃(y1)

2 + φ̃′(y1)
2) dy1

∫ ∞

0
|φ̃(y2)|2 dy2 (4.25)

+

∫ ∞

0
((y2 − ζ̃)2φ̃(y2)

2 + φ̃′(y2)
2) dy2

∫ ∞

0
|φ̃(y1)|2 dy1

) (4.26)
+

2τ2 cosα

τ sinα

(
∫ ∞

0
(y1 − ζ̃)φ̃(y1)

2 dy1

∫ ∞

0
(y2 − ζ̃)φ̃(y2)

2 dy2 (4.27)
−1

4

∫ ∞

0
(φ̃(y1)

2)′ dy1

∫ ∞

0
(φ̃(y2)

2)′ dy2

)

.
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2 57Nous tenons en ompte de (4.20) et simpli�ons (4.25) et (4.26) à l'aide de Θ̃. L'expression de qΩα(u)devient :

qΩα(u) =
2τ2

τ sinα
Θ̃− τ2 cosα

2τ sinα
(φ̃(0))4 +

2τ2 cosα

τ sinα

(∫ ∞

0
(y1 − ζ̃)φ̃(y1)

2 dy1

)2

. (4.28)Estimons maintenant ||u||2L2(Ωα) :
||u||2L2(Ωα) =

1

τ sinα
||ũ||2L2(Q) =

1

τ sinα
. (4.29)Par onséquent :

qΩα(u)

||u||2
L2(Ωα)

= 2τ2Θ̃− τ2 cosα

2
(φ̃(0))4 +

2τ2 cosα

sinα

(∫ ∞

0
(y1 − ζ̃)φ̃(y1)

2 dy1

)2

=
Θ̃

sinα
− cosα

4 sinα
(φ̃(0))4 +

cosα

sinα

(
∫ ∞

0
(y1 − ζ̃)φ̃(y1)

2 dy1

)2

. (4.30)Par appliation du prinipe du min-max, nous avons ainsi :
µ(α) ≤ Θ̃

sinα
− cosα

4 sinα
(φ̃(0))4 +

cosα

sinα

(
∫ ∞

0
(y1 − ζ̃)φ̃(y1)

2 dy1

)2

. (4.31)Pour onlure, il su�t de remarquer, grâe à la relation (2.38) que le terme ∫∞
0 (y1 − ζ̃)φ̃(y1)

2 dy1 estnul ave le hoix φ̃ = φ et ζ̃ = ζ0 omme mentionné en (4.21). �Nous pouvons estimer le voisinage de π
2 sur lequel nous sommes assurés d'avoir une valeur propre :Corollaire 4.6. µ(α) est une valeur propre pour tout α ∈ ]αmin,

π
2

] où :
αmin = min

(

π

2
− 2 arctan

(

(φ(0))4

4Θ0

)

, arctan

(

16ΘappΘ0 − (φapp(0)4 − 8µ′app)Λ

4(Θ0Λ + Θapp(φapp(0)4 − 8µ′app))

))

,ave :
{

µ′app =
∫∞
0 (t− ζapp)|φapp(t)|2 dt,

Λ =
√

(φapp(0)4 − 8µ′app)2 − 16(Θ2
app −Θ2

0).
(4.32)Numériquement, µ est une valeur propre sur ]1.0882, π2 ].Démonstration : D'après la Proposition 3.15, nous sommes assurés que µ(α) est une valeur propre dèsque µ(α) < Θ0. Reprenons les majorations de la Proposition 4.5. Commençons par onsidérer (4.6).Pour que µ(α) soit une valeur propre, il su�t don de herher les angles α tels que Θ0

sinα− cosα
4 sinαφ(0)4 <

Θ0. Or :
Θ0

sinα
− cosα

4 sinα
φ(0)4 < Θ0 ⇐⇒ Θ0(1− sinα) <

φ(0)4

4
cosα.Remarquons que 1− sinα = 2 sin2

(

π
4 − α

2

) et cosα = 2 sin
(

π
4 − α

2

)

cos
(

π
4 − α

2

), ainsi :
Θ0

sinα
− cosα

4 sinα
φ(0)4 < Θ0 ⇐⇒ tan

(π

4
− α

2

)

<
φ(0)4

4Θ0
.Par onséquent, µ est une valeur propre sur l'intervalle ]π2 − 2 arctan

(

φ(0)4

4Θ0

)

, π2

[. Pour α = π
2 , l'éner-gie assoiée au quasi-mode u dé�nie en (4.9) vaut Θ0 mais la fontion u ne véri�e pas les onditions



58 Majorations du bas du spetre pour les seteurs angulairesde Neumann, don µ (π2 ) est une valeur propre.Reprenons maintenant la relation (4.7). Pour que µ(α) soit une valeur propre, il su�t don deherher les angles α tels que :
Θapp

sinα
− cosα

4 sinα
φapp(0)4 +

cosα

sinα

∫ ∞

0
(t− ζapp)|φapp(t)|2 dt < Θ0,e qui équivaut, ave les notations (4.32), à α ∈]α0, α1[ où :

α0 = arctan

(

16ΘappΘ0 − (φapp(0)4 − 8µ′app)Λ

4(Θ0Λ + Θapp(φapp(0)4 − 8µ′app))

)

,

α1 = arctan

(

16ΘappΘ0 + (φapp(0)4 − 8µ′app)Λ

4(Θapp(φapp(0)4 − 8µ′app)−Θ0Λ)

)

.Utilisons les estimations (2.122) ainsi que la Proposition 2.28 pour estimer αmin. Nous obtenons ainsi :
π

2
− 2 arctan

(

φ(0)4

4Θ0

)

≤ π

2
− 2 arctan

(

0.8584

4 0.590106125

)

≃ 1.120.Nous pouvons également majorer α0 par 1.0882 et minorer α1 par 1.5707. L'union de es intervalles
]α0, α1[ et ]π2 − 2 arctan

(

φ(0)4

4Θ0

)

, π2

[ vaut don ]1.0882, π2 ] sur lequel nous sommes assurés que µ estune valeur propre. �
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Deuxième partieAnalyse asymptotique dans lesseteurs de petit angle
Pour déterminer l'asymptotique du bas du spetre µ(α) pour de petits angles α, le Chapitre 5ramène l'étude de l'opérateur PA0,Ωα sur le domaine dépendant de α à elle d'un opérateur Pα dé�nipar sa forme sesquilinéaire assoiée aα en (5.15) sur un domaine Ω0 indépendant de α, dé�ni en (5.13).Le Chapitre 6 étudie l'opérateur assoié à la forme ℓ dé�nie en (6.1) et l'opérateur −∂2

η qui inter-viennent dans l'expression de Pα. Le Chapitre 7 utilisent l'analyse de es deux formes pour onstruireune solution formelle U (∞) =
∑

k≥0

α2kuk telle que PαU (∞) = µ(∞)U (∞) où le réel µ(∞) est égalementde la forme µ(∞) =
∑

k≥0

α2kmk. En outre, nous préisons la régularité et les propriétés des fontions
uk onstituant la solution formelle U (∞). Le Chapitre 8 justi�e la onstrution formelle de U (∞) enestimant le quotient de Rayleigh de la somme partielle U (n) =

n
∑

k=0

α2kuk et en déduisant une majora-tion de µ(α) de la forme µ(α) ≤
n
∑

k=0

α2k+1mk+O(α2k+3). Plus préisément, ette onstrution prouvel'existene d'une valeur propre µ̃(α) admettant le développement limité préédent.Grâe aux tehniques d'Agmon, le Chapitre 9 préise le omportement du veteur propre assoiéà la valeur propre µ(α). La loalisation du veteur propre permet, par omparaison de l'opérateur Pαave des opérateurs de référene moyennés et dans un domaine tronqué, de donner une minoration de
µ(α) au Chapitre 10 et, après ontr�le de l'éart, de montrer l'égalité entre µ̃(α) et µ(α).Le proédé de onstrution est expliite et les premiers termes des séries formelles U (∞), µ(∞)sont donnés au Chapitre 11. Nous proposons également aux Figures 11.1 et 11.2 une synthèse desestimations de µ(α) obtenues à e stade.Les résultats de ette partie sont annonés dans la note [25℄.





Chapitre 5Changement de variables ou de jaugeCe hapitre ramène l'étude de l'opérateur PA0,Ωα à elle de la forme aα dé�nie en (5.15) sur undomaine �xe Ω0 dé�ni en (5.13). Nous proposons également deux expressions de la dérivée de µ(α)en (5.3) et (5.24) mais qui ne semblent pas su�santes pour déterminer la monotonie de µ.5.1 Passage aux oordonnées polairesVue la géométrie du seteur angulaire Ωα, il semble naturel d'utiliser les oordonnées polaires
(ρ, φ) ∈]0,+∞[×

]

−α
2 ,

α
2

[. Nous noterons Ωpol
α le domaine :

Ωpol
α : =]0,+∞[×

]

−α
2
,
α

2

[

.Donnons la nouvelle expression de la forme quadratique en e�etuant le hangement de variables.Pour u ∈ H1
A0

(Ωα), nous notons u(x1, x2) = u1(ρ, φ), alors :
(

Dx1 − x2
2

)

u(x1, x2) = −i cosφ ∂ρu1(ρ, φ) + i sinφρ ∂φu1(ρ, φ) − ρ sinφ
2 u1(ρ, φ),

(

Dx2 + x1
2

)

u(x1, x2) = −i sinφ ∂ρu1(ρ, φ) − i cos φρ ∂φu1(ρ, φ) + ρ cosφ
2 u1(ρ, φ).

(5.1)Notons L2
ρ

(

Ωpol
α

) l'espae des fontions de arré intégrable sur Ωpol
α pour la mesure à poids ρ dρ dφet dé�nissons l'espae VNρ par :

VNρ : =

{

u ∈ L2
ρ

(

Ωpol
α

)

| ∂ρu ∈ L2
ρ(Ω

pol
α ),

1

ρ

(

∂φ + i
ρ2

2

)

u ∈ L2
ρ

(

Ωpol
α

)

}

,et la forme quadratique q̂ pour u ∈ VNρ :
q̂(u) =

∫

Ωpol
α

(

|∂ρu|2 +
1

ρ2

∣

∣

∣

∣

(

∂φ + i
ρ2

2

)

u

∣

∣

∣

∣

2
)

ρ dρ dφ. (5.2)Ainsi u ∈ L2(Ωα) si et seulement si u1 ∈ L2
ρ(Ω

pol
α ) et u ∈ H1

A0
(Ωα) si et seulement si u1 ∈ VNρ . Grâeà (5.1), nous avons :

q(u)

||u||2
L2(Ωα)

=
q̂(u1)

||u1||2
L2

ρ

“

Ωpol
α

”

,Inspirons-nous des travaux de Dauge-Hel�er [41, 42℄ a�n d'estimer le omportement de µ(α) endonnant une expression de sa dérivée à l'aide d'un opérateur de trae. Nous avons utilisé le mêmestyle de méthode en dimension 1 lors de la preuve du Lemme 2.19.61



62 Changement de variables ou de jaugeProposition 5.1. Supposons que le bas du spetre µ(α) soit une valeur propre pour tout α ∈ I où
I est un intervalle ouvert de ]0, 2π[ et notons uα un veteur propre normalisé donné en oordonnéespolaires. Alors, µ est dérivable sur I et sa dérivée est donnée pour tout α ∈ I par :
µ′(α) =

1

2

∫ ∞

0

(

∣

∣

∣
∂ρuα

(

ρ,−α
2

)∣

∣

∣

2
+
∣

∣

∣
∂ρuα

(

ρ,
α

2

)∣

∣

∣

2
)

− µ(α)

(

∣

∣

∣
uα

(

ρ,−α
2

)∣

∣

∣

2
+
∣

∣

∣
uα

(

ρ,
α

2

)∣

∣

∣

2
)

ρ dρ.(5.3)Démonstration : Pour justi�er ette proposition, nous allons évaluer la quantité :
(µ(α+ h)− µ(α)) 〈uα+h, uα〉L2(Ωpol

α )
,pour α ∈ I et h > 0 tels que α+ h ∈ I. Commençons par estimer le terme µ(α+ h) 〈uα+h, uα〉L2(Ωpol

α )en utilisant la formule de Green-Riemann :
µ(α+ h) 〈uα+h, uα〉L2(Ωpol

α )
=

∫ ∞

0

∫ α
2

−α
2

∂ρuα+h∂ρuα(ρ, φ) ρdρ dφ

−
∫ ∞

0

1

ρ

(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα+h

(

ρ,
α

2

)

uα

(

ρ,
α

2

)

dρ

+

∫ ∞

0

1

ρ

(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα+h

(

ρ,−α
2

)

uα

(

ρ,−α
2

)

dρ

+

∫ ∞

0

∫ α
2

−α
2

1

ρ

(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα+h

(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα dφ dρ. (5.4)De la même manière, nous estimons le deuxième terme µ(α) 〈uα+h, uα〉L2(Ωpol
α )

:
µ(α) 〈uα+h, uα〉L2(Ωpol

α )
=

∫ ∞

0

∫ α
2

−α
2

∂ρuα+h∂ρuα(ρ, φ) ρdρ dφ

−
∫ ∞

0

1

ρ
uα+h

(

ρ,
α

2

)

(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα

(

ρ,
α

2

)

dρ

+

∫ ∞

0

1

ρ
uα

(

ρ,−α
2

)

(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα

(

ρ,−α
2

)

dρ

+

∫ ∞

0

∫ α
2

−α
2

1

ρ

(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα+h

(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα dφ dρ. (5.5)Or uα véri�e la ondition de Neumann :
(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα

(

ρ,
α

2

)

= 0 et (∂φ + i
ρ2

2

)

uα

(

ρ,−α
2

)

= 0, (5.6)don les deuxième et troisième termes de (5.5) sont nuls. E�etuons la di�érene de (5.4) et (5.5) :
(µ(α+ h)− µ(α)) 〈uα+h, uα〉L2(Ωpol

α )
=

∫ ∞

0

((

∂φ + i
ρ2

2

)

uα+h

(

ρ,
α

2

)

uα

(

ρ,
α

2

)

−
(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα+h

(

ρ,−α
2

)

uα

(

ρ,−α
2

)

)

dρ

ρ
. (5.7)Utilisons la formule de Taylor entre α et α+ h en se souvenant de (5.6) :

(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα+h

(

ρ,
α

2

)

= −h
2

(

∂2
φ + i

ρ2

2
∂φ

)

uα+h

(

ρ,
α+ h

2

)

+O(h2), (5.8)
(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα+h

(

ρ,−α
2

)

=
h

2

(

∂2
φ + i

ρ2

2
∂φ

)

uα+h

(

ρ,−α+ h

2

)

+O(h2). (5.9)



5.2 Changement de jauge 63Or, par hypothèse sur uα+h, nous avons :
1

ρ

(

∂2
φ + i

ρ2

2
∂φ

)

uα+h = −ρµ(α+ h)uα+h − ∂ρ(ρ∂ρuα+h)−
i

2
ρ

(

∂φ + i
ρ2

4

)

uα+h. (5.10)Se servant à nouveau de (5.6) et aussi de (5.10), les relations (5.8) et (5.9) s'érivent :
(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα+h

(

ρ,
α

2

)

=
h

2

(

ρµ(α+ h)uα+h

(

ρ,
α+ h

2

)

+∂ρ

(

ρ∂ρuα+h

(

ρ,
α+ h

2

)))

+O(h2), (5.11)
(

∂φ + i
ρ2

2

)

uα+h

(

ρ,−α
2

)

= −h
2

(

ρµ(α+ h)uα+h

(

ρ,−α+ h

2

)

+∂ρ

(

ρ∂ρuα+h

(

ρ,−α+ h

2

)))

+O(h2). (5.12)Par onséquent, une intégration par parties mène à :
µ(α+ h)− µ(α)

h
〈uα+h, uα〉L2(Ωpol

α )

= −µ(α+ h)

2

∫ ∞

0

(

uα+h

(

ρ,
α+ h

2

)

uα

(

ρ,
α

2

)

+ uα+h

(

ρ,−α+ h

2

)

uα

(

ρ,−α
2

)

)

ρdρ

+
1

2

∫ ∞

0

(

∂ρuα+h

(

ρ,
α+ h

2

)

∂ρuα

(

ρ,
α

2

)

+ ∂ρuα+h

(

ρ,−α+ h

2

)

∂ρuα

(

ρ,−α
2

)

)

ρdρ.

�Remarque 5.2. Malheureusement, l'expression (5.3) ne semble pas nous aider pour onnaître le signede µ′(α) et la question de la monotonie de µ reste ouverte.5.2 Changement de jaugePour avoir une ondition aux bords plus agréable, e�etuons le hangement de jauge :
ψ1(ρ, φ):= exp

(

i
ρ2

2
φ

)

ψ(ρ, φ),∀(ρ, φ) ∈ Ωpol
α .Alors ψ et ψ1 ont le même module et pour tout (ρ, φ) ∈ Ωpol

α :
{
(

∂φ + iρ
2

2

)

ψ(ρ, φ) = exp
(

−iρ22 φ
)

∂φψ1(ρ, φ),

∂ρψ(ρ, φ) = exp(−iρ22 φ) (∂ρψ1(ρ, φ)− i ρ φ ψ1(ρ, φ)) ,don ψ ∈ VNρ si et seulement si ψ1 ∈ ṼNρ en dé�nissant :
ṼNρ : =

{

u ∈ L2
ρ

(

Ωpol
α

)

| (∂ρ − i ρ φ)u ∈ L2
ρ

(

Ωpol
α

)

,
1

ρ
∂φu ∈ L2

ρ

(

Ωpol
α

)

}

.Dé�nissons une nouvelle forme quadratique q̃ sur ṼNρ par :
q̃(ψ1):=

∫

Ωpol
α

(

|(∂ρ − i ρφ)ψ1|2 +
1

ρ2
|∂φψ1|2

)

ρ dρ dφ.Alors q̂(ψ)

||ψ||2
L2

“

Ωpol
α

”

=
q̃(ψ1)

||ψ1||2
L2

“

Ωpol
α

”

.



64 Changement de variables ou de jauge5.3 Domaine indépendant de αAu lieu de regarder le omportement de l'état fondamental d'un opérateur �xe dans un seteurangulaire d'angle α quand α tend vers 0, nous e�etuons un hangement de variables a�n de nousramener à un opérateur dépendant de α sur un domaine �xe tel que le domaine de forme de e nouvelopérateur est indépendant de α. Considérons don le hangement de variables tel que la mesure nesoit plus à poids :
{

η = φ
α ,

t = αρ
2

2 .Ce hangement de variables (x1, x2)→ (t, η) envoie le domaine Ωα sur le domaine �xe Ω0 :
Ω0: =]0,+∞[×

]

−1

2
,
1

2

[

. (5.13)Pour u ∈ L2
ρ(Ω

pol
α ), nous notons ũ la fontion obtenue par hangement de variables, alors :

||u||2
L2

ρ(Ωpol
α )

= ||ũ||2L2(Ω0).Remarquons également que :
(∂ρ − i ρ φ)u(ρ, φ) =

√
2αt(∂t − i η)ũ(t, η),

∂φu(ρ, φ) = 1
α∂ηũ(t, η).Dé�nissons la forme quadratique qα sur VN par :

qα(u) =

∫

Ω0

(

2t|Dtu− η u|2 +
1

2α2t
|∂ηu|2

)

dt dη, (5.14)ave :
VN : =

{

u ∈ L2(Ω0)| 1√
t
∂ηu ∈ L2(Ω0),

√
t(∂t − i η)u ∈ L2(Ω0)

}

.Notons alors que u ∈ VNρ si et seulement si ũ1 ∈ VN et nous avons :
q̂(u) = αqα(ũ1).Il su�t don d'étudier la forme qα. Dé�nissons la forme sesquilinéaire aα assoiée à qα sur VN par :

∀u, v ∈ VN , aα(u, v) =

∫

Ω0

(

2t (Dt − η) u (Dt − η) v +
1

2α2t
∂ηu∂ηv

)

dt dη. (5.15)Par onstrution de aα, nous avons, pour tout u, v ∈ VN1 , ãα(u, v) = aα(û1, v̂1).Les spetres des deux opérateurs PA0,Ωα et Pα sont liés par la relation :
σ(PA0,Ωα) = ασ(Pα).En partiulier :

µ(α) = αλ(α). (5.16)De plus, ψ est un état fondamental assoié à la première valeur propre de PA0,Ωα (s'il existe) si etseulement si ψα est l'état fondamental assoié à la première valeur propre de Pα. Les fontions ψ et
ψα sont liées par la relation :

∀(t, η) ∈ Ω0, ψα(t, η):= e−iηtψ

(

√

2t

α
cos(αη),

√

2t

α
sin(αη)

)

. (5.17)



5.3 Domaine indépendant de α 65Remarque 5.3. L'expression de la forme aα permet de voir immédiatement que :
α 7→ αµ(α) est roissante , (5.18)
α 7→ µ(α)

α est déroissante. (5.19)Il serait intéressant de montrer la monotonie de µ de ]0, π] sur ]0,Θ0].Remarque 5.4. Par déroissane de α 7→ µ(α)
α , nous déduisons immédiatement que µ(α) est unevaleur propre pour tout α ∈ [π2 , π2 Θ0

µ(π
2
)

[ en utilisant la Proposition 3.15 et la majoration :
∀α ∈

[π

2
, 2π
]

, µ(α) ≤ 2α

π
µ
(π

2

)

. (5.20)Utilisant la majoration obtenue par Jadallah [68℄, µ (π2 ) ≤ 0.57723, nous obtenons numériquementque µ est une valeur propre pour α ∈ [π2 , 1.60581[.Comme nous le savons d'après Dauge-Hel�er [41℄, Hel�er-Morame [60℄, Lu-Pan [79℄ et omme nousl'avons rappelé en (1.18), µ(π) = Θ0, alors :
∀α ∈]0, π],

µ(α)

α
≥ Θ0

π
. (5.21)Le problème revient don à déterminer l'état fondamental de la forme aα sur Ω0. Dé�nissons la formesesquilinéaire ℓ sur VNℓ : = {u ∈ L2(Ω0)|

√
t (Dt − η) u ∈ L2(Ω0)} par :

ℓ(u, v):=

∫

Ω0

2 (Dt − η) u(Dt − η) v t dt dη. (5.22)Rérivons le problème aux valeurs propres. Nous herhons une fontion ψ ∈ VN et une valeur propre
λ ∈ R tels que pour tout v ∈ VN :

ℓ(ψ, v) +
1

α2

∫

Ω0

1

t
∂ηψ∂ηv dt dη = λ

∫

Ω0

ψv dt dη. (5.23)De même que nous avons établi la formule de la dérivée de la première valeur propre l'opérateur
H(ζ) lors de la Proposition 2.10, nous pouvons à nouveau démontrer une formule de type Feymann-Heilman à l'aide des relations (5.15) et (5.16) et obtenir :Proposition 5.5. Supposons que le bas du spetre µ(α) soit une valeur propre pour tout α ∈ I où Iest un intervalle ouvert de ]0, 2π[ et notons uα un veteur propre normalisé donné dans les oordonnées
(t, η). Alors, µ est dérivable sur I et sa dérivée est donnée pour tout α ∈ I par :

µ′(α) =

∫

Ω0

(

2t|(Dt − η)uα(t, η)|2 − 1

2α2t
|∂ηuα(t, η)|2

)

dt dη. (5.24)Remarque 5.6. De nouveau (f Remarque 5.2), ette expression de la dérivée ne permet pas deonlure sur la monotonie de µ.





Chapitre 6Analyse des deux formes prinipales6.1 PrésentationDans l'expression de aα en (5.15), deux formes (et deux opérateurs) apparaissent et e hapitre estonsaré à l'analyse de haune d'elles (pour la théorie des opérateurs, nous référons à [33, 21, 23, 75,76, 82℄). La première forme est notée ℓ (ave l'opérateur assoié L) et dé�nie i-après et la seonde estassoiée à la réalisation de Neumann de −∂2
η sur ]−1

2 ,
1
2

[. Dé�nissons la forme sesquilinéaire ℓ sur :
VNℓ : =

{

u ∈ L2(Ω0)|
√
t(Dt − η)u ∈ L2(Ω0)

}

,par :
ℓ(u, v) =

∫

Ω0

2t(Dt − η)u(Dt − η)v dt dη, ∀u, v ∈ VNℓ . (6.1)Notons P ⊗ S(R+) l'espae des fontions polynomiales en η à oe�ients dans S(R+), restrition à
R+ de fontion dans l'espae de Shwartz S(R). Nous dé�nissons l'opérateur :

L: = 2(Dt − η)t(Dt − η),sur P ⊗ S(R+), et véri�ons :
∀u ∈ P ⊗ S(R+), ∀v ∈ VNℓ , ℓ(u, v) = 〈Lu, v〉L2(Ω0) . (6.2)La forme qα ontient un terme en 1

α2 . Quand nous essayons de la minimiser pour α petit, il est natureld'étudier sa restrition aux fontions indépendantes de η a�n d'annuler la singularité en α.6.2 Dé�nition du nouvel opérateur Lmoy6.2.1 Domaines de forme ℓmoyNous dé�nissons don la forme ℓmoy qui apparaît naturellement en restreignant la forme ℓ auxfontions u indépendantes de η.
∀u, v ∈ S(R+), ℓmoy(u, v) :=

∫ ∞

0
2

(

Dtu Dtv +
1

12
uv

)

t dt. (6.3)Lemme 6.1. Le domaine de forme de la réalisation de Neumann de ℓmoy est :
VNmoy = {u ∈ L2(R+)|

√
tu ∈ L2(R+),

√
tDtu ∈ L2(R+)}.67



68 Analyse des deux formes prinipalesLe domaine de son extension de Friedrihs (f [57℄) est :
DNmoy = {u ∈ L2(R+)|

√
tu ∈ L2(R+),

√
tDtu ∈ L2(R+),

(

DttDt +
t

12

)

u ∈ L2(R+),

(tDtu(t))|t=0
= 0}. (6.4)L'opérateur auto-adjoint Lmoy dé�ni sur DNmoy est identique à l'opérateur Lmoy dé�ni sur W2

1 (R+) ennotant :
W2

1 (R+):= {u ∈ H1(R+)| tu ∈ H2(R+)}. (6.5)Démonstration :
• Domaine de forme de ℓmoy.La forme ℓmoy est sesquilinéaire, positive don admet une extension auto-adjointe. Dé�nissons la norme
pmoy par :

p2
moy(u) = ℓmoy(u, u) + ||u||2L2(R+).Déterminons le domaine de forme VNmoy de ℓmoy :

VNmoy: = {u ∈ L2(R+)| il existe une suite (un) ∈ S(R+) telle que un est une suite de Cauhy pour
pmoy, un onverge vers u dans L2(R+)}.Soit un une suite de S(R+) qui onverge vers une fontion u dans L2(R+) et qui est une suite deCauhy pour la norme pmoy. Alors un onverge vers u dans D′(R+), don √tDtun et √tun onvergentrespetivement vers √tDtu et √tu dans D′(R+). Comme un est une suite de Cauhy pour pmoy, alorsil existe des fontions g, h ∈ L2(R+) telles que √tDtun et √tun onvergent respetivement vers g et

h dans L2(R+) don dans D′(R+). Notons V l'espae :
V : = {u ∈ L2(R+)|

√
tu ∈ L2(R+),

√
tDtu ∈ L2(R+)}.Nous avons ainsi établi que VNmoy ⊂ V . Il reste à montrer la densité de S(R+) dans V pour justi�erl'égalité. Nous pouvons montrer que les fontions de C∞

0 (R+) sont denses dans V en raisonnant partronature et régularisation, don S(R+) est dense dans V . Ainsi :
VNmoy = {u ∈ L2(R+)|

√
tu ∈ L2(R+),

√
tDtu ∈ L2(R+)}.

• Domaine de l'extension de Friedrihs assoiée à la forme ℓmoy.Par onstrution, son domaine est :
DNmoy = {u ∈ VNmoy| v 7→ ℓmoy(u, v) est continue pour la topologie induite par L2(R+)}.La fontion u est dans DNmoy si et seulement si il existe f ∈ L2(R+) telle que :

ℓmoy(u, v) = 〈f, v〉L2(R+) pour tout v ∈ VNmoy.Si v ∈ D(R+), alors, par intégration par parties, 2
(

DttDt + t
12

)

u = f dans D′(R+), don a fortiori
2
(

DttDt + t
12

)

u ∈ L2(R+). Soient v ∈ S(R+) et u ∈ VNmoy tel que 2
(

Dt(tDt) + t
12

)

u ∈ L2(R+),alors :
ℓmoy(u, v) =

∫ ∞

0
2

(

DttDt +
t

12

)

u v(t) dt +
[

2tDtu(t) v(t)
]∞

0
.Mais omme 2

(

DttDt + t
12

)

u = f dans D′(R+) alors (tDtu(t))|t=0
= 0. Nous déduisons ainsi que ledomaine de l'extension de Friedrihs est donné par (6.4). L'opérateur auto-adjoint assoié à ℓmoy estainsi dé�ni sur DNmoy par :

Lmoy: = 2

(

DttDt +
t

12

)

. (6.6)



6.2 Dé�nition du nouvel opérateur Lmoy 69Pour tout u ∈ DNmoy et tout v ∈ VNmoy, nous avons la relation :
ℓmoy(u, v) = 〈Lmoyu, v〉L2(R+) . (6.7)

• (Lmoy,DNmoy) = (Lmoy,W2
1 (R+)).Commençons par montrer l'inlusion : W2

1 (R+) ⊂ DNmoy. Soit u ∈ W2
1 (R+), alors tu′ ∈ H1(R+) don,en vertu de l'injetion de Sobolev H1(R+) ⊂ C0(R+), l'appliation t 7→ tu′(t) est ontinue sur R+.Ainsi tu′(t) admet une limite quand t tend vers 0. Si ette limite, notée γ, est non nulle, alors u′(t) estéquivalent à γ

t en t = 0, e qui ontredit le fait que u ∈ H1(R+). Don néessairement γ = 0. De plus,si u ∈ W2
1 (R+), alors u ∈ L2(R+),

√
tu ∈ L2(R+),

√
tu′ ∈ L2(R+) et 2

(

DttDt + t
12

)

u ∈ L2(R+),don u ∈ DNmoy. L'inlusion W2
1 (R+) ⊂ DNmoy est don véri�ée.Notons Lmoy

w l'opérateur Lmoy dé�ni sur W2
1 (R+). L'inlusion se traduit au niveau des domaines desopérateurs par :

(Lmoy
w ,W2

1 (R+)) ⊂ (Lmoy,DNmoy).Cei nous donne don l'inlusion inverse au niveau des domaines des opérateurs adjoints :
Lmoy∗ ⊂ Lmoy

w
∗.A�n de justi�er l'inlusion inverse, donnons quelques propriétés de l'opérateur Lmoy.Proposition 6.2. L'opérateur Lmoy, vu omme un opérateur non borné de L2(R+) dans L2(R+), està résolvante ompate.Démonstration : L'opérateur Lmoy est ontinu et surjetif de W2

1 (R+) dans L2(R+), don (Lmoy)−1est ontinu de L2(R+) à valeur dans W2
1 (R+). Regardons et opérateur omme un opérateur de

L2(R+) dans L2(R+). L'injetion de W2
1 (R+) dans L2(R+) est ompate (omme le rappelle [22℄ à laProposition 1.4), don l'opérateur Lmoy est bien à résolvante ompate. �Utilisons les travaux de [22℄. Érivons l'opérateur Lmoy sous la forme souhaitée dans [22℄ :

Lmoyu = 2DttDtu+
t

6
u = 2

(

D2
t (tu) + iDtu+

t

12
u

)

.Nous allons don étudier l'opérateur Lmoy
0 dé�ni par :

Lmoy
0 u(t):= P 2(Dt){tu(t)} + P 1(Dt){u(t)}, avec

{

P 2(τ) = τ2 + 1
12 ,

P 1(τ) = iτ.
(6.8)L'opérateur Lmoy

0 est auto-adjoint, don la Proposition 3.1 de [22℄ montre que l'opérateur Lmoy
0 en tantqu'opérateur non borné de L2(R+) dans L2(R+) de domaine D(Lmoy

0 ) = W2
1 (R+) est auto-adjoint.Résumons les inlusions :

Lmoy
w ⊂ Lmoy,

Lmoy∗ ⊂ Lmoy
w

∗

Lmoy
w

∗ = Lmoy
w .Ainsi (Lmoy

w ,W2
1 (R+)) = (Lmoy,DNmoy) et nous noterons Lmoy

w = Lmoy. �



70 Analyse des deux formes prinipales6.2.2 Propriétés de l'opérateur LmoyPour préiser les propriétés d'isomorphisme de l'opérateur Lmoy, nous rappelons un théorème de[22℄ (p. 456-460) ave les notations :
∀0 ≤ k ≤ m, Wm

k (Ω0):= {u ∈ Hm−k(Ω0)| tku ∈ Hm(Ω0)}. (6.9)Théorème 6.3. Soit L un opérateur de la forme :
Lu(t) = P 2(Dt){tu(t)} + P 1(Dt){u(t)}, (6.10)tel que :1. P 1(Dt) = p1

1Dt + p1
0 est un opérateur di�érentiel d'ordre 1 à oe�ients onstants omplexes,2. P 2(Dt) = D2

t +p
2
1Dt+p

2
0 est un opérateur di�érentiel d'ordre 2 à oe�ients onstants omplexes,le polyn�me P 2(τ) ne s'annulant pas sur R.3. Les raines τ+ et τ− de P 2(τ) = 0 satisfont Im τ+ > 0 et Im τ− < 0.Introduisons la ondition algébrique :

(C) Il existe un entier n ≥ 1 tel que P 1(τ+) = in(τ+ − τ−).Alors pour tout entier p ≥ 0 tel que p > − Re (ip1
1)− 3

2 :� Si (C) n'est pas véri�ée, alors l'opérateur L est un isomorphisme de Wp+2
1 (R+) sur Hp(R+).� Si (C) est véri�ée, alors l'opérateur L est linéaire ontinu surjetif de Wp+2

1 (R+) sur un sous-espae fermé de odimension 1 dans Hp(R+) et son noyau dans Wp+2
1 (R+) est de dimension 1.Ce résultat permet de justi�er la proposition suivante :Proposition 6.4 (Étude de l'opérateur Lmoy). Pour tout entier p, l'opérateur Lmoy est un isomor-phisme de Wp+2

1 (R+) sur Hp(R+). Le spetre de l'opérateur Lmoy, en tant qu'opérateur non borné de
L2(R+) dans L2(R+) oïnide ave son spetre pontuel et est disret. Il est formé de valeurs propres
(λmoy
n )n≥1 où λmoy

n = 2n−1√
3
. Le sous-espae propre, assoié à haque λmoy

n , est de dimension 1 et estinlus dans W∞
1 (R+) = {u ∈ H∞(R+)| tu ∈ H∞(R+)}.Démonstration :

• IsomorphismeUtilisons à nouveau les travaux de [22℄ ave l'opérateur Lmoy
0 en reprenant les notations de la dé-monstration du Lemme 6.1. Les solutions de P 2(τ) = 0 sont τ− = − i

2
√

3
et τ+ = i

2
√

3
, alors :

i(τ+ − τ−) = − 1√
3
et P 1(τ+) = − 1

2
√

3
, don la ondition (C) n'est pas véri�ée. En outre, ip1

1 = −1,don − Re (−1) − 3
2 = −1

2 et grâe au Théorème 6.3, l'opérateur Lmoy
0 est un isomorphisme de

Wp+2
1 (R+) sur Hp(R+) pour tout entier p. Comme Lmoy di�ère de l'opérateur Lmoy

0 à un oe�ientmutipliateur près, Lmoy est ainsi un isomorphisme de Wp+2
1 (R+) sur Hp(R+) pour tout entier p.

• Spetre de Lmoy
0 :

λ est un élément du spetre de Lmoy
0 si et seulement si Lmoy

0 − λ véri�e la ondition (C). Le spetreest don formé des valeurs propres λ0,moy
n = P 1(τ+)− in(τ+ − τ−) = 2n−1

2
√

3
, ave n ≥ 1.Pour déterminer la dimension des espaes propres assoiés à haque valeur propre, nous réutilisonsle Théorème 6.3, ave l'opérateur Lmoy

0 − λ0,moy
n : et opérateur Lmoy

0 − λ0,moy
n est linéaire, ontinu,surjetif de Wp+2

1 (R+) sur un sous-espae fermé de odimension 1 dans Hp(R+) et son noyau dans
Wp+2

1 (R+) est de dimension 1. Mais le noyau ontient le veteur propre, don l'espae propre assoiéà haque λ0,moy
n est de dimension 1 et est inlus dans W∞

1 (R+).
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• Appliation à l'opérateur Lmoy :La démonstration de la Proposition 6.4 s'ahève en érivant Lmoy = 2Lmoy

0 don les valeurs propressont λmoy
n = 2n−1√

3
, pour n ≥ 1 et la dimension de haque sous-espae propre vaut 1. �Corollaire 6.5. Notons (λmoy

1 , umoy
1 ) l'état fondamental de l'opérateur Lmoy. Soit f ∈ S(R+) ortho-gonale à umoy

1 , alors il existe une fontion u ∈ S(R+) telle que :






(Lmoy − λmoy
1 )u = f,

∫ ∞

0
u(t)umoy

1 (t) dt = 0.
(6.11)De plus, si u est déterminée par (6.11), alors pour toute fontion v ∈ VNmoy, nous avons :

ℓmoy(u, v)− λmoy
1 〈u, v〉L2(Ω0) = 〈f, v〉L2(Ω0) . (6.12)Démonstration : D'après le Théorème 6.3 appliqué ave l'opérateur T = 1

2(Lmoy − λmoy
1 ), l'opérateur

Lmoy − λmoy
1 est linéaire, ontinu, surjetif de Wp+2

1 (R+) sur un sous-espae fermé de odimension 1dans Hp(R+) et son noyau dans Hp(R+) est de dimension 1. Nous savons que umoy
1 ∈ W∞

1 (R+) estnon nul et est dans le noyau de Lmoy−λmoy
1 , Lmoy−λmoy

1 est linéaire, ontinu, surjetif de Wp+2
1 (R+)sur le sous-espae orthogonal à umoy

1 , noté < umoy
1 >⊥, et son noyau dans Wp+2

1 (R+) est engendré par
umoy

1 . Nous avons don résolu le problème suivant : soit p ∈ N, f ∈ Hp(R+), orthogonale à umoy
1 dans

L2(R+), il existe une unique fontion u ∈ Wp+2
1 (R+), orthogonale à umoy

1 telle que (Lmoy−λmoy
1 )u = f .Montrons par réurrene sur l'entier n ≥ 0 que tnu ∈ W∞

1 (R+) :� D'après e qui préède, u ∈ W∞
1 (R+).� Soit n un entier positif. Supposons que pour tout m ≤ n, nous avons démontré que tmu ∈

W∞
1 (R+).� Montrons alors que tn+1u ∈ W∞

1 (R+). Par hypothèse de réurrene, tnu ∈ W∞
1 (R+) don

tnu ∈ DNmoy et nous pouvons aluler (Lmoy − λmoy
1 )(tnu) :

(Lmoy − λmoy
1 )(tnu) = 2Dt(tDtt

nu) +
t

6
tnu− λmoy

1 tnu

= tn(Lmoy − λmoy
1 )u− 4nitnDtu− 2n2tn−1u

= tnf − 4nitnDtu− 2n2tn−1u.Or, par hypothèses sur f , tnf ∈ H∞(R+). Par hypothèse de réurrene, tnDtu ∈ H∞(R+) et
tn−1u ∈ H∞(R+), don (Lmoy−λmoy

1 )(tnu) ∈ H∞(R+). Mais Lmoy−λmoy
1 est ontinu, surjetifde W∞

1 (R+) sur le sous-espae fermé < umoy
1 >⊥ de H∞(R+) et son noyau dans W∞

1 (R+) est
< umoy

1 >⊥, don tnu ∈ W∞
1 (R+), e qui nous informe que tn+1u ∈ W∞

1 (R+).Ainsi, pour tout entier n, tnu ∈ W∞
1 (R+), don u ∈ S(R+).Soit v ∈ VN , par onstrution de u :

〈(Lmoy − λmoy
1 )u, v〉L2(Ω0) = 〈f, v〉L2(Ω0) . (6.13)Les termes de bord donnés par l'intégration par parties de 〈Lmoyu, v〉L2(Ω0) sont nuls ar u ∈ S(R+),ainsi :

〈(Lmoy − λmoy
1 )u, v〉L2(Ω0) = ℓmoy(u, v)− 〈λmoy

1 u, v〉L2(Ω0) . (6.14)Don, pour tout v ∈ VN , ℓmoy(u, v) − 〈λmoy
1 u, v〉L2(Ω0) = 〈f, v〉L2(Ω0). Cei ahève la démonstrationdu Corollaire 6.5. �



72 Analyse des deux formes prinipales6.2.3 État fondamental de l'opérateur Lmoy et appliationsPréisons l'état fondamental de l'opérateur Lmoy.Lemme 6.6. La plus petite valeur propre de l'opérateur Lmoy est simple et vaut :
λmoy

1 =
1√
3
.Une fontion propre normalisée assoiée est :

umoy
1 (t) =

1

31/4
exp

(

− t

2
√

3

)

. (6.15)Démonstration : La première valeur propre a été alulée à la Proposition 6.4 : λmoy
1 = 1√

3
et ettevaleur propre est simple. Cherhons des réels β, λ tels que Lmoyu = λu, ave u(t) = e−βt, alors :

∀t ∈ R+, 2β(1 − βt) +
t

6
= λ⇐⇒

{

λ = 2β,
−β2 + 1

12 = 0.Mais la solution u provenant du hoix β = − 1
2
√

3
n'est pas dans le domaine de l'opérateur. Don :

β =
1

2
√

3
, λ =

1√
3
,

∀t ∈ R+, u(t) =
1

31/4
exp

(

− t

2
√

3

)

,en multipliant la fontion u par une onstante de normalisation.L'expression de ette fontion umoy
1 dans le domaine R+×]− α

2 ,
α
2 [, en oordonnées polaires, est :

ũmoy
1 (ρ, φ) =

1

31/4
e−i

ρ2φ
2 exp

(

−αρ
2

4

(

1√
3
− i
))

.

�Le veteur propre umoy
1 permet de donner une majoration de µ :Théorème 6.7. Pour α < √3Θ0, le bas du spetre µ(α) de PA0,Ωα est une valeur propre telle que :

0 < µ(α) ≤ α√
3
. (6.16)En partiulier, la plus petite valeur propre µ(α) tend vers 0 quand α tend vers 0.Démonstration : La fontion umoy

1 est dans le domaine de forme de qα et :
qα(u

moy
1 ) = ℓmoy(umoy

1 , umoy
1 ) = λmoy

1 ||umoy
1 ||2L2(R+) = λmoy

1 =
1√
3
. (6.17)Or le bas du spetre µ(α) de l'opérateur de Shrödinger se déduit de elui, λ(α), de la forme aα enmultipliant par α :

µ(α) = α λ(α) ≤ α√
3
. (6.18)Le Lemme de Persson 3.11 nous assure que le bas du spetre est une valeur propre dès que µ(α) < Θ0.Don, si α < √3Θ0, µ(α) est une valeur propre.De plus, µ(α) est positif, majoré par α√

3
pour α < √3Θ0, don tend vers 0 quand α tend vers 0. �Nous allons maintenant nous intéresser à la solution du problème (6.11) dans le as partiulier où

f est de la forme Pumoy
1 ave P un polyn�me.



6.2 Dé�nition du nouvel opérateur Lmoy 73Lemme 6.8. Soit P =
n
∑

k=0

pkt
k un polyn�me de degré n tel que n

∑

k=0

(
√

3)k k! pk = 0.Dé�nissons le polyn�me P̃ ∈ P(R+) de degré n par ses oe�ients p̃k tels que :






















p̃1 = −p0
2 ,

p̃k = 1
2k2

(

2√
3
(k − 1)p̃k−1 − pk−1

)

, ∀k = 2, . . . , n,

p̃0 = −
n
∑

k=1

(
√

3)k k! p̃k.

(6.19)Alors la fontion ũ = P̃ umoy
1 est l'unique solution du problème :







(Lmoy − λmoy
1 )ũ = Pumoy

1 ,
∫ ∞

0
ũ(t) umoy

1 (t) dt = 0.
(6.20)Démonstration : Commençons par remarquer que :

∀k ∈ N,

∫ ∞

0
tk|umoy

1 (t)|2 dt = k!(
√

3)k. (6.21)À l'aide de la relation (6.21), nous déduisons que la ondition n
∑

k=0

(
√

3)k k! pk = 0 signi�e exatementque Pumoy
1 est orthogonal à umoy

1 . Nous savons d'après le Corollaire 6.5 que le problème :






(Lmoy − λmoy
1 )u = Pumoy

1 ,
∫ ∞

0
u(t)umoy

1 (t) dt = 0,admet une unique solution. Cherhons ette solution ũ sous la forme ũ = P̃ umoy
1 a�n de simpli�er leproblème (6.20). En utilisant l'expression de umoy

1 donnée en (6.15), nous obtenons failement :
(Lmoy − λmoy

1 )(P̃ umoy
1 ) = umoy

1

(

−2∂tP̃ +
2√
3
t∂tP̃ − 2t∂2

t P̃

)

.Après simpli�ation par umoy
1 , le problème (6.20) se ramène don à déterminer P̃ tel que :










(

−2∂tP̃ + 2√
3
t∂tP̃ − 2t∂2

t P̃
)

= P,
∫ ∞

0
P̃ (t)|umoy

1 (t)|2 dt = 0,
(6.22)À la vue de la première équation de (6.22), il est évident que P̃ est un poyn�me en t.Érivons le polyn�me P̃ sous la forme P̃ (t) =

m
∑

k=0

p̃kt
k. Nous avons alors, pour tout t ∈ R+ :

(

−2∂tP̃ +
2√
3
t∂tP̃ − 2t∂2

t P̃

)

(t) = −2
m
∑

k=1

kp̃kt
k−1 +

2√
3

m
∑

k=1

kp̃kt
k − 2

m
∑

k=2

k(k − 1)p̃kt
k−1.Regroupons les termes selon leur degré, nous nous ramenons à un problème d'algèbre élémentaire :

∀t ∈ R+, −2p̃1 +

m−1
∑

k=1

(

−2(k + 1)2p̃k+1 +
2√
3
kp̃k

)

tk +
2√
3
mp̃mt

m =

n
∑

k=0

pkt
k.



74 Analyse des deux formes prinipalesNous en déduisons don tout d'abord que les deux polyn�mes P̃ et P sont de même degré, don m = net nous pouvons déterminer de manière unique tous les oe�ients de la façon suivante :
p̃1 = −p0

2
, (6.23)

∀k = 2, . . . ,m− 1, p̃k =
1

2k2

(

2√
3
(k − 1)p̃k−1 − pk−1

)

, (6.24)
p̃m =

√
3

2

pm
m
. (6.25)Véri�ons la ompatibilité des relations (6.24) pour k = m et (6.25). Grâe à l'hypothèse d'orthogonalitéde la fontion Pumoy

1 , il vient don :
(
√

3)m m! pm = −
m−1
∑

k=0

(
√

3)k k! pk.Remplaçons haque terme pk pour k = 0, . . . ,m − 1 par son expression à l'aide des oe�ients p̃j,donnée en (6.23), (6.24), il vient :
(
√

3)m m! pm = 2p̃1 + 2

m
∑

k=2

k2 (k − 1)! (
√

3)k−1p̃k −
2√
3

m−1
∑

k=1

k k! (
√

3)kp̃k

= 2m m! (
√

3)m−1 p̃m.Ainsi p̃m =
√

3
2
pm

m et la ondition (6.25) est redondante ave l'expression (6.24) pour k = m.Il reste à déterminer p̃0 par la ondition d'orthogonalité qui s'érit, grâe à la Remarque 6.21 :
n
∑

k=0

(
√

3)k k! p̃k = 0 don p̃0 = −
n
∑

k=1

(
√

3)k k! p̃k.

�Terminons es quelques remarques par le alul de L(Pumoy
1 ) où P est un polyn�me.Remarque 6.9. Soit P un polyn�me selon les variables t et η, alors L(Pumoy

1 ) est dé�ni sur R+ ×
]

−1
2 ,

1
2

[ et s'exprime sous la forme L(Pumoy
1 ) = P̃ umoy

1 où P̃ est le polyn�me :
P̃ =

(

1√
3
P − t

6
P +

2√
3
t∂tP − 2t∂2

t P

)

+ 2iη

(

P − t√
3
P + 2t∂tP

)

+ 2η2tP. (6.26)Notons que si P est un polyn�me dont les oe�ients d'ordre pairs en η sont réels et d'ordre impairsen η sont imaginaires purs, alors il en est de même pour le polyn�me Q.6.3 Rappels sur la réalisation de Neumann de −∂2
η sur ]−1

2 ,
1
2

[Lemme 6.10. Soit P un polyn�me tel que ∫ 1
2

− 1
2

P (η) dη = 0. Alors il existe un unique polyn�me Ssolution du problème :


















−∂2
ηS = P,

∂ηS|
η=−1

2 , 12

= 0,
∫ 1

2

− 1
2

S(η) dη = 0.

(6.27)



6.3 Rappels sur la réalisation de Neumann de −∂2
η sur ]−1

2 ,
1
2

[ 75De plus, si P (t, η) =
n
∑

k=0

(pek(t)(iη)
2k + pok(t)(iη)

2k+1), alors S est expliite :
S(η) =

n
∑

k=0

pek(t)

(2k + 1)(2k + 2)

(

−(iη)2k+2 +
i2k+2

(2k + 3)22k+2

)

+ 2t

n
∑

k=0

pok(t)

2k + 2

(

−(iη)2k+3

2k + 3
+
i2k+3η

22k+2

)

.(6.28)Remarque 6.11. L'expression (6.28) montre que S a la même parité que P .De même, si les oe�ients de iη dans P sont réels, alors il en va de même de eux de S.Démonstration :Étape 1 :Le problème (6.27) est juste un as partiulier de l'étude du problème de Neumann pour l'opérateur
−∂2

η . Considérons l'opérateur −∂2
η dé�ni sur S(

[

−1
2 ,

1
2

]

) et qη la forme sesquilinéaire assoiée :
∀u, v ∈ S

([

−1

2
,
1

2

])

, qη(u, v) =

∫ 1
2

− 1
2

∂ηu(η) ∂ηv(η) dη. (6.29)Cette forme est positive don admet une extension auto-adjointe. Son domaine de forme est donnépar Vη = H1
(]

−1
2 ,

1
2

[) et le domaine de l'opérateur auto-adjoint assoié vaut :
Dη =

{

u ∈ H2

(]

−1

2
,
1

2

[)

| ∂ηu|
η=−1

2 ,12

= 0

}

.Par intégration par parties, pour tout u ∈ Dη et tout v ∈ Vη, qη(u, v) =

∫ 1
2

− 1
2

−∂2
ηu(η)v(η) dη. Laplus petite valeur propre de l'opérateur −∂2

η est nulle et son sous-espae propre assoié est onstituédes fontions onstantes. Ainsi, l'opérateur −∂2
η est ontinu et surjetif de Dη sur le sous-espae de

L2
(]

−1
2 ,

1
2

[) des fontions orthogonales aux fontions onstantes, et son noyau est le sous-espaepropre assoié à la valeur propre nulle, 'est-à-dire les fontions onstantes. Don, pour toute fontion
f ∈ L2

(]

−1
2 ,

1
2

[) telle que ∫ 1
2

− 1
2

f(η) dη = 0, le problème :
{

−∂2
ηu = f,

∂ηu|
η=−1

2 ,12

= 0, (6.30)admet une solution u ∈ Dη. Cette solution est unique en ajoutant la ondition d'orthogonalité parrapport aux fontions onstantes.Étape 2 :Remarquons que lorsque f est polynomiale, les aluls sont expliites. Pour mettre en évidene leomportement de la solution en fontion de la parité de P , déomposons le polyn�me P :
P (t, η) =

n
∑

k=0

(

pek(t)(iη)
2k + pok(t)(iη)

2k+1
)

.La ondition ∫ 1
2

− 1
2

P (η) dη = 0 s'érit :
n
∑

k=0

pek
2k + 1

(

i

2

)2k+1

= 0.



76 Analyse des deux formes prinipalesCommençons par donner une primitive de la première équation de (6.27), alors :
∂ηS(η) = −

n
∑

k=0

(

ipek
(iη)2k+1

2k + 1
+ ipok

(iη)2k+2

2k + 2

)

+C, (6.31)où C est une onstante arbitraire. Il vient alors :
∂ηS|

η=1
2

= −i
n
∑

k=0

(

pek
2k + 1

(

i

2

)2k+1

+
pok

2k + 2

(

i

2

)2k+2
)

+ C,et
∂ηS|

η=−1
2

= −i
n
∑

k=0

(

− pek
2k + 1

(

i

2

)2k+1

+
pok

2k + 2

(

i

2

)2k+2
)

+ C.Par hypothèse, n
∑

k=0

pek
2k + 1

(

i

2

)2k+1 est nul, don ∂ηS|
η=−1

2

= ∂ηS|
η=1

2

. Pour remplir la deuxièmeondition, il faut hoisir C = i
n
∑

k=0

pok
2k + 2

(

i

2

)2k+2 et ∂ηS est uniquement déterminée par :
∂ηS(η) = −i

n
∑

k=0

(

pek
(iη)2k+1

2k + 1
+ pok

(iη)2k+2

2k + 2
− pok

2k + 2

(

i

2

)2k+2
)

. (6.32)Intégrons à nouveau ette relation. La onstante d'intégration est déterminée par la troisième relationde (6.27), don S est unique et se alule expliitement :
S(η) = −

n
∑

k=0

pek(t)

(2k + 1)(2k + 2)

(

(iη)2k+2 − i2k+2

(2k + 3)22k+2

)

− 2t
n
∑

k=0

pok(t)

2k + 2

(

(iη)2k+3

2k + 3
− i2k+3η

22k+2

)

.

�Corollaire 6.12. Soit f un polyn�me en η à oe�ients dans S(R+) tel que pour tout t ∈ R+,
∫ 1

2

− 1
2

f(t, η) dη = 0. Soit u = u0 + ũ où la fontion u0 dépend uniquement de t et u0 ∈ S(R+) etla fontion ũ est un polyn�me en η à oe�ients dans S(R+) et est uniquement déterminée par lesonditions suivantes :


















−∂2
η ũ = 2tf,

∂ηũ|
η=−1

2 , 12

= 0,
∫ 1

2

− 1
2

ũ(t, η) dη = 0.

(6.33)Alors, pour tout v ∈ VN :
1

2

∫ ∞

0

∫ 1
2

− 1
2

1

t
∂ηũ∂ηv dη dt =

∫ ∞

0

∫ 1
2

− 1
2

fv dη dt. (6.34)De plus, si f est de la forme P (t, η)umoy
1 ave P un polyn�me dont les oe�ients de (iη) sont réels,alors il en va de même pour ũ.Démonstration : Il su�t de reprendre la démonstration du Lemme 6.10 et le résultat se lit sur laformule (6.28) en remplaçant les oe�ients pek, pok par des oe�ients 2tpek(t), 2tp

o
k(t) ∈ S(R+).La Remarque 6.11 permet d'ahever la preuve du Corollaire 6.12. �



Chapitre 7Constrution d'une solution formelle7.1 Présentation du problèmeNous allons approher un élément propre assoié au bas du spetre par un développement selonles puissanes de α2. Ainsi, nous herhons deux suites (uk)k∈N ∈ (P ⊗ S(R+))N et (mk)k∈N ∈ RNtelles que pour tout n ∈ N, si nous dé�nissons :
U (n) =

n
∑

k=0

α2kuk et µ(n)(α) =

n
∑

k=0

α2kmk, (7.1)alors, modulo un reste en On(α2n+2), nous avons :
aα(U

(n), v) ≡ µ(n)(α)
〈

U (n), v
〉

L2(Ω0)
, ∀v ∈ VN .Pour l'instant, nous déterminons une solution formelle U (∞), µ(∞)(α) en injetant U (∞), µ(∞)(α) dansla relation (5.23). Nous en déduisons des équations en annulant les oe�ients de α2k pour k ≥ −1.L'annulation du oe�ient de 1

α2 onduit à la relation :
∀v ∈ VN ,

∫

Ω0

1

t
∂ηu0 ∂ηv dt dη = 0. (7.2)En partiulier, ette relation doit rester vraie pour v = u0, nous déduisons que ∫

Ω0

|∂ηu0|2
1

t
dt dηest nul, don ∂ηu0 est nul presque partout sur Ω0, par onséquent u0 est uniquement fontion de lavariable t et la relation (7.2) est bien véri�ée pour toute fontion v ∈ VN . Le Corollaire 6.12 permetde hoisir un élément u0 ∈ S(R+). Ainsi :

u0 ≡ u0(t) et u0 ∈ S(R+). (7.3)L'annulation du oe�ient de α2k pour k ≥ 0 s'érit :
ℓ(uk, v) +

1

2

∫

Ω0

1

t
∂ηuk+1∂ηv dt dη =

∫

Ω0





k
∑

j=0

mjuk−j



 v dt dη,∀v ∈ VN . (7.4)kCommençons par regarder l'annulation des oe�ients onstants a�n de dégager une stratégie pouraluler haque terme du développement limité de manière réursive.77



78 Constrution d'une solution formelle7.2 Coe�ients onstantsNous reprenons la relation (7.4)0 et résolvons don le problème :
∀v ∈ VN , ℓ(u0, v) +

1

2

∫

Ω0

∂ηu1∂ηv
1

t
dt dη = m0

∫

Ω0

u0v dt dη. (7.5)Nous suivons la démarhe suivante :� Restreindre ette relation aux fontions de la seule variable t.� Déterminer une fontion u0 et un réel m0 en résolvant le problème spetral Lmoyu0 = m0u0.� Reprendre la relation initiale et obtenir des préisions sur la fontion u1.� Déterminer une fontion u1 et un réel m1 en regardant les oe�ients de α2.Restreignons la relation (7.5) aux fontions de VNmoy, nous obtenons la nouvelle relation :
∀v ∈ VNmoy, ℓ

moy(u0, v) = m0 〈u0, v〉L2(Ω0) , (7.6)e qui signi�e que nous pouvons hoisir pour (m0, u0) l'état fondamental (λmoy
1 , umoy

1 ) assoié à l'opé-rateur Lmoy, déterminé au Lemme 6.6. Il reste maintenant à revenir à la relation (7.5), u0 et m0 étantonnus, don à déterminer une fontion u1 telle que pour tout v ∈ VN :
1

2

∫

Ω0

∂ηu1∂ηv
1

t
dt dη = 〈λmoy

1 umoy
1 , v〉L2(Ω0) − ℓ(u

moy
1 , v). (7.7)Le Lemme 6.6 donne l'expression de umoy

1 don umoy
1 ∈ S(R+), et pour toute fontion v ∈ VNℓ ,

ℓ(umoy
1 , v) = 〈Lumoy

1 , v〉L2(Ω0). Dé�nissons la fontion v0 par :
v0(t, η):= ((λmoy

1 − L)umoy
1 )(t, η), ∀(t, η) ∈ Ω0.La Remarque 6.9 ave le polyn�me P = 1 montre que Lumoy

1 a bien un sens et v0 est un polyn�me en
η à oe�ients dans S(R+).Par onstrution de la fontion umoy

1 , nous savons que pour tout t ∈ R+, ∫ 1
2

− 1
2

v0(t, η) dη = 0. Repre-nant (7.7), nous devons don déterminer u1 véri�ant :
∀v ∈ VN , 1

2

∫

Ω0

∂ηu1
1

t
∂ηv dη dt =

∫

Ω0

v0 v dη dt. (7.8)Utilisons le Corollaire 6.12 et hoisissons alors une fontion u1 déomposée sous la forme u1(t, η) =
u0

1(t) + ũ1(t, η), où u0
1 ∈ S(R+) est libre et ũ1 est un polyn�me en η à oe�ients dans S(R+)uniquement déterminé par les onditions :



















−∂2
η ũ1(t, η) = 2t(λmoy

1 umoy
1 (t)− (Lumoy

1 )(t, η))

∂ηũ1|
η=−1

2 , 12

= 0,
∫ 1

2

− 1
2

ũ1(t, η) dη = 0.

(7.9)Pour déterminer le terme m1 et la fontion u0
1, nous regardons les oe�ients de α2.



7.3 Coe�ients de α2 797.3 Coe�ients de α2La relation (7.4)1 s'érit :
∀v ∈ VN , ℓ(u1, v) +

1

2

∫

Ω0

1

t
∂ηu2∂ηv dt dη =

∫

Ω0

(λmoy
1 u1 +m1u

moy
1 )v dt dη. (7.10)Cette relation doit être en partiulier véri�ée pour v = umoy

1 , e qui onduit à la relation :
ℓ(u1, u

moy
1 ) = λmoy

1 〈u1, u
moy
1 〉L2(Ω0) +m1. (7.11)La déomposition de u1 et les propriétés de la fontion umoy

1 onduisent à l'égalité :
m1 = ℓ(u0

1, u
moy
1 ) + ℓ(ũ1, u

moy
1 )− λmoy

1

〈

u0
1, u

moy
1

〉

L2(Ω0)
− λmoy

1 〈ũ1, u
moy
1 〉L2(Ω0)

=
〈

u0
1, (L− λmoy

1 )umoy
1

〉

L2(Ω0)
+ 〈ũ1, Lu

moy
1 〉L2(Ω0) − λ

moy
1 〈ũ1, u

moy
1 〉L2(Ω0) .La fontion u0

1 ne dépend que de la variable t, don 〈u0
1, (L− λmoy

1 )umoy
1

〉

L2(Ω0)
= 0. De plus, parhoix de la fontion ũ1, nous avons ∫ 1

2

− 1
2

ũ1(t, η) dη = 0, don 〈ũ1, u
moy
1 〉L2(Ω0) = 0. L'expression de m1se simpli�e et devient :

m1 = 〈ũ1, Lu
moy
1 〉L2(Ω0) . (7.12)Reprenons la relation (7.10) en se restreignant aux fontions de VNmoy. Utilisons la déompositionde la fontion u1 et les propriétés de ũ1, alors u1

0 doit véri�er la relation :
∀v ∈ VNmoy, ℓ(ũ1, v) + ℓmoy(u0

1, v) =

∫ ∞

0
(λmoy

1 u0
1 +m1u

moy
1 )v dt, (7.13)ar ∫ 1

2

− 1
2

ũ1 dη = 0. La régularité de ũ1 justi�e que ℓ(ũ1, v) = 〈Lũ1, v〉L2(Ω0) =

∫ ∞

0
(

∫ 1
2

− 1
2

Lũ1 dη)v dt,pour tout v ∈ VNmoy. Dé�nissons la fontion v1(t):= ∫ 1
2

− 1
2

Lũ1(t, η) dη. D'après la Remarque 6.9, il estlair que v1 ∈ S(R+). Rérivons la relation (7.13) :
∀v ∈ VNmoy, ℓ

moy(u0
1, v)− λmoy

1

〈

u0
1, v
〉

L2(Ω0)
= 〈m1u

moy
1 − v1, v〉L2(Ω0) . (7.14)Utilisons le Corollaire 6.5 ave f = m1u

moy
1 −v1, élément de S(R+) orthogonal à umoy

1 par onstrutionde m1 et de v1. Don il existe une fontion u0
1 ∈ S(R+) telle que :







(Lmoy − λmoy
1 )u0

1 = m1u
moy
1 − v1,

∫ ∞

0
u0

1u
moy
1 dt = 0.

(7.15)De plus, par le Corollaire 6.5, nous savons que la fontion u0
1 véri�e :

∀v ∈ VNmoy, ℓ
moy(u0

1, v)− λmoy
1

〈

u0
1, v
〉

L2(Ω0)
= 〈m1u

moy
1 − v1, v〉L2(Ω0) . (7.16)Revenons à la relation (7.10) pour déterminer ũ2. Nous avons désormais déterminém1 et u0

1 ; l'inonnuerestante est la fontion ũ2 véri�ant pour tout v ∈ VN :
1

2

∫

Ω0

1

t
∂ηu2∂ηv dt dη =

∫

Ω0

(λmoy
1 u1 +m1u

moy
1 )v dt dη − ℓ(u1, v). (7.17)



80 Constrution d'une solution formelleMais omme u1 = ũ1 + u0
1 est régulier, alors pour tout v ∈ VN , ℓ(u1, v) = 〈Lu1, v〉L2(Ω0). Nousherhons don ũ2 satisfaisant la relation suivante pour tout v ∈ VN :

1

2

∫

Ω0

1

t
∂ηũ2∂ηv dt dη = 〈m0u1 +m1u0 − Lu1, v〉L2(Ω0) .Utilisons le Lemme 6.12 ave f = m0u1 +m1u0 −Lu1. Nous devons aluler ∫ 1

2

− 1
2

f(t, η) dη pour tout
t ∈ R+ :

∫ 1
2

− 1
2

f(t, η) dη =

∫ 1
2

− 1
2

m0u1 +m1u0 − Lu1dη

= m0u
0
1 +m1u0 −

∫ 1
2

− 1
2

Lũ1 dη − Lmoyu0
1 = 0, (7.18)en utilisant le fait que ∫ 1

2

− 1
2

ũ1 dη = 0 et l'expression de (Lmoy − λmoy
1 )u0

1 donnée en (7.15). Le Corol-laire 6.5 montre que la fontion ũ2 est uniquement déterminée par les onditions :






















∂2
η ũ2 = 2t (Lu1 −m0u1 −m1u0) ,

∂ηũ2|
η=− 1

2 , 12

= 0,

∫ 1
2

− 1
2

ũ2 dη = 0.Cette onstrution de la fontion u1 et du réel m1 permet d'initialiser une réurrene pour alulerles termes suessifs du développement limité de la fontion U (∞) et du réel µ(∞)(α).7.4 Algorithme pour la détermination des oe�ientsProposition 7.1. Nous déterminons réursivement des oe�ients uj ∈ P ⊗ S(R+) et mj ∈ R telsque, formellement :
Pα





∞
∑

j=0

α2juj



 ≡





∞
∑

j=0

α2jmj









∞
∑

j=0

α2juj



 . (7.19)Pour tout j ≥ 1, nous hoisissons mj et uj = u0
j + ũj , ave u0

j ∈ S(R+), uniquement déterminés parles relations :
mj = 〈ũj, Lumoy

1 〉L2(Ω0) . (7.20)j























−∂2
η ũj = 2t

(

j−1
∑

i=0

mj−1−iui − Luj−1

)

,

∂ηũj|
η=−1

2 , 12

= 0 et

∫ 1
2

− 1
2

ũj dη = 0.

(7.21)j



















(Lmoy − λmoy
1 )u0

j = −
∫ 1

2

− 1
2

Lũj dη +

j
∑

i=1

miu
0
j−i,

∫ ∞

0
u0
j (t) u

moy
1 (t) dt = 0.

(7.22)j



7.4 Algorithme pour la détermination des oe�ients 81Démonstration : Pour justi�er la Proposition 7.1, nous développons la relation (7.19) selon les puis-sanes de α2 et annulons les oe�ients de α2k pour k ≥ −1. Pour k ≥ 0, ette ondition d'annulationest dérite par la relation (7.4)k. Nous avons déjà étudié les as k = −1, k = 0 et k = 1. Notons P(k)pour k ≥ 1 la propriété :
P(k) : �l'annulation des oe�ients de α2k, donnée par la relation (7.4)k, détermineles fontions u0

k, ũk+1 et le réel mk en résolvant (7.20)k, (7.22)k et (7.21)k+1. �Démontrons maintenant que P(k) est vraie pour tout k ∈ N∗.
• Initialisons la réurrene :Nous avons fait l'étude de l'annulation des oe�ients de α2 dérite par (7.4)1. Le réel m1 est dé-terminé par la relation (7.12), la fontion u0

1 par (7.13) et ũ2 par (7.19). Ces trois relations sontexatement les relations (7.20)1, (7.22)1 et (7.21)2.La relation de réurrene est don bien démontrée au rang n = 1.
• Soit k ∈ N. Supposons que la propriété P(j) est vraie pour tout j ≤ k. Ainsi, nous avons déterminé
u0, m0, ũ1 et par réurrene, les fontions u0

j , ũj+1 et les réels mj satisfaisant les onditions (7.22)j ,
(7.21)j et (7.20)j pour j = 1, . . . , k. Érivons la relation (7.4)k+1 obtenue en annulant les oe�ientsde α2k+2 :

∀v ∈ VN , ℓ(uk+1, v) +
1

2

∫

Ω0

1

t
∂ηuk+2∂ηv dt dη =

∫

Ω0

k+1
∑

j=0

mjuk+1−j v dt dη. (7.23)Cette relation doit être vraie en prenant v = umoy
1 , don :

ℓ(uk+1, u
moy
1 ) =

∫

Ω0

k+1
∑

j=0

mjuk+1−j u
moy
1 dt dη, (7.24)ar umoy

1 est une fontion de t uniquement. De plus, les propriétés de la fontion umoy
1 justi�e laformule d'intégration ℓ(uk+1, u

moy
1 ) = 〈uk+1, Lu

moy
1 〉L2(Ω0). Par l'hypothèse de réurrene, nous avonsdéomposé les fontions u1, . . . , uk+1 sous la forme ui = u0

i +ũi où ∫ 1
2

− 1
2

ũi dη = 0 et u0
i est une fontionde S(R+), orthogonale à umoy

1 . Grâe à la déomposition de uk+1, nous pouvons érire :
〈uk+1, Lu

moy
1 〉L2(Ω0) = 〈ũk+1, Lu

moy
1 〉L2(Ω0) +

∫ ∞

0
u0
k+1L

moyumoy
1 dt.Par onstrution de la fontion umoy

1 , nous avons ∫ ∞

0
u0
k+1L

moyumoy
1 dt = λmoy

1

∫ ∞

0
u0
k+1u

moy
1 dt.Utilisons es résultats pour simpli�er (7.24) :

〈ũk+1, Lu
moy
1 〉L2(Ω0) =

∫ ∞

0
u0
k+1(λ

moy
1 − Lmoy)umoy

1 dt +

∫

Ω0

k
∑

j=1

mjuk+1−j u
moy
1 dt dη +mk+1

= mk+1.Nous retrouvons exatement la relation (7.20)k+1.Restreignons maintenant la relation (7.23) aux fontions de VNmoy, alors :
∀v ∈ VNmoy, ℓ(u

0
k+1, v) = −ℓmoy(ũk+1, v) +

∫ ∞

0

k+1
∑

j=0

mj

∫ 1
2

− 1
2

uk+1−j dη v dt

= −ℓ(ũk+1, v) +

∫ ∞

0

k+1
∑

j=0

mju
0
k+1−j v dt, (7.25)



82 Constrution d'une solution formellear nous avons déomposé les fontions u1, . . . , uk+1 sous la forme ui = u0
i + ũi où ∫ 1

2

− 1
2

ũi dη estnul. Dé�nissons la fontion vk+1 sur R+ par vk+1: =

∫ 1
2

− 1
2

Lũk+1 dη. Comme ũk+1 est un polyn�meen η à oe�ients dans S(R+), alors vk+1 ∈ S(R+) et pour tout v ∈ VNmoy, nous pouvons intégrerpar parties et obtenir la relation ℓ(ũk+1, v) = 〈vk+1, v〉L2(R+). Appliquons le Corollaire 6.5 ave f =

−vk+1+
k
∑

j=0

mk+1−ju
0
j . Nous savons que −vk+1+

k
∑

j=0

mk+1−ju
0
j ∈ S(R+), il reste à véri�er la onditiond'orthogonalité :

∫ ∞

0
f(t)umoy

1 (t) dt =

∫ ∞

0



−vk+1 +

j
∑

j=0

mk+1−ju
0
j



umoy
1 (t) dt

= 〈ũk+1, Lu
moy
1 〉L2(Ω0) +

k
∑

j=0

mk+1−j
〈

u0
j , u

moy
1

〉

L2(Ω0)
= 0,ar les fontions u0

j sont orthogonales à umoy
1 et 〈ũk+1, Lu

moy
1 〉L2(Ω0) = mk+1. Don il existe unefontion u0

k+1 ∈ S(R+) telle que :






(Lmoy − λmoy
1 )u0

k+1 = f,
∫ ∞

0
u0
k+1(t) u

moy
1 (t) dt = 0.

(7.26)Comme u0
k+1 ∈ S(R+), alors pour tout v ∈ VNmoy, ℓ(u0

k+1, v) =
〈

Lmoyu0
k+1, v

〉

L2(Ω0)
. Nous avons ainsionstruit une fontion u0

k+1 ∈ S(R+) qui véri�e (7.25).La détermination de u0
k+1 est exatement donnée par la relation (7.22)k+1.Revenons à la relation (7.23) pour déterminer ũk+2 :

∀v ∈ VN , ℓ(uk+1, v) +
1

2

∫

Ω0

1

t
∂ηũk+2∂ηv dt dη =

∫

Ω0





k+1
∑

j=0

mkuk+1−j



 v dt dη. (7.27)Par hypothèse de réurrene, uk+1 est régulière, don pour tout v ∈ VN , ℓ(uk+1, v) = 〈Luk+1, v〉L2(Ω0).Nous devons ainsi herher uk+2 telle que pour tout v ∈ VN :
1

2

∫

Ω0

1

t
∂ηuk+2∂ηv dt dη =

〈

k+1
∑

j=0

mjuk+1−j − Luk+1, v

〉

L2(Ω0)

.Utilisons le Lemme 6.12 ave f =

k+1
∑

j=0

mjuk+1−j − Luk+1. Nous devons véri�er les hypothèses de eLemme et aluler ∫ 1
2

− 1
2

f(t, η) dη pour tout t ∈ R+ :
∫ 1

2

− 1
2

f(t, η) dη =

∫ 1
2

− 1
2

k+1
∑

j=0

mjuk+1−j − Luk+1 dη

=
k+1
∑

j=0

mju
0
k+1−j −

∫ 1
2

− 1
2

Lũk+1 dη − Lmoyu0
k+1 = 0, (7.28)



7.5 Forme partiulière des oe�ients uk 83en utilisant le fait que ∫ 1
2

− 1
2

ũj dη = 0 et l'expression de (Lmoy − λmoy
1 )u0

k+1 donnée en (7.26). LeCorollaire 6.5 détermine de manière unique la fontion ũk+2 par les onditions :






































∂2
η ũk+2 = 2t



Luk+1 −
k+1
∑

j=0

mjuk+1−j



 ,

∂ηũk+2|
η=−1

2 , 12

= 0,

∫ 1
2

− 1
2

ũk+2 dη = 0.Cette ondition est exatement (7.21)k+1.La propriété P(k + 1) est don vraie.L'hypothèse de réurrene est don bien véri�ée à tout ordre. �Remarque 7.2. La Proposition 7.1 donne un algorithme expliite pour déterminer mj, ũj et u0
j pourtout entier j. Nous pouvons utiliser Maple pour résoudre les relations (7.20)j , (7.21)j et (7.22)j ommenous le ferons au Chapitre 11.7.5 Forme partiulière des oe�ients ukNous pouvons déterminer une expression expliite pour tous les oe�ient donnés par la Proposi-tion 7.1 et les relations (7.20)j , (7.21)j, (7.22)j .Avant ela, faisons une remarque simple sur umoy

1 .Remarque 7.3. L'appliation
Φ:P 7→ (umoy

1 )
−1
L(Pumoy

1 )est bien dé�nie de P (R+ ×
]

−1
2 ,

1
2

[) à valeurs dans P (R+ ×
]

−1
2 ,

1
2

[).Si P (t, η) =

n
∑

k=0

pk(t)(iη)
k ave pk ∈ P(R+), alors Φ(P )(t, η) =

n
∑

k=0

p̃k(t)(iη)
k ave p̃k ∈ P(R+) telque, pour k = 0, . . . , n :

p̃k =

(

1√
3
− t

6

)

pk +
2t√
3
p′k − 2tp′′k + 2

(

1− t√
3
pk−1

)

+ 4tp′k−1 − 2tpk−2,ave la onvention p−1 = 0 et p−2 = 0.Nous déduisons immédiatement que si pk est réel pour tout k ≤ n, alors p̃k est réel.Tenant ompte de la Remarque 7.3 et des deux Lemmes 6.8 et 6.10, le résultat suivant en résultefailement :Proposition 7.4. Pour tout entier k ∈ N∗, nous onsidérons ũk et u0
k déterminés par les rela-tions (7.21)k et (7.22)k. Alors il existe deux polyn�mes P̃k ∈ P (R+ ×

]

−1
2 ,

1
2

[) et P 0
k ∈ P

(]

−1
2 ,

1
2

[)tels que :
ũk = P̃ku

moy
1 et u0

k = P 0
k u

moy
1 ,et P̃k est de la forme P̃k =

n
∑

j=0

p̃j(t)(iη)
j ave p̃j ∈ P(R+) réel.



84 Constrution d'une solution formelleDémonstration : Ce résultat se prouve par réurrene sur k.Pour k = 1, la Proposition 7.1 donne l'expression de u0
1 et de ũ1 par les relations (7.21)1 et (7.22)1.Ainsi ũ1 est l'unique solution du problème :











−∂2
η ũ1 = 2t(λmoy

1 − L)umoy
1 ,

∂ηũ1|
η=−1

2 ,12

= 0 et

∫ 1
2

− 1
2

ũ1 dη = 0.
(7.29)La Remarque 7.3 ave P = 1 montre qu'il existe un polyn�me Q̃ =

∑

k≥0

q̃k(iη)
k tel que q̃k est réel et

(λmoy
1 −L)umoy

1 = Q̃umoy
1 . Ainsi, il su�t d'utiliser le Lemme 6.10 ave P = Q̃ pour obtenir l'existened'un polyn�me P̃1 tel que ũ1 = P̃1u

moy
1 . La Remarque 6.11 préise la parité des oe�ients de (iη)dans P̃1.La fontion u0

1 est uniquement déterminée par :














(Lmoy − λmoy
1 )u0

1 = −
∫ 1

2

− 1
2

Lũ1 dη +m1u
moy
1 ,

∫ ∞

0
u0

1(t) u
moy
1 (t) dt = 0.

(7.30)Mais nous avons vu que ũ1 = P̃1u
moy
1 , don, grâe à la Remarque 7.3, il existe un polyn�me Q tel que

L(P̃1u
moy
1 ) = Qumoy

1 . Le Lemme 6.10 montre l'existene d'un polyn�me P 0
1 tel que u0

1 = P 0
1 u

moy
1 .Soit k ≥ 1. Nous supposons que, pour tout j ≤ k, les fontions ũj et u0

j s'érivent :
ũj = P̃ju

moy
1 et u0

j = P 0
j u

moy
1 ,où P̃j et P 0

j sont des polyn�mes tels que les oe�ients de (iη) dans P̃j sont réels.La fontion ũk+1 est uniquement déterminée par :


























−∂2
η ũk+1 = 2t





k
∑

j=0

mk−juj − Luk



 ,

∂ηũk+1|
η=−1

2 , 12

= 0 et

∫ 1
2

− 1
2

ũk+1 dη = 0.

(7.31)Par raisonnement par réurrene et la Remarque 7.3, il existe un polyn�me Q̃ à oe�ients en (iη) réelstel que Q̃ =
k
∑

j=0

mk−juj−Luk. Il su�t d'appliquer le Lemme 6.10 ave P = Q̃ pour justi�er l'existened'un polyn�me P̃k+1 tel que ũk+1 = P̃k+1u
moy
1 . La Remarque 6.11 a�rme que les oe�ients de (iη)dans P̃k+1 sont réels.La fontion u0

k+1 est uniquement déterminée par :


















(Lmoy − λmoy
1 )u0

k+1 = −
∫ 1

2

− 1
2

Lũk+1 dη +
k+1
∑

j=1

mju
0
k+1−j,

∫ ∞

0
u0
k+1(t) u

moy
1 (t) dt = 0.

(7.32)Par raisonnement par réurrene, onstrution de ũk+1 et la Remarque 7.3, il existe un polyn�me Qtel que L(P̃k+1u
moy
1 ) = Qk+1u

moy
1 . Le Lemme 6.10 justi�e l'existene d'un polyn�me P 0

k+1 tel que
u0
k+1 = P 0

k+1u
moy
1 . �



Chapitre 8Majoration de l'asymptotique de µ(α)Ce hapitre reprend la solution formelle onstruite au Chapitre 7 et estime son quotient de Rayleigha�n d'en déduire une majoration du bas du spetre à l'aide du Prinipe du min-max 2.2.Théorème 8.1. Soit n un entier positif et mk les réels déterminés par la Proposition 7.1, pour k ≤ n.Dé�nissons :
µ(n) =

n
∑

k=0

α2kmk. (8.1)Alors, il existe α0 > 0 et une onstante positive c tels que :
∀α ∈]0, α0], µ(α) ≤ αµ(n) + cα2n+3. (8.2)De plus, il existe une valeur propre µ̃(α) telle que :
µ̃(α) = αµ(n) +O(α2n+1) pour α→ 0. (8.3)Démonstration : Reprenons les fontions uk et les réels mk, pour k ≥ 0 déterminés par la Proposi-tion 7.1 a�n de onstruire un développement limité de la valeur propre. Dé�nissons :

U (n) =

n
∑

k=0

α2kuk. (8.4)Nous voulons majorer le quotient de Rayleigh évalué en U (n) : aα(U (n), U (n))

||U (n)||2
L2(Ω0)

. Soit v ∈ VN , alors laProposition 7.1, l'annulation du oe�ient de α2k pour k ≤ n donnée en (7.4)k et la dé�nition de u0onduisent aux égalités :
aα(U (n), v) =

1

α2

∫

Ω0

1

2t
∂ηu

moy
1 ∂ηv dt dη + α2nℓ(un, v)

+
n−1
∑

k=0

α2k

(

ℓ(uk, v) +
1

2t
∂ηuk+1∂ηv dt dη

)

=
n−1
∑

k=0

α2k

∫

Ω0





k
∑

j=0

mjuk−j



 v dt dη + α2nℓ(un, v). (8.5)85



86 Majoration de l'asymptotique de µ(α)Nous souhaitons omparer aα(U (n), U (n)) ave µ(n)
〈

U (n), U (n)
〉

L2(Ω0)
, don, dans l'expression (8.5),nous rérivons la somme k

∑

j=0

mjuk−j :
n
∑

k=0

α2k
k
∑

j=0

mjuk−j = µ(n)U (n) − α2n+2
n−1
∑

k=0

α2k
n
∑

j=k+1

mk+n+1−juj . (8.6)Reportons ette relation dans (8.5), il vient :
aα(U (n), v) = µ(n)

〈

U (n), v
〉

L2(Ω0)
−

n
∑

j=0

mj 〈un−j, v〉L(Ω0) + α2nℓ(un, v)

−α2n+2
n−1
∑

k=0

α2k
n
∑

j=k+1

mk+n+1−j 〈uj , v〉L2(Ω0) . (8.7)Comme nous souhaitons établir un développement limité au voisinage de 0, nous supposons α <
1. Nous estimons le reste dans (8.7) en majorant α par 1, mj par sup

k=0,...,n
|mk| et ||uj ||L2(Ω0) par

sup
k=0,...,n

||uk||L2(Ω0). Nous dé�nissons don une onstante C indépendante de α :
C: = n2 sup

k=0,...,n
|mk| sup

k=0,...,n
||uk||L2(Ω0).Insérons l'expression (8.6) dans (8.5), nous déduisons la majoration pour tout v ∈ VN :

∣

∣

∣

∣

aα(U (n), v)− µ(n)
〈

U (n), v
〉

L2(Ω0)

∣

∣

∣

∣

≤ α2n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ℓ(un, v) −
n
∑

j=0

mj 〈un−j, v〉L2(Ω0)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+Cα2n+2||v||L2(Ω0). (8.8)Dans le but d'appliquer le prinipe du min-max, nous hoisissons v = U (n) dans (8.8) et estimons
ℓ(un, v)−

n
∑

j=0

mj 〈un−j, v〉L2(Ω0). Nous remarquons que :
ℓ(un, U

(n)) = ℓ(un, u
moy
1 ) +

n
∑

k=1

α2kℓ(un, uk) = mn +
n
∑

k=1

α2kℓ(un, uk),selon (7.20)n, l'orthogonalité de u0
n ave umoy

1 et ℓ(ũn, umoy
1 ) = 〈ũn, Lumoy

1 〉L2(Ω0). En outre, omme
umoy

1 est normalisé, nous déduisons :
ℓ(un, U

(n))−
n
∑

j=0

〈

un−j , U
(n)
〉

L2(Ω0)
=

n
∑

k=1

α2k



ℓ(un, uk)−
n
∑

j=0

mj 〈un−j, uk〉L2(Ω0)



 . (8.9)Grâe à l'expression de uk donnée à la Proposition 7.1 et aux Remarques 6.21 et 6.9, il existe uneonstante cn ne dépendant que de n telle que :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

ℓ(un, U
(n))−

n
∑

j=0

mj

〈

un−j , U (n)
〉

L2(Ω0)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ cnα2. (8.10)



87Nous utilisons ette majoration (8.10) et l'expression (8.8), il existe don une onstante Cn telle que :
∣

∣

∣

∣

aα(U
(n), U (n))− µ(n)

〈

U (n), U (n)
〉

L2(Ω0)

∣

∣

∣

∣

≤ Cnα2n+2. (8.11)Pour appliquer le prinipe du min-max, il reste à minorer ||U (n)||L2(Ω0) :
||U (n)||L2(Ω0) ≥ 1− sup

k=0,...,n
||uk||L2(Ω0)

α2

1− α2
.Don il existe α0 < 1 et une onstante C0 > 0 telle que pour tout α ∈]0, α0[ :

||U (n)||L2(Ω0) ≥ C0 > 0. (8.12)De (8.11) et (8.12), nous voyons qu'il existe une onstante c > 0 telle que, pour tout α ∈]0, α0[ :
aα(U (n), U (n))

||U (n)||2
L2(Ω0)

≤ µ(n) + cα2n+2. (8.13)Par appliation du prinipe du min-max et hangement de variables, nous établissons la majoration :
∀n ∈ N, ∃α0, ∃c > 0 s.t. ∀α ∈]0, α0[, µ(α) ≤ αµ(n) + cα2n+3.Reprenons les hangements de variables e�etués pour passer de la forme a à la forme aα dé�nie en(5.15). Considérons la fontion V (n) dé�nie sur Ωα par :

V (n)(x1, x2) = U (n)(t, η). (8.14)Alors :
a(V (n), V (n))

||V (n)||2
L2(Ωα)

= α
aα(U (n), U (n))

||U (n)||2
L2(Ω0)

, (8.15)e qui permet d'érire l'estimation :
a(V (n), V (n))

||V (n)||2
L2(Ωα)

≤ αµ(n) + cα2n+3. (8.16)D'après la Proposition 3.15, le bas du spetre essentiel de l'opérateur de Shrödinger vaut Θ0. Nousavons onstruit une fontion V (n) véri�ant (8.16), don il existe un réel α1 tel que 0 < α1 < α0 etpour tout α ≤ α1, α(µ(n) + cα2n+2) < Θ0. Pour de tels angles, µ(α) est don une valeur propre.Reprenons la relation (8.8). Nous savons que grâe à la relation (7.21)n+1 :
ℓ(un, v)−

n
∑

j=0

mj 〈un−j, v〉L2(Ω0) =
1

2

∫

Ω0

1

t
∂2
η ũn+1v dt dη.Appliquons l'inégalité de Cauhy-Shwarz, le Théorème spetral 2.3 et la relation (8.12), alors :

d
(

µ(n), σ(Pα)
)

≤ O(α2n).Par onséquent, il existe une valeur propre µ̃(α) de PA0,Ωα ave l'asymptotique αµ(n) +O(α2n+1). �Remarque 8.2. En onsidérant µ(n+1) dans le Théorème 8.1, nous pouvons montrer qu'il existe unevaleur propre ave le développement limité αµ(n) +O(α2n+3).





Chapitre 9Déroissane exponentielle à l'in�ni despremiers veteurs propresNous utilisons une méthode due à Agmon [1℄ (f aussi la présentation dans [2, 3℄) qui préise laloalisation des veteurs propres de la réalisation de l'opérateur de Shrödinger pour ertains domaines.Cette méthode se base sur deux idées :� La première idée est d'estimer la forme qA0,Ωα(eφu) à l'aide de 〈e2φPA0,Ωαu, u
〉

L2(Ωα)
et d'unterme de la forme |∇φ|2e2φ|u|2. Le hoix de la fontion φ permet de montrer que u est expo-nentiellement petit sur une partie du domaine.� La deuxième idée onsiste à utiliser une partition de l'unité et à ontr�ler la ontribution del'in�ni et du voisinage de l'origine.La Setion 9.1 propose une déroissane des états propres performante pour |x| ≥ C

α . Nous verronsau hapitre suivant que ette estimation n'est pas su�sante pour justi�er que le développement limitéde µ(α) à l'ordre 2n+ 2 est αµ(n). Nous proposons don une nouvelle estimation de la déroissane àla Setion 9.1 à l'aide d'un ontr�le di�érent de la ontribution à l'in�ni.9.1 Déroissane à l'aide des estimations du spetre essentielThéorème 9.1. Soit Ωα un seteur d'angle α. Supposons que µk(α) est la k−ème valeur propre pourla réalisation de Neumann sur e domaine et que µk(α) < Θ0. Notons uk,α un veteur propre normaliséassoié à la valeur propre µk(α). Pour tout ε tel que 0 < ε < Θ0 − µk(α), il existe une onstante Cε,αtelle que :
∣

∣

∣

∣

∣

∣eφuk,α

∣

∣

∣

∣

∣

∣

H1
A0

(Ωα)
≤ Cε,α, (9.1)où la fontion φ est dé�nie sur Ωα par :

∀x ∈ Ωα, φ(x) =
√

Θ0 − µk(α)− ε |x|. (9.2)Démonstration : Commençons par établir l'estimation de la norme L2. D'après le Lemme 3.9, larelation suivante est valable pour la k-ième fontion propre et la fontion φ onstruite préédemment :
Re

〈

e2φPA0,Ωαuk,α, uk,α

〉

L2(Ωα)
+ || |∇φ| eφuk,α||2L2(Ωα) = ||∇A0(e

φuk,α)||2L2(Ωα). (9.3)Par hypothèse sur la fontion uk,α, nous avons :
Re

〈

e2φPA0,Ωαuk,α, uk,α

〉

L2(Ωα)
= µk(α) ||eφuk,α||2L2(Ωα). (9.4)89



90 Déroissane exponentielle à l'in�ni des premiers veteurs propresSoient χ1 et χ2 deux fontions in�niment dérivables sur Ωα à support respetifs dans Ωα ∩ B(0, 2) et
Ωα \ B(0, 1) et telles que |χ1|2 + |χ2|2 = 1 sur Ωα. Nous dé�nissons pour tout x ∈ Ωα et R > 0 :

χRj (x) = χj

( |x|
R

)

, alors |∇χRj (x)|2 =
1

R2

∣

∣

∣
(∇χj)

( x

R

)∣

∣

∣

2
≤ C

R2
. (9.5)Estimons maintenant ||∇A0(e

φuk,α)||2L2(Ωα) à l'aide du Lemme 3.10 :
qA0,Ωα(eφuk,α) =

2
∑

j=1

qA0,Ωα(χRj e
φuk,α)−

1

R2

2
∑

j=1

||eφuk,α |∇χRj | ||2L2(Ωα). (9.6)Reportons les relations (9.4) et (9.6) dans (9.3), il vient :
∫

Ωα

(µk(α) + |∇φ|2)e2φ|uk,α|2dx =
2
∑

j=1

qA0,Ωα(χRj e
φuk,α)−

1

R2

2
∑

j=1

||eφuk,α |∇χRj | ||2L2(Ωα). (9.7)Par onstrution de la fontion φ, le gradient ∇φ s'exprime |∇φ|2 = Θ0 − µk(α)− ε. Reportons etteestimation dans (9.7), il vient :
(Θ0 − ε)||eφuk,α||2L2(Ωα) =

2
∑

j=1

qA0,Ωα(χRj e
φuk,α)−

1

R2

2
∑

j=1

||eφuk,α |∇χRj | ||2L2(Ωα). (9.8)Soit R0 =
√

2C
ε où C apparaît en (9.5). L'hypothèse sur la partition d'unité implique que pour tout

R ≥ R0 :
1

R2

2
∑

j=1

||eφuk,α |∇χRj | ||2L2(Ωα) ≤
ε

2
||eφuk,α||2L2(Ωα). (9.9)Reportons la relation (9.9) dans (9.8) pour tout R > R0 :

ε

2
||eφuk,α||2L2(Ωα) ≤ Θ0||eφuk,α||2L2(Ωα) −

2
∑

j=1

qA0,Ωα(χRj e
φuk,α). (9.10)La fontion χR2 e

φuk,α est à support en dehors de B(0, R) ; ainsi, l'appliation du min-max sur ledomaine Ωα ∩ ∁B(0, R) et la dé�nition de Σ(PA0,Ωα , R) donnent la minoration :
qA0,Ωα(χR2 e

φuk,α) ≥ Σ(PA0,Ωα , R)||χR2 eφuk,α||2L2(Ωα). (9.11)Mais Σ(PA0,Ωα , R) onverge en roissant vers Σ(PA0,Ωα) = Θ0 et nous avons vu lors de la démonstra-tion du Lemme de Persson, à la relation (3.60) qu'il existait c indépendante de α telle que pour tout
R :

Σ(PA0,Ωα , R) = inf
φ∈C∞

0 (Ω\BR),φ 6=0

||∇A0φ||2L2(Ω)

||φ||2
L2(Ω)

≥ Θ0 −
c

α2R2
. (9.12)Ainsi, nous avons :

qA0,Ωα(χR2 e
φuk,α) ≥

(

Θ0 −
c

α2R2

)

||χR2 eφuk,α||2L2(Ωα)

≥
(

Θ0 −
c

α2R2

)

∫

∁B(0,2R)
e2φ|uk,α|2 dx. (9.13)



9.1 Déroissane à l'aide des estimations du spetre essentiel 91Estimons, grâe à la minoration (9.13), le terme Θ0||eφuk,α||2L2(Ωα) −
2
∑

j=1

qA0,Ωα(χRj e
φuk,α), majorantdans (9.10), en séparant e qui est loalisé au voisinage de 0 et e qui est à l'in�ni :

Θ0||eφuk,α||2L2(Ωα) −
2
∑

j=1

qA0,Ωα(χRj e
φuk,α) ≤ Θ0

(

∫

B(0,2R)
e2φ|uk,α|2 dx+

∫

∁B(0,2R)
e2φ|uk,α|2 dx

)

−
(

Θ0 −
c

α2R2

)

∫

∁B(0,2R)
e2φ|uk,α|2dx− qA0,Ωα(χR1 e

φuk,α)

≤ c

α2R2

∫

∁B(0,2R)
e2φ|uk,α|2dx+ Θ0

∫

B(0,2R)
e2φ|uk,α|2dx,ar qA0,Ωα(χR1 e

φuk,α) est positif. Reportons ette dernière relation dans (9.10), il vient ainsi :
ε

2

∫

∁B(0,2R)
e2φ|uk,α|2dx ≤ ε

2

∫

Ωα

e2φ|uk,α|2dx

≤ c

α2R2

∫

∁B(0,2R)
e2φ|uk,α|2 dx+ Θ0

∫

B(0,2R)
e2φ|uk,α|2 dx. (9.14)Notons R1: = max

(

R0,
2
α

√

c
ε

)

=

√

2C′(α)
ε ave C ′(α) = max

(

2 c
α2 , C

). Alors, pour tout R ≥ R1 :
ε

4

∫

∁B(0,2R)
e2φ|uk,α|2dx ≤ Θ0

∫

B(0,2R)
e2φ|uk,α|2 dx. (9.15)Nous pouvons majorer stritement Θ0 par 1, e2φ(x) par e4R√Θ0−µk(α)−ε pour tout x ∈ B(0, 2R),l'estimation (9.15) se simpli�e à l'aide de es majorations et devient :

∫

∁B(0,2R)
e2φ|uk,α|2dx ≤ 4

ε
e4R
√

Θ0−µk(α)−ε
∫

B(0,2R)
|uk,α|2dx. (9.16)En se rappelant que uk,α est un veteur propre normalisé, nous pouvons majorer ∫

B(0,2R)
|uk,α|2 dxpar 1 et déduire ainsi une majoration de la norme de eφuk,α :

∫

Ωα

e2φ|uk,α|2dx ≤
(

4

ε
+ 1

)

e4R
√

Θ0−µk(α)−ε. (9.17)Cette dernière relation est valable pour tout R ≥√2C′(α)
ε , don en partiulier pour R =

√

2C′(α)
ε etdonne :

∫

Ωα

e2φ|uk,α|2dx ≤
(

4

ε
+ 1

)

e
4

r

2C′(α)
“

Θ0−µk(α)

ε
−1

”

. (9.18)Il reste maintenant à ontr�ler la norme de ∇A0(e
φuk,α). À et e�et, reprenons les relations (9.3) et(9.4), alors :

||∇A0(e
φuk,α)||2L2(Ωα) = (Θ0 − ε)||eφuk,α||2L2(Ωα). (9.19)Or nous venons d'estimer ||eφuk,α||2L2(Ωα), e qui permet d'ahever la preuve. �



92 Déroissane exponentielle à l'in�ni des premiers veteurs propresCorollaire 9.2. Sous les mêmes hypothèse qu'au Théorème 9.1 :
||eφuk,α||H1(Ωα) ≤ Cε,α.Démonstration : Il su�t de remarquer que :

||∇(eφuk,α)||2L2(Ωα) ≤ 2||∇A0(e
φuk,α)||2L2(Ωα) + 2|| |A0| eφuk,α||2L2(Ωα).Or pour tout x ∈ R2, |A0(x)| eφ(x) = |x|e

√
Θ0−µk(α)−ε|x|. Choisissons ε1 ∈]0, ε[, alors, pour |x| assezgrand :

|A0(x)| eφ(x) ≤ e
√

Θ0−µk(α)−ε1|x|.Le Théorème 9.1 ave et ε1 montre la onvergene de || |A0| eφuk,α||2L2(Ωα) ar, à distane �nie, A0est bornée. �9.2 Déroissane à l'aide des estimations de la valeur propreFixons ε0 > 0. Pour tout α > 0, nous dé�nissons R par :
R: =

ε0
α
. (9.20)Notons ΩNDN

α,ε0 le domaine représenté à la Figure 9.1 ainsi que les bords Γj , j = 1, 2 :
ΩNDN
α,ε0 : = {x ∈ R2| (x1 +R,x2) ∈ Ωα \ B(0, R)}. (9.21)

Γ1 : =
{(

x cos
α

2
−R,x sin

α

2

)

| x ≥ R
}

∪
{(

x cos
α

2
−R,−x sin

α

2

)

| x ≥ R
}

,

Γ2 : =
{

(R(cos θ − 1), R sin θ)| θ ∈
]

−α
2
,
α

2

[}

.

α

N

N

D

Ωα,
NDN

/2

x1

x2

ε0

Ω(ε  )0

Fig. 9.1 � Domaine ΩNDN
α,ε0 .Notons µNDN (α, ε0) le bas du spetre de l'opérateur P : = D2

x1
+ (Dx2 − x1)

2 ave ondition deNeumann sur les bords Γ1 et de Dirihlet sur le bord Γ2 ainsi que q la forme quadratique assoiée à
P . Dé�nissons le domaine :

Ω(ε0):=]0,+∞[×
]

−ε0
4
,
ε0
4

[

. (9.22)



9.2 Déroissane à l'aide des estimations de la valeur propre 93Proposition 9.3. Il existe µNDN (ε0) > 0 et α0 > 0 tels que :
∀α ∈]0, α0], µ

NDN (α, ε0) ≥ µNDN (ε0). (9.23)Commençons par énoner un lemme onernant le bas du spetre de la réalisation de Neumannde l'opérateur D2
x1

+ (Dx2 − x1)
2 sur Ω(ε0), noté PÃ,Ω(ε0)

ave Ã = (0, x1).Lemme 9.4. Le bas du spetre de PÃ,Ω(ε0), noté λ(Ω(ε0)), est stritement positif.Démonstration : D'après le Corollaire 3.12, nous déduisons que le bas du spetre essentiel de PÃ,Ω(ε0)s'exprime :
inf σess(PÃ,Ω(ε0)

) = sup
r>0

inf
||u||L2(Ω(ε0))=1

{

∫

Ω(ε0)
|∇Ãu|2dx, u ∈ C∞

0

(

]r,+∞[×
]

−ε0
4
,
ε0
4

[)

}

≥ inf
||u||L2(Ω(ε0))=1

{

∫

Ω(ε0)
|∇Ãu|2dx, u ∈ H1

Ã(Ω(ε0))

}

=:µ(Ω(ε0)). (9.24)Cette dernière relation s'obtient failement en prolongeant par zéro pour x1 ≤ r les fontions véri�antla ondition de Dirihlet en x1 = r. Montrons que µ(Ω(ε0)) > 0. Dé�nissons φ(x) = x1x2 pour tout
x ∈ Ω(ε0), alors, par hangement de jauge :

µ(Ω(ε0)) = inf
||u||L2(Ω(ε0))=1

{

∫

Ω(ε0)
|∇Ã+∇φu|2dx, u ∈ H1

Ã+∇φ(Ω(ε0))

}

. (9.25)E�etuons une transformation de Fourier à l'opérateur PÃ+∇φ selon la variables x1 et dé�nissons leréel µ(ξ1) pour tout ξ1 ∈ R par :
µ(ξ1):= inf

u∈C∞
0 ([− ε0

4
,
ε0
4 ]),u 6=0

∫
ε0
4

− ε0
4

(ξ1 − x2)
2|u(x2)|2 + |Dx2u(x2)|2 dx2

∫
ε0
4

− ε0
4

|u(x2)|2 dx2

. (9.26)Il est faile de voir que lim
ξ1→±∞

µ(ξ1) = +∞. En outre, µ(ξ1) est stritement positive pour tout ξ1 ∈ Ret ontinue, don il existe µ > 0 qui minore µ(ξ1) pour tout ξ1 ∈ R. Par onséquent, µ(Ω(ε0)) ≥ µ > 0et a fortiori, reprenant (9.24), le bas du spetre essentiel de PÃ,Ω(ε0) est supérieur à µ don stritementpositif.Supposons que la plus petite valeur propre de PÃ,Ω(ε0)
est nulle. Alors, il existe u ∈ DN (PÃ,Ω(ε0)

)normalisé tel que :
Dx1u = 0 dans D′(Ω(ε0)),

(Dx2 − x1)u = 0 dans D′(Ω(ε0)).Si nous dérivons la première relation par rapport à x2 et la première par rapport à x1 et soustrayonsles deux relations, alors u = 0 dans D′(Ω(ε0)), e qui ontraire à l'hypothèse de normalisation de u.Ainsi, la première valeur propre de PÃ,Ω(ε0)
est stritement positive, don λ(Ω(ε0)) > 0. �Utilisons le Lemme 9.4 pour justi�er la Proposition 9.3.Démonstration : Raisonnons par l'absurde. Supposons qu'il existe une suite vαn ∈ H1

Ã(ΩNDN
αn,ε0 ) telleque ||vαn ||L2(ΩNDN

αn,ε0
) = 1 et lim

αn→0
q(vαn) = 0. Par positivité de la forme quadratique, nous avons :

q(vαn) ≥
∫

Ω(ε0)
|Dx1vαn |2 + |(Dx2 − x1)vαn |2dx. (9.27)



94 Déroissane exponentielle à l'in�ni des premiers veteurs propresD'après le Lemme 9.4 et le prinipe du min-max, nous pouvons minorer q(vαn) omme suit :
q(vαn) ≥

∫

Ω(ε0)
|Dx1vαn |2 + |(Dx2 − x1)vαn |2dx ≥ λ(Ω(ε0))||vαn ||2L2(Ω(ε0)). (9.28)Par hypothèse, lim

αn→0
q(vαn) = 0 don lim

αn→0
||vαn ||L2(Ω(ε0)) = 0 ar λ(Ω(ε0)) > 0.Soit χ1 une fontion de tronature dé�nie sur R, in�niment dérivable, telle que 0 ≤ χ1 ≤ 1 et :

χ1(x2) =

{

1 si x2 ≥ ε0
4 ,

0 si x2 ≤ − ε0
4 .

(9.29)Dé�nissons également χ2 =
√

1− χ2
1. Par onséquent, reprenons le Lemme 3.10 :

q(vαn) = q(χ1vαn) + q(χ2vαn)− ||Dx2χ1 vαn ||2L2(ΩNDN
αn,ε0

) − ||Dx2χ2 vαn ||2L2(ΩNDN
αn,ε0

). (9.30)Remarquons que (Dx2χj)j=1,2 est nul en dehors de ]− ε0
4 ,

ε0
4

[ et dé�nissons a = ε0
4 tan αn

2 ainsi que
Ω2(ε0):= ΩNDN

αn,ε0 ∩] − a, 0] ×
]

− ε0
4 ,

ε0
4

[. Par onséquent, il existe une onstante c > 0 telle que pour
j = 1, 2 :

||Dx2χj vαn ||2L2(ΩNDN
αn,ε0

) ≤
c

ε20
||vαn ||2L2(Ω(ε0)∪Ω2(ε0)). (9.31)Nous savons que lim

αn→0
||vαn ||L2(Ω(ε0)) = 0, il reste à estimer ||vαn ||2L2(Ω2(ε0)) en utilisant une inégalitéde type Poinaré ar vαn s'annule sur le bord Γ2. Pour tout (x1, x2) ∈ Ω2(ε0), nous onsidérons

(x0
1, x2) ∈ Γ2 ∩ Ω2(ε0) le point de Γ2 de même ordonnée que (x1, x2). Alors vαn(x0

1, x2) = 0, don :
vαn(x1, x2) =

∫ x1

x0
1

∂y1vαn(y1, x2)dy1. (9.32)L'inégalité de Cauhy-Shwarz permet de déduire :
|vαn(x1, x2)|2 ≤

∫ x1

x0
1

dy1

∫ x1

x0
1

|∂y1vαn(y1, x2)|2dy1. (9.33)Comme (x1, x2) ∈ Ω2(ε0), alors ∫ x1

x0
1
dy1 ≤ a et x1 ≤ 0. Intégrons |vαn |2 sur Ω2(ε0), il vient :

∫

Ω2(ε0)
|vαn(x1, x2)|2 dx1 dx2 ≤ a

∫

Ω2(ε0)

∫ 0

x0
1

|∂y1vαn(y1, x2)|2dy1 dx1 dx2

≤ a2

∫

Ω2(ε0)
|∂y1vαn(y1, x2)|2dy1 dx2

≤ a2q(vαn). (9.34)Les relations (9.28) et (9.34) montrent qu'il existe α0 et C(ε0) > 0 tels que pour tout αn ≤ α0 :
||vαn ||2L2(Ω(ε0)∪Ω2(ε0)) ≤ C(ε0)q(vαn). (9.35)Soit ε > 0, reprenons (9.30), (9.31) et (9.35), alors il existe α1 ≤ α0 tel que pour tout αn ≤ α0 :
q(vαn) ≥ q(χ1vαn) + q(χ2vαn)− ε. (9.36)Nous prolongeons respetivement les fontions χ1vαn et χ2vαn par zéro sur les demi-plans P1: = {x ∈

R2|x2 ≤ tan αn
2 (x1 + R)} et P2: = {x ∈ R2|x2 ≥ − tan αn

2 (x1 + R)}. Alors χ1vαn ∈ H1
Ã(P1) et

χ2vαn ∈ H1
Ã(P2). Par hangement de jauge et invariane par translation de domaine, nous déduisons :

q(χ1vαn) ≥ Θ0||χ1vαn ||2L2(P1)
et q(χ2vαn) ≥ Θ0||χ2vαn ||2L2(P2). (9.37)



9.2 Déroissane à l'aide des estimations de la valeur propre 95Ainsi :
q(vαn) ≥ Θ0||vαn ||2L2(ΩNDN

αn,ε0
) − ε. (9.38)Nous déduisons alors que ||vαn ||2L2(ΩNDN

αn,ε0
)
≤ q(vαn) + ε

Θ0
, e qui ontredit le fait que vαn est normalisé. �Théorème 9.5. Soit ε0 > 0. Notons µNDN (ε0) > 0 et α0 > 0 tels que :

∀α ∈]0, α0], µ
NDN (α, ε0) ≥ µNDN (ε0). (9.39)Soit uk,α un veteur propre normalisé assoié à la k-ième valeur propre µk(α) pour PA0,Ωα. Alors ilexiste α1 ≤ α0 tel que pour α ∈]0, α1] et la dé�nition (9.20) de R :

∫

Ωα

e
√

2µNDN (ε0)|x||uk,α(x)|2 dx ≤ 4e2R
√

2µNDN (ε0). (9.40)Démonstration : Nous allons reprendre des arguments similaires à eux de la preuve du Théorème 9.1.Dé�nissons la fontion φ sur Ωα par :
φ(x):=

√

µNDN (ε0)

2
|x|. (9.41)Reprenons la relation (9.7), alors, par hypothèse sur les fontions χRj , il existe une onstante c > 0telle que :

(

µk(α) +
µNDN (ε0)

2
+

c

R2

)

||eφuk,α||2L2(Ωα) ≥
2
∑

j=1

qA0,Ωα(χRj e
φuk,α). (9.42)Par dé�nition de µNDN (α, ε0), hangement de jauge et invariane du problème par translation (fPropositions 3.1 et 3.4), nous avons :

qA0,Ωα(χR2 e
φuk,α) ≥ µNDN (α, ε0)||χR2 eφuk,α||2L2(Ωα). (9.43)En outre, ||χR2 eφuk,α||2L2(Ωα) ≥ ||eφuk,α||2L2(Ωα\B(0,2R)). Les relations (9.42), (9.43), les hypothèses surles fontions χRj montrent que :

(

µNDN (α, ε0)−
c

R2
− µk(α)− µNDN (ε0)

2

)
∫

Ωα\B(0,2R)
e2φ(x)|uk,α(x)|2 dx

≤
(

c

R2
+ µk(α) +

µNDN (ε0)

2

)
∫

Ωα∩B(0,2R)
e2φ(x)|uα(x)|2 dx. (9.44)Selon (9.39), µNDN (α, ε0) − µNDN (ε0) ≥ 0 pour α ∈]0, α0]. De plus, µk(α) tend vers 0 ave α. Paronséquent, se souvenant que R = ε0

α selon (9.20), il existe α1 ≤ α0 tel que pour tout α ∈]0, α1],
c
R2 + µk(α) ≤ µNDN (ε0)

4
et alors :

∫

Ωα\B(0,2R)
e2φ(x)|uk,α(x)|2 dx ≤ 3

∫

Ωα∩B(0,2R)
e2φ(x)|uk,α(x)|2 dx. (9.45)Or, pour tout x ∈ Ωα ∩ B(0, 2R), φ(x) ≤ R

√

2µNDN (ε0), ainsi :
∫

Ωα

e2φ(x)|uk,α(x)|2 dx ≤ 4e2R
√

2µNDN (ε0). (9.46)
�



96 Déroissane exponentielle à l'in�ni des premiers veteurs propresCorollaire 9.6. Pour tout ε > 0, il existe δ > 0 et α0 > 0 tels que :
∀α ≤ α0, ∀T ≥

ε

α
,

∫

]T,+∞[×]− 1
2
, 1
2
[
|uk,α|2 dt dη ≤ e−

δ
α , (9.47)en notant uk,α le k-ième veteur propre normalisé assoié à Pα.Démonstration : Reprenons le résultat du Théorème 9.5 en hoisissant ε0 =

√
ε

2
√

2
, δ̃ =

√

µNDN (ε0)

2
,alors il existe α0 tel que par hangement de variables et de jauge, la relation (9.40) montre que pour

α ≤ α0 :
∫

Ω0

e
2δ̃

q

2t
α |uk,α(t, η)|2 dt dη ≤ 4e4δ̃

ε0
α . (9.48)Soit T > 0, alors :

∫

]T,+∞[×]− 1
2
, 1
2
[
|uk,α(t, η)|2 dt dη ≤ 4e4δ̃

ε0
α e

−2δ̃
q

2T
α = 4e−2 δ̃

α(
√

2Tα−2ε0). (9.49)Choisissons T ≥ ε

α
, alors :

∫

]T0,+∞[×]− 1
2
, 1
2
[
|uk,α(t, η)|2 dt dη ≤ 4e−

δ̃
α

√
ε
√

2. (9.50)
�



Chapitre 10Minoration de l'état fondamentalLe Théorème 8.1 montre qu'il existe un élément du spetre dont le développement limité est
αµ(n) +O(α2n+3) ave µ(n) dé�ni en (8.1). Pour justi�er qu'il s'agit du bas du spetre, nous établironsune minoration de µ(α) et de l'éart µ2(α) − µ(α) où µ2(α) est le deuxième élément du spetre de
PA0,Ωα , e qui montrera que αµ(n) +O(α2n+3) est néessairement l'asymptotique de µ(α).10.1 Minoration de µ(α) au premier ordreThéorème 10.1. Pour tout ε > 0, il existe α0 > 0 tel que pour α ≤ α0 :

µ(α) ≥ α√
3
− εα. (10.1)La démonstration du Théorème 10.1 se déompose en plusieurs étapes ar nous ne savons pasminorer diretement le bas du spetre de Pα. Nous approherons don le bas du spetre de Pα parelui d'autres opérateurs en ontr�lant l'erreur ommise.Le terme singulier de Pα, 1

2α2t
D2
η , tend vers 0 quand t tend vers l'in�ni. Nous tronquons don le domaine

Ω0 en t = T et omparons Pα et l'opérateur P Tα , dé�ni à la Setion 10.1.2 à partir de Pα restreint audomaine tronqué ΩT dé�ni en (10.5), ave une ondition de Dirihlet en t = T . Nous pouvons majorer
1
t par 1

T pour t ∈]0, T [ et don omparer P Tα et l'opérateur régularisé PT,ρ: = 2(Dt−η)t(Dt−η)+ ρ
2D

2
ηdé�ni à la Setion 10.1.3.Nous avons vu le r�le important des fontions indépendantes de η aux Chapitres 6 et 7 et dé�nil'opérateur moyen Lmoy à partir de Pα. Par onséquent, si nous étudions l'opérateur PT,ρ au lieu de

Pα, il est assez naturel de onsidérer l'opérateur Lmoy,T , déduit de Lmoy en imposant une onditionde Dirihlet en t = T . Contr�lant les erreurs d'approximation, il su�t don de omparer les bas desspetres de PT,ρ et de Lmoy,T .10.1.1 Opérateur moyenné Lmoy,TNous montrons que la première valeur propre de Lmoy est très prohe de elle de l'opérateur obtenuen tronquant le domaine. Nous dé�nissons la forme sesquilinéaire ℓmoy,T à partir de la forme ℓmoy,restreinte au domaine ]0, T [ et aux fontions de VNmoy,T :
VNmoy,T : = {u ∈ L2(]0, T [)|

√
tDtu ∈ L2(]0, T [), u|t=T

= 0}.Nous réalisons l'opérateur Lmoy,T à partir de ℓmoy,T sur DN (Lmoy,T ). Le bas du spetre vaut alors :
λmoy,T

1 : = inf
u∈VN

moy,T,u 6=0

ℓmoy,T (u, u)

||u||2
L2(]0,T [)

. (10.2)97



98 Minoration de l'état fondamentalProposition 10.2. Il existe une onstante c̃ telle que pour tout T ≥ 1 :
λmoy

1 ≤ λmoy,T
1 ≤ λmoy

1 + c̃e
− T

2
√

3 . (10.3)Démonstration : Rappelons que le veteur propre normalisé assoié à l'opérateur Lmoy se aluleexpliitement et vaut :
umoy

1 (t) =
1

31/4
e
− t

4
√

3 , ∀t ∈ R+.Dé�nissons la fontion vTmoy à partir du veteur propre umoy
1 , assoié à la valeur propre λmoy

1 , à l'aidede la fontion de tronature χT par :
vTmoy: = χT u

moy
1 ,en hoisissant χT (t) = χ

(

t
T

) pour tout t ∈ R+ où χ ∈ C∞
0 (R+, [0, 1]) telle que χ ≡ 1 sur [0, 1

2 ],
suppχ ⊂ [0, 1]. De la même manière que nous avons établi le Lemme 3.10, nous montrons, en tenantompte du hangement de métrique, que pour tout u ∈ DN(Lmoy,T ) :

ℓmoy,T (χTu, χTu) = Re
〈

χ2
T Lmoyu, u

〉

L2(]0,T [)
+

1

T 2
|| |∇χT |

√
tu||2L2(]0,T [). (10.4)Choisissons u = umoy

1 dans (10.4). Par hypothèse sur umoy
1 , Lmoyumoy

1 = λmoy
1 umoy

1 . Comme préédem-ment, nous majorons |∇χT |2 par c
T 2 . De plus, |∇χT | est nul en dehors de [T2 , T ], e qui onduit à lamajoration :

ℓmoy,T (vTmoy, v
T
moy) ≤ λmoy

1 ||vTmoy||2L2(]0,T [) +
c

T 2
||
√
tumoy

1 ||2
L2(] T

2
,T [)

.Majorons √t par √T . La norme ||umoy
1 ||2

L2(] T
2
,T [)

vaut (e− T
2
√

3 − e−
T√
3

) et ainsi :
ℓmoy,T (vTmoy, v

T
moy) ≤ λmoy

1 ||vTmoy||2L2(]0,T [) +
c

T
e
− T

2
√

3 ,

1− e−
T

2
√

3 ≤ ||vTmoy||2L2(]0,T [) ≤ 1.Par appliation du prinipe du min-max et inlusion des domaines de forme, il existe une onstante c̃indépendante de T telle que pour tout T ≥ 1, la relation (10.3) est véri�ée. �10.1.2 Opérateur P T
α sur un seteur tronquéComme le terme 1

tα2 tend vers 0 quand t tend vers l'in�ni mais diverge quand α tend vers 0,nous allons utiliser un nouvel opérateur issu de l'opérateur Pα mais restreint à un domaine borné.Notons λT (α) le bas du spetre de la réalisation de Neumann de l'opérateur P Tα assoié à la forme
aα, restreinte au domaine tronqué ΩT ave une ondition de Dirihlet sur le bord t = T :

ΩT : = ]0, T [×
]

−1

2
,
1

2

[

, (10.5)
VNT,0 : =

{

u ∈ L2(ΩT )| 1√
t
∂ηu ∈ L2(ΩT ),

√
tDtu ∈ L2(ΩT ), u|t=T

= 0

}

.Alors :
λT (α) = inf

u∈VN
T,0,u 6=0

qTα (u)

||u||2
L2(ΩT )

ave qTα (u) =

∫

ΩT

(

2t|(Dt − η)u|2 +
1

2α2t
|Dηu|2

)

dt dη. (10.6)Nous allons montrer que λ(α) est exponentiellement prohe de λT (α) :



10.1 Minoration de µ(α) au premier ordre 99Proposition 10.3. Pour tout ε > 0, il existe δ > 0 et α0 > 0 tels que :
∀α ≤ α0, ∀T ≥

ε

α
, λ(α) ≤ λT (α) ≤ λ(α) + e−

δ
α . (10.7)Démonstration : Le prolongement d'une fontion de VNT,0 par 0 pour dé�nir une fontion de VN onduità la minoration :

λT (α) ≥ λ(α). (10.8)Majorons λT (α) en fontion de λ(α) a�n de mesurer l'erreur ommise par tronature. Considérons unefontion de tronature χ, dé�nie sur R+, réelle, in�niment dérivable, à support dans [0, 1] et valant 1sur [0, 1
2 ]. Soit T > 0, dé�nissons la fontion de tronature χT sur R+ par :

∀t ∈ R+, χT (t) = χ

(

t

T

)

. (10.9)Dé�nissons la fontion vTα à partir du veteur propre uα, assoié à la valeur propre λ(α) :
vTα : = χT uα. (10.10)Notons que vTα ∈ VNT,0. La démonstration du Lemme 3.10 permet d'érire :

qTα (vTα ) = Re
〈

χ2
T Pαuα, uα

〉

L2(ΩT )
+ || |∇χT |

√
t uα||2L2(ΩT ). (10.11)Par hypothèse sur uα, Pαuα = λ(α)uα. Par onstrution de χT , il existe une onstante c > 0 indépen-dante de α et de T qui majore T 2|| |∇χT |2||L∞(ΩT ). De plus, |∇χT | est nul en dehors de [T2 , T ]×[−1

2 ,
1
2 ].Cei onduit à la majoration :

qTα (vTα ) ≤ λ(α)||vTα ||2L2(ΩT ) +
c

T
||uα||2L2(] T

2
,T [×]− 1

2
, 1
2
[)
. (10.12)Contr�lons ||uα||2L2(] T

2
,T [×]− 1

2
, 1
2
[)
ave le Corollaire 9.6 ; il existe δ > 0 et α0 > 0 tels que :

∀α ≤ α0, ∀T ≥
ε

α
, ||uα||2L2(] T

2
,T [×]− 1

2
, 1
2
[)
≤ e− δ

α . (10.13)De manière similaire, nous déduisons une estimation de ||vTα ||2L2(ΩT ) :
1− e− δ

α ≤ ||vTα ||2L2(ΩT ) ≤ 1. (10.14)Il su�t d'appliquer le prinipe du min-max rappelé en (10.6) pour aboutir à la relation (10.7) (aveun δ plus petit). �Nous allons maintenant estimer λT (α). L'expression de aα et la dé�nition de l'espae VNT,0 per-mettent de minorer λT (α) omme suit :
λT (α) ≥ inf

u∈VN
T,0,u 6=0

∫

ΩT

(

2t|(Dt − η)u|2 +
1

2α2T
|Dηu|2

)

dt dη

||u||2
L2(ΩT )

. (10.15)Cei nous onduit à dé�nir un nouvel opérateur qui ne possède pas de singularité en 1
t .



100 Minoration de l'état fondamental10.1.3 Opérateur régularisé P T,ρNous onsidérons ainsi le problème spetral assoié à un nouvel opérateur P T,ρ. Notons aT,ρ laforme sesquilinéaire dé�nie sur l'espae VN,DT par :
VN,DT : =

{

u ∈ L2(ΩT )| (Dt − η)u ∈ L2(ΩT ), Dηu ∈ L2(ΩT ), u|t=T
= 0
}

,

aT,ρ(u, v) :=

∫

ΩT

(

2t(Dt − η)u(Dt − η)v +
ρ

2
DηuDηv

)

dt dη. (10.16)Notons ν(T, ρ) le bas du spetre de l'extension auto-adjointe P T,ρ assoiée à aT,ρ. L'opérateur P T,ρest dé�ni sur le domaine DN,D(P T,ρ) par :
DN,D(P T,ρ) :=

{

u ∈ VN,DT | (Dt − η)t(Dt − η)u ∈ L2(ΩT ), D2
ηu ∈ L2(ΩT ),

tDtu|t=0
= 0, Dηu|η=± 1

2
= 0
}

,

P T,ρ : = 2(Dt − η)t(Dt − η) +
ρ

2
D2
η. (10.17)Alors ν(T, ρ) s'exprime à l'aide du prinipe du min-max par :

ν(T, ρ) = inf
u∈VN,D

T ,u 6=0

aT,ρ(u, u)

||u||2
L2(ΩT )

. (10.18)Comme nous avons dé�ni Lmoy pour la majoration, nous utilisons l'opérateur de projetion Π0 :
Π0:L

2(ΩT )→ L2(ΩT ), f 7→
∫ 1

2

− 1
2

f(t, η) dη. (10.19)Nous allons montrer que :Proposition 10.4. Supposons T ≥ 1 et qu'il existe une onstante M telle que T
ρ ≤M , alors il existeune onstante Ĉ indépendante de T et de ρ telle que :

ν(T, ρ) ≤ λmoy,T
1 ≤ ν(T, ρ) + Ĉ

√

T

ρ
. (10.20)De plus, si nous notons uT,ρ1 un veteur propre normalisé assoié à ν(T, ρ), il existe une onstante Ctelle que :

||(Id−Π0)u
T,ρ
1 ||L2(ΩT ) ≤

C√
ρ
, (10.21)

1− C

ρ
≤ ||Π0u

T,ρ
1 ||L2(ΩT ) ≤ 1 (10.22)Démonstration : L'inlusion VNmoy,T ⊂ V

N,D
T permet d'érire :

ν(T, ρ) ≤ λmoy,T
1 , ∀ρ ≥ 0. (10.23)Cherhons des informations sur les normes des dérivées. En regardant (10.23) et (10.3), nous pouvonsmajorer ν(T, ρ) par C ′: = λmoy

1 + c̃, don :
∫

ΩT

(

2t|(Dt − η)uT,ρ1 (t, η)|2 +
ρ

2
|Dηu

T,ρ
1 (t, η)|2

)

dt dη = ν(T, ρ) ≤ C ′.



10.1 Minoration de µ(α) au premier ordre 101Alors :
||Dηu

T,ρ
1 ||L2(ΩT ) ≤

√
2C ′
√
ρ
. (10.24)Nous érivons uT,ρ1 omme somme de deux fontions uT,ρ,01 et ũT,ρ1 dé�nies par :

uT,ρ,01 : = Π0u
T,ρ
1 , ũT,ρ1 (t, η):= uT,ρ1 − uT,ρ,01 . (10.25)L'image de L2(ΩT ) s'identi�e ave L2(]0, T [) par l'appliation Π0 : L2(]0, T [) s'injete dans L2(ΩT )en dé�nissant g 7→ i(g) = g. Nous omettrons désormais la référene à l'injetion i. Par dé�nition de

uT,ρ,01 et ũT,ρ1 , il est faile de voir que :
||Dηũ

T,ρ
1 ||L2(ΩT ) ≤

√
2C ′
√
ρ
, (10.26)

∫ 1
2

− 1
2

ũT,ρ1 (t, η) dη = 0, (10.27)
Dηũ

T,ρ
1|

η=±1
2

= 0. (10.28)La plus petite valeur propre stritement positive de la réalisation de Neumann de l'opérateur −∂2
η sur

]

−1
2 ,

1
2

[ vaut π2. Par onstrution de ũT,ρ1 et omme le montre la relation (10.27), ũT,ρ1 est orthogonaleaux fontions onstantes qui forment le sous-espae propre assoié à la valeur propre nulle, alors :
||Dηũ

T,ρ
1 ||L2(ΩT ) ≥ π||ũT,ρ1 ||L2(ΩT ). (10.29)Par onséquent, en utilisant (10.26) et (10.29), nous démontrons (10.21) ave C =

√
2C′
π . Mais,ommme ||uT,ρ,01 ||2L2(ΩT ) = 1− ||ũT,ρ1 ||2L2(ΩT ), la relation (10.21) onduit à l'enadrement (10.22). Rap-pelons la relation véri�ée par (ν(T, ρ), uT,ρ1 ) :

2(Dt − η)t(Dt − η)uT,ρ1 +
ρ

2
D2
ηu

T,ρ
1 = ν(T, ρ)uT,ρ1 . (10.30)Appliquons l'opérateur Π0 à la relation (10.30) en utilisant la déomposition de uT,ρ1 et les propriétésde ũT,ρ1 :

Lmoy,TuT,ρ,01 +

∫ 1
2

− 1
2

2(Dt − η)t(Dt − η)ũT,ρ1 dη = ν(T, ρ)uT,ρ,01 . (10.31)Développons l'expression de ∫ 1
2

− 1
2

2(Dt − η)t(Dt − η)ũT,ρ1 dη :
∫ 1

2

− 1
2

2(Dt−η)t(Dt−η)ũT,ρ1 dη = 2

(

i

∫ 1
2

− 1
2

ηũT,ρ1 dη − 2tDt

∫ 1
2

− 1
2

ηũT,ρ1 dη + t

∫ 1
2

− 1
2

η2ũT,ρ1 dη

)

. (10.32)E�etuons le produit salaire ν(T, ρ)〈uT,ρ,01 , uT,ρ,01

〉

L2(]0,T [)
en utilisant les relations (10.31) et (10.32) :

ν(T, ρ)||uT,ρ,01 ||2L2(]0,T [) =
〈

Lmoy,TuT,ρ,01 , uT,ρ,01

〉

L2(]0,T [)
+ 2i

∫ T

0
Π0(ηũ

T,ρ
1 ) uT,ρ,01 dt

−4

∫ T

0
tDtΠ0(ηũ

T,ρ
1 ) uT,ρ,01 dt+ 2

∫ T

0
tΠ0(η

2ũT,ρ1 ) u0
T,ρdt. (10.33)



102 Minoration de l'état fondamentalUne majoration brutale onduit à :
〈

Lmoy,TuT,ρ,01 , uT,ρ,01

〉

L2(]0,T [)
≤ ν(T, ρ)||uT,ρ,01 ||2L2(]0,T [) + 2

∣

∣

∣

∣

∫

ΩT

ηũT,ρ1 uT,ρ,01 dt dη

∣

∣

∣

∣

+4

∣

∣

∣

∣

∫

ΩT

ηtDtũ
T,ρ
1 uT,ρ,01 dt dη

∣

∣

∣

∣

+ 2

∣

∣

∣

∣

∫

ΩT

η2tũT,ρ1 uT,ρ,01 dt dη

∣

∣

∣

∣

. (10.34)Estimons haque élément de ette relation (10.34) :
•
∣

∣

∣

∣

∫

ΩT

ηũT,ρ1 uT,ρ,01 dt dη

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2
||ũT,ρ1 ||L2(ΩT )||uT,ρ,01 ||L2(ΩT ) ≤

1

2

C ′′
√
ρ
selon (10.21) et (10.22).

•
∣

∣

∣

∣

∫

ΩT

η2tũT,ρ1 uT,ρ,01 dt dη

∣

∣

∣

∣

≤
√
T

4
||ũT,ρ1 ||L2(ΩT )||

√
tuT,ρ,01 ||L2(ΩT ) ≤

√
T

4

C ′′
√
ρ
||
√
tuT,ρ,01 ||L2(ΩT ).

• Estimons le dernier terme en e�etuant une intégration par parties :
∣

∣

∣

∣

∫

ΩT

ηtDtũ
T,ρ
1 uT,ρ,01 dt dη

∣

∣

∣

∣

≤
∫

ΩT

|ηũT,ρ1 | |uT,ρ,01 | dt dη +

∫

ΩT

t|η| |ũT,ρ1 | |Dtu
T,ρ,0
1 | dt dη

≤ C ′′

2
√
ρ

+
C ′′√T
2
√
ρ
||
√
tDtu

T,ρ,0
1 ||L2(]0,T [). (10.35)Dé�nissons C(T, ρ):=

〈

Lmoy,TuT,ρ,01 , uT,ρ,01

〉

L2(]0,T [)
. Notons que ||√tuT,ρ,01 ||L2(]0,T [) ≤

√
6
√

C(T, ρ) et
||
√
tDtũ

T,ρ,0
1 ||L2(]0,T [) ≤

√

C(T, ρ), alors la relation (10.34) et les estimations de haque terme mènentà la majoration :
C(T, ρ) ≤ ν(T, ρ) + 3

C ′′
√
ρ

+ 4C ′′
√

T

ρ

√

C(T, ρ). (10.36)Si T ≥ 1 et s'il existe une onstante M �nie telle que T
ρ ≤ M , alors C(T, ρ) est �ni et il existe uneonstante C(∞) > 0 indépendante de T et de ρ telle que C(T, ρ) ≤ C(∞) < +∞. En utilisant (10.22),ei onduit à l'enadrement (10.20) de λmoy,T

1 . �10.1.4 Synthèse de es onstrutionsLa synthèse des onstrutions préédentes permet de démontrer le Théorème 10.1.Montrons que pour tout η > 0, il existe α1 ≤ α0 tel que pour tout α ∈]0, α1], λ(α) ≥ λmoy
1 − η.Soit η > 0. Reprenons la relation (10.3) et la Proposition 10.4 en hoisissant ε = η

2Ĉ
et T = ε

α . Alors :
ν

(

T,
1

α2T

)

≥ λmoy
1 − η

2
. (10.37)La relation (10.15) et la Proposition 10.3 montrent que pour ε hoisi préédemment, il existe α0 > 0et δ > 0 tels que pour tout α ∈]0, α0] :

λ(α) ≥ ν
(

T,
1

α2T

)

− e− δ
α . (10.38)Il existe α1 ≤ α0 tel que pour tout α ∈]0, α1], e− δ

α ≤ η
2 , ainsi, reprenant (10.37) et (10.38), il vient :

λ(α) ≥ λmoy
1 − η. (10.39)Or, nous savons que µ(α) et λ(α) sont liés par la relation µ(α) = αλ(α), don :

∀α ≤ α0, µ(α) ≥ αλmoy
1 − ηα. (10.40)



10.1 Minoration de µ(α) au premier ordre 10310.1.5 Comportement des veteurs propresRemarquons que lors de la preuve du Théorème 10.1, nous pouvons justi�er, en utilisant les mêmesnotations, le résultat de onvergene suivant :Proposition 10.5. Il existe c telle que la première valeur propre de P T,ρ est simple pour tout ρ, Ttels que 1
ρ +

√

T
ρ ≤ c. Notons uT,ρ1 le premier veteur propre assoié à l'opérateur P T,ρ et umoy,T

1 leveteur propre normalisé assoié à l'opérateur Lmoy,T . Alors, il existe T0 > 0, C tel que pour T ≥ T0et ρ > 0 ave 1
ρ +

√

T
ρ ≤ c :

||Π0(u
T,ρ
1 )− umoy,T

1 ||2L2(0,T ) ≤ C

(

1

ρ
+

√

T

ρ

)

, (10.41)
||uT,ρ1 − umoy,T

1 ||2L2(ΩT ) ≤ C

(

1

ρ
+

√

T

ρ

)

. (10.42)Démonstration : Soit uT,ρ1 un veteur propre normalisé assoié à la première valeur propre pour P T,ρet dé�nissons u0
T,ρ: = Π0(u

T,ρ
1 ) sur ]0, T [. Après une multipliation éventuelle par un nombre omplxe,nous supposons que u0

T,ρ se déompose sous la forme suivante ave a0 ≥ 0 :
u0
T,ρ = α0u

moy,T
1 + ũ0

T,ρ, (10.43)où ũ0
T,ρ est orthogonale à la première fontion propre umoy,T

1 de Lmoy,T . Estimons le produit salaire
〈

Lmoy,Tu0
T,ρ, u

0
T,ρ

〉

L2(]0,T [)
. En utilisant la relation (10.34) et les estimations de haque terme établiesjuste après, il existe une onstante A indépendante de T et de ρ telle que pour T, ρ véri�ant T ≥ 1 et

T
ρ uniformément borné, alors :

〈

Lmoy,Tu0
T,ρ, u

0
T,ρ

〉

L2(]0,T [)
≤ ν(T, ρ)||u0

T,ρ||2L2(]0,T [) +A

√

T

ρ
.Reprenons la relation (10.23) et injetons ette inégalité dans la dernière relation en utilisant ladéomposition de u0

T,ρ pour exprimer la norme, il vient :
〈

Lmoy,Tu0
T,ρ, u

0
T,ρ

〉

L2(]0,T [)
≤ λmoy,T

1 (α2
0 + ||ũ0

T,ρ||2L2(]0,T [)) +A

√

T

ρ
. (10.44)Utilisons le prinipe du min-max et la déomposition de u0

T,ρ pour minorer 〈Lmoy,Tu0
T,ρ, u

0
T,ρ

〉

L2(]0,T [)et notons λmoy,T
2 la deuxième valeur propre de l'opérateur Lmoy,T , alors :

〈

Lmoy,Tu0
T,ρ, u

0
T,ρ

〉

L2(]0,T [)
≥ λmoy,T

1 α2
0 + λmoy,T

2 ||ũ0
T,ρ||2L2(]0,T [). (10.45)Rassemblons les relations (10.44) et (10.45), alors :

(

λmoy,T
2 − λmoy,T

1

)

||ũ0
T,ρ||2L2(]0,T [) ≤ A

√

T

ρ
. (10.46)L'inlusion de domaines permet de minorer λmoy,T

2 par λmoy
2 et en reprenant (10.3), il existe T0 indé-pendant de ρ tel que pour tout T ≥ T0, la relation (10.46) onduit à :

||ũ0
T,ρ||2L2(]0,T [) ≤ Ã

√

T

ρ
, avec Ã =

2A

λmoy
2 − λmoy

1

. (10.47)



104 Minoration de l'état fondamentalCette dernière relation montre que ||ũ0
T,ρ||2L2(]0,T [) tend vers 0 quand ρ tend vers l'in�ni.Par l'hypothèse sur la déomposition de u0

T,ρ, nous avons : α2
0 = ||u0

T,ρ||2L2(]0,T [) − ||ũ0
T,ρ||2L2(0,T ). Re-prenons les relations (10.22) et (10.47), alors :

1− C̃ ′′

ρ
− Ã

√

T

ρ
≤ α2

0 ≤ 1. (10.48)Calulant ||u0
T,ρ − u

moy,T
1 ||2L2(]0,T [), nous déduisons alors (10.41). La déomposition de uT,ρ1 donne :

||uT,ρ1 − umoy,T
1 ||2L2(ΩT ) ≤ 2||Π0(u

T,ρ
1 )− umoy,T

1 ||2L2(ΩT ) + 2||ũT,ρ1 ||2L2(0,T ).Cette relation ouplée ave les estimations (10.41) et (10.21) ahève la preuve de (10.42).Raisonnons par l'absurde et supposons que ν(T, ρ) n'est pas simple, alors il existe un veteur proprenormalisé vT,ρ1 , orthogonal à uT,ρ1 pour la plus petite valeur propre. Nous avons alors :
||vT,ρ1 − uT,ρ1 ||2L2(ΩT ) ≤ 2||vT,ρ1 − umoy,T

1 ||2L2(ΩT ) + 2||uT,ρ1 − umoy,T
1 ||2L2(ΩT ) ≤ C ′

(

1

ρ
+

√

T

ρ

)

.Cei est en ontradition ave le fait que ||vT,ρ1 − uT,ρ1 ||2L2(ΩT ) = 2 dès que C ′
(

1
ρ +

√

T
ρ

)

< 2. �Proposition 10.6. Notons umoy
1 le veteur propre normalisé assoié à la valeur propre λmoy

1 , umoy,T
1le veteur propre normalisé assoié à la valeur propre λmoy,T et ũmoy,T

1 son prolongement par 0 pour
t ≥ T . Alors :

||umoy
1 − ũmoy,T

1 ||L2(R+) = O
(

e
− T

4
√

3

)

pour T → +∞. (10.49)Démonstration : Déomposons la fontion ũmoy,T
1 sous la forme :

ũmoy,T
1 = a0u

moy
1 + v1,où v1 est orthogonale à umoy

1 , alors nous avons :
||ũmoy,T

1 ||2L2(R+) = 1 = a2
0 + ||v1||2L2(R+).En outre,

λmoy,T
1 =

〈

Lmoyũmoy,T
1 , ũmoy,T

1

〉

L2(R+)
≥ a2

0λ
moy
1 + λmoy

2 ||v1||2L2(R+). (10.50)Par onséquent :
(λmoy

2 − λmoy,T
1 )||v1||2L2(R+) ≤ a2

0(λ
moy,T
1 − λmoy

1 ) ≤ λmoy,T
1 − λmoy

1 .Utilisant la Proposition 10.2, nous en déduisons :
(λmoy

2 − λmoy
1 − c̃e−

T
2
√

3 )||v1||2L2(R+) ≤ c̃e
− T

2
√

3 .Or, nous savons que λmoy
2 − λmoy

1 = 2√
3
, don ||v1||2L2(R+) = O

(

e
− T

2
√

3

) et a0 = 1 +O
(

e
− T

2
√

3

) quand
T tend vers l'in�ni. Il su�t maintenant d'érire :

||umoy
1 − ũmoy,T

1 ||2L2(R+) = (1− a0)
2||umoy

1 ||2L2(R+) + ||v1||2L2(R+) = O
(

e
− T

2
√

3

)

.

�Nous ne nous servirons pas des estimations obtenues sur les premières valeurs propres mais re-prendrons les mêmes tehniques pour les seondes valeurs propres.



10.2 Estimation de la seonde valeur propre 10510.2 Estimation de la seonde valeur propreLa majoration du bas du spetre du Chapitre 8 donne l'existene d'une valeur propre ave ledéveloppement limité αµ(n) + O(α2n+3), nous avons en outre montré à la setion préédente que lepremier terme du développement limité de µ(α) était minoré par α√
3
− εα. Si l'éart entre les deuxpremières valeurs propres de Pα est su�samment grand, alors le Théorème spetral 2.3 montrera quele développement limité obtenu par la solution formelle est elui de µ(α). Commençons par donnerun résultat sur la minoration de la deuxième valeur propre et l'éart entre les deux premières valeurspropres :Proposition 10.7. Quand α tend vers 0, le nombre de valeurs propres de l'opérateur PA0,Ωα tendvers l'in�ni. Si nous notons µ(α), µ2(α) les deux premières valeurs propres pour PA0,Ωα et par λmoy

1 ,
λmoy

2 les deux plus petites valeurs propres de Lmoy, alors pour tout ε > 0, il existe α0 telle que pourtout α ∈]0, α0] :
µ2(α) ≥ αλmoy

2 − εα, (10.51)
µ2(α) − µ(α)

α
≥ (λmoy

2 − λmoy
1 )− ε. (10.52)Comme pour la détermination du premier terme du développement limité, nous utilisons plusieursopérateurs.10.2.1 Quelques estimations des deuxièmes valeurs propresRappelons l'expression du seond élément du spetre à l'aide du prinipe du min-max :

λ2(α) = sup
v∈L2(Ω)

inf
u∈VN ,u⊥v

qα(u)

||u||2
L2(Ω)

. (10.53)Les expressions sont similaires pour λT2 (α), λmoy
2 , λmoy,T

2 et ν2(T, ρ). L'indie 2 indique qu'il s'agit dudeuxième élément du spetre. Par inlusion de domaines, nous établissons :
λmoy

2 ≥ λ2(α), (10.54)
λT2 (α) ≥ λ2(α), (10.55)
λmoy,T

2 ≥ λmoy
2 , (10.56)

λmoy,T
2 ≥ ν2(T, ρ), (10.57)
λT2 (α) ≥ ν2

(

T,
1

α2T

)

. (10.58)En utilisant la relation (10.54), le réel λ2(α) peut être majoré par une onstante indépendante de α,e qui implique que µ2(α) = αλ2(α) tend vers 0 ave α don il existe α1 tel que pour tout α ≤ α1,
µ2(α) < Θ0. Cei nous assure que µ2(α) est une valeur propre pour des angles assez petits.10.2.2 Comparaison de ν2 et λ

moy
2Proposition 10.8. Il existe ε0 > 0, α0 > 0 et une onstante c > 0 telles que pour ε ≤ ε0, α ≤ α0 et

T = ε
α :

ν2

(

T,
1

α2T

)

≥ λmoy
2 − cε. (10.59)



106 Minoration de l'état fondamentalDémonstration : Selon la Proposition 10.5 ave ρ = 1
α2T

et T = ε
α , il existe ε0 > 0, α0 > 0 telles quepour ε ≤ ε0, α ≤ α0, ν(T, ρ) est simple.Soit ε ≤ ε0 ; notons T = ε

α pour tout α > 0.Considérons uT1 et uT2 les veteurs propres normalisés assoiés aux valeurs propres ν (T, 1
α2T

) et
ν2

(

T, 1
α2T

) et dé�nissons uT,01 : = Π0u
T
1 , uT,02 : = Π0u

T
2 et ũT1 = uT1 − uT,01 , ũT2 = uT2 − uT,02 . Selonla relation (10.22) ave ρ = 1

α2T = 1
αε , il existe une onstante C ′ indépendante de α et de T telle que :

||ũT1 ||L2(]0,T [) ≤ C ′√ε√α, ||ũT2 ||L2(]0,T [) ≤ C ′√ε√α, (10.60)
1− C ′εα ≤ ||uT,01 ||L2(]0,T [) ≤ 1, 1− C ′εα ≤ ||uT,02 ||L2(]0,T [) ≤ 1. (10.61)Déomposons uT,02 selon la base des veteurs propres de Lmoy,T :

uT,02 = a1u
moy,T
1 + ũT,02 . (10.62)Notons que a2

1 + ||ũT,02 ||2L2(]0,T [) ≤ 1, don |a1| ≤ 1. Évaluons le produit salaire 〈uT,02 , uT,01

〉

L2(]0,T [)
ensahant que 〈uT2 , uT1 〉L2(ΩT )

= 0 :
〈

uT,02 , uT,01

〉

L2(]0,T [)
=

〈

ũT2 , ũ
T
1

〉

L2(ΩT )
−
〈

ũT2 , u
T
1

〉

L2(ΩT )
−
〈

uT2 , ũ
T
1

〉

L2(ΩT )
. (10.63)Utilisons la déomposition de uT,02 , le fait que umoy,T

1 est normalisé et que ũT,02 est orthogonal à umoy,T
1pour donner une autre expression du produit salaire 〈uT,02 , uT,01

〉

L2(]0,T [)
:

〈

uT,02 , uT,01

〉

L2(]0,T [)
= a1 +

〈

a1u
moy,T
1 + ũT,02 , uT,01 − umoy,T

1

〉

L2(]0,T [)
. (10.64)La relation (10.41) préise que ||uT,01 −u

moy,T
1 ||L2(]0,T [) ≤ C̃ε. En outre, les relations (10.60) permettentde majorer ∣∣∣〈ũT2 , uT1 〉L2(ΩT )

∣

∣

∣ et ∣∣∣〈uT2 , ũT1 〉L2(ΩT )

∣

∣

∣ par C ′√ε√α ainsi que ∣∣∣〈ũT2 , ũT1 〉L2(ΩT )

∣

∣

∣ par C ′2εα.Reportons es estimations dans (10.63) et (10.64) en se rappelant que |a1| ≤ 1, alors :
|a1| ≤ 2C̃ε+ 2C ′√ε√α+ C ′2εα. (10.65)Don il existe α1 ≤ α0 et une onstante C1 telle que pour tout α ≤ α1 :

|a1| ≤ C1

√
ε. (10.66)Cette relation signi�e que le veteur uT,02 assoié à ν2

(

T, 1
α2T

) est �presque� orthogonale à umoy,T
1 .En outre, en reprenant (10.61) et (10.66), il existe une onstante Ĉ telle que :

1− Ĉε ≤ ||ũT,02 ||2L2(]0,T [) = ||uT,02 ||2L2(]0,T [) − a2
1 ≤ 1. (10.67)Comme nous l'avons fait pour 〈Lmoy,TuT,01 , uT,01

〉

L2(]0,T [)
, nous enadrons 〈Lmoy,TuT,02 , uT,02

〉

L2(]0,T [)
:

〈

Lmoy,TuT,02 , uT,02

〉

L2(]0,T [)
≤ ν2

(

T,
1

α2T

)

||uT,02 ||2L2(]0,T [) + Cε, (10.68)et aussi :
〈

Lmoy,TuT,02 , uT,02

〉

L2(]0,T [)
≥ a2

1λ
moy,T
1 + λmoy,T

2 ||ũT,02 ||2L2(]0,T [). (10.69)Regroupons les relations (10.68), (10.69) ; utilisons (10.61), (10.66), (10.67), ainsi que (10.56), alors :
ν2

(

T,
1

α2T

)

≥ λmoy
2 − cε. (10.70)

�



10.2 Estimation de la seonde valeur propre 10710.2.3 Comparaison de λ2(α) et λT2 (α)Proposition 10.9. Pour tout ε ∈ ]0, 2√
3

[, il existe α0, δ > 0 et C > 0 tels que pour α ∈]0, α0[ et
T = ε

α :
0 ≤ λT2 (α) − λ2(α) ≤ Ce− δ

α . (10.71)Démonstration : Comme nous l'avons fait pour la première valeur propre, montrons que λ2(α) estprohe de λT2 (α) en utilisant le Théorème spetral 2.3. Reprenons la fontion de tronature préédente
χT . Dé�nissons vTα = χTu2,α et estimons ||(P Tα − λ2(α))vTα ||L2(ΩT ). Soit (t, η) ∈ ΩT , alors :

P Tα v
T
α (t, η) = Pαv

T
α (t, η)

= χTPαu2,α(t, η) + [Pα, χT ]u2,α(t, η)

= λ2(α)vTα (t, η) + (8tDtu2,α − 4(i + tη)u2,α)DtχT (t, η) + 4tu2,αD
2
tχ

T (t, η).Par hypothèse sur χT , il existe une onstante C indépendante de T telle que |DtχT | ≤ C
T et |D2

t χT | ≤
C
T 2 , en outre, les dérivées de χT sont à support dans ]T2 , T [. Le Corollaire 9.6 montre qu'il existe δ > 0et α0 > 0 tels que pour tout α ≤ α0 et T = ε

α :
||u2,α||L2(] T

2
,T [×]− 1

2
, 1
2
[) ≤ e−

δ
α . (10.72)Par onséquent, une intégration par parties permet d'estimer le terme ||tDtu2,αDtχT || :

||(P Tα − λ2(α))vTα ||L2(ΩT ) ≤ Ce−
δ
α . (10.73)De plus, ommme ||vTα ||2L2(ΩT ) ≥ ||uT2,α||2L2(Ω T

2
) = 1 − ||uT2,α||2L2(] T

2
,+∞[×]− 1

2
, 1
2
[)
, en utilisant (10.72), ilexiste une onstante c telle que :

||vTα ||L2(ΩT ) ≥ 1− ce− δ
α . (10.74)Utilisons le Théorème spetral 2.3 et les relations (10.73) et (10.74), il existe alors α1 ≤ α0, uneonstante c̃ et pour T = ε

α , un élément λTk (α) du spetre de P Tα tel que pour tout α ≤ α1 :
|λTk (α) − λ2(α)| ≤ c̃e−

δ
α . (10.75)Montrons que néessairement k ≥ 2 en raisonnant par l'absurde. Supposons don k = 1. Par inlusiondes domaines de forme, nous avons λT1 (α) ≤ λmoy,T

1 , ainsi :
λ2(α) − λmoy,T

1 ≤ c̃e−
δ
α .Mais d'après la relation (10.58), nous déduisons :

ν2

(

T,
1

α2T

)

− λmoy,T
1 ≤ c̃e−

δ
α .L'appliation des Propositions 10.8, 10.2 onduisent à la majoration :

λmoy
2 − λmoy

1 ≤ c̃e−
δ
α +Ce

− T
2
√

3 + cε = c̃e−
δ
α + Ce

− ε
2
√

3α + cε. (10.76)L'estimation de l'éart entre λmoy
1 et λmoy

2 valant 2√
3
montre que (10.76) ne peut avoir lieu dès que

ε < 2√
3
(sinon il existe α2 ≤ α1 tel que pour tout α ≤ α2, c̃e− δ

α + Ce
− ε

2
√

3α + cε < 2√
3
). Don k ≥ 2et alors λTk (α) ≥ λT2 (α). Se souvenant de (10.55), nous aboutissons à (10.71). �



108 Minoration de l'état fondamental10.2.4 Minoration de µ2(α) et de l'éart entre λ2(α) et λ(α)Démontrons maintenant la Proposition 10.7.Soit η > 0. Appliquons la Proposition 10.8 ave ε = η
2c . Alors, reprenant la relation (10.56), il existe

α0 tel que pour tout α ∈]0, α0] et T = ε
α :

ν2

(

T,
1

α2T

)

≥ λmoy
2 − η

2
. (10.77)Ave e hoix de ε, la Proposition 10.9 et la relation (10.58) montrent qu'il existe α1 ≤ α0 tel quepour tout α ∈]0, α1] :

λ2(α) ≥ ν2

(

T,
1

α2T

)

− η

2
. (10.78)Reprenons les minorations (10.77) et (10.78), alors, pour tout α ∈]0, α1] :

λ2(α) ≥ λmoy
2 − η. (10.79)Or λ(α) ≤ λmoy

1 , don nous déduisons :
λ2(α) − λ(α) ≥ (λmoy

2 − λmoy
1 )− η. (10.80)Nous utilisons maintenant ette Proposition 10.7 pour justi�er le développement limité de µ(α) :Théorème 10.10. Soit n un entier positif. Considérons les mj , pour j ≤ n, donnés de manièreréursive par la Proposition 7.1, alors µ(α) admet un développement limité au voisinage de 0 :

µ(α) = α
n
∑

j=0

mjα
2j +On(α2n+3). (10.81)Démonstration : Reprenons la fontion U (n) et le réel µ(n) dé�nis en (8.4) et (8.1). Le Théorème 8.1préise qu'il existe une valeur propre µN (α) de l'opérateur PA0,Ωα telle que :

|µN (α)− αµ(n)| ≤ Cα2n+1. (10.82)Mais si N ≥ 2, alors par dé�nition :
µN (α)− αµ(n) ≥ µ2(α) − αµ(n). (10.83)D'après la Proposition 10.7 et la onstrution de µ(n), hoisissons ε ≤ 1√

3
, il existe alors α1 ≤ α0 telque pour tout α ∈]0, α1] :

µ2(α) ≥ αλmoy
2 − αε

2
, (10.84)

αµ(n) ≤ αλmoy
1 + α

ε

2
. (10.85)Reportons (10.84) et (10.85) dans (10.83), alors, omme λmoy

2 − λmoy
1 = 2√

3
:

µN (α)− αµ(n) ≥ α(λmoy
2 − λmoy

1 )− αε ≥ α√
3
. (10.86)Nous aboutissons alors à une ontradition ave la relation (10.82), don N = 1 et le théorème estjusti�é. �



Chapitre 11Premiers termes du développement limitéde µ(α)Le but de e hapitre est de montrer omment déterminer expliitement les oe�ients du déve-loppement limité à l'aide de Maple qui est partiulièrement adapté pour le alul formel. Ensuite,nous utiliserons les premiers termes du développement limité a�n de onstruire une nouvelle fontiontest normalisée ayant une énergie plus petite et d'obtenir ainsi des informations supplémentaires surla nature du spetre de l'opérateur pour un seteur dont l'angle est ompris entre 0 et π
2 .11.1 Détermination des oe�ients à l'aide de MapleLa Proposition 7.1 donne une expression de tous les oe�ients mj, ũj et u0

j . Selon la Proposi-tion 7.4, nous savons qu'il existe des polyn�mes P̃j et P 0
j tels que ũj = P̃ju0 et u0

j = P 0
j u0. Nouspouvons don en déduire un algorithme pour déterminer P̃j , P 0

j et mj de manière réursive et déduireles expressions de es oe�ients par alul formel résolu par Maple. De ette façon, nous déterminons
P 0

1 , P̃1, m1, . . ., P 0
j , P̃j , mj pour tout j ∈ N.De plus, nous pouvons donner une majoration de l'erreur entre µ(α) et αµ(n)(α) en utilisant U (n) =

n
∑

j=0

α2j(P̃j + P 0
j )u0 omme fontion test, nous dé�nissons ainsi :

en : = α

(

qα(U
(n))

||U (n)||2
L2(Ω0)

− µ(n)(α)

)

, (11.1)nous avons alors la majoration :
µ(α)− αµ(n)(α) ≤ en,∀n ∈ N.Donnons les expressions des premiers termes du développement limité.Au premier ordre, nous avons :

m0 = 1√
3
, P 0

0 (t) = 1, P̃0(t, η) = 0, e0 = 0.Au seond ordre :
m1 = − 23

35
√

3
,

P̃1(t, η) =
2

3
itη3 − 1

6
t2η2 − 2

3
√

3
it2η3 +

1

3
t2η4 − i

2
tη +

1

2
√

3
t2η +

7

720
t2,109
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P 0
1 (t) = −19

42
+

23

70
√

3
t+

11

210
t2 − 2

189
√

3
t3

e1 =
α5
√

3

1155

28161000 + 9252463α2

44100 + 36571α4
.Donnons les expressions des termes au troisième ordre :

m2 =
298

539

√
3,

P 0
2 (t) =

811247

485100
− 31627

32340
√

3
t− 35747

485100
t2 − 10973

436590
√

3
t3

+
7253

1746360
t4 − 17

17325
√

3
t5 +

2

107163
t6,

P̃2(t, η) = t

(

i

56
η +

2

63
η3 − i 2

15
η5

)

+t2
(

3

280
+ i

271

840
√

3
η − 17

84
η2 − i 223

315
√

3
η3 +

4

7
η4 + i

2

3
√

3
η5 − 4

9
η6

)

+t3
(

− 451

21600
√

3
− i 1993

10080
η +

121

315
√

3
η2 + i

2903

7560
η3

− 631

630
√

3
η4 − i11

30
η5 +

28

45
√

3
η6 + i

2

9
η7

)

+t4
(

12547

7257600
+ i

1639

30240
√

3
η − 953

30240
η2 − i 2689

22680
√

3
η3 +

1223

15120
η4

+
13

90
√

3
η5 − 1

18
η6 − 2

21
√

3
η7 +

1

42
η8

)

+t5
(

− 1

9720
√

3
− i

567
η +

1

567
√

3
η2 + i

4

1701
η3 − 2

567
√

3
η4

)

,

e2 = −2084343127α7

165540375
√

3

1− 4345222757204346
259198489558085 α

2 − 12979510475587361
4583720657448240 α

4 + 62074497527760923
11764883020783816α

6

1 + 36571
44100α

4 − 3725864213
662161500 α

6 + 416607365958127
10401232842000 α

8
.Remarquons que les oe�ients en iη des polyn�mes P̃k sont réels omme le prévoyait la Proposi-tion 7.4.L'algorithme permet de poursuivre la détermination de haque oe�ient.11.2 Utilisation des premiers termes du développement limitéEn hoisissant u0 omme fontion test, nous avons montré que µ(α) est une valeur propre pour

α ≤
√

3Θ0. Pour améliorer ette information, nous allons estimer le quotient de Rayleigh de u0+βα2u1ave un hoix partiulier du paramètre β. Selon les aluls préédents et après simpli�ation, nousdéduisons :
α

qα(u0 + βα2u1)

||u0 + βα2u1||2L2(Ω0)

= f(α, β),ave :
f(α, β) =

α

11
√

3

485100 − 318780βα2 + 1206881β2α4

44100 + 36571β2α4
. (11.2)



11.3 Estimations de µ(α) 111Nous hoisissons le paramètre β de façon à minimiser α qα(u0 + βα2u1)

||u0 + βα2u1||2L2(Ω0)

pour α =
√

3Θ0. Nousavons :
f(
√

3Θ0, β) =
Θ0

11

53900 − 106260Θ2
0β + 1206881Θ4

0β
2

4900 + 36571Θ4
0β

2
.Calulons la dérivée selon β, alors :

∂βf(
√

3Θ0, β) =
420Θ3

0

11

−1239700 + 18774000Θ2
0β + 1206881Θ4

0β
2

(4900 + 36571Θ4
0β

2)2
.Nous hoisissons don :

β∗ =
70

Θ2
0

(√
20323683139 − 134100

9252463

)

,qui est bien un minimiseur pour f(
√

3Θ0, β) ar la dérivée seonde de f par rapport à β est positiveen e point (
√

3Θ0, β∗). De manière approhée, β∗ ≃ 0.183.Selon le prinipe du min-max, nous pouvons majorer le bas du spetre par :
µ(α) ≤ f(α, β∗). (11.3)Nous avons prouvé au Théorème 3.15 que le bas du spetre essentiel vaut Θ0, don nous sommesassurés que µ(α) est une valeur propre pour tout angle α tel que :
f(α, β∗) < Θ0. (11.4)

f(α, β∗) est une fration rationnelle en α dont le dénominateur peut être hoisi stritement positif etle numérateur vaut P ( α
Θ0

) où P est le polyn�me :
P (X) = 7022840539X5 − 2340873139

√
3X4 − (14045902200 + 104742

√
20323683139)X3

+(344758438251 + 2413800
√

20323683139)(X −
√

3),Le polyn�me P admet une unique raine réelle, notée r1. Nous déduisons alors que µ(α) est unevaleur propre pour α ∈]0,Θ0r1]. Approximativement, nous estimons que µ(α) est une valeur proprepour α ∈]0, 1.089].Si nous rappelons le Corollaire 4.6, nous voyons que l'intersetion entre les deux intervalles où µ estune valeur propre n'est pas vide et nous en déduisons la �Proposition�1 :Proposition 11.1. Le bas du spetre µ(α) pour la réalisation de Neumann de l'opérateur de Shrödin-ger ave hamp magnétique onstant égal à 1 est une valeur propre pour tout seteur angulaire d'angle
α ∈

]

0, π2
Θ0

µ(π
2 )

].11.3 Estimations de µ(α)Regroupons les di�érentes estimations de µ(α) que nous avons obtenues et représentons-les auxFigures 11.1 et 11.2 :1 Nous mettons des �� pour rappeler qu'il s'agit d'une démonstration dépendant d'un alul numérique dont lapréision n'est pas totalement démontrée.
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Fig. 11.1 � Loalisation de µ(α), 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6
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Fig. 11.2 � Zoom de la loalisation de µ(α),Proposition 3.15 : ∀α ∈]0, 2π[, µ(α) ≤ Θ0, (1)Proposition 6.7 : ∀α ∈]0, 2π[, µ(α) ≤ α√
3
. (2)Relation (4.6) : ∀α ∈]0, π2 [, µ(α) ≤ Θ0

sinα
− cosα

4 sinα
φ(0)4, (3)Relation (4.7) : ∀α ∈]0, π2 [, µ(α) ≤ Θapp

sinα
− cosα

4 sinα
φapp(0)4 +

cosα

sinα
I2, (3)∗ave I =

∫ ∞

0
(x− ζapp)|φapp(t)|2 dt,Relation (5.21) : ∀α ∈]0, π[, µ(α) ≥ Θ0

α

π
, (4)Relation (11.3) : ∀α ∈]0, 2π[, µ(α) ≤ f(α, β∗) ave f(α, β) dé�nie en (11.2), (5)Relation (5.20) : ∀α ∈ [π2 , π], µ(α) ≤ 2α

π
µ
(π

2

)

. (6)Notons (αA, µA), (αB , µB), (αC , µC) et (αC∗ , µC∗) les oordonnées du point d'intersetion de ladroite µ = Θ0 et, respetivement, de la ourbe µ =
α√
3
, µ = f(α, β∗) ave le préédent hoix de β∗,

µ =
Θ0

sinα
− cosα

4 sinα
φ(0)4 et µ =

Θapp

sinα
− cosα

sinα

(

φapp(0)4

4
− I2

)

, pour les estimations numériquesdonnées en (2.122). Nous voyons que αA < αC∗ < αB, e qui permet de visualiser le fait que µ(α) estune valeur propre pour α ∈]0, π2 ].
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Troisième partieModélisation numérique
Pour ompléter les informations obtenues aux deux premières parties sur le bas du spetre del'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique onstant sur un seteur angulaire, nous mettonsen ÷uvre une méthode numérique. Le but de ette partie est de déterminer numériquement µ(α).Le Chapitre 12 est onsaré à l'analyse et à la ritique de trois algorithmes permettant de alulerle bas du spetre de PBA0,Ω pour un domaine Ω borné. Nous proposons tout d'abord un algorithme dereherhe de valeur propre généralisée et onstatons l'ine�aité de la méthode standard onsistant àonstruire les matries de masse et de rigidité du problème omme nous l'expliquons à la Setion 12.3.Considérant les propriétés de l'opérateur PBA0,Ω, nous proposons une nouvelle approhe du problèmenumérique en (12.26) et disutons la pertinene de deux nouveaux algorithmes aux Setions 12.4 et12.5. Ce hapitre permet ainsi de onstruire une méthode robuste pour déterminer numériquement lebas du spetre de PBA0,Ω.Pour ontr�ler l'erreur entre la solution numérique et la solution exate du problème, nous onstrui-sons des estimateurs a posteriori. Cette onstrution est donnée en détail en Annexe A qui fait l'objetd'un artile. Les indiateurs d'erreurs permettent d'adapter une tehnique de ra�nement de maillagesau Chapitre 13. Nous ouplons ainsi la méthode robuste développée à la Setion 12.5 et le ra�nementde maillages a�n d'obtenir les éléments propres ave une bonne préision. Cette tehnique onduit, àla Setion 13.4, à une estimation numérique de µ(α) onordant ave les résultats théoriques obtenuspréédemment. La Setion 13.5 propose des estimations numériques du bas du spetre et de l'étatfondamental pour quelques domaines à bord régulier ou n'ayant qu'un sommet d'angle minimal.Les résultats de ette partie sont annonés dans la note [6℄.





Chapitre 12Analyse numérique du problème12.1 IntrodutionNous avons obtenu des informations sur la loalisation du bas du spetre de l'opérateur de Shrö-dinger à hamp magnétique onstant dans un seteur angulaire. Ces informations sont illustrées auxFigures 11.1 et 11.2. Les deux expressions de la dérivée de µ, données en (5.3) et (5.24), ne sont passu�santes pour préiser sa monotonie. Nous allons don utiliser une méthode numérique pour prévoiret estimer le omportement de µ(α) selon l'angle α.Le Théorème 9.1 a établi que le veteur propre assoié à la valeur propre µ(α) déroit exponen-tiellement ave la distane au oin du seteur angulaire. Pour illustrer ette estimation, nous utilisonsdes outils numériques. Mais, du fait même de la onentration au oin du domaine, un traitementnumérique est assez di�ile et il faut trouver une méthode qui pallie au mauvais onditionnement duproblème.Les outils numériques permettent également de visualiser la loalisation de l'état propre pour desdomaines plus généraux. Dans le as de domaines réguliers, Hel�er-Morame ont montré dans [60℄ quel'état fondamental est loalisé aux points du bord de ourbure maximale. Pour des domaines nonréguliers, il est don naturel de s'intéresser au r�le et à l'in�uene de la présene de oins sur la loa-lisation de l'état fondamental. Nous donnerons des éléments de réponse au Chapitre 15 dans le adrede l'analyse semi-lassique. Il su�t de se référer à la Remarque 3.3 pour voir qu'il est équivalent, dansle as de hamp magnétique onstant, de prendre un paramètre semi-lassique petit ou de onsidérerun hamp magnétique B intense.Hornberger et Smilansky [65, 66℄ traitent de manière numérique la détermination des états exitésà l'aide d'une méthode d'intégrales de bord et peuvent également déterminer les états fondamentaux.Leur tehnique est propre aux domaines réguliers mais pourrait probablement se généraliser à des do-maines non réguliers. Nous proposons d'utiliser la méthode des éléments �nis qui semble plus naturelle.Deux questions retiendront notre attention lors du traitement numérique :� Comment agit la valeur de l'angle α d'un seteur Ωα sur la valeur propre assoiée à l'opérateur
PA0,Ωα ?� Quelle est l'in�uene de plusieurs oins pour la détermination de l'état fondamental ?Pour étudier le omportement de µ(α) selon α, nous allons privilégier la détermination numériquedu bas du spetre de l'opérateur de Shrödinger ave un hamp magnétique onstant sur un seteurangulaire. Le domaine de alul numérique doit être borné. Il faut don tronquer le seteur angulaire.Compte-tenu de l'e�et des oins sur la loalisation de l'état fondamental et sur la valeur de l'énergie,115



116 Analyse numérique du problèmeil faut e�etuer une tronature régulière à l'aide d'une portion de erle de manière à ne pas réerde nouveau point singulier. La Figure 12.1 montre la façon d'approher un seteur par tronature.Nous notons L la longueur du seteur angulaire onsidèré, auquel est reollée une portion de erletangent aux �tés du seteur angulaire. Ave les notations de la Figure 12.1, les points A, B et D ontles mêmes absisses, A et B sont sur les �tés du seteur ave des ordonnées opposées et D est surl'axe des absisse. Alors la longueur L est la distane OD. Nous reollons à ette portion de seteurun erle tangent au seteur en A et B et de entre C situé sur l'axe des absisses. Notons ΩL
α ledomaine obtenu.

L

A

B

Dα CO

Ωα
L

Fig. 12.1 � Tronature du seteur.Le domaine de travail numérique est don le domaine ΩL
α qui tend vers le seteur Ωα quand L tendvers l'in�ni. Si la tronature a lieu trop près de l'origine, 'est-à-dire si L est trop petite, il risque d'yavoir une perte d'information en omparant ave l'état fondamental sur le seteur tout entier. D'aprèsle Théorème 9.1, nous savons que l'état fondamental est loalisé dans l'angle du seteur et déroitexponentiellement en s'éloignant du oin. Par onséquent, une tronature engendre une perte d'infor-mations d'autant plus petite qu'elle est faite loin du oin et ette perte est exponentiellement petiteave L. Nous e�etuons don l'étude sur un seteur d'une longueur �xe et montrerons, en éloignantprogressivement la tronature, e qui revient à augmenter la longueur L, que la di�érene entre lesénergies alulées sur haun de es domaines est de l'ordre de la préision de nos aluls omme lepréise le Tableau 13.8.Dans la suite de e hapitre, après avoir présenté un algorithme de reherhe de valeur propregénéralisée, nous proposons et faisons l'analyse ritique de plusieurs méthodes numériques pour dé-terminer l'état fondamental de l'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique onstant. Grâe àl'invariane de jauge, rappelée à la Proposition 3.1, nous nous restreignons à des hamps de la forme

A = BA0. De plus, Ω est borné, don le domaine de forme de l'opérateur −∇2
BA0

est H1(Ω) et ledomaine de la réalisation de Neumann est :
DNΩ : = {u ∈ H2(Ω)| ν · (∇− iBA0)u|Γ′ = 0}.Nous noterons plus simplement aB,Ω la forme a1,BA0,Ω dé�nie sur H1(Ω) par :
aB,Ω(u, v) =

∫

Ω
(∇− iBA0)u · (∇− iBA0)v dx. (12.1)Considérons T 0

h une triangulation de Ω dont le diamètre de haque élément est majoré par h. Nousnoterons T jh une translation de veteur (j, 0) du maillage T 0
h . Le maillage T jh est ainsi un maillage du



12.2 Reherhe de valeur propre généralisée 117domaine Ω translaté de (j, 0). Nous noterons Pk(Th) ou plus simplement Pk l'espae des éléments �nisde degré k, φi les fontions de base assoiées telles que φi est à support dans l'élément Ti du maillageet ddl le nombre de degrés de liberté.12.2 Reherhe de valeur propre généraliséeComme nous le verrons dans les di�érentes méthodes utilisées, nous aurons besoin de aluler unevaleur propre généralisée. La méthode proposée ii ne semble pas ourante dans la littérature et sebase sur un algorithme de gradient onjugué (f [95℄).Considérons A et M deux matries symétriques dé�nies positives, nous souhaitons déterminer la pluspetite valeur propre généralisée assoiée à A etM ainsi que son veteur propre assoié. Nous herhonsdon le plus petit réel µ et un veteur x tels que :
{

Ax = µMx,
〈Mx,x〉L2(Ω) = 1.

(12.2)Le problème (12.2) revient don à minimiser 〈Ax, x〉L2(Ω) sous la ontrainte 〈Mx,x〉L2(Ω) = 1, ouenore, en utilisant le hangement d'inonnue y = M
1
2x, à déterminer y tel que M− 1

2AM− 1
2 y = µysous la ontrainte ||y|| = 1.Proposition 12.1. Soit x0 un veteur tel que 〈Mx0, x0〉L2(Ω) = 1. Pour tout entier n ≥ 0, nousonsidérons le veteur wn solution du problème de minimisation

min
w|〈Mxn,w〉L2(Ω)=0

〈A(xn + w), xn + w〉L2(Ω) . (12.3)Dé�nissons le veteur
xn+1: =

xn + wn
√

〈M(xn + wn), xn +wn〉L2(Ω)

. (12.4)Alors la suite (xn)n∈N est normalisée pour ma matrie M , son énergie assoiée 〈Axn, xn〉L2(Ω) déroitet onverge vers une valeur propre généralisée µ pour les matries (A,M).Si la valeur propre µ est simple, alors la suite (xn) onverge vers un veteur propre normalisé assoié.Sinon, il existe une sous-suite de (xn) qui onverge vers un veteur propre normalisé pour µ.Démonstration : Soit n ≥ 0. Considérons le veteur wn solution du problème de minimisation (12.3).L'équation d'Euler assoiée au problème (12.3) onduit à la relation
A(xn +wn) = 〈A(xn + wn), xn〉L2(Ω)Mxn. (12.5)Nous déduisons immédiatement que

〈A(xn + wn), wn〉L2(Ω) = 0. (12.6)Montrons que l'énergie assoiée au veteur xn + wn est inférieure à elle de xn. Par l'hypothèsed'orthogonalité sur la fontion wn, nous avons 〈Mxn, wn〉L2(Ω) = 0, don :
〈M(xn +wn), xn + wn〉L2(Ω) = 〈Mxn, xn〉L2(Ω) + 〈Mwn, wn〉L2(Ω) = 1+ 〈Mwn, wn〉L2(Ω) ≥ 1. (12.7)La dé�nition (12.4) de xn+1 et la relation (12.7) mènent ainsi à l'inégalité :
〈Axn+1, xn+1〉L2(Ω) ≤ 〈A(xn + wn), xn + wn〉L2(Ω) = 〈Axn, xn〉L2(Ω) − 〈Awn, wn〉L2(Ω) . (12.8)



118 Analyse numérique du problèmeEn sommant la relation (12.8) et utilisant la déroissane de la suite (〈Axn, xn〉L2(Ω)), nous déduisonsque la série de terme général (〈Awn, wn〉L2(Ω)) onverge, don 〈Awn, wn〉L2(Ω) tend vers 0 quand
n → ∞. Nous onstruisons ainsi une suite de veteurs (xn)n normalisés selon la matrie M et dontl'énergie assoiée déroit. Comme l'énergie est minorée par la plus petite valeur propre généraliséepour (A,M), elle onverge vers un réel E∞ > 0. La suite (xn) est bornée, don nous pouvons extraireune sous-suite qui onverge vers x∞, veteur propre pour la valeur propre E∞, selon (12.5).Si la valeur propre E∞ est simple, montrons que toute la suite onverge vers le veteur propre x∞en raisonnant par l'absurde. D'après la relation (12.5), toute valeur d'adhérene est veteur propregénéralisé pour les matries (A,M), don la suite a au plus deux valeurs d'adhérene. Si la suite (xn)admet deux valeurs d'adhérene, elle en admet au moins une troisième ar xn+1 − xn tend vers 0quand n→∞, e qui ne peut être. Par onséquent, la suite (xn) n'a qu'une seule valeur d'adhéreneet elle onverge vers x∞, veteur propre généralisé pour (A,M). �Préisons la manière de onstruire wn. Dé�nissons le projeteur orthogonal Πn sur (Mxn)

⊥ :
Πn:w 7→ w −

〈Mw,xn〉L2(Ω)

||Mxn||2L2(Ω)

Mxn. (12.9)Par onstrution du projeteur, 〈Πnw,Mxn〉L2(Ω) = 0. L'hypothèse sur wn mène à la relation :
A(xn + wn) = µ̃nMxn ave µ̃n = 〈A(xn + wn), xn + wn〉L2(Ω) . (12.10)Par onséquent, ΠnA(xn+wn) = 0. Comme 〈Mxn, wn〉L2(Ω) = 0, alors Πnwn = wn et nous déduisonsl'expression de wn : ΠnAΠnwn = −ΠnAxn. La matrie ΠnAΠn est symétrique, dé�nie positive sur

(Mxn)
⊥, don nous pouvons déterminer le veteur wn par la méthode du gradient onjugué.Nous avons ainsi onçu un algorithme pour déterminer une valeur propre généralisée. Notons qu'unveteur propre est un point ritique pour l'Algorithme 12.2 mais nous pensons que les erreurs numé-riques permettront à l'algorithme de onverger vers la plus petite valeur propre.Algorithme 12.2 (Reherhe de valeur propre généralisée ).� Donnée d'un nombre d'itérations maximal nmax et d'un seuil de tolérane d'erreur ε.� Initialisation de l'erreur ε0 = 1, du ompteur n = 0, de x0 véri�ant 〈Mx0, x0〉L2(Ω) = 1et de la valeur propre µ0 = 〈Ax0, x0〉L2(Ω).� Tant que le nombre d'itérations n est inférieur à nmax et que l'erreur εn est supérieureà la tolérane ε :1. Constrution de la matrie du projeteur Πn:w 7→ w −

〈Mw,xn〉L2(Ω)

||Mxn||2L2(Ω)

Mxn.(Il est inutile de onstruire omplètement la matrie Πn, il su�t de savoir alulerle produit de la matrie Πn par un veteur.)2. Détermination de wn, solution de ΠnAΠnwn = −ΠnAxn à l'aide d'un algorithmede gradient onjugué ave une préision ε et un nombre d'itérations limité à nmax.3. Constrution de xn+1 =
xn + wn

√

〈M(xn + wn), xn + wn〉L2(Ω)

.4. Calul de l'énergie : µn+1 = 〈Axn+1, xn+1〉L2(Ω).5. Calul de l'erreur : εn+1 = max(|µn − µn+1|, ||xn − xn+1||).6. Inrémentation n = n+ 1.



12.3 Méthode numérique standard 11912.3 Méthode numérique standardLa formulation variationnelle du problème revient à herher (µ, u) ∈ R×H1(Ω) tels que :
µ minimum et ∀v ∈ H1(Ω),











∫

Ω
∇Au · ∇Av dx = µ

∫

Ω
uv dx,

∫

Ω
|u|2 dx = 1.

(12.11)Le problème disret assoié onsiste naturellement à déterminer (µh, uh) ∈ R× Pk(Th) tels que :
µh minimum et ∀vh ∈ Pk(Th),











∫

Ω
∇Auh · ∇Avh dx = µh

∫

Ω
uhvh dx,

∫

Ω
|uh|2 dx = 1.

(12.12)L'idée naturelle, mais naïve omme nous le verrons par la suite, est de onstruire les matries de masseet de rigidité pour le problème (12.12). Rappelons-en le prinipe.Déomposons uh selon les fontions de base (φj)j :
uh =

∑

j

uj φj, (12.13)ave uj ∈ C et uh normalisé. Le problème (12.12) revient à trouver les oe�ients uj et le plus petitréel µh tels que :
∀k,

∑

j

uj

∫

Ω
∇Aφj · ∇Aφk dx = µh

∑

j

uj

∫

Ω
φj φk dx. (12.14)Les matries de masse M et de rigidité A sont déterminées par leurs oe�ients Mj,k et Aj,k quisont des approximations numériques de 〈φj , φk〉L2(Ω) et aB,Ω(φj , φk) (elles-i sont alulées ave desformules de quadrature d'ordre élevé) :

Mj,k ≃
∫

Ω
φjφk dx et Aj,k ≃

∫

Ω
∇Aφj · ∇Aφk dx.Remarque 12.3.� Les matries M et A sont reuses ar les oe�ients Mj,k et Aj,k sont nuls dès que les éléments

Tj et Tk ne sont pas voisins.� Si la formule d'intégration numérique est au moins d'ordre 2k + 2, alors le alul des intégrales
〈φj , φk〉L2(Ω) et aB,Ω(φj , φk) est exat.Pour tout uh ∈ Pk(Th) qui se déompose omme en (12.13) dans la base des (φj)j , nous notons Ule veteur de oordonnées uj. Ave es notations, les matries M et A véri�ent :

∫

Ω
uhvh dx ≃ tVMU ; (12.15)

aB,Ω(uh, vh) ≃ tV AU. (12.16)Par onséquent, le problème ontinu onsistant à :trouver u ∈ H1(Ω) et le plus petit µ ∈ R tels que pour tout v ∈ H1(Ω), aB,Ω(u, v) = µ 〈u, v〉L2(Ω),revient de manière naturelle au problème disret :trouver U ∈ Cddl et le plus petit µh ∈ R tels que pour tout V ∈ Cddl, tV AU = µthVMA.Le problème numérique est don de déterminer les plus petites valeurs propres et veteurs propresgénéralisés de la matrie A pour la matrie M , 'est-à-dire de trouver le plus petit µh ∈ R et U ∈ Cddltels que :
AU = µhMU et tUMU = 1. (12.17)



120 Analyse numérique du problèmeRemarque 12.4. La formulation (12.17) n'est pas invariante par hangement de jauge. En e�et, si uest polynomial par moreaux, alors eiφu, ave φ linéaire, n'est pas polynomial par moreaux don n'esta fortiori pas dans l'espae de disrétisation. Ainsi, le problème disrétisé ne respete pas l'invarianede jauge.L'Algorithme 12.2 permet de déterminer numériquement µh et U véri�ant (12.17).Nous avons établi l'e�et d'une translation sur le veteur propre à la Proposition 3.4. Regardons siette première méthode respete l'e�et d'une translation.Considérons le domaine dérit par la Figure 12.1 ave α = π
3 et L = 3. Un maillage de e domaineest noté T 0

h translaté d'un veteur (1, 0) et (2, 0) a�n d'obtenir les maillages T 1
h et T 2

h du domaine ΩL
αtranslaté de (1, 0) et de (2, 0).Appliquons un hamp magnétique d'intensité B onstante et déterminons numériquement les étatsfondamentaux sur es trois maillages ave une résolution P2, une formule d'intégration d'ordre 5, unepréision de 10−4 pour le gradient onjugué et un nombre d'itérations limité à 400 pour le alul dela valeur propre généralisée.Commençons par appliquer un hamp B = 50 Teslas sur des maillages à 138 éléments. Les résultatssont présentés au Tableau 12.1 et aux Figures 12.2 et 12.3.Maillage à 138 éléments Maillage à 1328 éléments

T 0
h T 1

h T 2
h T 0

h T 1
h T 2

h27.6519 43.7395 51.1149 21.3263 26.7383 47.5876Tab. 12.1 � Énergie assoiée à des maillages translatés, B = 50 Teslas.
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Fig. 12.2 � Modules et parties réelles des états fondamentaux assoiés à des maillages translatés,
B = 50 Teslas, maillage à 138 éléments.Les résultats, présentés à la Figure 12.2 ne sont pas onformes à eux de la Proposition 3.4. Ene�et, les valeurs propres et les modules des états fondamentaux devraient être identiques pour haque



12.3 Méthode numérique standard 121
0

1
2

3
4

5

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

−1
0

1
2

3
4

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

−2
−1

0
1

2
3

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0
1

2
3

4
5

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
−1

0

1

2

3

4

5

−1
0

1
2

3
4

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
−3

−2

−1

0

1

2

3

−2
−1

0
1

2
3

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
−3

−2

−1

0

1

2

3

Fig. 12.3 � Modules et parties réelles des états fondamentaux assoiés à des maillages translatés,
B = 50 Teslas, maillage à 1328 éléments.maillage. Cette divergene s'explique par le fait qu'une translation de veteur t engendre des osilla-tions de la forme B

2 x ∧ t. Un maillage trop grossier empêhe de apter les osillations. Une onditionsur la taille de la disrétisation est d'être inversement proportionnelle à B||t||.La Figure 12.3 présente les résultats sur un maillage à 1328 éléments, ra�né uniformément. Les mo-dules assoiés aux maillages sans translation et ave une translation de veteur (1, 0) sont assez prohes.Par ontre, pour la translation de veteur (2, 0), le terme eiB
2
x∧t est trop grand et les osillations sonttrop importantes. La partie réelle permet de visualiser les osillations à la Figure 12.3.Reprenons les deux maillages préédents mais onsidérons un hamp moins intense B = 10 Teslas.Le Tableau 12.2 et les Figures 12.4 et 12.5 donnent les valeurs propres, les modules et parties réellesdes états fondamentaux sur des maillages translatés.Maillage à 138 éléments Maillage à 1328 éléments

T 0
h T 1

h T 2
h T 0

h T 1
h T 2

h4.3306 4.2551 5.4980 4.1860 4.1810 4.2330Tab. 12.2 � Énergie assoiée à des maillages translatés, B = 10 TeslasLa Figure 12.4 présente les résultats pour le maillage grossier : le même phénomène se produit quepour le maillage �n ave un hamp B = 50 Teslas. Dès que la translation est trop importante, les os-illations sont trop intenses et les résultats sont erronés. Par ontre, sur un maillage �n (Figure 12.5),les modules assoiés à haque maillage translatés sont superposables et les énergies sont omparables.
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Fig. 12.4 � Modules et parties réelles des états fondamentaux assoiés à des maillages translatés,
B = 10 Teslas, maillage à 138 éléments.

0
1

2
3

4
5

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
0

0.5

1

1.5

2

−1
0

1
2

3
4

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
0

0.5

1

1.5

2

−2
−1

0
1

2
3

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
0

0.5

1

1.5

2

0
1

2
3

4
5

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

−1
0

1
2

3
4

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

−2
−1

0
1

2
3

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Fig. 12.5 � Modules et parties réelles des états fondamentaux assoiés à des maillages translatés,
B = 10 Teslas, maillage à 1328 éléments.



12.3 Méthode numérique standard 123Prenons un hamp intermédiaire B = 30 Teslas. Les résultats sont présentés au Tableau 12.3 etaux Figures 12.6 et 12.7. Le omportement osillant est nettement visible.Maillage à 138 éléments Maillage à 1328 éléments
T 0
h T 1

h T 2
h T 0

h T 1
h T 2

h14.3868 18.1965 30.2870 12.6555 12.9483 20.3891Tab. 12.3 � Énergie assoiée à des maillages translatés, B = 30 Teslas.
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Fig. 12.6 � Modules et parties réelles des états fondamentaux assoiés à des maillages translatés,
B = 30 Teslas, maillage à 138 éléments.
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Fig. 12.7 � Modules et parties réelles des états fondamentaux assoiés à des maillages translatés,
B = 30 Teslas, maillages à 1328 éléments.



124 Analyse numérique du problèmeDonnons rapidement des résultats similaires pour un triangle. Le Tableau 12.4 donne les énergieset les Figures 12.8 et 12.9 permettent de visualiser le module de l'état fondamental.Maillage à 163 éléments Maillage à 1583 éléments
B T 0

h T 1
h T 2

h T 0
h T 1

h T 2
h10 2.0570 2.0424 2.0681 2.0414 2.0412 2.041550 25.7975 15.0563 12.5649 21.6893 12.1225 12.0221Tab. 12.4 � Énergie assoiée à des maillages translatés
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Fig. 12.8 � Modules et parties réelles des états propres sur des domaines translatés, B = 10 Teslas.
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Fig. 12.9 � Modules et parties réelles des états propres sur des domaines translatés, B = 50 Teslas.



12.4 Une approhe di�érente du problème 125Si le hamp n'est pas trop intense, l'algorithme permet de apter les osillations (f Figure 12.8).Par ontre, pour un hamp plus intense, B = 50 Teslas, le résultat est aeptable quand le plus petitangle est prohe de l'origine ar dans e as, le terme B
2 x ∧ t est petit. Dès que le plus petit angledu domaine, où l'état devrait se onentrer, est trop éloigné de l'origine, e qui est le as du maillage

T 0
h où le plus petit angle a pour oordonnées (2, 0), alors le terme B

2 x ∧ t devient onséquent et si lemaillage n'est pas assez �n, les osillations ne sont plus aptées et les résultats sont erronés.Cette méthode n'est don pas aeptable ar elle ne respete pas les hangements de jauge ni lesinvarianes de translation. La solution sur les maillages translatés n'est pas la solution translatée dumaillage initial. De plus, il est néessaire d'avoir un maillage d'une �nesse inversement proportionnelleà l'intensité du hamp magnétique, e qui interdit tout ra�nement loalisé. Or il semble que l'étatfondamental soit loalisé dans l'angle du seteur et il serait beauoup plus avantageux de trouver uneméthode qui soit invariante par translation et ompatible ave un ra�nement loalisé.Nous allons don herher une approhe du problème qui onserve l'invariane du bas du spetrepar translation du domaine.Comme la phase joue un r�le déterminant lors d'un hangement de jauge ou d'une translation,nous herhons une nouvelle formulation du problème en prenant la phase omme inonnue.12.4 Une approhe di�érente du problèmeNous avons vu que la méthode standard ne permettait pas de déterminer le veteur propre arune translation de domaine engendre des osillations qui néessitent un maillage partiulièrement �npour les apter, nous herhons une nouvelle formulation en privilégiant la phase. Il est don naturelde déomposer les fontions u ∈ H1(Ω) sous la forme :
∀x ∈ Ω, u(x) = ρ(x)eiθ(x). (12.18)Supposons que nous pouvons érire u sous la forme (12.18) ave ρ ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω) et θ ∈ H1(Ω),alors, par hangement de jauge (f Proposition 3.1) :

∫

Ω
|(∇− iBA0)u|2 dx =

∫

Ω
|(∇− i(BA0 −∇θ))ρ|2 dx =

∫

Ω
|∇ρ|2 + |(BA0 −∇θ)ρ|2 dx. (12.19)Dé�nissons l'opérateur P θBA0,Ω

par :
P θBA0,Ωρ = −∇2ρ+ |BA0 −∇θ|2ρ. (12.20)Il vient alors :

PBA0,Ω(ρeiθ) = eiθP θBA0,Ωρ. (12.21)Par onséquent, u = ρeiθ est un veteur propre de phase θ pour l'opérateur PBA0,Ω si et seulement si
ρ est un veteur propre réel pour l'opérateur P θBA0,Ω

.Le problème revient don à déterminer le minimum :
inf

θ∈H1(Ω),ρ∈H1(Ω)∩L∞(Ω),ρ6=0

∫

Ω
(|∇ρ|2 + ρ2|BA0 −∇θ|2) dx

∫

Ω
|ρ|2 dx

. (12.22)



126 Analyse numérique du problèmeRemarque 12.5. Montrons que si Ω est régulier et si le module ρ du premier veteur propre de
PBA0,Ω est minoré uniformément par une onstante stritement positive, alors le problème de minimi-sation (12.22) est équivalent à elui posé par le Prinipe du min-max 2.2. Il s'agit don de omparer
µ(B,Ω) et µ̃(B,Ω) dé�nis par :

µ̃(B,Ω) := inf
θ∈H1(Ω),ρ∈H1(Ω)∩L∞(Ω),ρ6=0

∫

Ω
(|∇ρ|2 + ρ2|BA0 −∇θ|2) dx

∫

Ω
|ρ|2 dx

(12.23)
µ(B,Ω) := inf

u∈H1(Ω),u 6=0

∫

Ω
|(∇− iBA0)u|2 dx
∫

Ω
|u|2 dx

. (12.24)Dès que ρ ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω) et θ ∈ H1(Ω), alors ρeiθ ∈ H1(Ω), don de manière évidente :
µ(B,Ω) ≤ µ̃(B,Ω). (12.25)Ainsi, la formulation (12.22) donne une majoration du bas du spetre µ(B,Ω).Notons u ∈ H1(Ω) un veteur propre normalisé tel que ∫

Ω
|(∇ − iBA0)u|2 dx = µ(B,Ω). Alors

u ∈ D(PBA0,Ω) ⊂ H2(Ω), don u ∈ L∞(Ω).Supposons que |u| soit minoré uniformément par ρ0 > 0. Montrons que u
|u| ∈ H1(Ω). Pour ela,alulons ∇u à l'aide ∇ u

|u| :
∇u = ∇

(

u

|u| |u|
)

= |u|∇ u

|u| +
u

|u|∇|u|.D'où, en remarquant que Re
(

u
|u|∇ u

|u|

)

= 0 :
|∇u|2 = |u|2

∣

∣

∣

∣

∇ u

|u|

∣

∣

∣

∣

2

+ |∇|u||2 ≥ ρ2
0

∣

∣

∣

∣

∇ u

|u|

∣

∣

∣

∣

2

.Nous avons don montré que si u ∈ H1(Ω) est minoré uniformément par ρ0 > 0, alors u
|u| ∈ H1(Ω).D'après les travaux de Bethuel-Zheng [18℄, Bourgain-Brézis-Mironesu [30, 29, 31℄, il existe φ ∈ H1(Ω)tel que u = |u|eiφ. Don le veteur propre s'érit sous la forme (12.18) et alors :

µ(B,Ω) = µ̃(B,Ω).Reprenons les aluls préédents, nous avons ainsi montré que si le module du veteur propre est minoréuniformément par une onstante stritement positive et si le domaine est régulier, alors la formula-tion (12.22) est équivalente au problème de minimisation inf
u∈H1(Ω),u 6=0

∫

Ω
|(∇− iBA0)u|2 dx
∫

Ω
|u|2 dx

.Bien que l'égalité µ(B,Ω) = µ̃(B,Ω) ne soit pas totalement justi�ée, nous utilisons la nouvelleapprohe du problème et nous onentrons sur la formulation disrète (12.26) dérivant naturellementde (12.22) :
inf

(ρ,θ)∈Pk(Th),ρ6=0

∫

Ω
(|∇ρ|2 + ρ2|BA0 −∇θ|2) dx

∫

Ω
|ρ|2 dx

. (12.26)



12.4 Une approhe di�érente du problème 127Nous montrerons la performane et la robustesse de ette nouvelle formulation (12.26) a�n devalider e hoix.La Setion 3.1 propose quelques propriétés élémentaires de bas du spetre de l'opérateur PBA0,Ωnotamment les e�ets de hangements de jauge ou de translations de domaine. Il semble don pertinentde hoisir une méthode numérique qui respete es propriétés, la formulation (12.26) présente donun premier avantage important omme le souligne la proposition suivante.Proposition 12.6. La formulation (12.26) est invariante par hangement de jauge si la jauge estdans l'espae de disrétisation de la phase. Elle est de plus invariante par translation ou rotation dudomaine pour toute disrétisation ontenant les fontions linéaires.Démonstration :1. Justi�ons l'invariane de jauge pour toute jauge dans l'espae de disrétisation de la phase.En e�et, si nous onsidérons un potentiel magnétique de la forme BA0 +∇φ ave φ ∈ Pk(Th),la Proposition 3.1 montre que le veteur assoié à l'opérateur PBA0+∇φ,Ω est uφ: = eiφu où
u est l'état fondamental assoié à l'opérateur PBA0,Ω. La formulation (12.26) ne voit pas leshangements de jauge au sens où nous avons :

(BA0 +∇φ)−∇(θ + φ) = BA0 −∇φ.2. La formulation (12.26) est invariante par rotation du domaine. La Proposition 3.5 mentionnequ'une rotation d'angle α du domaine Ω laisse le spetre invariant et u = ρeiθ est un veteurpropre pour le domaine initial si et seulement si uα: = ρei(θ−α) est un veteur propre sur ledomaine après rotation d'angle α. Or ∇(θ − α) = ∇θ, don la formulation (12.26) ne voit pasles rotations de domaines.3. Si la disrétisation des phases θ ontient les fontions linéaires, alors la formulation (12.26) estinvariante par translation. En e�et, la Proposition 3.4 annone que u est un veteur proprepour l'opérateur PBA0,Ω si et seulement si v:x 7→ ei
B
2
x∧tu(x − t) est un veteur propre pourl'opérateur PBA0,Ωt où Ωt est le domaine déduit de Ω par translation de veteur t. Or :

∇
(

B

2
x ∧ t+ θ

)

=
B

2

(

t2
−t1

)

+∇θ.Don si la disrétisation en θ ontient les fontions linéaires, 'est-à-dire si k ≥ 1, le problèmede minimisation (12.26) est invariant par translation ar :
inf

θ∈Pk(Th)

∫

Ω
|BA0 −∇θ|2 dx = inf

θ∈Pk(Th)

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

BA0 −∇
(

B

2
x ∧ t+ θ

)∣

∣

∣

∣

2

dx.

�Remarque 12.7. Supposons que l'état fondamental u s'annule et que ses zéros sont isolés, notés
(xi)i=1,...,N , ei engendre des problèmes de détermination de la phase. Dans e as :

rot (BA0 −∇θ) = B + 2π

N
∑

i=1

diδxi ,où di ∈ Z est le degré de la singularité.Le problème devient beauoup plus di�ile numériquement et nous ne le traiterons pas.Toutefois, à la vue de la onstrution du quasi-mode sur un seteur angulaire Ωα pour α petit que nousavons faite à la Proposition 7.1, il semble raisonnable de penser que le veteur propre ne s'annule pasdans un petit voisinage du sommet.



128 Analyse numérique du problèmeDéduisons-en alors un algorithme pour aluler l'état fondamental.Algorithme 12.8.Initialisation :1. Assemblage des matries de masse M et de rigidité A assoiées au maillage Th dudomaine et à l'opérateur PBA0,Ω.2. Détermination de la plus petite valeur propre généralisée et de son veteur propreassoiés aux matries (A,M) à l'aide de l'Algorithme 12.2.3. Calul du module du premier veteur propre, noté ρ.Itération :1. Détermination de la phase θ du premier veteur propre par minimisation de la fon-tionnelle Jρ, ρ étant onnu, ave Jρ dé�nie par :
Jρ(θ) = ||ρ∇θ||2L2(Ω) − 2B

∫

Ω
ρ2A0 · ∇θ dx. (12.27)2. Constrution du nouvel opérateur P θBA0,Ω

par le biais de sa matrie de rigidité Aθ.Calul des éléments propres généralisés assoiés à (M,Aθ).Critère d'arrêt :Réitération ave le nouveau ouple (ρ, θ) jusqu'à e que la phase ou la valeur propre soitdéterminée ave la préision requise.Présentons les résultats de et algorithme sur les maillages préédents. Appliquons un hamp ma-gnétique de 10 Teslas et déterminons numériquement l'état fondamental à l'aide de l'Algorithme 12.8ave une formule d'intégration d'ordre 5, une approximation P2(Th), une préision de 10−6 pour legradient onjugué, un nombre d'itérations limité à 800 pour le gradient onjugué et l'Algorithme dereherhe de valeur propre généralisée 12.2 et une préision de 10−3 pour la valeur propre.Le Tableau 12.5 donne les valeurs propres estimées pour deux maillages de tailles di�érentes etsur des maillages translatés. Les Figures 12.10 et 12.12 présentent à la première olonne les résultatspour le maillage initial T 0
h , à la deuxième olonne les résultats pour le maillage T 1

h translaté d'unveteur (1, 0) du maillage T 0
h et la troisième olonne pour le maillage T 2

h translaté de (2, 0). Les lignesde es �gures illustrent respetivement le module et la phase de l'état fondamental alulés à l'aidede l'Algorithme 12.8 ainsi que l'évolution de l'énergie selon le nombre d'itérations.Maillage à 138 éléments Maillage à 1328 éléments
T 0
h T 1

h T 2
h T 0

h T 1
h T 2

h4.2116 4.2120 4.2143 4.2208 4.2163 4.2269Tab. 12.5 � Énergie estimée sur des maillages translatés, B = 10 Teslas.Analysons davantage les résultats obtenus pour le maillage T 2
h translaté de (2, 0) pour le maillageà 138 éléments (f Figure 12.10). L'énergie est plus lente à onverger ar le veteur propre était initia-lement loalisé au entre du domaine et pour minimiser l'énergie, il s'est onentré au sommet. Ceiannone un premier défaut de l'algorithme dû à la di�ulté pour l'état de se onentrer au sommet.
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Fig. 12.10 � États propres sur des maillages translatés, B = 10 Teslas, maillage à 138 éléments.
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Fig. 12.11 � Di�érene de phases pour les états propres assoiés à des maillages translatés, B = 10Teslas, maillage à 138 éléments.En e�et, la première étape de l'Algorithme 12.8 revient juste à appliquer la méthode standard dériteà la Setion 12.3. Or nous avons vu son ine�aité pour des hamps magnétiques trop intenses. Paronséquent, et algorithme risque d'être oûteux en temps a�n de déloaliser l'état de son endroit ini-tial si ette loalisation ne permet pas de minimiser l'énergie. Nous avons toujours le problème initialde la mauvaise détermination de l'état propre lorsque la phase est trop osillante. Cette di�ulté estvisible au niveau de la phase qui reste assez mal déterminée et l'e�et de la translation sur la phase n'estpas nettement visible. La Figure 12.11 donne la di�érene de phases entre elles assoiées au maillage



130 Analyse numérique du problèmenon translaté et au maillage translaté respetivement de (1, 0) et de (2, 0) mais la mauvaise préisionde la phase ne permet pas d'y visualiser les résultats de la Proposition 3.4 qui préise qu'en e�etuantune translation de veteur t du domaine, la di�érene de phase entre les états fondamentaux vautexatement B
2 x∧ t. Ainsi, si B = 10 et t = (1, 0), alors B

2 x∧ t = −5x2 et si t = (2, 0), B2 x∧ t = −10x2.La di�érene de phase est don onstante selon les absisses et linéaire selon les ordonnées.Présentons les résultats sur un maillage à 1328 éléments au Tableau 12.5 et Figure 12.12 et 12.13.
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Fig. 12.12 � États propres sur des maillages translatés, B = 10 Teslas, maillage à 1328 éléments.
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Fig. 12.13 � Di�érene de phases des états propres, B = 10 Teslas, maillage à 1328 éléments.



12.4 Une approhe di�érente du problème 131La onvergene est beauoup plus lente et l'énergie alulée plus élevée. Cela s'explique simplementpar le fait que les algorithmes de gradient onjugué n'ont pas onvergé ave le nombre d'itérationslimité. La Figure 12.13 donne la di�érene de phase omme préédemment.Toutefois, les résultats sont meilleurs que eux obtenus par la méthode standard omme le montrela omparaison des résultats du Tableau 12.2 et des Figures 12.4, 12.5 ave eux du Tableau 12.5 etdes Figures 12.10, 12.12. Le module de l'état fondamental est presque le même sur les trois maillagestranslatés ave la même énergie pour ette nouvelle méthode alors que les résultats divergeaient déjàbeauoup par la méthode standard de la Setion 12.3.Appliquons un hamp magnétique plus intense B = 30 Teslas et présentons les résultats au Ta-bleau 12.6 et Figure 12.14.
T 0
h T 1

h T 2
h12.9934 12.9952 12.9989Tab. 12.6 � Énergie assoiée à des maillages à 138 éléments translatés, B = 30 Teslas.
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Fig. 12.14 � États propres sur des maillages translatés, B = 30 Teslas, maillage à 138 éléments.



132 Analyse numérique du problèmeLa di�ulté de onvergene de l'énergie apparaît dès la translation de veteur (1, 0). La Figure 12.15donne la di�érene de phases entre elles assoiées au maillage non translaté et au maillage respeti-vement translaté de (1, 0) et (2, 0).
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Fig. 12.15 � Di�érene de phases pour les états propres assoiés à des maillages translatés, B = 30Teslas, maillage à 138 éléments.Si nous augmentons davantage le hamp magnétique, l'algorithme ne onverge plus ar, reprenantl'expression (12.27) de la fontionnelle Jρ, nous avons Jρ(θ) = ||ρ∇θ||2L2(Ω)− 2B
∫

Ω ρ
2A0 · ∇θ dx. Or sile hamp magnétique est intense, la loalisation dans le seteur est plus aentuée (f Théorème 9.1)don ρ déroit exponentiellement vite en s'éloignant du oin. Cei explique pourquoi la phase restemal déterminée. Le problème semble mal onditionné et il faut envisager un préonditionnement.Donnons l'exemple du triangle sur lequel l'e�et de la translation est beauoup plus visible. Com-mençons par appliquer un hamp B = 10 Teslas. Les illustrations du alul numérique sont donnéesà la Figure 12.16. Le alul numérique donne la même valeur µh = 2.0414 sur les trois maillagestranslatés. Visualisons l'e�et de la translation à la Figure 12.17. Les �gures représentent la di�érenede phases entre les maillages maillages T 0

h et T 1
h puis T 0

h et T 2
h .La Figure 12.17 montre que haque di�érene est onstante selon des absisses et linéaire selon lesordonnées. Notons θ0, θ1 et θ2 les phases assoiées aux états propres alulés respetivement sur lemaillage initial T 0

h , le maillage T 1
h translaté de (1, 0) et le maillage T 2

h translaté de (2, 0).La Proposition 3.4 montre que la di�érene de phase vaut exatement −B
2 x∧t. Or le hamp magnétique

B est de 10 Teslas don :
∂x1(θ0 − θ1) = 0, ∂x2(θ0 − θ1) = 5, (12.28)
∂x1(θ0 − θ2) = 0, ∂x2(θ0 − θ2) = 10. (12.29)Nous retrouvons es valeurs théoriques sur les aluls numériques et représentation des di�érenes dephase de la Figure 12.17.
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Fig. 12.16 � Modules, arguments du premier veteur propre et onvergene de la valeur propre, B = 10Teslas, maillage à 138 éléments.
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T 0
h T 1

h T 2
h7.2729 7.2730 7.2734Tab. 12.7 � Énergie assoiée sur des maillages à 1583 éléments translatés, B = 30 Teslas.
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Fig. 12.18 � Modules, arguments du premier veteur propre et onvergene de la valeur propre, B = 30Teslas, maillage à 1583 éléments.
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Fig. 12.19 � Di�érenes de phases des états propres alulés sur des maillages translatés, B = 30Teslas, maillage à 1583 éléments.



12.5 Une méthode plus robuste 135Si nous souhaitons une préision plus importante sur la phase, le problème devient très mal ondi-tionné et l'algorithme ne onverge plus.Proposons une ritique de l'algorithme. Lorsque l'intensité du hamp magnétique augmente, lemodule du veteur propre devient de plus en plus petit à l'intérieur du domaine. Pour déterminer laphase θ, nous minimisons la fontionnelle Jρ(θ) =

∫

Ω
ρ2(|∇θ|2 − 2BA0 · ∇θ) dx. Mais si le module ρdevient trop petit, la phase ne peut plus être déterminée par minimisation. Le problème persiste avepréonditionnement.Cette méthode n'est don pas assez satisfaisante. Remarquons que nous sommes intéressés parla valeur de l'énergie et la loalisation du module. Nous n'avons don pas besoin de onnaître avepréision la phase et nous allons aborder le problème de minimisation (12.26) di�éremment.12.5 Une méthode plus robusteLa plus grosse di�ulté est de déterminer la phase une fois déterminé le module qui est, omme nousl'avons vu, très petit à l'intérieur du domaine. Reprenons la formulation (12.26). Nous faisons donle heminement inverse de l'Algorithme 12.8. Nous initialisons le alul de la phase θ du problème deminimisation Jρ(θ) à partir d'un module ρ aléatoire. Cei engendre une première phase θ très régulière.Ensuite, nous déterminons le veteur propre ρ assoié à l'opérateur P θBA0,Ω

. À l'aide de e nouveau
ρ, nous résolvons le problème de minimisation de Jρ(θ). Le gros avantage est que quand le module ρest petit, il n'y a pas de problème de détermination de phase ar elle a été déterminée lors de l'étaped'initialisation. En fait, la minimisation de la phase va essentiellement s'e�etuer aux degrés de libertéoù ρ n'est pas trop petit omme nous l'expliquerons par la suite.Algorithme 12.9.1. Calul de la matrie de masse M .2. Choix initial d'un veteur ρ normalisé et d'un veteur θ.3. Détermination de θ qui minimise, à l'aide d'une méthode de gradient onjugué, lafontionnelle :

Jρ(θ) =

∫

Ω
ρ2(|∇θ|2 − 2BA0 · ∇θ) dx.4. Calul, d'après la relation (12.19), de l'énergie assoiée à la fontion ρeiθ :

µh =

∫

Ω
|∇ρ|2 + |(BA0 −∇θ)ρ|2 dx.5. Détermination de (µh, ρ), état fondamental pour P θBA0,Ω

= −∇2 + (BA0 −∇θ)2.6. Réitération ave le nouveau ouple (ρ, θ) jusqu'à e que l'énergie µh onverge.Reprenons les mêmes exemples que préédemment. Appliquons un hamp B = 10 Teslas auseteur angulaire maillé grossièrement ave 138 éléments puis plus �nement ave 1328 éléments. Nouse�etuons une approximation P2(Th) ave une formule d'intégration d'ordre 5, en prenant ommeritére d'arrêt un éart entre deux valeurs propres onséutives inférieur à 10−4.



136 Analyse numérique du problèmeMaillage à 138 éléments Maillage à 1328 éléments
T 0
h T 1

h T 2
h T 0

h T 1
h T 2

h4.2137 4.2153 4.2149 4.2144 4.2238 4.2166Tab. 12.8 � Énergies pour des maillages translatés, B = 10 Teslas.
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Fig. 12.20 � Phases, modules du veteur propre, onvergene de la valeur propre et di�érene dephases sur des maillages translatés, B = 10 Teslas.
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Fig. 12.21 � Phases, modules du veteur propre, onvergene de la valeur propre et di�érene dephases sur des maillages translatés, B = 10 Teslas.Notons (ρk, θk, µ
k
h)k=0,1,2 le module, l'argument et la valeur propre alulés sur le maillage T kh .Les résultats numériques assoiés à haque maillage sont rapportés au Tableau 12.8 qui donne lesestimations d'énergies (µkh). Les Figures 12.20 et 12.21 représentent les phases (θk)k et modules (ρk)kdes veteurs propres alulés ainsi que la onvergene de la valeur propre en fontion des itérations.La dernière ligne illustre les di�érenes de phases respetives θ0 − θ1 et θ0 − θ2.Expliquons en détail e que produit l'Algorithme 12.9 au ours des itérations.À la première itération, nous alulons une phase très régulière et omme nous avons initialisé unevaleur aléatoire de ρ, il n'y a pas de problème de détermination de la phase par minimisation de lafontionnelle Jρ. Ce premier alul est don aussi préis que voulu.Nous alulons ensuite l'état fondamental ρ assoié à l'opérateur P θBA0,Ω

à l'aide de l'Algorithme 12.2.



138 Analyse numérique du problèmeNous déterminons à nouveau θ par la minimisation de la fontionnelle Jρ. Nous appliquons uneméthode de gradient onjugué en initialisant θ à la phase θ alulée préédemment. La ontributiondans la fontionnelle Jρ(θ) des endroits où ρ est très petit est elle même très petite, don il n'y a pasde problème de minimisation dans ette partie du domaine. En e�et, si nous notons Ωε la zone où
ρ < ε, alors :

Jρ(θ) =

∫

Ω
ρ2(|∇θ|2 − 2BA0 · ∇θ) dx =

∫

Ω\Ωε

ρ2(|∇θ|2 − 2BA0 · ∇θ) dx+O(ε2). (12.30)Autrement dit, la phase θ reste quasiment onstante aux endroits où le module ρ est très petit. Seulesinterviennent les zones où le module n'est pas négligeable. Le problème de minimisation se réduit àes zones Ω\Ωε. Par onséquent, seules les valeurs de la phase θ dont les oordonnées sont dans Ω\Ωεvont être modi�ées de façon à réaliser le minimum. C'est pourquoi, au �l des itérations, les valeursde la phase restent onstantes loin du oin et se �tordent� au niveau de l'angle de façon à minimiser Jρ.Il est important de noter que la phase peut être très osillantes dans la région où ρ est petit, eine posera pas de problème pour la détermination du module. Seule la détermination de la phase dansla région où le module est loalisé doit être préise.Les représentations des di�érenes de phases des Figures 12.20 et 12.21 illustrent vaguement leterme −B
2 x∧ t. Pour la translation (1, 0), e terme vaut 5x2 et pour la translation (2, 0), il vaut 10x2.Nous montrerons les résultats sur un domaine triangulaire où l'e�et d'une translation est nettementplus visible.Les valeurs propres µkh sont très prohes l'une de l'autre. Toutefois les valeurs propres alulées sur lemaillage plus �n sont parfois plus élevées pare que l'algorithme du gradient onjugué utilisé à deuxreprises pour la minimisation de la fontionnelle Jρ et le alul de la valeur propre généralisée n'a pasonvergé ave le nombre d'itérations donné.Augmentons le hamp magnétique à B = 30, B = 50 et B = 100 Teslas. Notons que les méthodespréédentes montraient déjà leurs limites pour B = 30 Teslas. Les résultats numériques sont déritsau Tableau 12.9 et aux Figures 12.22, 12.23, 12.24, 12.25, 12.26 et 12.27 ave les mêmes onventionsque préédemment pour B = 10 Teslas. Nous ne représentons plus la onvergene de la valeur propreni la di�érene des phases.Maillage à 138 éléments Maillage à 1328 éléments

B T 0
h T 1

h T 2
h T 0

h T 1
h T 2

h30 12.9965 12.9964 12.9954 12.6075 12.6084 12.609250 22.6233 22.6232 22.6233 21.0096 21.0101 21.0107100 49.1604 49.1604 49.1605 42.1852 42.1857 42.1858Tab. 12.9 � Énergies pour des maillages translatés.Les di�érenes entre les valeurs propres estimées sur un maillage grossier et un maillage �n ontdeux expliations :� Les valeurs propres sur le maillage �n sont plus élevées lorsque le gradient onjugué n'a pasonvergé pour le nombre d'itérations donné.� Les valeurs propres sur le maillage grossier deviennent très largement supérieures aux valeurspropres alulées sur le maillage �n quand le hamp magnétique B augmente ar la taille dumaillage est trop importante pour ontenir toutes les informations que des loalisations aussipontuelles requièrent. Toutefois, les valeurs propres restent onordantes en omparant les



12.5 Une méthode plus robuste 139résultats sur des maillages translatés de même taille e qui renfore l'idée que la di�érened'estimation entre maillage �n et large est uniquement due à la perte d'information provenantde la taille du maillage.
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Fig. 12.22 � Arguments et modules du veteur propre sur des maillages translatés, B = 30 Teslas.
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Fig. 12.23 � Arguments et modules du veteur propre sur des maillages translatés, B = 30 Teslas.
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Fig. 12.24 � Arguments et modules du veteur propre sur des maillages translatés, B = 50 Teslas.
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Fig. 12.25 � Arguments, modules du veteur propre sur des maillages translatés, B = 50 Teslas.
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Fig. 12.26 � Arguments et modules du veteur propre sur des maillages translatés, B = 100 Teslas.
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Fig. 12.27 � Arguments et modules du veteur propre sur des maillages translatés, B = 100 Teslas.



142 Analyse numérique du problèmeNotons qu'en augmentant le hamp magnétique, l'état fondamental se loalise de plus en plus vitedans le oin du seteur omme le prévoit la théorie. Cette méthode est don beauoup plus robusteque les préédentes pour lesquelles les résultats n'étaient plus ohérents dès B = 50 Teslas.Reprenons l'exemple du triangle. Considérons uniquement le maillage à 163 éléments. Nous ap-pliquons des hamps B = 10, 30, 50, 100 et 1000 Teslas. Les estimations d'énergies sont regroupéesau Tableau 12.10. Pour haque hamp magnétique, nous notons enore (ρk, θk, µ
k
h)k=0,1,2 le module,l'argument et la valeur propre alulés sur les maillages T kh . Les Figures 12.28, 12.29, 12.30 et 12.31illustrent les résultats pour les hamps respetifs B = 10, 50, 100 et 1000 Teslas. La première lignerepresente respetivement θ0, θ1, θ2, la deuxième ρ0, ρ1, ρ2 et la troisième donne les di�érenes dephases θ0 − θ1 et θ0 − θ2. L'e�et de la translation du domaine sur la di�érene de phases des étatspropres alulées sur haque domaine est bien mis en évidene. Comme le préise la Proposition 3.4,la di�érene de phase vaut B

2 x ∧ t. Ainsi, les translations (1, 0) et (2, 0) engendrent une di�érene dephases onstantes selon les absisses et linéaires selon les ordonnées ave une pente de B
2 t1 où t1 vautrespetivement 1 et 2. Les Figures 12.28, 12.29, 12.30 et 12.31 mettent nettement en évidene ettedi�érene de phases.De plus, le module assoié à haque hamp magnétique se onentre de plus en plus dans l'angle leplus petit du domaine. Cette loalisation est partiulièrement onentrée pour le hamp B = 1000Teslas : l'état propre est loalisé sur 3 éléments du maillage.

B T 0
h T 1

h T 2
h10 2.0414 2.0414 2.041430 7.2163 7.2159 7.214150 12.0298 12.0298 12.0295100 24.0935 24.0935 24.09321000 248.4943 248.4936 248.4942Tab. 12.10 � Énergie assoiée sur des maillages translatés.
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Fig. 12.28 � Arguments, modules et di�érene de phases du veteur propre sur des maillages translatés,
B = 10 Teslas.
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Fig. 12.29 � Arguments, modules et di�érene de phases du veteur propre sur des maillages translatés,
B = 50 Teslas.
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Fig. 12.30 � Arguments, modules et di�érene de phases du veteur propre sur des maillages translatés,
B = 100 Teslas.
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Fig. 12.31 � Arguments, modules et di�érene de phases du veteur propre sur des maillages translatés,
B = 1000 Teslas.



12.5 Une méthode plus robuste 145Nous avons ainsi déterminé un algorithme invariant par translation, rotation et par hangementde jauge si la jauge est dans l'espae de disrétisation de la phase. En outre, et algorithme est par-tiulièrement robuste et performant ar les résultats restent tout à fait ohérents pour des hampsmagnétiques très intenses et donnent une loalisation très onentrée (uniquement sur 3 ou 4 élémentspour les Figures 12.31 et 12.26).A�n de valider e modèle, il faut estimer l'erreur ommise entre la solution exate et la solutionalulée numériquement. Pour ela, nous allons onstruire des estimateurs a posteriori loaux qui pré-sentent l'avantage de donner les erreurs en haque éléments du maillage.De plus, nous avons onstaté que les énergies alulées sur un maillage grossier di�éraient peudes énergies alulées sur un maillage ra�né quand le hamp magnétique n'est pas trop intense ettoute l'information est ontenue au niveau de la loalisation dans l'angle. Cei suggère d'utiliser unra�nement loalisé a�n de déterminer ave préision le omportement du veteur propre au niveau desa onentration et de mailler grossièrement l'intérieur du domaine pour optimiser le temps de alul.Les estimateurs a posteriori permettront d'e�etuer des ra�nements loalisés en nous indiquant leszones où le alul manque de préision.





Chapitre 13Ra�nement de maillages13.1 Constrution d'estimateurs a posterioriIl est important de pouvoir évaluer l'erreur ommise en approhant l'état fondamental. Pour es-timer l'éart entre l'état fondamental exat et elui alulé par la méthode numérique, nous utilisonsun estimateur a posteriori. Mentionnons brièvement les résultats obtenus. Cette étude se base sur lestravaux de Verfürth [100℄ et les démonstrations des résultats suivants sont données en Annexe A quifait l'objet d'un artile.Commençons par rappeler le prinipe et l'intérêt des estimateurs a posteriori.Nous souhaitons déterminer un ritère qui permet de savoir, uniquement à l'aide des aluls numé-riques de la solution et des données du problème, si la solution numérique approhe la solution exateave une préision requise. Pour e faire, nous onstruisons un estimateur a posteriori qui estimeloalement, en haque élément du maillage, l'erreur ommise. Le grand intérêt est don de loaliserexatement l'endroit où le alul n'est pas assez préis et don de permettre de ra�ner le maillage àe niveau. Présentons maintenant es estimateurs.Soit Th une triangulation de Ω. Pour tout élément T ∈ Th, nous noterons E(T ), l'ensemble desarêtes du triangle T , Eh,Ω, l'ensemble des arêtes internes, ωT , l'ensemble des éléments ayant une arêteommune ave T . Supposons la triangulation régulière : l'angle minimal de tout triangle de Th estminoré de manière uniforme par une onstante stritement positive indépendante de h. Alors, pourtout T, T ′ ∈ Th sans sommet ommun, et tout E ∈ E(T ), hT
hE

et hT
hT ′ sont bornés uniformément.Soit (µh, uh) une solution du problème approhé. Dé�nissons l'estimateur a posteriori ηT pour toutélément T de la triangulation Th :

η2
T : = h2

T

∫

T

∣

∣−∇2
BA0

uh − µhuh
∣

∣

2
+

∑

E∈E(T )∩Eh,Ω

hE

∫

E
|[nE · ∇BA0uh]E |2 . (13.1)� La première intégrale estime l'erreur ommise sur la valeur propre.� La deuxième mesure le défaut de la ondition de Neumann au passage de haque arête.Théorème 13.1. Soient µ et µh les plus petites valeurs propres des opérateurs ontinus et disrets deveteurs propres normalisés assoiés u ∈ H1

A(Ω) et uh ∈ P2. Il existe alors h0 et des onstantes c1, c2ne dépendant que du paramètre de régularité telles que les estimations a posteriori suivantes soientvéri�ées pour tout h ≤ h0 :
|µ− µh|+ ||u− uh||H1

BA0
(Ω) ≤ c1







∑

T∈Th

η2
T







1/2

, (13.2)147
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∑

T∈Th

η2
T







1/2

≤ c2

{

|µ− µh|+ ||u− uh||H1
BA0

(Ω)

}

. (13.3)Démonstration : La preuve de e théorème fait l'objet de l'artile [28℄ présenté en Annexe A. Men-tionnons les étapes de la démonstration.Nous ommençons par donner une estimation a priori de l'éart entre la solution numérique et lasolution exate du problème. Les tehniques lassiques telles que le lemme de Céa ne sont pas ap-pliquables ii ar le problème n'est pas linéaire. Nous proposons une estimation obtenue à l'aide dela déomposition dans une base orthonormée de veteurs propres. Cette estimation fait l'objet de lasetion A.3.Munie de ette relation, nous adaptons les tehniques de Verfürth [100℄ (f setion A.4). �Les estimateurs permettent d'améliorer les résultats numériques obtenus par l'Algorithme 12.9 enombinant elui-i ave des tehniques de ra�nement de maillages. En e�et, le Théorème 13.1 établitune �équivalene de normes� entre la norme de la di�érene entre la solution exate et la solutionnumérique |µ − µh| + ||u − uh||H1
BA0

(Ω) et la norme des estimateurs 


∑

T∈Th

η2
T







1/2. Par onséquent,si l'estimateur a posteriori ηT est �grand� pour un éléments T du maillage, l'éart entre la solutionexate et la solution numérique sera �grand� également. Cette remarque permet de mettre en plaeun ra�nement de maillage.13.2 Appliations au ra�nement de maillageExprimons plus mathématiquement ette notion. Reprenons le Théorème 13.1 et la relation (13.3).Donnons-nous une tolérane d'erreur ε entre la solution exate et la solution numérique.Si, en un élément T du maillage, l'estimateur d'erreur loale ηT est supérieur à ε, alors :
ε ≤ ηT ≤







∑

T∈Th

η2
T







1/2

≤ c2
(

|µ− µh|+ ||u− uh||H1
BA0

(Ω)

)

.Modulo la onstante c2, l'éart entre la solution numérique et la solution exate sera don supérieurà ε.Or, ηT > ε signi�e que la solution numérique uh est mal alulée sur l'élément T . Nous allons donra�ner et élément ainsi que tous les éléments T̃ tels que ηT̃ > ε et reommener le alul numériquesur le nouveau maillage.Le ritère de ra�nement ηT̃ < ε n'est pas su�sant, il faut que l'ensemble des erreurs ηT soit inférieurà ε. Pour essayer de prendre en ompte de manière uniforme les ontributions d'erreurs de haqueélément, nous prendrons le ritère suivant :
ηT <

ε√
Card T

, (13.4)où Card T est le nombre d'éléments du maillage. Si tous les éléments T du maillage véri�ent la ondi-tion (13.4), alors la somme des erreurs 


∑

T∈Th

η2
T







1/2 est majorée par ε. Nous avons ainsi obtenu unnouvel algorithme de alul :
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Algorithme 13.2.� Donnée d'un maillage initial Th,0, d'un seuil de tolérane ε pour les estimateurs a pos-teriori.� Calul d'une solution numérique (µh,0, uh,0 = ρh,0e

iθh,0) à l'aide de l'Algorithme 12.9.� Calul des estimateurs d'erreur a posteriori (ηT )T∈Th,0
grâe à l'expression (13.1).Calul de la norme η: = 



∑

T∈Th,0

η2
T







1/2.� Tant que η > ε :� Constrution d'un nouveau maillage Th,1 à partir du maillage Th,0 en ra�nant leséléments T ∈ Th,0 tels que ηT > ε√
Card T

.� Interpolation du module ρh,0 et de l'argument θh,0 de la solution uh,0 donnée sur lemaillage Th,0 au nouveau maillage Th,1.� Calul des états propres sur le nouveau maillage Th,1 en initialisant l'Algorithme 12.9ave les interpolations de ρh,0 et θh,0.� Si η < ε, la solution numérique a la préision requise.Reprenons l'exemple du seteur angulaire. Considérons un seteur angulaire d'angle π
3 tronquéde manière régulière par une portion de erle. Nous appliquons un hamp B = 30 Teslas, utilisonsune approximation P2, une formule d'intégration d'ordre 5. Nous souhaitons une préision de 10−3pour le gradient onjugué et la reherhe de valeur propre. Pour obtenir ette préision, nous seuillonsle nombre d'itérations proportionnellement au nombre de ra�nements e�etués en se limitant à 200itérations pour le premier maillage.Le Tableau 13.1 mentionne, pour haque ra�nement loalisé, le nombre d'éléments du maillage, lenombre d'inonnues, la valeur de l'estimateur global η et la valeur propre alulée.nombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 38 101 38.993385 15.5724442 102 235 22.828768 13.8159113 206 459 9.037603 12.8269124 394 855 5.857042 12.6701295 800 1699 2.240146 12.6382266 1726 3593 0.792354 12.6288987 3807 7826 0.272165 12.6273618 8219 16742 0.104900 12.6267889 15517 31446 0.060877 12.626605Tab. 13.1 � Estimations pour un maillage ra�né loalement.L'évolution de l'estimateur d'erreur et de la valeur propre au ours des itérations est illustrée àla Figure 13.1. Représentons aux Figures 13.2, 13.3, 13.4, 13.5, 13.6, 13.7, 13.8 et 13.9, les solutionsobtenues à haque ra�nement. Ces �gures donnent le maillage ra�né, la onvergene de la valeur



150 Ra�nement de maillagespropre, la phase et le module alulés sur e maillage à l'aide de l'Algorithme 12.9.La Figure 13.2 montre que la onvergene de la valeur propre n'est pas toujours déroissante ar lesalgorithmes n'ont pas onvergé ave le nombre d'itérations autorisées.Le dessin de la phase provient de l'interpolation assez grossière utilisée. Dérivons l'interpolation uti-lisée. Considérons Th,0 un maillage donné, θ0 une fontion dé�nie sur e maillage et Th,1 un maillagera�né à partir de Th,0, nous dé�nissons θ1 l'interpolée de θ0 sur le maillage Th,1 de la façon suivante :la valeur de θ1 en un degré de liberté d'un élément T1 du maillage ra�né est donnée par la valeur de
θ0 en un sommet de l'élément T0 ∈ Th,0 tel que T1 ⊂ T0. Cette interpolation, très simple, devient trèsmauvaise dès que la fontion varie beauoup sur un élément.
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Fig. 13.2 � Maillage initial.
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Fig. 13.3 � Premier ra�nement.
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Fig. 13.4 � Deuxième ra�nement.
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Fig. 13.5 � Troisième ra�nement.
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Fig. 13.6 � Quatrième ra�nement.
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Fig. 13.7 � Cinquième ra�nement.
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Fig. 13.8 � Sixième ra�nement.

0 1 2 3 4 5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
Septième raffinement

0 5 10 15 20 25
12.625

12.63

12.635
Evolution de la valeur propre

0
2

4
6

−2

0

2
−100

0

100

Phase de la solution

0
2

4
6

−2

0

2
0

2

4

Module de la solution

Fig. 13.9 � Septième ra�nement.



13.2 Appliations au ra�nement de maillage 155nombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 163 372 1.168925 2.041564
T 0
h 2 482 1045 0.329242 2.0412053 1176 2489 0.106249 2.0411534 2354 4909 0.045770 2.0411461 163 372 0.826858 2.041527
T 1
h 2 442 961 0.109108 2.0412193 906 1935 0.050529 2.0411561 163 372 3.599589 2.041479
T 2
h 2 495 1064 0.440350 2.0411743 1428 2981 0.152688 2.0411454 3427 7034 0.059953 2.041141Tab. 13.2 � Méthode de ra�nement adapté sur des domaines translatés, B = 10 Teslas.
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Fig. 13.10 � Comparaison de onvergene sur des domaines translatés, B = 10 Teslas.
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Fig. 13.11 � Modules et phases pour des domaines translatés, B = 10 Teslas.



156 Ra�nement de maillagesnombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 3 12 262.086287 13.2029493 23 64 122.998366 12.2236805 191 446 35.893436 12.018062
T 0
h 6 550 1209 10.203401 12.0141737 1587 3354 2.766665 12.0140938 4482 9261 0.893997 12.0142229 11798 24051 0.318784 12.0144271 3 12 34.737910 13.2025373 22 61 19.988556 12.223230
T 1
h 5 175 398 2.373939 12.0163056 493 1068 0.837109 12.0135447 1275 2680 0.301925 12.0132998 2926 6051 0.106554 12.0130691 3 12 48.553076 13.2012983 29 80 15.851469 12.217716
T 2
h 5 197 462 2.264669 12.0173916 524 1153 0.754572 12.0141097 1382 2919 0.256103 12.0138408 3458 7143 0.104408 12.016798Tab. 13.3 � Méthode de ra�nement adapté sur des domaines translatés, B = 50 Teslas.
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Fig. 13.12 � Comparaison de onvergene et modules des états fondamentaux pour des domainestranslatés, B = 50 Teslas.



13.2 Appliations au ra�nement de maillage 157Reprenons maintenant l'exemple du seteur angulaire pour un hamp B = 10 Teslas. Les résultatsnumériques sont donnés au Tableau 13.4 et Figure 13.13.nombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 46 120 15.215786 4.5525923 277 609 2.105893 4.193782
T 0
h 4 686 1456 0.766860 4.1876805 1793 3719 0.252199 4.1856896 4243 8677 0.094167 4.1853541 46 120 7.908436 4.5524193 278 608 0.989488 4.192943
T 1
h 4 673 1425 0.344241 4.1872155 1608 3342 0.117039 4.1850146 3138 6448 0.056726 4.1850711 46 120 35.876423 4.5524583 258 568 6.427819 4.202484
T 2
h 4 575 1223 2.353766 4.1962575 1298 2708 0.710766 4.1934296 2785 5727 0.244450 4.1926567 5822 11878 0.093527 4.192523Tab. 13.4 � Méthode de ra�nement adapté sur des domaines translatés, B = 10 Teslas.
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Fig. 13.13 � Comparaison de onvergene et modules des états fondamentaux pour des domainestranslatés, B = 10 Teslas.



158 Ra�nement de maillagesnombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 46 119 68.543904 25.3868673 209 464 11.072079 21.305702
T 0
h 5 924 1949 1.916424 20.9361936 2070 4277 0.611482 20.9272747 4753 9712 0.214392 20.9247491 46 119 90.235415 25.3868693 187 418 39.960178 21.306047
T 1
h 5 832 1761 5.817248 20.9339726 1692 3513 1.829678 20.9250677 3401 6984 0.578329 20.9219448 6766 13779 0.204180 20.9212441 46 119 633.122996 25.3868673 185 414 103.013897 21.306879
T 2
h 5 837 1772 63.846558 20.9352807 4261 8722 5.806855 20.9232048 9328 18941 1.778011 20.9217329 23584 47619 0.577784 20.92408310 51881 104444 0.204525 20.925244Tab. 13.5 � Méthode de ra�nement adapté sur des domaines translatés, B = 50 Teslas.
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Fig. 13.14 � Comparaison de onvergene et modules des états fondamentaux pour des domainestranslatés, B = 50 Teslas.



13.3 Comparaison ave un ra�nement de maillages uniforme 159L'Algorithme 13.2 respete don bien l'e�et d'une translation du domaine : la solution alulée surun domaine translatée est bien la translatée de la solution alulée sur le domaine initial.Notons que la onvergene est plus rapide lorsque le oin de plus petit angle est situé à l'origine arla phase, B2 x ∧ t, est alors peu osillante et plus faile à apter.13.3 Comparaison ave un ra�nement de maillages uniformeAu lieu de faire un ra�nement loalisé dans l'Algorithme 13.2, regardons les résultats obtenusen ra�nant uniformément le maillage à haque itération. Reprenons l'exemple du seteur angulaired'angle π
3 tronqué de manière régulière, appliquons un hamp B = 30 Teslas et utilisons une approxi-mation P2, une formule d'intégration d'ordre 5, une préision de 10−3 pour le gradient onjugué. LeTableau 13.6 donne les estimations à haque ra�nement uniforme.nombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 38 101 39.711605 15.5693302 48 125 22.754814 13.8169843 70 171 14.493879 13.4405014 193 428 8.227542 12.8263515 522 1113 4.960995 12.6873956 1349 2790 2.059195 12.6411567 3593 7350 0.772448 12.6305218 9583 19448 0.279150 12.627457Tab. 13.6 � Estimations pour un maillage ra�né uniformément.
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Fig. 13.15 � Convergene de la valeur propre et omportement de l'estimateur d'erreurs au ours desra�nements uniformes.
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Fig. 13.16 � Maillage initial.
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Fig. 13.17 � Premier ra�nement.
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Fig. 13.18 � Deuxième ra�nement.
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Fig. 13.19 � Troisième ra�nement.
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Fig. 13.20 � Quatrième ra�nement.
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Fig. 13.21 � Cinquième ra�nement.
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Fig. 13.22 � Sixième ra�nement.
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164 Ra�nement de maillagesComparons les résultats entre la solution donnée par l'Algorithme 13.2 ave un ra�nement loalet la solution obtenue par un ra�nement uniforme à haque itération. Les onvergenes des valeurspropres et des estimateurs d'erreurs sont regroupées à la Figure 13.24.
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Fig. 13.24 � Comparaison de onvergene entre ra�nement loal et uniforme, B = 30 Teslas.Pour les premiers ra�nements, les deux méthodes sont omparables puis la onvergene est beau-oup plus rapide en utilisant un ra�nement loalisé. Remarquons notamment que les estimateurs d'er-reurs sur les maillages ra�nés uniformément sont du même ordre que eux obtenus sur des maillagesra�nés loalement ave deux fois moins d'éléments.Présentons au Tableau 13.7 et à la Figure 13.25, la omparaison entre les méthodes de ra�nementsuniforme et adapté, en demandant une préision de 10−4 pour les algorithmes pour un hamp B = 100Teslas. Ra�nement uniforme Ra�nement adapténombre nombre nombre nombreéléments inonnues η µh éléments inonnues η µh49 128 34.991228 47.940496 49 128 34.986807 47.94048771 174 21.908672 47.174134 123 284 13.941710 43.036317189 418 21.194727 44.782769 258 575 9.329434 42.342831517 1102 14.456221 42.631534 522 1129 6.596768 42.1476021341 2772 8.903879 42.335228 1161 2456 2.671001 42.1018373595 7348 4.157598 42.163657 2617 5420 0.916694 42.0893019563 19404 1.560718 42.101186 6049 12372 0.310959 42.08545312903 26200 0.125129 42.083751Tab. 13.7 � Caratéristiques des ra�nements uniformes et adaptés, B = 100 Teslas.En augmentant le hamp magnétique, l'avantage de la méthode ave ra�nement adapté est enoreplus marquant.Remarquons qu'il semble que la préision sur la valeur propre soit plus importante que elle donnée
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Fig. 13.25 � Comparaison de onvergene des valeurs propres et des estimateurs d'erreurs entrera�nement loal et ra�nement uniforme, B = 100 Teslas.par l'estimateur : il semble que l'éart entre la valeur propre réelle et la valeur propre numérique soirde l'ordre de η2 et non de η.La méthode de ra�nement de maillage adapté est don partiulièrement pertinente et performantear elle permet de loaliser les zones où l'information du problème est ontenue et don d'éonomiserun temps de alul important.13.4 Estimation numérique de µ(α)L'objetif de la méthode numérique est d'étudier le omportement du bas du spetre µ(α) del'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique onstant d'intensité 1 sur un seteur angulaired'angle α. Nous avons des informations par les estimations théoriques et la loalisation est synthétiséeà la Setion 11.3 et aux Figures 11.1 et 11.2. A�n de préiser ette loalisation, nous utilisons les outilsnumériques que nous venons de développer.Comme nous l'avons mentionné en introdution du Chapitre 12 à la Setion 12.1, nous devons travaillerave un domaine borné pour appliquer la méthode numérique. Utilisant le Théoème 9.1, nous savonsque l'état fondamental est exponentiellement déroissant ave l'éloignement du oin du seteur. LaFigure 12.1 montre la façon d'approher un seteur par tronature.Regardons l'in�uene de la longueur L sur le bas du spetre, noté µ(1, 10,ΩL
α), de l'opérateur deShrödinger ave hamp magnétique onstant B = 10 Teslas sur le domaine ΩL
α. D'après le Théo-rème 9.1, es valeurs µ(1, B,ΩL

α) doivent être presque égales à Bµ(α) pour L assez grand. Appliquonsl'Algorithme 13.2 sur le domaine ΩL
α ave α = π

3 et en variant la longueur L de 3 à 12. Le Tableau 13.8donne les estimations numériques obtenues sur haque domaine. À un fateur 10−2 près, nous obte-nons les mêmes valeurs propres, e qui justi�e la tronature à la longueur L = 3.Nous déduisons de la Remarque 3.3 que sur un domaine invariant par dilatation, le bas du spetrede l'opérateur −∇2
BA0

est linéaire selon l'intensité du hamp B. Or le seteur angulaire Ωα est invariantpar dilatation, don, ave les notations préédentes :
µ(1, B,Ωα) = Bµ(α). (13.5)
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L µ

(

1, B,ΩL
α

)

η3 4.210210 8.692934e-024 4.209743 6.859190e-025 4.210368 5.960120e-026 4.212980 8.724359e-027 4.211606 5.510494e-02
L µ

(

1, B,ΩL
α

)

η8 4.210667 7.760738e-029 4.211533 7.891650e-0210 4.209843 5.263493e-0211 4.212832 7.823086e-0212 4.214231 7.113600e-02Tab. 13.8 � E�et de la longueur de tronature, B = 10 Teslas, α = π
3 .Numériquement, nous ne alulons pas µ(α) mais µ (1, B,ΩL

α

). Regardons si la relation (13.5) restevalable en remplaçant le domaine Ωα par ΩL
α. Appliquons l'Algorithme 13.2 au domaine ΩL

α ave unangle α = π
3 , une longueur L = 3 et un hamp B qui varie de 10 à 100 Teslas. Les résultats numériquessont donnés au Tableau 13.9 et la Figure 13.26 montrent que la valeur propre reste linéaire par rapportau hamp magnétique sur un seteur tronqué.

B µ
(

1, B,ΩL
α

)

η10 4.210321 1.028763e-0120 8.420078 1.592870e-0130 12.629303 1.147825e-0140 16.837936 1.362848e-0150 21.048137 1.698584e-01
B µ

(

1, B,ΩL
α

)

η60 25.257497 1.992841e-0170 29.466119 1.155900e-0180 33.673688 1.301665e-0190 37.884002 1.463756e-01100 42.093906 1.454220e-01Tab. 13.9 � Linéarité par rapport au hamp B, α = π
3 , L = 3.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

B

µ B
(π

/3
)

Fig. 13.26 � Linéarité selon le hamp magnétique.Nous utilisons es deux résultats pour donner une estimation de µ(α). Nous ferons les aluls aveun hamp B = 10 Teslas pour lequel nous avons vu que le bas du spetre restait presque onstantselon l'endroit de la tronature.Nous allons ainsi estimer µ(α) en évaluant numériquement µ(1, B,ΩL
α) ave B = 10 Teslas et

L = 3 à l'aide de l'Algorithme 13.2. Le Tableau 13.10 regroupe les valeurs alulées. La Figure 13.27omplète la Figure 11.1 en y ajoutant les estimations numériques.



13.4 Estimation numérique de µ(α) 167angle valeur propre0.216770 1.1632810.276460 1.5166570.336150 1.8197870.395841 2.0998110.455531 2.3653360.515221 2.6149520.574911 2.8493560.634602 3.0691880.694292 3.2729930.753982 3.4656560.813672 3.6443220.873363 3.8101770.933053 3.9650250.992743 4.1105201.052434 4.2450681.112124 4.3708481.171814 4.487640

angle valeur propre1.231504 4.5983541.291195 4.6993061.350885 4.7944681.410575 4.8844361.470265 4.9657021.529956 5.0412891.570796 5.0908221.589646 5.1159381.623156 5.1502481.649336 5.1787211.675516 5.2049231.709026 5.2390501.780236 5.3218301.832596 5.3468681.888097 5.3908352.067168 5.5003482.094395 5.507900Tab. 13.10 � Estimations du bas du spetre selon l'angle.
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Fig. 13.27 � Loalisation et estimations numériques de µ(α).



168 Ra�nement de maillagesLes estimations numériques onordent très bien ave les résultats théoriques. Pour les petitsangles, l'asymptote µ = α√
3
est respetée. De plus, ei onforte la onjeture de la roissane de µ(α)pour α ∈]0, π]. Cette onjeture est présente dans la littérature physique [47, 94℄ mais ne semble pasdémontrée jusqu'à présent.Notons une limite des estimations numériques pour des angles prohes de π. Dans e as, laonvergene de la méthode est beauoup plus lente et di�ile.13.5 Loalisation de l'état propre dans un domaine quelonqueNous utilisons l'Algorithme 13.2 sur divers domaines ave un seul oin d'angle minimal et nousappliquons un hamp B = 10 Teslas. Pour les aluls numériques sur es di�érents domaines, nousprenons une approximation P2, une formule d'intégration d'ordre 5.Pour évaluer la robustesse de la méthode proposée, nous appliquons l'Algorithme 13.2 aux maillagesourants de la Figure 13.28.

Fig. 13.28 � Maillages initiaux.Chaune des pages suivantes présente les résultats numériques pour les maillages ourants de laFigure 13.28. Les tableaux résument les données numériques assoiées à la solution alulée à haquera�nement. Les �gures présentent les onvergenes de la valeur propre numérique et des estimateursa posteriori ainsi que le module de l'état fondamental .



13.5 Loalisation de l'état propre dans un domaine quelonque 169Commençons par un triangle isoèle.nombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 1 6 308.875800 2.7323782 7 24 59.346408 3.2700493 21 60 35.294362 3.1478534 68 167 16.370363 3.1063695 201 456 5.455219 3.1020156 580 1249 1.812983 3.1011037 1553 3252 0.611276 3.1014158 3983 8180 0.214650 3.101855Tab. 13.11 � Données numériques pour le triangle isoèle.
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Fig. 13.29 � Convergene de la valeur propre et des estimateurs d'erreurs.
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Fig. 13.30 � Module de l'état fondamental.



170 Ra�nement de maillagesPrenons maintenant l'exemple d'un quadrilatère.nombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 68 165 19.152135 2.8350272 129 304 11.394829 2.7931673 243 550 3.762476 2.7366504 510 1115 1.356777 2.7314655 1061 2246 0.434595 2.7306936 2317 4824 0.148194 2.7307547 4863 9996 0.058738 2.730782Tab. 13.12 � Résultats numériques pour le quadrilatère.
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Fig. 13.31 � Convergene de la valeur propre et des estimateurs d'erreurs.
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Fig. 13.32 � Module de l'état fondamental sur un quadrilatère.



13.5 Loalisation de l'état propre dans un domaine quelonque 171Considérons un domaine à 5 �tés.nombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 10 29 7.351830 4.2765732 29 74 3.174105 3.9973073 83 194 1.248583 3.9616374 237 518 0.505628 3.9526905 679 1434 0.187081 3.9503646 1604 3323 0.080873 3.949768Tab. 13.13 � Résultats numériques sur un pentagone.
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Fig. 13.33 � Convergene de la valeur propre et des estimateurs d'erreurs.
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Fig. 13.34 � Module de l'état propre pour un pentagone.



172 Ra�nement de maillagesnombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 18 51 1158.880844 4.1826462 33 88 16.149858 4.1467043 76 183 6.843731 3.9754094 184 415 2.626246 3.9592615 502 1077 0.981198 3.9506366 1332 2781 0.349618 3.9500367 3261 6698 0.121670 3.9493788 6429 13088 0.063152 3.948942Tab. 13.14 � Résultats numériques à haque ra�nement.
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Fig. 13.35 � Convergene de la valeur propre et des estimateurs d'erreurs.
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Fig. 13.36 � Loalisation de l'état fondamental.



13.5 Loalisation de l'état propre dans un domaine quelonque 173nombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 30 83 18.999110 3.7676582 58 151 12.903821 3.5720543 126 301 4.879399 3.5052534 270 605 1.889506 3.4932385 621 1336 0.656407 3.4898566 1483 3094 0.232998 3.4893747 3259 6702 0.089702 3.489386Tab. 13.15 � Résultats numériques selon le ra�nement.
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Fig. 13.37 � Convergene de la valeur propre et des estimateurs d'erreurs.
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Fig. 13.38 � Loalisation de l'état fondamental.



174 Ra�nement de maillagesnombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 61 162 18.613669 3.2729722 134 333 9.898006 3.2047383 271 646 4.250593 3.1090484 547 1244 1.332782 3.1031435 1158 2511 0.480967 3.1033916 2472 5213 0.168166 3.1034097 4901 10152 0.067385 3.103463Tab. 13.16 � Données numériques assoiées au domaine en forme d'étoile.
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Fig. 13.39 � Convergene de la valeur propre et des estimateurs d'erreurs.
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Fig. 13.40 � Loalisation de l'état propre.



13.5 Loalisation de l'état propre dans un domaine quelonque 175nombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 126 293 24.244864 2.1037332 259 584 10.091428 2.0654903 491 1090 3.723521 2.0328164 939 2022 1.289144 2.0236365 1813 3834 0.486839 2.0220266 3576 7439 0.207868 2.0245577 6436 13235 0.121855 2.023883Tab. 13.17 � Données numériques pour un domaine quelonque.
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Fig. 13.41 � Convergene de la valeur propre et des estimateurs d'erreurs.

−2
0

2
4

6
8

10
12

14

−6

−4

−2

0

2

4

6

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Fig. 13.42 � Loalisation de l'état fondamental.



176 Ra�nement de maillagesnombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 220 497 1503.590682 5.6010862 386 847 13.156766 3.6723633 672 1441 6.679298 3.5043394 1135 2404 2.629922 3.4824475 2001 4182 1.029691 3.4795746 3626 7501 0.341722 3.4791247 6905 14140 0.131965 3.479168Tab. 13.18 � Données numériques à haque ra�nement.
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Fig. 13.43 � Convergene de la valeur propre et des estimateurs d'erreurs.

−10
−8

−6
−4

−2
0

2
4

6

−16
−14

−12
−10

−8
−6

−4
−2

0
0

0.5

1

1.5

2

2.5

Fig. 13.44 � Loalisation de l'état fondamental.



13.5 Loalisation de l'état propre dans un domaine quelonque 177nombre nombrera�nement d'éléments d'inonnues η µh1 76 195 112.528040 5.6583442 157 358 76.093477 5.5210413 368 795 45.994217 5.4926654 909 1908 15.710266 5.4840795 2222 4583 4.878483 5.4822546 5675 11566 1.545591 5.4809947 13849 28024 0.516508 5.5290378 27234 54919 0.287226 5.573177Tab. 13.19 � Données numériques à haque ra�nement.
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Fig. 13.45 � Convergene de la valeur propre et des estimateurs d'erreurs.
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Fig. 13.46 � Loalisation de l'état fondamental pour un domaine régulier dont le bord présente unseul point de ourbure maximale.



178 Ra�nement de maillagesDans e dernier exemple, la onvergene des estimateurs d'erreurs est di�ile à améliorer maisl'algorithme a déjà onvergé pour la valeur propre. Ce domaine, raordement d'une demi-ellipse etd'un demi-erle, permet d'illustrer le résultat de Hel�er-Morame [60℄ qui montre la loalisation del'état fondamental aux points de ourbure maximale pour les domaines réguliers. De plus, la dérois-sane est plus rapide vers l'intérieur du domaine que sur le bord du domaine.Nous avons ainsi trouvé une méthode robuste, performante qui tient ompte de la géométrie dudomaine et ra�ne les endroits pertinents du domaine. Comme nous l'avons souligné au début de la Se-tion 12.4, nous n'avons pas justi�é l'équivalene des deux problèmes de minimisation (12.23) et (12.24) ;toutefois les résultats numériques et les mesures d'erreurs laissent penser que µ(B,Ω) = µ̃(B,Ω) etjusti�ent pleinement l'intérêt porté à la formulation (12.26).Notons toutefois qu'il semble que la onvergene de la valeur propre soit de l'ordre de η2 et non
η. Cei onorderait ave les estimations de Heuveline-Rannaher [64℄ qui proposent une autre formed'estimateurs basés sur la méthode de Galerkin.
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Quatrième partieAsymptotique à grand hampmagnétique pour les domaines à oins
Cette partie est onsarée à la généralisation des résultats de Hel�er-Morame [60℄ sur les estima-tions d'énergie et la loalisation de l'état fondamental pour l'opérateur de Shrödinger ave hampmagnétique variable sur un domaine régulier. Nous avons rappelé une partie de es résultats auThéorème 1.3. En introdution, nous avons expliqué brièvement la démarhe de Hel�er-Morame pourobtenir les estimations pour un domaine régulier et vu la néessité d'étudier l'opérateur de Shrödingerave hamp magnétique onstant sur un seteur angulaire pour généraliser les résultats à un domaineà oins. Les Figures 1.3 et 1.4 shématisent les domaines modèles à étudier.Nous utilisons l'étude préédente sur l'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique onstantsur un seteur angulaire pour analyser le bas du spetre de Ph,A,Ω sous les hypothèses :
(H1) Le domaine Ω est un polygone urviligne borné de R2 (f Dé�nition 1.4.5.1, p. 34 [52℄). Lebord Γ de Ω est de lasse C∞ sauf aux sommets S1, . . . , SN . Nous notons αj l'angle en Sj .
(H2) Le potentiel magnétique A est à rotationnel B stritement positif.Nous dé�nissons :
(H3) b = inf

x∈Ω
B(x) et b′ = inf

x∈∂Ω
B(x).Le Chapitre 14 étend l'estimation d'énergie (1.14) à des domaines à oins et met en évidenel'in�uene d'un oin sur le niveau d'énergie. Le Chapitre 15 est onsaré à la loalisation de l'étatfondamental et montre notamment la onentration exponentielle de premier veteur propre dans lesoins de plus petit angle pour un hamp magnétique onstant. Une démarhe heuristique est égalementprésentée pour préiser la loalisation dans un polygone régulier. Le Chapitre 16 propose un résultatde simpliité de µ(h,B,Ω) en supposant le minimum min(µ(αj), j = 1, . . . , N) atteint en un uniquesommet et le hamp magnétique onstant. Nous présentons un alul formel suggérant l'existene d'undéveloppement en puissane de h 1

2 de µ(h,B,Ω).





Chapitre 14Estimations d'énergie14.1 Loalisation par partition de l'unité et hangements de variableset de jaugePour justi�er les estimations d'énergies que nous allons proposer, nous utilisons di�érentes teh-niques présentées i-après.14.1.1 Loalisation grâe aux partitions de l'unitéSoit (χj) une partition réelle loalement �nie de l'unité de R2 dont les supports sont inlus dans lesboules B(zj , 1) et telle que :
∑

j

χ2
j = 1,

∑

j

|∇χj |2 ≤ C. (14.1)Soit ρ un paramètre tel que 0 ≤ ρ ≤ 1. Un hangement d'éhelle et une restrition de la partition de
R2 à Ω, polygone urviligne borné de R2 de sommets S1, . . . , SN , donnent une partition de l'unité sur
Ω véri�ant les onditions de la proposition suivante :Proposition 14.1. Soit 0 ≤ ρ ≤ 1. Il existe une onstante C telle que pour tout ε0, il existe unepartition χhj réelle de Ω satisfaisant :

∑

j

|χhj |2 = 1, (14.2)
∑

j

|∇χhj |2 ≤ Cε−2
0 h−2ρ, (14.3)

supp(χhj ) ⊂ B(zj, ε0h
ρ) avec







soit supp(χhj ) ∩ ∂Ω = ∅,
soit supp(χhj ) ∩ {Sk, k = 1, . . . , N} = ∅ et zj ∈ ∂Ω,

soit zj = Sj.

(14.4)(en hangeant les indies j de la partition, nous supposons que zj = Sj pour j = 1, . . . , N).Notons une propriété qui déoule immédiatement de la dérivée de l'équation (14.2) :
∑

j

χhj (∇χhj ) = 0. (14.5)Grâe à la propriété (14.4), nous déoupons les fontions en une partie faisant intervenir le bord,l'autre l'intérieur du domaine. Nous séparons les indies en trois parties :
smt: = {j| zj = Sj}, bd: = {j| zj ∈ ∂Ω \ {Sk, k = 1, . . . , N}}, int: = {j| zj ∈ Ω}. (14.6)181



182 Estimations d'énergieNous avons ainsi :
∑

j

=
∑

int

+
∑

bd

+
∑

smt

.Cette séparation des indies et le Lemme 3.10 onduisent à la relation suivante valable pour tout
u ∈ H1

h,A(Ω) :
qh,A,Ω(u) =

∑

smt

qh,A,Ω(χhj u) +
∑

int

qh,A,Ω(χhj u) +
∑

bd

qh,A,Ω(χhj u)− h2
∑

j

|| |∇χhj |u||2L2(Ω). (14.7)14.1.2 Changement de variablesLemme 14.2. Soit ε assez petit pour que Ω ∩ B(z, ε) ne renontre auun sommet, alors il existe desonstantes C, C1 et h0 telles que pour tout point régulier z ∈ ∂Ω \ {S1, . . . , SN} et tout h ∈]0, h0], laforme qh,A,Ω(u) peut se rérire pour une fontion u ∈ H1
h,A(Ω) à support dans un voisinage Ω∩B(z, ε)du point z :

qh,A,Ω(u) =

∫

R×R+

∑

1≤k,l≤2

gk,l(x̃)

(

h
∂ũ

∂x̃k
− iÃkũ

) (

h
∂ũ

∂x̃l
− iÃlũ

)

√

det g(x̃) dx̃, (14.8)où ũ et Ã se déduisent de u et A par hangement de variables, g(x̃) = dψdψt(x̃) en désignant par ψle hangement de variables envoyant un voisinage de 0 dans R× R+ sur un voisinage de z dans Ω et
gk,l les oe�ients de la matrie g.De plus, si u est une fontion à support dans B(z, ε0h

ρ), alors :
(1− C1ε0h

ρ)qh,Ã,R×R+(u) ≤ qh,A,Ω(u) ≤ (1 + C1ε0h
ρ)qh,Ã,R×R+(u). (14.9)Démonstration : Soit z un point de Ω \ {S1, . . . , SN} et ψ un C∞ di�éomorphisme d'un voisinage de

(0, 0) dans R× R+ dans un voisinage de z dans Ω tel que :
ψ(0, 0) = z, (14.10)
dψ(0,0) = id. (14.11)Notons (x1, x2) les oordonnées dans Ω et (x̃1, x̃2) les oordonnées dans R× R+, alors (x1, x2) =

ψ(x̃1, x̃2). Le hangement de variables donne un nouveau potentiel magnétique Ã véri�ant :
A1dx1 +A2dx2 = Ã1dx̃1 + Ã2dx̃2. (14.12)Rérivons maintenant la forme quadratique qh,A,Ω(u) dans le nouveau repère.

qh,A,Ω(u) =

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

h
∂u

∂x1
− iA1u

∣

∣

∣

∣

2

(x) dx+

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

h
∂u

∂x2
− iA2u

∣

∣

∣

∣

2

(x) dx

=

∫

R×R+

{

∣

∣

∣

∣

h
∂ũ

∂x̃1

∂x̃1

∂x1
+ h

∂ũ

∂x̃2

∂x̃2

∂x1
− iÃ1

∂x̃1

∂x1
ũ− iÃ2

∂x̃2

∂x1
ũ

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

h
∂ũ

∂x̃1

∂x̃1

∂x2
+ h

∂ũ

∂x̃2

∂x̃2

∂x2
− iÃ1

∂x̃1

∂x2
ũ− iÃ2

∂x̃2

∂x2
ũ

∣

∣

∣

∣

2
}

|Jψ(x̃)| dx̃, (14.13)en e�etuant un hangement de variables et en utilisant (14.12). Notons g(x̃) la matrie :
g(x̃) =









(

∂x̃1

∂x1

)2

+

(

∂x̃1

∂x2

)2 ∂x̃1

∂x1

∂x̃2

∂x1
+
∂x̃1

∂x2

∂x̃2

∂x2

∂x̃1

∂x1

∂x̃2

∂x1
+
∂x̃1

∂x2

∂x̃2

∂x2

(

∂x̃2

∂x1

)2

+

(

∂x̃2

∂x2

)2









. (14.14)



14.1 Loalisation par partition de l'unité et hangements de variables et de jauge 183Reprenons le alul de qh,A,Ω(u) en développant le arré du module puis en regroupant les termes,alors, pour toute fontion v ∈ H1
h,A(Ω), la forme qh,A,Ω(v) se rérit :

qh,A,Ω(v) =

∫

R×R+

∑

1≤k,l≤2

gk,l(x̃)

(

h
∂ṽ

∂x̃k
− iÃkṽ

) (

h
∂ṽ

∂x̃l
− iÃlṽ

)

√

det g(x̃) dx̃. (14.15)Supposons maintenant que u est à support dans une boule B(z, ε0h
ρ). Grâe aux relations (14.10)et (14.11), nous e�etuons un développement limité de gk,l et √det g(x̃) quand h tend vers 0 a�nd'approher qh,A,Ω(u) par qh,Ã,R×R+(ũ). Les hypothèses (14.10) et (14.11) montre que g(0, 0) = 1 et

det g(0, 0) = 1. Appliquons la formule de Taylor à l'ordre 1. Les dérivées de g et de det g ne fontapparaître que des dérivées d'ordre 2 de ψ. Il existe alors une onstante C1 qui ne dépend que desnormes in�nies de ψ, de ses dérivées premières et seondes telles que :
|gk,l(x̃)− δk,l| ≤ C1ε0h

ρ (14.16)
|
√

det g(x̃)− 1| ≤ C1ε0h
ρ. (14.17)Cette onstante C1 dépend a priori du point z mais le bord du domaine est ompat et nous avons sup-posé qu'en haque sommet Sj, le bord du domaine est l'intersetion de deux ourbes C∞ prolongeablesde manière C∞ au-delà du sommet Sj. Don nous pouvons hoisir la onstante C1 indépendammentdu point z. Il su�t de reporter es développements limités dans (14.15) pour aboutir à (14.9). �Lemme 14.3. Il existe des onstantes C, C1 et h0 telles que pour un sommet Sj de Ω, nous rérivonsla forme qh,A,Ω(u) pour une fontion u ∈ H1

h,A(Ω) à support dans Ω∩B(Sj, ε) ave ε < d(Sj , Sk) pourtout sommet Sk 6= Sj :
qh,A,Ω(u) =

∫

Ωαj

∑

1≤k,l≤2

gk,l(x̃)

(

h
∂ũ

∂x̃k
− iÃkũ

) (

h
∂ũ

∂x̃l
− iÃlũ

)

√

det g(x̃) dx̃, (14.18)où ũ, Ã se déduisent de u, A par hangement de variables et la matrie g de oe�ients gk,l vientdu hangement de variables envoyant un voisinage de 0 dans Ωαj sur un voisinage de Sj dans Ω. Deplus, si u est une fontion à support dans B(Sj , ε0h
ρ), alors :

(1− C1ε0h
ρ)qh,Ã,Ωαj

(u) ≤ qh,A,Ω(u) ≤ (1 + C1ε0h
ρ)qh,Ã,Ωαj

(u). (14.19)Démonstration : Soit Sj un sommet de Ω. Choisissons un repère tel qu'au voisinage de Sj , originedu nouveau repère, il existe deux fontions C∞, ψ1, ψ2, dé�nies sur [−ε, ε] (ε assez petit pour que
Ω ∩ B(Sj, ε) ne renontre auun sommet) véri�ant :

ψ1(0) = 0, ψ2(0) = 0, (14.20)
ψ′

1(0) = − tan
αj
2
x1, ψ

′
2(0) = tan

αj
2
x1, (14.21)

Ω ∩ B(0, ε) = {x ∈ R2|x1 ≥ 0, ψ1(x1) < x2 < ψ2(x1). (14.22)Dé�nissons l'appliation Ψ au voisinage de (0, 0) dans Ωαj par :
Ψ(x1, x2) =

(

ψ2(x1)− ψ1(x1)

2 tan
αj

2

, x2 −
ψ2(x1) + ψ1(x1)

2

)

=: (x̃1, x̃2). (14.23)



184 Estimations d'énergieRemarquons que e C∞-di�éomorphisme envoie un voisinage du point (0, 0) de Ω sur un voisinage dupoint (0, 0) dans Ωαj . En alulant la di�érentielle dΨx, nous déduisons :
g(x):= dΨx dΨ

t
x =











∣

∣

∣

∣

ψ′
2(x1)− ψ′

1(x1)

2 tan
αj

2

∣

∣

∣

∣

2 |ψ′
1(x1)|2 − |ψ′

2(x1)|2
4 tan

αj

2
|ψ′

1(x1)|2 − |ψ′
2(x1)|2

4 tan
αj

2

1











. (14.24)Notons G l'inverse de g, alors, le hangement de variables Ψ−1 permet d'exprimer la forme qh,A,Ω(u) :
qh,A,Ω(v) =

∫

Ωαj

∑

1≤k,l≤2

Gk,l(x̃)

(

h
∂ṽ

∂x̃k
− iÃkṽ

) (

h
∂ṽ

∂x̃l
− iÃlṽ

)

√

det G(x̃) dx̃. (14.25)Supposons maintenant que u est à support dans une boule B(z, ε0h
ρ). Les relations (14.20) et (14.21)permettent d'e�etuer un développement limité de Gk,l et √det G(x̃) quand h tend vers 0 a�n d'ap-proher qh,A,Ω(u) par qh,Ã,R×R+(ũ). Pour ela, nous alulons le déterminant de g :

det g(x) =

∣

∣

∣

∣

ψ′
2(x1)− ψ′

1(x1)

2 tan
αj

2

∣

∣

∣

∣

2

−
( |ψ′

1(x1)|2 − |ψ′
2(x1)|2

4 tan
αj

2

)2

. (14.26)Remarquons que g(0, 0) = 1 et det g(0, 0) = 1. Appliquons la formule de Taylor à l'ordre 1. Soit
x1 ∈]0, ε[, il existe deux points y1, ỹ1 ∈]0, ε[ tels que :

ψ′
1(x1) = − tan

αj
2

+ x1ψ
′′
1 (y1) et ψ′

2(x1) = tan
αj
2

+ x1ψ
′′
2 (ỹ1). (14.27)Du alul de ψ′

2(x1)−ψ′
1(x1) et |ψ′

1(x1)|2− |ψ′
2(x1)|2, nous déduisons qu'il existe une onstante C1 nedépendant que de ψ1 et ψ2 telle que :

|Gk,l(x)− δk,l| ≤ C1ε0h
ρ (14.28)

|
√

det G(x)− 1| ≤ C1ε0h
ρ. (14.29)Cette onstante C1 dépend a priori du sommet Sj mais omme le nombre de sommets est �ni, nouspouvons hoisir la onstante C1 indépendamment du sommet Sj . Le report de es développementslimités dans (14.25) onduit à (14.19). �14.1.3 Changement de jaugeDonnons-nous un point z ∈ Ω. Pour alléger les notations, nous dé�nissons :

∀x ∈ Ω, δxk: = xk − zk, k = 1, 2, (14.30)ainsi que le potentiel linéaire assoié à e point :
∀x ∈ Ω,Aℓin(x):= 1

2
B(z)

(

δx2

−δx1

)

. (14.31)Nous e�etuons un hangement de jauge de manière à e que la partie linéaire du nouveau potentielpermette de retrouver le potentiel A0 étudié dans la partie préédente.Le potentiel Aℓin dé�ni en (14.31) a don même hamp magnétique que la partie linéaire, notée A(1),



14.1 Loalisation par partition de l'unité et hangements de variables et de jauge 185du développement de Taylor de A. En se référant au développement limité de A, nous déterminonsl'expression de A(1) par ses omposantes A(1)
1 et A(1)

2 :
A

(1)
1 = A1(z) +

∂A1

∂x1
(z) δx1 +

∂A1

∂x2
(z) δx2, (14.32)

A
(1)
2 = A2(z) +

∂A2

∂x1
(z) δx1 +

∂A2

∂x2
(z) δx2. (14.33)Nous dé�nissons également la di�érene A′: = A− A(1). D'après l'estimation du reste d'un dévelop-pement de Taylor de degré 1 et les dé�nitions des potentiels A(1) et A′ :

|A − A(1)| = |A′| ≤ C̃|x− z|2, (14.34)en prenant omme onstante C̃: = sup
x∈Ω

sup
j,k

(∣

∣

∣

∣

∂2A1

∂xj∂xk
(x)

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∂2A2

∂xj∂xk
(x)

∣

∣

∣

∣

)

. Soit φ un polyn�me de degréau plus 2 tel que :
A(1)(x)− dφ(x) = Aℓin(x) =

1

2
B(z)

(

δx2

−δx1

)

. (14.35)Nous pouvons hoisir pour le polyn�me φ :
φ(x1, x2) = A1(z)δx1 +A2(z)δx2

+
1

2

(

∂x1A1(z)(δx1)
2 + ∂x2A2(z)(δx2)

2 + (∂x2A1(z) + ∂x1A2(z)) δx1δx2

)

.Dé�nissons désormais Anew: = A − dφ. Par onstrution des potentiels A(1), Aℓin, A′, Anew et dupolyn�me φ :
Anew = A− dφ = (A(1) − dφ) + (A−A(1)) = Aℓin +A′. (14.36)Ainsi, selon (14.34) :

Anew(z) = 0, (14.37)
|A′| = |Anew −Aℓin| ≤ C̃|x− z|2. (14.38)Pour toute fontion v ∈ H1

h,A(Ω), nous dé�nissons la fontion vφ,h ∈ H1
h,A(Ω) :

vφ,h = e−i
φ
h v alors qh,A,Ω(v) = qh,Anew(vφ,h). (14.39)Déomposons Anew sous la forme Aℓin +A′ et tenons ompte du hangement de jauge :

qh,A,Ω(v) =

∫

Ω

(

∣

∣

∣
(h∂x1 − iAℓin1 )vφ

∣

∣

∣

2
+
∣

∣

∣
(h∂x2 − iAℓin2 )vφ

∣

∣

∣

2
)

dx

+2 Re i

∫

Ω

(

(h∂x1 − iAℓin1 )vφA
′
1vφ + (h∂x2 − iAℓin2 )vφA

′
2vφ

)

dx

+

∫

Ω

(

|A′
1vφ|2 + |A′

2vφ|2
)

dx. (14.40)



186 Estimations d'énergie14.2 Minoration du bas du spetreProposition 14.4. Considérons un domaine Ω et un potentiel A véri�ant les hypothèses (H1) et
(H2). Alors, ave les notations (H3), il existe h0 > 0 et C0 > 0 tels que pour h ≤ h0 :

µ(h,B,Ω) ≥ h inf

(

b,Θ0b
′, inf
j=1,...,N

µ(αj)B(Sj)

)

− C0h
5/4. (14.41)Démonstration : Le prinipe du min-max 2.2 exprime µ(h,B,Ω) à l'aide du quotient de Rayleigh

Rh,A,Ω :
µ(h,A,Ω) = inf

u∈H1
h,A(Ω),u 6=0

Rh,A,Ω(u) avec Rh,A,Ω(u) =
qh,A,Ω(u)

||u||2
L2(Ω)

. (14.42)Nous allons don minorer qh,A,Ω(u) pour toute fontion u de H1
h,A(Ω). Pour ela, nous utilisons unepartition de l'unité qui permet de loaliser les estimations à e�etuer et distingue la ontribution del'intérieur du domaine et du voisinage du bord.Rappelons la relation (14.7) valable pour tout u ∈ H1

h,A(Ω) :
qh,A,Ω(u) =

∑

smt

qh,A,Ω(χhj u) +
∑

int

qh,A,Ω(χhj u) +
∑

bd

qh,A,Ω(χhj u)− h2
∑

j

|| |∇χhj |u||2L2(Ω). (14.43)Grâe à ette ériture (14.43), deux types d'erreurs apparaissent : les erreurs d'approximation qui sontd'autant meilleures que la loalisation est importante (e qui suggère une partition très �ne), et leserreurs de loalisation dues au dernier terme de (14.43) (qui sont à l'opposé des préédentes). Pourminorer qh,A,Ω(u) où u ∈ H1
h,A(Ω), nous étudions haun des termes de (14.43).

• Étude du terme h2
∑

j

|| |∇χhj | u||2L2(Ω) :Par hypothèse sur la partition de l'unité (et notamment la relation (14.3)), il vient :
h2
∑

j

|| |∇χhj | u||2L2(Ω) ≤ h2||u||2L2(Ω)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

j

|∇χhj |2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∞,Ω

≤ Cε−2
0 h2−2ρ||u||2L2(Ω). (14.44)L'erreur est don d'autant plus faible que le support des fontions de la partition est dans des boulesde rayons pas trop petits. Pour que l'erreur soit aeptable, il faut que 2− 2ρ > 1, soit ρ < 1/2.

• Étude du terme ∑
int

qh,A,Ω(χhj u) :Soit v ∈ C∞
0 (Ω), alors par dé�nition des ommutateurs et du rotationnel de A, nous avons :

[hDx1 −A1, hDx2 −A2]v = i h B v. (14.45)Cette relation sur les ommutateurs, la densité de C∞
0 (Ω) (restrition à Ω des fontions de C∞

0 (R2))dans H1(Ω) (f [52℄), l'inégalité de Cauhy-Shwarz et la majoration 2|ab| ≤ |a|2 + |b|2 onduisent àune minoration de la forme qh,A,Ω(χhj u), pour tout u ∈ H1
h,A(Ω) = H1(Ω) :

h

∫

Ω
B(x) |χhj (x)|2|u(x)|2 dx ≤ qh,A,Ω(χhj u). (14.46)Par sommation sur les termes intérieurs,

∑

int

qh,A,Ω(χhj u) ≥ h
∑

int

∫

Ω
B(x)|χhj u(x)|2dx. (14.47)
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• Étude des termes ∑

bd

qh,A,Ω(χhj u) et ∑
smt

qh,A,Ω(χhj u) :Pour estimer qh,A,Ω(χhj u), ave j ∈ smt ∪ bd, nous nous ramenons loalement à l'étude du demi-plan R× R+ ou des seteurs angulaires selon que j ∈ bd ou j ∈ smt. Soit z un point du bord ∂Ω deoordonnées (z1, z2). Reprenons les hangements de variables de la Setion 14.1.2 et les hangements dejauge de la Setion 14.1.3 a�n d'étudier qh,A,Ω(v) ave v à support dans B(z, ε0h
ρ). Alors nous pourronsminorer le terme qh,A,Ω(χhj u) où uj : = χhj u est à support dans B(zj, ε0h

ρ). Selon la dé�nition 14.39de vφ,h, nous obtenons la relation (14.40) mais le terme ∫
Ω

(

|A′
1vφ|2 + |A′

2vφ|2
)

dx dans (14.40) estpositif. Cette positivité permet de minorer qh,A,Ω(v) :
qh,A,Ω(v) ≥ qh,Aℓin,Ω(vφ)− 2 Im

∫

Ω

(

(h∂x1 − iAℓin1 )vφA
′
1vφ + (h∂x2 − iAℓin2 )vφA

′
2vφ

)

dx. (14.48)Majorons maintenant le terme ∣∣∣
∣

∫

Ω
(h∂xk

− iAℓink )vφA
′
kvφ dx

∣

∣

∣

∣

en utilisant une inégalité de Cauhy-Shwarz et l'inégalité 2|ab| ≤ η|a|2 + 1
η |b|2 ave η = h2θ, il vient :

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
(h∂xk

− iAℓink )vφ A
′
kvφ dx

∣

∣

∣

∣

≤ h2θ

2

∫

Ω

∣

∣

∣(h∂xk
− iAℓink )vφ

∣

∣

∣

2
dx+

h−2θ

2

∫

Ω

∣

∣A′
kvφ
∣

∣

2
dx. (14.49)En outre, la relation (14.38) et la taille du support de v onduisent à la majoration :

∫

Ω

(

|A′
1vφ|2 + |A′

2vφ|2
)

dx ≤ C̃2

∫

Ω
|x− z|4|v(x)|2 dx ≤ C̃2ε40h

4ρ||v||2L2(Ω). (14.50)Regroupons es di�érentes inégalités (14.49), (14.50) dans (14.48) pour obtenir :
qh,A,Ω(v) ≥ (1− h2θ)qh,Aℓin,Ω(vφ)− C̃2ε40h

4ρ−2θ||v||2L2(Ω). (14.51)Les hangements de variable de la Setion 14.1.2 dont les e�ets sont mentionnés aux Lemmes 14.2 et14.3 ave en partiulier les relations (14.9) et (14.19), permettent d'érire :
qh,Aℓin,Ω(vφ) ≥ (1− C1ε0h

ρ)qh,Aℓin,Ωα
(vφ)

≥ (1− C1ε0h
ρ) h µ(α) B(z)

∫

Ω
|v(x)|2 dx. (14.52)Reprenons maintenant les relations (14.51) et (14.52) en remplaçant v par la fontion χhj u qui est àsupport dans la boule B(zj , ε0h

ρ), il existe alors une onstante C > 0 telle que :
qh,A,Ω(χhj u) ≥ (1− Ch2θ −Cε0hρ)hµ(αj)B(zj)

∫

Ω
|χhj u|2 dx−Cε40h4ρ−2θ||χhj u||2. (14.53)

• Minoration de qh,A,Ω(u) :À l'aide des minorations (14.44), (14.47) et (14.53), herhons une minoration de qh,A,Ω(u) pour
u ∈ H1

h,A(Ω). Notons que µ(π) = Θ0 a�n d'évaluer (14.53) pour les éléments du bord qui ne sont pasdes sommets. Il existe une onstante C positive telle que pour tout u ∈ H1
h,A(Ω), nous avons :

qh,A,Ω(u) =
∑

int

qh,A,Ω(χhj u) +
∑

bd

qh,A,Ω(χhj u) +
∑

smt

qh,A,Ω(χhj u)− h2
∑

j

|| |∇χhj |u||2

≥ h
∑

int

∫

B(x)|χhj u|2 dx−Cε−2
0 h2−2ρ||u||2
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+(1− Ch2θ − Cε0hρ)hΘ0

∑

bd

B(zj)

∫

Ω
|χhj u|2 dx

−Cε40h4ρ−2θ
∑

bd

||χhj u||2

+(1− Ch2θ − Cε0hρ)h
∑

smt

µ(αj)B(Sj)

∫

Ω
|χhju|2 dx

−Cε40h4ρ−2θ
∑

smt

||χhj u||2. (14.54)Appliquons ette relation (14.54) ave ρ = 3
8 , θ = 1

8 et ε0 = 1, alors il existe alors C0 > 0 et h0 tellesque, pour tout h ∈]0, h0] :
∀u ∈ H1

h,A(Ω), qh,A,Ω(u) ≥
(

hmin

(

b,Θ0b
′, inf
j=1,...,N

µ(αj)B(Sj)

)

− C0h
5/4

)

||u||2. (14.55)Il reste à appliquer le prinipe du min-max pour obtenir (14.41). �14.3 Majoration du bas du spetreNous proposons maintenant une majoration de l'état fondamental du bas du spetre et nousobtenons ainsi un développement limité au premier ordre en h pour l'état fondamental de l'opérateurde Shrödinger ave un hamp magnétique et dans un domaine à bord lipshitzien.Proposition 14.5. Considérons un domaine Ω et un potentiel A véri�ant les hypothèses (H1) et
(H2). Supposons que pour tout k = 1, . . . , N , µ(αk) < Θ0. Alors, ave les notations (H3), il existe
h1 > 0 et C0 > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0] :

µ(h,B,Ω) ≤ h inf

(

b,Θ0b
′, inf
j=1,...,N

µ(αj)B(Sj)

)

+ C0h
4
3 . (14.56)Démonstration : Nous démontrons la Proposition 14.5 en montrant suessivement les ontributionsdes sommets, du bord régulier du domaine et de l'intérieur :1. Contribution d'un sommet Sj d'angle αj : µ(h,B,Ω) ≤ hµ(αj)B(Sj) + C0h

4/3,2. Contribution du bord régulier : µ(h,B,Ω) ≤ hΘ0b
′ + C0h

4/3,3. Contribution de l'intérieur : µ(h,B,Ω) ≤ hb+ C0h
4/3.Considérons χ une fontion de loalisation à support dans B(0, 1) telle que :

χ ∈ C∞
0 (R2, [0, 1]) et χ = 1 dans B(0,

1

2

)

. (14.57)Considérons un point partiulier x0 ∈ Ω et dé�nissons pour x ∈ Ω,
χt(x):= χ

(

x− x0

t

)

. (14.58)La fontion χt ave t = hγ va permettre de loaliser au voisinage du point x0.
�



14.3 Majoration du bas du spetre 18914.3.1 Contribution des sommetsSoit x0 = Sj un sommet de Ω d'angle αj tel que µ(αj) < Θ0, montrons la majoration :
µ(h,B,Ω) ≤ hB(Sj)µ(αj) + Ch4/3. (14.59)Nous redressons le bord du domaine au voisinage de e point x0 a�n de nous ramener au modèledu seteur angulaire d'angle αj omme lors de la minoration. Le Lemme 14.3 et en partiulier larelation (14.19) permettent de majorer qh,A,Ω(v) pour toute fontion v ∈ H1

h,A(Ω) omme suit :
qh,Ã,Ω(χhγv) ≤ (1 + C1h

γ)qh,A,Ωαj
(χhγv). (14.60)Rappelons l'abus de notation dans ette expression où nous notons de la même façon les fontionsavant et après le hangement de variables. Il su�t don d'estimer qh,A,Ωαj

(χhγv).Notons v0 un veteur propre normalisé assoié à la valeur propre µ(αj). En utilisant la Remarque 3.3,nous dé�nissons la fontion vh normalisée, assoiée à la valeur propre hB(Sj)µ(αj) pour l'opérateur
Ph,B(Sj)A0,Ωαj

par :
∀x ∈ Ωαj , vh(x) =

√

B(Sj)

h
v0

(
√

B(Sj)

h
x

)

.Le hangement de jauge onduit à dé�nir la fontion normalisée vφ,h par :
vφ,h = ei

φ
h vh. (14.61)Ainsi :

qh,A,Ωαj
(χhγvφ,h) = qh,Anew,Ωαj

(χhγvh). (14.62)Utilisons la déomposition Anew = A′ +Aℓin, alors, en reprenant la relation (14.40), il vient :
qh,A,Ωαj

(χhγvφ,h) = qh,Aℓin,Ωαj
(χhγvh) +

∫

Ωαj

(

|A′
1χhγvh|2 + |A′

2χhγvh|2
)

dx

+2 Re i

∫

Ωαj

2
∑

j=1

(h∂xj − iAℓinj )(χhγvh)A
′
jχhγvh dx.Par onstrution de la fontion χhγ et des potentiels A′ et Aℓin, rappelée en (14.35) et (14.38), il existeune onstante uniforme C telle que :

qh,A,Ωαj
(χhγvφ,h) ≤ qh,Aℓin,Ωαj

(χhγvh) + C

∫

Ωαj

|x|4|χhγvh(x)|2 dx

+C

√

∫

Ωαj

|x|4|χhγvh(x)|2 dx
√

qh,Aℓin,Ωαj
(χhγvh). (14.63)Nous estimons qh,Aℓin,Ωαj

(χhγvh) en utilisant la relation (3.19) du Lemme 3.10, ainsi :
qh,Aℓin,Ωαj

(χhγvh) = Re
〈

χ2
hγPh,Aℓin,Ωαj

vh, vh

〉

L2(Ωαj )
+h2−2γ

∫

Ωαj

∣

∣

∣∇χ
( x

hγ

)∣

∣

∣

2
|vh(x)|2 dx. (14.64)Rappelons que Ph,Aℓin,Ωαj

vh = hB(Sj)µ(αj)vh, il existe don une onstante uniforme C telle que :
qh,Aℓin,Ωαj

(χhγvh) ≤ hB(Sj)µ(αj)||χhγvh||2L2(Ωαj
) + Ch2−2γ . (14.65)



190 Estimations d'énergieReportons (14.65) dans (14.63) en supposant γ < 1
2 , il vient :

qh,A,Ωαj
(χhγvφ,h) ≤ hB(Sj)µ(αj)||χhγvh||2L2(Ωαj ) + Ch2−2γ

+C

∫

Ωαj

|x|4|χhγ (x)vh(x)|2 dx

+C1

√
h

√

∫

Ωαj

|x|4|χhγ (x)vh(x)|2 dx. (14.66)Estimons ∫
Ωαj

|x|4|χhγ (x)vh(x)|2 dx en utilisant le hangement de variable y =

√

B(Sj)
h x :

∫

Ωαj

|x|4|χhγ (x)vh(x)|2 dx =

∫

Ωαj

|x|4|χhγ (x)|2
∣

∣

∣

∣

∣

v0

(
√

B(Sj)

h
x

)∣

∣

∣

∣

∣

2
B(Sj)

h
dx

=

∫

Ωαj

h2

B(Sj)2
|y|4

∣

∣

∣

∣

∣

χ

(

h
1
2
−γ

√

B(Sj)
y

)∣

∣

∣

∣

∣

2

|v0(y)|2 dy

≤ h2

B(Sj)2

∫

Ωαj

|y|4|v0(y)|2 dy. (14.67)Or d'après le Théorème 9.1, nous savons que y 7→ e
√

Θ0−µ(αj )−ε|y|v0(y) est de arré intégrable sur Ωαjpour tout ε tel que Θ0−µ(αj)− ε > 0, nous déduisons don que |y|2v0(y) l'est également. Reprenant(14.66) et (14.67), il existe ainsi une onstante uniforme C telle que :
qh,A,Ωαj

(χhγvφ,h) ≤ hB(Sj)µ(αj)||χhγvh||2L2(Ωαj ) + Ch2−2γ + Ch2 + Ch
3
2 . (14.68)Il reste à minorer la norme de χhγvh par une onstante stritement positive. Remarquons que :

||χhγvh||2L2(Ωαj ) ≥ ||vh||2L2(B(0,hγ/2)∩Ωαj ) = 1− ||vh||2L2(∁B(0,hγ/2)∩Ωαj ). (14.69)Le hangement de variables y =

√

B(Sj)
h x et le Théorème 9.1 permettent de minorer (14.69) ar :

||vh||2L2(∁B(0,h
γ

2
)∩Ωαj )

=

∫

|y|≥
√

B(Sj )

2
hγ− 1

2

|v0(y)|2 dy.

≤
∫

|y|≥
√

B(Sj )

2
hγ− 1

2

e2
√

Θ0−µ(αj )−ε|y|

e
√
B(Sj)

√
Θ0−µ(αj)−εhγ− 1

2

|v0(y)|2 dy

≤ Cεe
−
√
B(Sj)

√
Θ0−µ(αj )−εhγ− 1

2 . (14.70)Choisissons, par exemple, ε =
Θ0 − µ(α)

2
, il existe alors C1 et C2 stritement positives telles que :

∫

|y|≥
√

B(Sj )

2
hγ− 1

2

|v0(y)|2 dy ≤ C1 e
−C2h

γ− 1
2 . (14.71)Ce terme est exponentiellement petit si γ < 1

2 . Il reste à reporter (14.71) dans (14.69) pour obtenir :
||χhγvh||2L2(Ωαj

) ≥ 1− C1 e
−C2h

γ− 1
2 . (14.72)



14.3 Majoration du bas du spetre 191Regroupons les relations (14.68) et (14.72) a�n d'appliquer le Prinipe du min-max 2.2, il vient :
qh,A,Ωαj

(χhγvφ,h)

||χhγvh||2L2(Ωαj )

≤ hB(Sj)µ(αj) + C
h2−2γ + h2 + h

3
2

1− C1 e−C2h
γ− 1

2

. (14.73)Prenons en onsidération l'erreur ommise lors du hangement de variables pour se ramener à l'étudedu seteur angulaire, rappelée en (14.60), nous déduisons :
qh,Ã,Ω(χhγvh)

||χhγvh||2L2(Ω)

≤ (1 + C1h
γ)

(

hB(Sj)µ(αj) + C
h2−2γ + h2 + h

3
2

1− C1 e−C2h
γ− 1

2

)

≤ hB(Sj)µ(αj) + C̃(hγ+1 + h
3
2 + h2−2γ). (14.74)En hoisissant γ = 1

3 orrespondant à la ondition γ + 1 = 2− 2γ qui optimise le reste dans l'estima-tion (14.74), nous obtenons :
µ(h,B,Ω) ≤ hB(Sj)µ(αj) + Ch

4
3 . (14.75)14.3.2 Contribution du bord régulierNous allons maintenant établir la ontribution du bord régulier du domaine en montrant :

µ(h,B,Ω) ≤ hΘ0b
′ + Ch

4
3 . (14.76)Considérons un point x0 ∈ ∂Ω tel que B(x0) = b′. Deux as sont possibles :1. Soit x0 est un sommet Sj d'angle αj , alors nous avons établi en (14.75) que :

µ(h,B,Ω) ≤ hB(Sj)µ(αj) + Ch
4
3 .Or, B(Sj) = b′ et par hypothèse, µ(αj) < Θ0, don :

µ(h,B,Ω) ≤ hb′Θ0 + Ch
4
3 .2. Soit x0 n'est pas un sommet, alors, par un hangement de variables, nous nous ramenons àl'étude du demi-plan et obtenons, omme dans [60℄, la majoration :

µ(h,B,Ω) ≤ hb′Θ0 + Ch
3
2 . (14.77)Nous reprenons la démonstration de (14.77) ar nous utiliserons ette preuve pour généraliser laProposition 14.5 à la Setion 14.3.4. Quitte à e�etuer une rotation du domaine Ω, nous supposonsqu'au voisinage du point x0, le bord du domaine Ω à pour équation x2 = f(x1) ave f régulière telleque f ′(x0

1) = 0, en notant (x0
1, x

0
2) les oordonnées du point x0. Dé�nissons la fontion ψ au voisinagedu point (0, 0) dans R× R+ :

ψ(x̃1, x̃2) = (x̃1 + x0
1, x̃2 + x0

2 + f(x̃1 + x0
1)− f(x0

1)). (14.78)Le alul de la di�érentielle de ψ onduit à :
g(x̃1, x̃2) = dψtdψ(x̃1, x̃2) =

(

1 f ′(x̃1 + x0
1)

f ′(x̃1 + x0
1) 1 + |f ′(x̃1 + x0

1)|2
)

. (14.79)



192 Estimations d'énergieLa matrie g a pour déterminant 1. Utilisons la formule de hangement de variables donnée auLemme 14.2 pour une fontion v à support dans un voisinage de x0, alors :
qh,A,Ω(v) =

∫

R×R+

(

∣

∣

∣(h∂x̃1 − iÃ1)ṽ(x̃)
∣

∣

∣

2
+ (1 + |f ′(x̃1 + x0

1)|2)
∣

∣

∣(h∂x̃2 − iÃ2)ṽ(x̃)
∣

∣

∣

2

+2 Re f ′(x̃1 + x0
1)(h∂x̃1 − iÃ1)ṽ(x̃) (h∂x̃2 − iÃ2)ṽ(x̃)

)

dx̃. (14.80)Après un éventuel hangement de jauge, nous pouvons supposer que Ã véri�e :






Ã(0, 0) = 0,

Ã = Ãℓin + Ã′ ave Ãℓin(x̃) =

(

b′x̃2

0

) et Ã′
2(x̃) = 0.

(14.81)En e�et, par dé�nition du hamp magnétique B̃, assoié au potentiel Ã, nous avons :
B̃ = rot Ã =

∂Ã1

∂x̃2
,don :

b′ = B̃(0, 0) = rot Ã(0, 0) =
∂Ã1

∂x̃2
(0, 0).Donnons quelques préisions supplémentaires sur le omportement du potentiel Ã′. Comme le hampmagnétique B̃ atteint un minimum sur le bord du domaine, alors :

∂B̃

∂x̃1
(0, 0) = 0.L'ériture du développement de Taylor à l'ordre 1 de B̃, montre qu'il existe une onstante uniforme

C telle que :
∣

∣

∣

∣

∣

B̃(x̃)− b′ − x̃2
∂B̃

∂x̃2
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C|x̃|2. (14.82)Mais B̃(x̃) = ∂Ã1
∂x̃2

et par intégration selon la variable x̃2 en notant que Ã1(0, 0) = 0, nous déduisons :
∣

∣

∣

∣

∣

Ã1(x̃)− b′x̃2 −
x̃2

2

2

∂B̃

∂x̃2
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C|x̃2||x̃|2. (14.83)Cette relation (14.83) montre ainsi, en utilisant (14.81), que :
∣

∣

∣

∣

∣

Ã′
1(x̃)−

x̃2
2

2

∂B̃

∂x̃2
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C|x̃2||x̃|2. (14.84)Utilisant la déomposition Ã = Ãℓin + Ã′ et nous aidant de (14.40), (14.80) devient :
qh,A,Ω(v) =

∫

R×R+

(

|(h∇− iAℓin)ṽ(x̃)|2

+2 Re i(h∂x̃1 − iÃℓin1 )ṽ(x̃)Ã′
1ṽ(x̃) + |Ã′

1ṽ|2 + |f ′(x̃1 + x0
1)|2|h∂x̃2 ṽ|2

+2 Re f ′(x̃1 + x0
1)(h∂x̃1 − iÃ1)ṽ(x̃)h∂x̃2 ṽ(x̃)

)

dx̃. (14.85)



14.3 Majoration du bas du spetre 193Nous omettrons désormais les tilde pour alléger les notations. Dé�nissons la fontion v par :
∀x ∈ R× R+, v(x) = h−

1
8 ei

q

b′
h
ζ0x1

(

b′

h

) 1
4

φ

(
√

b′

h
x2

)

χ(x2) g(h
− 1

4x1), (14.86)où χ ∈ C∞
0 (R

+
, [0, 1]) est telle que χ(x2) =

{

1 si 0 ≤ x2 ≤ ε0
2 ,

0 si x2 ≥ ε0,

} et g ∈ C∞
0 (R) est telle que

supp g ⊂]− 1
2 ,

1
2 [ et ∫

R

g2 = 1. La fontion φ et le réel ζ0 sont dé�nis par la Proposition 2.12. Estimons
qh,A,Ω(v) en utilisant (14.85).
• (h∂x1 − iAℓin1 )v = i(

√
hb′ζ0 − b′x2)v + hei

q

b′
h
ζ0x1

(

b′
h

) 1
4
φ

(

√

b′
h x2

)

χ(x2)h
− 1

8h−
1
4 g′(h−

1
4x1).Par onséquent :

∫

R×R+

|(h∂x1 − iAℓin1 )v|2 dx = hb′
∫ ∞

0
(ζ0 − y2)

2|φ(y2)|2χ2

(
√

h

b′
y2

)

dy2

+h2h−
1
2

∫

R

|g′(y1)|2 dy1

∫ ∞

0
|φ(y2)|2χ2

(√
hb′y2

)

dy2

≤ hb′
∫ ∞

0
(ζ0 − y2)

2|φ(y2)|2 dy2 + Ch
3
2 , (14.87)en e�etuant le hangement de variables :

y1 = h−
1
4x1, y2 =

√

b′

h
x2, (14.88)et tenant ompte des hypothèses sur les fontions χ et g.

• h∂x2v = hei
q

b′
h
ζ0x1h−

1
8 g(h−

1
4x1)

(

b′
h

)
1
4

(

(

b′
h

)
1
2
φ′
(

√

b′
h x2

)

χ(x2) + φ

(

√

b′
hx2

)

χ′(x2)

).Ainsi, en e�etuant le même hangement de variables (14.88) que préédemment :
∫

R×R+

|h∂x2v|2 dx = h2

∫ ∞

0

∣

∣

∣

∣

∣

√

b′

h
φ′(y2)χ

(
√

h

b′
y2

)

+ φ(y2)χ
′
(
√

h

b′
y2

)∣

∣

∣

∣

∣

2

dy2

≤ hb′
∫ ∞

0
|φ′(y2)|2 dy2 + c1h

3
2 + c2h

2

≤ hb′
∫ ∞

0
|φ′(y2)|2 dy2 + Ch

3
2 . (14.89)Des deux inégalités (14.87) et (14.89), nous déduisons qu'il existe une onstante C indépendante de

h telle que :
∫

R×R+

|(h∇− iAℓin)v|2dx ≤ hb′
∫

R+

(

(ζ0 − y2)
2|φ(y2)|2 + |φ′(y2)|2

)

dy2 + Ch
3
2 ≤ hb′Θ0 + Ch

3
2 .(14.90)

• D'après l'hypothèse faite en (14.84) sur le potentiel A′, nous avons, en reprenant (14.88) :
∫

R×R+

|A′v|2dx ≤ C

∫

R×R+

(x2
1x2 + x2

2)
2

√

b′

h

∣

∣

∣

∣

∣

φ

(
√

b′

h
x2

)∣

∣

∣

∣

∣

2

|χ(x2)|2h−
1
4 |g(h− 1

4x1)|2dx

≤ C

∫

R×R+

(

h
1
2

√

h

b′
y2
1y2 +

h

b′
y2
2

)2

|φ(y2)|2g2(y1) dy1 dy2
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≤ C̃h2

∫ ∞

0
(y2 + y2

2)
2|φ(y2)|2dy2

≤ C ′h2, (14.91)ar la fontion t 7→ tkφ(t) est de arré intégrable pour tout entier naturel k.
• Grâe à l'inégalité de Cauhy-Shwarz et les relations (14.87) et (14.91), nous déduisons :

∫

R×R+

Re i(h∂x1 − iAℓin1 )v(x)A′
1v(x)dx ≤

√

∫

R×R+

|(h∂x1 − iAℓin1 )v|2dx
√

∫

R×R+

|A′
1v|2dx

≤ Ch
3
2 . (14.92)

• Par hypothèse sur la fontion f et utilisation de la formule de Taylor, il existe une onstante c telleque |f ′(x1 + x0
1)| ≤ c|x1|. Ainsi, en utilisant à nouveau le hangement de variables (14.88) :

∫

R×R+

|f ′(x1 + x0
1)|2|h∂x2v|2dx ≤

∫

R×R+

Ch2
√
hy2

1g
2(y1)

(

b′

h
|φ′(y2)|2 + |φ(y2)|2

)

dy1 dy2

≤ C̃h
3
2 . (14.93)

• Estimons le dernier terme ∫
R×R+

Re f ′(x1 +x0
1)(h∂x1− iA1)v(x)h∂x2v(x) en utilisant la déomposi-tion A1 = Aℓin1 +A′

1. Par hypothèse sur A′
1 et le hangement de variables (14.88), nous déduisons :

∫

R×R+

|f ′(x1 + x0
1)A

′
1v(x)h∂x2v(x)|dx ≤ C

√

∫

R×R+

x2
1|A′

1v|2dx
√

∫

R×R+

|h∂x2v|2dx

≤ ch
1
2

√

∫

R×R+

h
5
2 y2

1(y
2
1y2 + y2

2)
2|φ(y2)|2g2(y1) dy

≤ C ′h
1
2h

5
4 = ch

7
4 . (14.94)Le hangement de variables (14.88) onduit à l'estimation :

∫

R×R+

Re f ′(x1 + x0
1)(h∂x1 − ibx2)v(x)h∂x2v(x)dx

=

∫

R×R+

h
1
4 y1

√
hb′h|ζ0 − y2|

(

b′

h

)
1
4

|φ(y2)||φ′(y2)|
∣

∣

∣

∣

∣

χ

(
√

h

b′
y2

)∣

∣

∣

∣

∣

2

g2(y1) dy1 dy2

+

∫

R×R+

h
1
4 y1

√
hb′h|ζ0 − y2||φ(y2)|2χ

(
√

h

b′
y2

) ∣

∣

∣

∣

∣

χ′
(
√

h

b′
y2

)∣

∣

∣

∣

∣

g2(y1) dy1 dy2

+

∫

R×R+

h
1
4 y1h

2h−
1
4 |g(y1)||g′(y1)|

(

b′

h

) 1
4

|φ(y2)||φ′(y2)|
∣

∣

∣

∣

∣

χ

(
√

h

b′
y2

)∣

∣

∣

∣

∣

2

dy1 dy2

+

∫

R×R+

h
1
4 y1h

2h−
1
4 |g(y1)||g′(y1)||φ(y2)|2χ

(
√

h

b′
y2

) ∣

∣

∣

∣

∣

χ′
(
√

h

b′
y2

)∣

∣

∣

∣

∣

dy1 dy2. (14.95)Grâe aux hypothèses sur g, χ et les propriétés d'intégrabilité de la fontion φ, il est faile de voir queles deux derniers termes de (14.95) sont majorés par Ch 7
4 . De plus, omme |ab| ≤ 1

2(|a|2 + |b|2) et gest à support dans ]− 1
2 ,

1
2 [, il vient :

∫

R×R+

h
1
4 y1

√
hb′h|ζ0 − y2|

(

b′

h

)
1
4

|φ(y2)||φ′(y2)|
∣

∣

∣

∣

∣

χ

(
√

h

b′
y2

)∣

∣

∣

∣

∣

2

g2(y1) dy1 dy2

≤ h

√
hb′

2

∫ ∞

0
(|ζ0 − y2|2|φ(y2)|2 + |φ′(y2)|2)dy2 ≤ Θ0

√
b′

2
h

3
2 . (14.96)



14.3 Majoration du bas du spetre 195Comme t 7→ tkφ(t) est de arré intégrable pour tout entier naturel k et que χ et g sont à supportompat, il vient :
∫

R×R+

h
1
4 y1

√
hb′h|ζ0 − y2||φ(y2)|2χ

(
√

h

b′
y2

)∣

∣

∣

∣

∣

χ′
(
√

h

b′
y2

)∣

∣

∣

∣

∣

g2(y1) dy1 dy2 ≤ Ch
7
4 . (14.97)Reportons (14.96) et (14.97) dans (14.95), il vient :

∫

R×R+

Re f ′(x1 + x0
1)(h∂x1 − ibx2)v(x)h∂x2v(x)dx ≤ c(h

3
2 + h

7
4 + h2) ≤ Ch 3

2 . (14.98)Reportons les relations (14.90), (14.91), (14.92), (14.93), (14.94) et (14.98) dans (14.85), nous obtenonsla majoration de la forme sesquilinéaire sur le domaine Ω initial :
qh,A,Ω(v) ≤ hb′Θ0 + Ch

3
2 . (14.99)Minorons maintenant la norme de v en e�etuant à nouveau le hangement de variables (14.88) :

||v||2L2(R×R+) =

∫ ∞

0
|φ(y2)|2

∣

∣

∣

∣

∣

χ

(
√

b′

h
y2

)∣

∣

∣

∣

∣

2

dy2 ≥
∫

q

b′
h

ε0
2

0
|φ(y2)|2 dy2. (14.100)Or φ ∈ S(R+) don il existe h0 et une onstante C tel que pour tout h ∈]0, h0], nous avons :

||v||2L2(R×R+) ≥ 1− Ch2. (14.101)Il reste à appliquer le prinipe du min-max, e qui ahève la démonstration de la ontribution du bordrégulier donnée en (14.77).14.3.3 Contribution de l'intérieurNous montrons maintenant que :
µ(h,B,Ω) ≤ hb+O(h

4
3 ). (14.102)Considérons x0 ∈ Ω tel que b = B(x0). Alors, trois as sont possibles :1. Soit x0 est un sommet Sj d'angle αj . Dans e as, nous avons démontré en (14.75) que µ(h,B,Ω) ≤

hB(x0)µ(αj) +O(h
4
3 ). Mais B(x0) = b et µ(αj) < 1, il vient alors :

µ(h,B,Ω) ≤ hb+O(h
4
3 ).2. Soit x0 est un point régulier du bord du domaine, alors nous avons démontré en (14.77) que

µ(h,B,Ω) ≤ hb′Θ0 +O(h
3
2 ). Mais B(x0) = b ≤ b′ et Θ0 < 1, il vient alors :

µ(h,B,Ω) ≤ hb+O(h
3
2 ).3. Soit x0 ∈ Ω, montrons dans e as :

µ(h,B,Ω) ≤ hb+O(h
3
2 ). (14.103)



196 Estimations d'énergieSupposons don x0 ∈ Ω et B(x0) = b. Nous loalisons dans un voisinage de x0 une fontion propre dela réalisation de Neumann de Ph,Aℓin,R2 .Il existe h0 > 0 tel que B(x0, h
γ
0) ⊂ Ω. Reprenons les fontions χ et χt dé�nies en (14.57) et (14.58)ave t = hγ et h ≤ h0. Dé�nissons :

∀x ∈ Ω, u(x) =

√

b

4πh
exp

(−b|x− x0|2
4h

)

, (14.104)
ũ(x) = exp

(

i
φ(x)

h

)

u(x). (14.105)Rappelons le résultat du alul d'une intégrale gaussienne :
∫

B(x0,R)
|u(x)|2 dx = 1− exp

(

−bR
2

4h

)

. (14.106)Les inlusions B(x0, h
γ) ⊂ Ω ⊂ R2 et la relation (14.106) permettent d'enadrer ||u||2L2(Ω) et ainsi :

||u||L2(Ω) = 1 +O
(

exp

(

−bh
2γ−1

4

))

. (14.107)Le développement limité (14.107) explique la raison du hoix γ ∈
]

0, 1
2

[. Donnons des propriétésd'intégrabilité liées à la fontion u, aisément justi�ées par le alul de gaussiennes :Remarque 14.6.
∫

Ω
|x− x0|3|u(x)|2 dx ≤ 6

√
π

(

h

b

)3/2

. (14.108)
∫

Ω
|x− x0|4|u(x)|2 dx ≤ 2

(

4h

b

)2

. (14.109)Nous utilisons les potentiels dé�nis préédemment ave z = x0. A�n d'obtenir l'estimation (14.103),nous utilisons le prinipe du min-max et évaluons qh,A,Ω(χhγ ũ) en notant que χhγ ũ ∈ H1
h,A(Ω). Parhangement de jauge, nous avons :

qh,A,Ω(χhγ ũ) = qh,Anew,Ω(χhγu). (14.110)Utilisons la déomposition Anew = Aℓin +A′, alors :
qh,Anew,Ω(χhγu) = qh,Aℓin,Ω(χhγu) + || |A′|χhγu||2L2(Ω) + 2

∫

Ω
A′ · Aℓin|χhγu|2 dx. (14.111)La relation (3.19) du Lemme 3.10 et la onstrution de la fontion u onduisent à :

qh,Aℓin,Ω(χhγu) = hb||χhγu||2L2(Ω) + h2−2γ

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∇χ
(

x− x0

hγ

)∣

∣

∣

∣

2

|u(x)|2 dx. (14.112)La fontion x → ∇χ (x−x0
hγ

) est nulle en dehors de la ouronne entrée en x0 et de rayons hγ

2 et hγ .Utilisant (14.106) ave R = hγ

2 , nous déduisons de (14.112) :
qh,Aℓin,Ω(χhγu) ≤ hb||χhγu||2L2(Ω) + Ch2−2γexp

(

− b

16
h2γ−1

)

. (14.113)



14.3 Majoration du bas du spetre 197Comme nous l'avons rappelé en (14.38), nous savons qu'il existe une onstante C uniforme telle que
|A′| soit majoré sur Ω par C|x− x0|2. Par onstrution de Aℓin, nous pouvons majorer |A′ · Aℓin| par
C b

2 |x−x0|3. Ainsi, en majorant uniformément B sur Ω et en reprenant (14.113), il existe une ontante
c indépendante de h telle que :
qh,Anew,Ω(u) ≤ hb||χhγu||2L2(Ω) +Ch

2−2γexp

(

− b

16
h2γ−1

)

+c

∫

Ω
(|x−x0|4 + |x−x0|3)|u|2dx. (14.114)À la vue de la Remarque (14.6), nous avons alors :

qh,Anew,Ω(u) ≤ hb+ c′h3/2. (14.115)L'estimation (14.107) de la norme de u permet d'estimer ||χhγu||L2(Ω) et d'obtenir la majoration(14.103). Cei ahève la démonstration de la Proposition 14.5.14.3.4 Généralisation de la majorationNous montrons dans e paragraphe que si nous omettons l'hypothèse �pour tout sommet Sj,
µ(αj) < Θ0�, nous obtenons une majoration moins forte :

µ(h,B,Ω) ≤ h inf

(

b,Θ0b
′, inf
j=1,...,N

µ(αj)B(Sj)

)

+ Ch
9
8 . (14.116)Notons également que ette hypothèse �pour tout sommet Sj, µ(αj) < Θ0� n'est pas restritive arnous émettons la onjeture que µ est stritement roissante de ]0, π] vers ]0,Θ0].Démonstration de (14.116) : Considérons don un sommet Sj tel que µ(αj) = Θ0 et montrons que :

µ(h,B,Ω) ≤ hµ(αj)B(Sj) + O(h9/8). (14.117)Considérons un point Tj sur le bord du domaine tel que Tj ne soit pas un sommet et d(Sj , Tj) = h
1
4 .Si h est assez petit, un tel point Tj existe bien. Pour le point Tj , nous pouvons reprendre l'étude de laontribution du bord régulier du domaine donnée à la Setion 14.3.2 et proédons de même. Le seulhangement est qu'il faut hoisir une fontion-test dont le support ne renontre auun sommet ni lebord du domaine. Il faut don hoisir une fontion test dont le support est de taille dépendant de h.D'après la relation (14.9) :

(1− C1ε0h
ρ)qh,Ã,Ω̃(ũ) ≤ qh,A,Ω(u) ≤ (1 + C1ε0h

ρ)qh,Ã,Ω̃(ũ),il su�t d'étudier qh,Ã,R×R+(ũ) pour en déduire une valeur approhée de l'ordre de hρ de qh,A,Ω(u) pourune fontion u à support dans une boule de rayon hρ. De la même manière que nous avons dé�nie lafontion v en (14.86), nous hoisissons :
∀x ∈ R× R+, v(x) = ei

q

B(Tj )

h
ζ0x1

(

B(Tj)

h

)
1
4

φ

(
√

B(Tj)

h

)

g2

(

x2

h
3
8

)

h−
3
16 g1(h

− 3
8x1), (14.118)où g1 ∈ C∞

0 (]− 1
2 ,

1
2 [,R) de L2 norme égal à 1, g2 ∈ C∞

0 (R
+
) telle que :

{

g2(x2) = 1 si 0 ≤ x2 ≤ 1
2 ,

0 si x2 ≥ 1,



198 Estimations d'énergieet φ, ζ0 dé�nies par la Proposition 2.12. Nous devons don estimer qh,A,R×R+(v). De la même façonqu'à la Setion 14.3.2, nous pouvons supposer que le potentiel magnétique véri�e :
A(0, 0) = 0 et A = Aℓin +A′, (14.119)ave :

Aℓin(x) = (B(Tj)x2, 0), A
′
2(x) = 0 et |A1(x)| ≤ C|x|2. (14.120)Alors :

qh,A,R×R+(v) = qh,A,R×R+(v) +

∫

R×R+

|A′
1|2|v|2 dx+ 2 Re

∫

R×R+

(h∂x1 −Aℓin1 )vA′
1v dx. (14.121)Reprenons les aluls de la Setion 14.3.2, en partiulier les relations (14.87) et (14.89), il vient :

• (h∂x1 − iAℓin1 )v = i(
√

hB(Tj)ζ0 −B(Tj)x2)v

+hei
q

B(Tj )

h
ζ0x1

(

B(Tj)

h

)
1
4

φ

(
√

B(Tj)

h
x2

)

χ(x2)h
− 3

16h−
3
8 g′(h−

3
8x1)

.Par onséquent :
∫

R×R+

|(h∂x1 − iAℓin1 )v|2 dx ≤ hB(Tj)

∫ ∞

0
(ζ0 − y2)

2|φ(y2)|2 dy2 +Ch2h−
3
4

≤ hB(Tj)

∫ ∞

0
(ζ0 − y2)

2|φ(y2)|2 dy2 +Ch
5
4 . (14.122)

• h∂x2v = hei
q

B(Tj )

h
ζ0x1h−

1
8 g1

(

h−
1
4x1

)

(

B(Tj)

h

) 1
4
((

B(Tj)

h

) 1
2

φ′
(
√

B(Tj)

h
x2

)

g2

(

x2

h
3
8

)

+φ

(
√

B(Tj)

h
x2

)

h−
3
8 g′2
(

x2

h
3
8

)

)

.Ainsi, en e�etuant le hangement de variables (14.88) :
∫

R×R+

|h∂x2v|2 dx ≤ hB(Tj)

∫ ∞

0
|φ′(y2)|2 dy2 + c1h

9
8 + c2h

5
4

≤ hB(Tj)

∫ ∞

0
|φ′(y2)|2 dy2 + Ch

9
8 . (14.123)Des deux inégalités (14.122) et (14.123), nous déduisons qu'il existe une onstante C indépendante de

h telle que :
∫

R×R+

|(h∇− iAℓin)v|2dx ≤ hB(Tj)

∫

R+

(

(ζ0 − y2)
2|φ(y2)|2 + |φ′(y2)|2

)

dy2 + Ch
9
8

≤ hB(Tj)Θ0 + Ch
9
8 . (14.124)Estimons les deux derniers termes :

• Comme la fontion v est à support dans un retangle de �té h 3
8 , il vient :

∫

R×R+

|A′
1|2|v|2 dx ≤ Ch

3
2 . (14.125)

• L'inégalité de Cauhy-Shwarz onduit à :
2 Re

∫

R×R+

(h∂x1 −Aℓin1 )vA′
1v dx ≤ C

√
hh

3
4 = Ch

5
4 . (14.126)



14.3 Majoration du bas du spetre 199Reportons les relations (14.124), (14.125) et (14.126) dans (14.121) :
qh,A,R×R+(v) ≤ hB(Tj)Θ0 + Ch

9
8 . (14.127)Minorons maintenant la norme de v en e�etuant à nouveau le hangement de variables (14.88) :

||v||2L2(R×R+) =

∫ ∞

0
|φ(y2)|2

∣

∣

∣

∣

∣

g2

(

h
1
8

b′
y2

)∣

∣

∣

∣

∣

2

dy2 ≥
∫

√
b′h− 1

8
2

0
|φ(y2)|2 dy2. (14.128)Or φ ∈ S(R+) don il existe h0 et une onstante C tel que pour tout h ∈]0, h0], nous avons :

||v||2L2(R×R+) ≥ 1− Ch2. (14.129)Appliquons le prinipe du min-max et tenant ompte de l'erreur ommise lors du hangement devariables :
µ(h,B,Ω) ≤ hΘ0B(Tj) + Ch

9
8

1− Ch2
= hΘ0B(Tj) + C̃h

9
8 . (14.130)Mais, en érivant le développement de Taylor de B, il existe une onstante uniforme β telle que :

B(Tj) ≤ B(Sj) + β|Tj − Sj| ≤ B(Sj) + βh
1
4 . (14.131)Injetons (14.131) dans (14.130), il vient :

µ(h,B,Ω) ≤ hΘ0(B(Sj) + βh
1
4 ) + C̃h

9
8 = B(Sj) +O(h

9
8 ). (14.132)Cei nous donne le résultat souhaité. �





Chapitre 15Loalisation de l'état fondamental15.1 PrésentationPour la loalisation à l'intérieur du domaine, nous reprenons les arguments de Hel�er-Morame [60℄basés sur les tehniques d'Agmon [1, 2, 3℄.A�n d'estimer la déroissane de l'état fondamental, nous hoisissons dans la relation (14.54) θ = 1
8 .Nous �xerons par la suite les paramètres ρ et ε0. Rappelons les dé�nitions (H3) :

b = inf
x∈Ω

B(x) et b′ = inf
x∈∂Ω

B(x). (15.1)Notons B∗ la quantité :
B∗: = min

(

b,Θ0b
′, µ(α1)B(S1), . . . , µ(αN )B(SN )

)

. (15.2)Reprenons la relation (14.54) en hoisissant u = e
φ√
huh et θ = 1

8 , il vient :
qh,A,Ω(u) ≥ h

∑

int

∫

Ω
B(x)|χhj u|2 dx−

C

ε20
h2−2ρ||u||2L2(Ω)

+(1− Ch 1
4 − Cε0hρ)hΘ0

∑

bd

B(zj)

∫

Ω
|χhj u|2 dx

+(1− Ch 1
4 − Cε0hρ)h

∑

smt

µ(αj)B(Sj)

∫

Ω
|χhj u|2 dx

−Cε40h4ρ− 1
4

∑

bd

||χhj u||2L2(Ω) − Cε40h4ρ− 1
4

∑

smt

||χhj u||2L2(Ω). (15.3)Considérons une fontion φ ayant un gradient ontinu presque partout sur Ω.Utilisons le Lemme 3.9 en hoisissant pour la fontion u l'état fondamental uh, il vient :
Re

〈

e
2 φ√

hPh,A,Ωuh, uh

〉

L2(Ω)

= qh,A,Ω

(

e
φ√
huh

)

− h|| |∇φ| e
φ√
huh||2L2(Ω). (15.4)Mais, par dé�nition de uh, nous avons Ph,A,Ωuh = µ(h,B,Ω)uh don :

µ(h,B,Ω)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Ω)

= qh,A,Ω

(

e
φ√
huh

)

− h|| |∇φ| eφuh||2L2(Ω). (15.5)201



202 Loalisation de l'état fondamentalLa Proposition 14.5 donne une majoration de µ(h,B,Ω) par hB∗ +C0h
5
4 . Reportons ette majorationdans (15.5), alors :

h
(

B∗ + C0h
1
4

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Ω)

≥ qh,A,Ω
(

e
φ√
huh

)

− h|| |∇φ| e
φ√
huh||2L2(Ω). (15.6)La relation (15.3), estimée pour u = e

φ√
huh permet de déduire di�érentes formes d'estimations selonles hoix des paramètres ρ et ε0.15.2 Déroissane à l'intérieurNous allons hoisir les valeurs des paramètres ρ = 1

2 et ε0 grand. Commençons par un lemme nousdonnant une minoration de la forme qh,A,Ω(u).Lemme 15.1. Choisissons ρ = 1
2 . Il existe des onstantes C, h0 et pour tout ε0 > 0, une onstante

C(ε0) telles que, pour tout h ∈]0, h0] et tout u ∈ H1
h,A(Ω) :

qh,A,Ω(u) ≥ h
∑

int

∫

Ω
B(x)|χhj u|2dx− C(ε0)h

∑

bd∪smt

∫

Ω
|χhj u|2dx−

Ch

ε20

∑

int

∫

Ω
|χhj u|2dx. (15.7)Démonstration : Rérivons la relation (15.3) en prenant ρ = 1

2 , alors :
qh,A,Ω(u) ≥ h

∑

int

∫

Ω
B(x)|χhj u|2 dx−

C

ε20
h||u||2L2(Ω)

+(1− Ch 1
4 − Cε0h

1
2 )hΘ0

∑

bd

B(zj)

∫

Ω
|χhj u|2 dx

+(1− Ch 1
4 − Cε0h

1
2 )h
∑

smt

µ(αj)B(Sj)

∫

Ω
|χhj u|2 dx

−Cε40h
7
4

∑

bd

||χhj u||2L2(Ω) − Cε40h
7
4

∑

smt

||χhj u||2L2(Ω). (15.8)Nous rérivons la norme ||u||2L2(Ω) à l'aide de la partition de l'unité et obtenons le lemme en hoisissant :
h0 ≤

1

C4
et C(ε0) =

C

ε20
+ Cε0 sup

j
(Θ0B(zj), µ(αj)B(Sj)) + Cε40h

3
4
0 .

�Utilisons e lemme pour justi�er la proposition :Proposition 15.2. Ave les notations (15.1), supposons véri�ée la ondition :
inf

(

Θ0b
′, inf
j=1,...,N

µ(αj)B(Sj)

)

< b. (15.9)Si uh est l'état fondamental assoié à Ph,A,Ω, il existe alors des onstantes C > 0, δ > 0 telles que :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e
δ d(x,∂Ω)√

h uh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

H1(Ω)

≤ C||uh||L2(Ω). (15.10)



15.2 Déroissane à l'intérieur 203Démonstration : Établissons le résultat pour la norme L2. Nous appliquons le Lemme 15.1 ave
u = e

φ√
huh, alors :

qh,A,Ω(e
φ√
huh) ≥ h

∑

int

∫

Ω
B(x)

∣

∣

∣

∣

χhj e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

2

dx

−C(ε0)h
∑

bd∪smt

∫

Ω
|χhj e

φ√
huh|2dx−

Ch

ε20

∑

int

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

χhj e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

2

dx. (15.11)Dé�nissons la fontion φ par :
∀x ∈ Ω, φ(x) = δmax(d(x, ∂Ω),

√
h), (15.12)nous préiserons δ ensuite. Notons que |∇φ| ≤ |δ|. Combinons les relations (15.6) et (15.11), alors,utilisant les dé�nitions de b et de B∗ :

(

b−B∗ − C0h
1
4 − C

ε20
− δ2

)

∑

int

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

χhj e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

2

dx ≤ C̃(ε0)
∑

bd∪smt

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

χhj e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

2

dx. (15.13)Par hypothèse, b > B∗, hoisissons don :
δ <
√
b−B∗,ainsi que h0 assez petit et ε0 grand, alors il existe une onstante C telle que pour tout h ∈]0, h0] :

∑

int

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

χhj e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

2

dx ≤ C
∑

bd∪smt

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

χhj e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

2

dx. (15.14)Comme e φ√
h est majoré uniformément sur ⋃bd∪smt suppχhj , ei onduit à :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

L2(Ω)

≤ C̃||uh||L2(Ω). (15.15)Le Lemme 3.9 permet d'érire :
qh,A,Ω

(

e
φ√
huh

)

= Re

〈

e
2 φ√

hPh,A,Ωuh, uh

〉

L2(Ω)

+ h|| |∇φ| e
φ√
huh||2L2(Ω).Par hypothèse sur les fontions uh et φ, nous avons alors :

qh,A,Ω

(

e
φ√
huh

)

≤ (µ(h,B,Ω) + hδ2)||e
φ√
huh||2L2(Ω).Grâe à la majoration de µ(h,B,Ω) donnée à la Proposition 14.5, il existe une onstante C indépen-dante de h telle que :

qh,A,Ω

(

e
φ√
huh

)

≤ Ch||e
φ√
huh||2L2(Ω).Il su�t de reprendre (15.15) pour déduire une estimation H1 de e φ√

huh.
�



204 Loalisation de l'état fondamental15.3 Déroissane sur le bordThéorème 15.3. Supposons inf
j=1,...,N

(µ(αj)B(Sj)) < min(b,Θ0b
′) ave les notations (15.1). Notons

N ′ l'ensemble des sommets de Ω où le minimum B∗ est atteint et soit uh l'état fondamental assoiéà l'opérateur Ph,A,Ω. Alors il existe des onstantes C > 0, δ > 0 et h0 telles que pour tout h ∈]0, h0] :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e
δ

d(x,N′)√
h uh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

H1
h,A(Ω)

≤ Cexp

(

δ

h
1
8

)

||uh||L2(Ω). (15.16)Démonstration : Commençons par établir le résultat pour la norme L2 au lieu de H1
h,A. Choisissons

ε0 = 1 et ρ = 3
8 , u = e

φ√
huh dans (15.3), la relation s'érit alors :

qh,A,Ω(e
φ√
huh) ≥ h

∑

int

∫

Ω
B(x)|χhj e

φ√
huh|2 dx− Ch

5
4 ||e

φ√
huh||2L2(Ω)

+(1− Ch 1
4 − Ch 3

8 )hΘ0

∑

bd

B(zj)

∫

Ω
|χhj e

φ√
huh|2 dx

+(1− Ch 1
4 − Ch 3

8 )h
∑

smt

µ(αj)B(Sj)

∫

Ω
|χhj e

φ√
huh|2 dx

−Ch 5
4

∑

bd

||χhj e
φ√
huh||2L2(Ω) − Ch

5
4

∑

smt

||χhj e
φ√
huh||2L2(Ω). (15.17)Reportons la dernière minoration (15.17) dans (15.6), divisons par h et regroupons les termes entenant ompte de la partition de l'unité :

||e
φ√
huh||2L2(Ω) =

∑

int

||χhj e
φ√
huh||2L2(Ω) +

∑

bd

||χhj e
φ√
huh||2L2(Ω) +

∑

smt

||χhj e
φ√
huh||2L2(Ω).Alors, par ompaité du bord du domaine et régularité du hamp magnétique B, il existe h0 > 0 etune onstante c telle que pour tout h ∈]0, h0] :

∑

int

∫

Ω

(

B(x)−B∗ − |∇φ|2 − ch
1
4

)

|χhj e
φ√
huh|2 dx

+
∑

bd

∫

Ω

(

Θ0B(zj)−B∗ − |∇φ|2 − ch
1
4

)

|χhj e
φ√
huh|2 dx

+
∑

smt

∫

Ω

(

µ(αj)B(Sj)−B∗ − |∇φ|2 − ch
1
4

)

|χhj e
φ√
huh|2 dx ≤ 0. (15.18)Notons :

smt∗: = {j ∈ smt| µ(αj)B(Sj) = B∗}. (15.19)Par hypothèse, nous avons don :
∀j ∈ smt∗, µ(αj)B(Sj) < inf

(

b,Θ0b
′, inf
k∈smt\smt∗

µ(αk)B(Sk)

)

.Nous allons séparer les indies de smt entre smt∗ et smt\smt∗ pour lesquels la quantité µ(αj)B(Sj)−
B∗ reste stritement positive, la relation (15.18) devient :

∑

int

∫

Ω

(

B(x)−B∗ − |∇φ|2 − ch
1
4

)

|χhj e
φ√
huh|2 dx
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+

∑

bd

∫

Ω

(

Θ0B(zj)−B∗ − |∇φ|2 − ch
1
4

)

|χhj e
φ√
huh|2 dx

+
∑

smt\smt∗

∫

Ω

(

µ(αj)B(Sj)−B∗ − |∇φ|2 − ch
1
4

)

|χhj e
φ√
huh|2 dx

≤
∑

smt∗

∫

Ω

(

|∇φ|2 + ch
1
4

)

|χhj e
φ√
huh|2 dx. (15.20)Choisissons maintenant la fontion φ sur Ω dé�nie par :

∀x ∈ Ω, φ(x) = δmax
(

d
(

x,N ′) , h
3
8

)

, (15.21)où δ est un paramètre stritement positif. Nous remarquons qu'ave e hoix de φ, |∇φ| ≤ δ et ∇φest nul dans ⋃

j∈smt∗
B(Sj, h

3
8 ) ar la fontion y est onstante, égale à δh 3

8 . Pour avoir une estimationintéressante à partir de (15.20), nous hoisissons δ véri�ant :
δ2 < inf

(

b−B∗,Θ0b
′ −B∗, min

j∈smt\smt∗
(µ(αj)B(Sj)−B∗)

)

. (15.22)Utilisons e hoix de δ dans (15.20) et notons que B ≥ b sur Ω, B(zj) ≥ b′, pour tout j ∈ bd, alors ilexiste une onstante C telle que pour tout h ∈]0, h1] :
∑

int∪bd∪smt\smt∗

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

χhj e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

2

dx ≤ Ch
1
4 exp

(

2δ

h
1
8

)

∑

smt∗

∫

Ω
|χhj uh|2 dx. (15.23)Notons :

V ′: =
⋃

j∈smt∗
B(Sj, h

3
8 ), (15.24)alors par dé�nition de la partition de l'unité, nous avons les majorations :

∫

Ω\V ′

∣

∣

∣

∣

e
δd(x,N′)√

h uh(x)

∣

∣

∣

∣

2

dx ≤
∑

int∪bd∪smt\smt∗

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

χhj e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

2

dx,

∑

smt∗

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

χhj e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

2

dx ≤ exp

(

2δ

h
1
8

)∫

V ′
|uh|2 dx. (15.25)Reportons es majorations dans (15.23), nous en déduisons :

∫

Ω\V ′

∣

∣

∣

∣

e
δd(x,N′)√

h uh

∣

∣

∣

∣

2

dx ≤ Ch 1
4 exp

(

2δ

h
1
8

)∫

V ′
|uh|2 dx. (15.26)Il reste à ajouter l'intégrale ∫

V ′

∣

∣

∣

∣

e
δd(x,N′)√

h uh

∣

∣

∣

∣

2

dx de part et d'autre pour obtenir l'estimation L2 :
∫

Ω

∣

∣

∣

∣

e
δd(x,N′)√

h uh

∣

∣

∣

∣

2

dx ≤ 2Ch
1
4 exp

(

2δ

h
1
8

)
∫

V ′
|uh|2 dx ≤ 2Cexp

(

2δ

h
1
8

)
∫

V ′
|uh|2 dx. (15.27)Ajoutons maintenant la norme du gradient. D'après le Lemme 3.9, nous pouvons érire :

qh,A,Ω

(

e
φ√
huh

)

= Re

〈

e
2 φ√

hPh,A,Ωuh, uh

〉

+ h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|∇φ| e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Ω)

= µ(h,B,Ω)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Ω)

+ h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|∇φ| e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Ω)

.



206 Loalisation de l'état fondamentalPar l'estimation de µ(h,B,Ω) obtenue à la Proposition 14.5 et par hypothèse sur φ, il existe ainsi uneonstante C telle que :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∇h,A
(

e
φ√
huh

)∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Ω)

≤ Ch
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e
φ√
huh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Ω)

. (15.28)Il su�t d'ajouter ette relation à l'estimation (15.27) pour obtenir le résultat souhaité. �Corollaire 15.4. Sous les mêmes hypothèses qu'au Théorème 15.3, onsidérons V un voisinage de
N ′, alors il existe δ̃ > 0 tel qu'en supposant uh normalisée :

||uh||L2(V) = 1 +O
(

e
− δ̃√

h

)

.Cette estimation est enore valable pour la norme attahée à H1
h,A,Ω.Démonstration : Soit r tel que ⋃

S∈N ′
B(S, r) ⊂ V. Alors :

||uh||2L2(V) ≥ 1− ||uh||2L2(Ω\S

S∈N′ B(S,r)).Or d'après le Théorème 15.3, nous avons :
||uh||2L2(Ω\S

S∈N′ B(S,r)) ≤ e
− 2δr√

h

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e
δd(x,N′)√

h uh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

L2(Ω\S

S∈N′ B(S,r))
≤ Ce−

2δr√
h e

2 δ

h1/8 .Ainsi :
1−O

(

e
− δ̃√

h

)

≤ ||uh||2L2(V) ≤ 1.

�15.4 Loalisation pour les polygones réguliersIntéressons-nous à la loalisation de l'état fondamental assoié à un polygone régulier. De telsdomaines ne possèdent que des angles de même mesure et nous montrerons de manière heuristiqueomment l'invariane de es domaines par rotation permet de onstruire un état fondamental assoiéà la plus petite valeur propre et dont l'intensité est répartie sur haque sommet. Les résultats quenous établissons ii reposent sur les tehniques développées par Hel�er-Sjöstrand (f Hel�er [56℄ ou[63℄) pour analyser l'e�et tunnel.Insistons sur le fait que nous suivrons une démarhe heuristique et ajouterons des hypothèses quisemblent physiquement naturelles mais que nous ne savons pas justi�er mathématiquement.Nous onsidérons la fontion propre assoiée au seteur d'angle αn, angle au sommet du polygone à n�tés, noté Pn. Grâe à ette fontion, nous onstruisons n fontions loalisées haune en un sommetdu polygone. Nous estimons la distane entre le sous-espae E engendré par es n fontions et l'espae
F des n premiers veteurs propres à l'aide du Théorème 2.21. Nous projetons les n fontions de Esur F et déduisons une base orthonormée e1, . . . , en à l'aide du proédé de Gram-Shmidt. Il reste àanalyser la matrie (〈(Ph,BA0,Pnej , ek〉)1≤j,k≤n et regarder la loalisation du premier veteur propre.Considérons le domaine Pn qui est le polygone régulier à n �tés insrit dans le erle unité etsupposons pour l'instant n ≥ 4. Nous notons S1, . . . , Sn les sommets du polygone et αn l'angle Ŝ1S2S3,
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P

n

2π/n
S

SS

S

S
S

1

23

4

5
n

O

nα

Fig. 15.1 � Polygone régulier Pn, n = 6.et angle vaut n−2
n π. L'angle ̂SjOSj+1 vaut don 2π

n pour tout j = 1, . . . , n ave la onvention que
Sn+1 = S1. Notons g la rotation d'angle 2π

n et G la matrie assoiée :
G =

(

cos 2π
n − sin 2π

n
sin 2π

n cos 2π
n

)

.Considérons une fontion u ∈ DN (Ph,BA0,Pn) où B est un hamp magnétique onstant stritementpositif et omparons Ph,BA0,Pn(g ∗ u) ave g ∗ (Ph,BA0,Pnu) en dé�nissant :
∀x ∈ Pn, g ∗ u(x):= u(g(x)). (15.29)Par dé�nition de g et G, pour tout x ∈ Pn, g(x) = G

(

x1

x2

), par onséquent, notant y = g(x), nousalulons failement :
(

x2

−x1

)

=

(

− sin 2π
n y1 + cos 2π

n y2

− cos 2π
n y1 − sin 2π

n y2

)

= tG

(

y2

−y1

)

, (15.30)
∇xu(g(x)) = tG∇yu(y) =

(

cos 2π
n ∂y1u(y) + sin 2π

n ∂y2u(y)
− sin 2π

n ∂y1u(y) + cos 2π
n ∂y2u(y)

)

. (15.31)Nous déduisons ainsi :
(

h∇− iB
2
A0

)2

(g ∗ u)(x) = g ∗
(

(

h∇− iB
2
A0

)2

u

)

(x). (15.32)La relation (15.32) justi�e immédiatement :
∀k = 0, . . . , n, Ph,BA0,Pn(gk ∗ u) = gk ∗ (Ph,BA0,Pnu), (15.33)où gk désigne la rotation d'angle 2kπ

n . Supposons que µ(αn) est une valeur propre et onsidérons
u0

1 un veteur propre normalisé assoié à µ(αn) pour l'opérateur PΩαn
. Dé�nissons la fontion u1déduite de u0

1 par translation de OS1, rotation d'angle π et dilatation a�n que u1 soit une fontionpropre normalisée pour l'opérateur Ph,bA0,ΩSnS1S2
pour la valeur propre hBµ(αn) où ΩSnS1S2 désignele seteur de sommet S1 d'angle au sommet αn. Considérons χ0

ε ∈ C∞
0 ([0,∞[, [0, 1]) dont le supportest inlus dans [0, 1 − ε

2

] et telle que χ0
ε = 1 sur [0, 1− ε]. Dé�nissons la fontion χε sur Pn par :

∀x ∈ Pn, χε(x):= χ0
ε

( |x− S1|
|S1 − S2|

)

. (15.34)



208 Loalisation de l'état fondamentalLa fontion χε permet de loaliser la fontion propre u1 au voisinage de S1. Dé�nissons les fontions
ũk sur Pn par :

ũk = gk−1 ∗ (χεu1), ∀k = 1, . . . , n. (15.35)Les fontions ũk sont loalisées au sommet Sk. La onstrution de la fontion u1 et le Théorème 9.1montrent alors que pour tout δ ∈ ]0,√Θ0 − µ(αn)
[, il existe des onstantes h0 et C telles que pourtout h ∈]0, h0] :

||u1 − ũ1||L2(Pn) ≤ Ce
− δ(1−ε)d(S1,S2)√

h , (15.36)
Ph,BA0,Pn(ũ1) = hBµ(αn)ũ1 + r1 ave ||r1||L2(Pn) ≤ Ce−

δ(1−ε)d(S1,S2)√
h . (15.37)Les relations (15.36), (15.37) et le Théorème spetral 2.3 montrent alors que :

d (σ(Ph,BA0,Pn), hBµ(αn)) = O
(

e
− δ(1−ε)d(S1,S2)√

h

)

. (15.38)La relation (15.33) et la onstrution des fontions ũk montrent que pour tout k = 1, . . . , n et h ∈
]0, h0] :

||gk−1 ∗ u1 − ũk||L2(Pn) ≤ Ce
− δ(1−ε)d(S1,S2)√

h , (15.39)
Ph,BA0,Pn(ũk) = hBµ(αn)ũk + rk ave ||rk||L2(Pn) ≤ Ce−

δ(1−ε)d(S1,S2)√
h . (15.40)Notons F l'espae propre assoié aux n premières valeurs propres µ(h,B, Pn), . . . , µn(h,B, P

n) et El'espae engendré par les fontions gk−1 ∗ (χεu1), pour k = 1, . . . , n :
E = span(χεu1, g ∗ (χεu1), . . . , g

n−1 ∗ (χεu1)) = span(ũ1, . . . , ũn),ainsi que S la matrie :
S =

(

〈ũj , ũk〉L2(Pn)

)

1≤j,k≤n
=

(

〈

gj ∗ (χεu1), g
k ∗ (χεu1)

〉

L2(Pn)

)

1≤j,k≤n
. (15.41)Remarquons, en utilisant (15.39), que pour tout j = 1, . . . , n :

Sj,j = 1 +O
(

e
− 2δ(1−ε)d(S1,S2)√

h

)

. (15.42)Par loalisation du support gk ∗χε et déroissane de la fontion propre u1 exprimée au Théorème 9.1,nous avons également pour tout j 6= k :
|Sj,k| =

∣

∣

∣

∣

∫

Pn

ũj ũk dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫

Pn

∣

∣

∣

∣

e
δd(Sj,x)

√
h ũj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e
δd(Sj,x)

√
h ũk

∣

∣

∣

∣

e
− δd(Sj,Sk)

√
h dx ≤ Ce−

δd(Sj,Sk)
√

h . (15.43)Par onséquent, pour tout δ′ ∈ ]0,√Θ0 − µ(αn)
[, nous pouvons onstruire une fontion de tronature

χε tel qu'il existe h0 véri�ant pour tout h ∈]0, h0[ :
S = Idn +O

(

e
−δ′ d(S1,S2)√

h

)

, (15.44)en notant Idn la matrie identité de taille n. Supposons que la valeur propre µ(αn) est simple. Notons
c = µ2(αn)−µ(αn)

2 et J(h) l'intervalle ]hB(µ(αn)− c), hB(µ(αn) + c)[. E�etuons l'hypothèse :
∃h0 > 0,∃C > 0| ∀h ∈]0, h0], Card{λ ∈ σ(Ph,BA0,Pn)| λ ≤ hB(µ(αn) + c)} ≤ Ch−2. (15.45)



15.4 Loalisation pour les polygones réguliers 209Cette estimation résulte des travaux de Robert [86℄, Combes-Seiler-Shrader [36℄ et nous l'admettrons.Alors, il existe néessairement un intervalle de taille h4 de J(h) ne ontenant ni hBµ(αn) ni auunevaleur propre de Ph,BA0,Pn. Si e n'était en e�et pas le as, alors en oupant l'intervalle J(h) ensous-intervalles de taille h4, haun de es sous-intervalles ontiendrait au moins une valeur proprede Ph,BA0,Pn . Or, J(h) se déompose en 2Bc
h3 intervalles de taille h4, e qui donnerait au moins 2Bc

h3valeurs propres en dessous de hB(µ(αn) + c), e qui ontredit (15.45). Nous pouvons même a�rmerqu'il existe de l'ordre de 1
h intervalles sans valeurs propres. Reprenant les notations du Théorème 2.21,il existe un intervalle I(h) ontenant hBµ(αn) tel que :

σ(Ph,BA0,Pn) ∩ (I(h) + B(0, h4) \ I(h)) = ∅,alors, reprenant (15.40) :
d(E,F ) ≤ 2e

−δ(1−ε)d(S1,S2)√
h
√
n

h4
√

λmin
S

, (15.46)où λmin
S est la plus petite valeur propre de la matrie S. Comme la relation (15.46) est valable pourtout ε ∈]0, 1[ et tout δ ∈ ]0,√Θ0 − µ(αn)

[, alors pour tout δ̃ ∈ ]0,√Θ0 − µ(αn)
[ :

d(E,F ) = O
(

e
−δ̃ d(S1,S2)√

h

)

. (15.47)Pour tout k = 1, . . . , n, dé�nissons la projetion de ũk sur F :
vk: = ΠF (gk−1 ∗ (χεu1)) = ΠF ũk, ∀k = 1, . . . , n. (15.48)La relation (15.47) et la dé�nition de la distane d impliquent alors :
∀k = 1, . . . , n, ||vk − ũk||2L2(Pn) = O

(

e
− 2δ̃d(S1,S2)√

h

)

. (15.49)Remarquons l'égalité pour tout j, k = 1, . . . , n :
〈vj , vk〉L2(Pn) = 〈ũj , ũk〉L2(Pn) + 〈vj − ũj , vk − ũk〉L2(Pn) .Nous déduisons alors de (15.49) :

∀j, k = 1, . . . , n, 〈vj, vk〉L2(Pn) = 〈ũj , ũk〉L2(Pn) +O
(

e
−2

δ̃d(S1,S2)√
h

)

. (15.50)Pour estimer 〈Ph,BA0,Pnvj, vk〉L2(Pn), nous alulons :
〈Ph,BA0,Pnvj, vk〉L2(Pn) = 〈Ph,BA0,Pnũj , ũk〉L2(Pn) − 〈vj − ũj, Ph,BA0,Pn(vk − ũk)〉L2(Pn) . (15.51)La dé�nition (15.48) permet d'estimer Ph,BA0,Pn(vk − ũk) à l'aide de (15.40) :

Ph,BA0,Pn(vk − ũk) = Ph,BA0,Pn((ΠF − Id)ũk)

= (ΠF − Id)Ph,BA0,Pn(ũk)

= hBµ(αn)(vk − ũk) + (ΠF − Id)rk.Cette dernière égalité permet d'estimer 〈Ph,BA0,Pnvj , vk〉L2(Pn) à l'aide de 〈Ph,BA0,Pnũj , ũk〉L2(Pn) :
〈Ph,BA0,Pnvj , vk〉L2(Pn) = 〈Ph,BA0,Pnũj , ũk〉L2(Pn) +O

(

e
−2

δ̃d(S1,S2)√
h

)

. (15.52)



210 Loalisation de l'état fondamentalLa relation (15.40) onduit à :
〈Ph,BA0,Pnũj, ũk〉L2(Pn) = hBµ(αn) 〈ũj , ũk〉L2(Pn) + 〈rj, ũk〉L2(Pn) . (15.53)Reportons ette relation dans (15.52) en se souvenant de (15.50) :

〈Ph,BA0,Pnvj , vk〉L2(Pn) = hBµ(αn) 〈vj, vk〉L2(Pn) + 〈rj , ũk〉L2(Pn) +O
(

e
−2

δ̃d(S1,S2)√
h

)

. (15.54)Le proédé d'orthonormalisation de Gram-Shmidt permet de onstruire une base orthonormée de Fà partir des fontions v1, . . . , vn. Notons (e1, . . . , en) ette base, alors :
∀k = 1, . . . , n, ek =

n
∑

j=1

(V − 1
2 )k,jvj ave V : =

(

〈vj , vk〉L2(Pn)

)

1≤j,k≤n
. (15.55)Les relations (15.50) et (15.44) onduisent à l'estimation de la matrie V :

V = Idn +O
(

e
− δ̃d(S1,S2)√

h

)

. (15.56)Nous en déduisons :
∀j = 1, . . . , n, ej = vj +O

(

e
−δ̃ d(S1,S2)√

h

)

= ũj +O
(

e
− δ̃d(S1,S2)√

h

)

. (15.57)Notons que l'orthonormalisation respete l'e�et de la fontion g :
∀k = 1, . . . , n, gk−1 ∗ e1 = ek. (15.58)Dé�nissons la matrie hermitienne M :

M : =
(

〈(Ph,BA0,Pn − hBµ(αn))ej , ek, 〉L2(Pn)

)

1≤j,k≤n
. (15.59)La matrie M renseigne sur le spetre de l'opérateur Ph,BA0,Pn omme le préise la propositionsuivante :Proposition 15.5. Soit Pn un polygone régulier d'angle au sommet αn tel que µ(αn) < Θ0. No-tons F l'espae propre assoié aux n plus petites valeurs propres de Ph,BA0,Pn, alors pour tout δ̃ ∈

]0,
√

Θ0 − µ(αn)[, il existe h0 tel que pour tout h ∈]0, h0[ :
d
(

σ(Ph,BA0,Pn |F ), hBµ(αn)
)

= O
(

e
− δ̃d(S1,S2)√

h

)

. (15.60)En outre, il existe une base orthonormée de F telle que dans ette base, le spetre de Ph,BA0,Pn|F
estdérit par elui de la matrie M = (mj,k)1≤j,k≤n dé�nie en (15.59) telle que M = O

(

e
− δ̃d(S1,S2)√

h

)et dont les oe�ients véri�ent les propriétés suivantes pour tout j, k ∈ 1, . . . , n, ave la onvention
mj,k+n = mj,k :
• mj,k = m1,k−j+1 ;
• mj,k = mk,j ;
• mj,k = mj,2j−k.



15.4 Loalisation pour les polygones réguliers 211Sous des hypothèses supplémentaires, nous préisons maintenant le spetre de M de la forme :
M =















a1 a2 . . . an−1 an
an a1 a2 . . . an−1. . . . . . . . .
a3 . . . an a1 a2

a2 a3 . . . an a1















,où les oe�ients sont des omplexes tels que a1 est réel, pour tout j = 2, . . . , n, aj = an+2−j .Dé�nissons les veteurs Xk pour k = 1, . . . , n :
Xk =

(

e
2ik(j−1)π

n

)

j=1,...,n
. (15.61)Un simple alul montre que les veteurs (Xk)k=1,...,n forment une base de veteurs propres pour lamatrie M , assoiés aux valeurs propres λk =

n
∑

j=1

aje
2ik(j−1)π

n . Par propriétés de la matrie M , noussimpli�ons l'expression de λk :
λk = Re

n
∑

j=1

aje
2ik(j−1)π

n . (15.62)E�etuons une translation de manière à e que a1 = 0. Supposons que les oe�ients dominants dansla matrie M sont les oe�ients sur- et sous-diagonaux :
|a2| >> max(|a3|, . . . , |an−1|). (15.63)Cette hypothèse est naturelle ar l'in�uene des fontions ej est sans doute beauoup plus importantesur les voisins les plus prohes et déroit exponentiellement ave les voisins suivants. Cette hypothèsen'est pas justi�ée mathématiquement. Nous onsidérons don la nouvelle matrie N :

N = |a2|





















0 eit 0 . . . 0 e−it

e−it 0 eit 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . . . . ...

0 . . . 0 e−it 0 eit

eit 0 . . . 0 e−it 0





















.

Les valeurs propres de N ′ valent :
λk = |a2|eite

2ikπ
n + e−ite−

2ikπ
n = 2|a2| cos

(

t+
2kπ

n

)

, k = 0, . . . , n− 1. (15.64)Les veteurs propres assoiés sont les Xk. Les états propres, en partiulier elui de la plus petite valeurpropre, est loalisé sur haque sommet ar auune omposante n'est nulle. Les valeurs propres λk sontsimples sauf si t ∈ { 1
nπ, . . . ,

2n−3
n π

} modulo 2π, auquel as il existe une valeur propre λk double.Considérons la plus petite valeur propre λk et supposons qu'elle est simple. Alors, rérivant le veteurpropre Xk dans la base des (ej)j , nous dé�nissons :
ψk: =

n
∑

j=1

e
2ik(j−1)π

n ej . (15.65)



212 Loalisation de l'état fondamentalAlors, reprenant (15.57), ψk est réparti sur tous les sommets Sj, e qui laisse présumer que l'étatfondamental vit sur haque sommet ave une déroissane exponentielle en s'éloignant des oins sinous supposons que l'éart entre les deux premières valeurs propres de N est supérieur à l'erreurd'approximation de M par la matrie N .Supposons que la plus petite valeur propre λk est double (don t ∈ { 1
nπ, . . . ,

2n−3
n π

} modulo 2π) ;soient k et k′ tels que :
λk = λk′ . (15.66)Nous avons deux fontions propres ψk =

∑n
j=1 e

2ik(j−1)π
n ej et ψk′ =

∑n
j=1 e

2ik′(j−1)π
n ej . Montrons quetoute ombinaison linéaire de ψk et ψk′ annule au plus une omposante. Soit ω = e

2iπ
n alors ψk et ψk′se rérivent à l'aide de ω :

ψk =

n
∑

j=1

ωk(j−1)ej et ψk′ =

n
∑

j=1

ωk
′(j−1)ej .Soit α ∈ C, alors ψk − αψk′ vaut :

ψk − αψk′ =
n
∑

j=1

(ωk(j−1) − αωk′(j−1))ej . (15.67)Alors, de manière évidente, il existe au plus une omposante nulle dans ψk − αψk′ . Par onséquent,l'état fondamental de Ph,BA0,Pn est réparti sur au moins n − 1 sommets. Nous déduisons ainsi lerésultat :Résultat heuristique 15.6. Reprenons les hypothèses et notations de la Proposition 15.5. Supposonsque la matrie M véri�e les onditions :
• m1,1 = 0 ;
• |m1,2| >> max(|m1,3|, . . . , |m1,n−1|) ;
• m1,2 = ρeit.Alors :

σ
(

Ph,BA0,Pn|F

)

=

{

2ρ cos

(

t+
2k

n
π

)

, k = 0, . . . , 2n− 3

}

.Une base de veteurs propres est donnée par les fontions Xk =
(

e
2ik(j−1)π

n

)

j=1,...,n
.Si la plus petite valeur propre de M est simple et que la seonde est �su�samment� éloignée de lapremière, alors l'état fondamental de Ph,BA0,Pn est réparti sur les n sommets et déroit exponentiel-lement en s'éloignant des sommets.Si la plus petite valeur propre de M est double, alors nous pouvons onstruire un état propre de

Ph,BA0,Pn réparti sur n− 1 sommets, mais pas moins.



Chapitre 16Simpliité de la première valeur propre de
Ph,A,Ω16.1 Domaine partiulierProposition 16.1. Soit Ω un domaine véri�ant les onditions (H1). Nous supposons de plus qu'ilexiste un réel ε > 0 tel que Ω ∩ B(S1, ε) = Ωα1 ∩ B(0, ε), à translation et rotation près.Supposons :� µ(α1) < inf

(

1,Θ0, inf
k=2,...,N

µ(αk)

),� µ(α1) est simple.Alors, si B est un hamp magnétique onstant, il existe h0 tel que pour tout h ∈]0, h0], la valeur propreassoié à l'opérateur Ph,BA0,Ω, µ(h,B,Ω), est simple.Remarque 16.2.� Les hypothèses sur le sommet S1 reviennent à dire que loalement dans le voisinage de e som-met, le domaine Ω est un seteur angulaire. De plus, d'après les résultats de loalisation de laSetion 15 et en partiulier le Théorème 15.3, l'état fondamental de l'opérateur Ph,BA0,Ω estloalisé au sommet S1.� L'hypothèse de simpliité de µ(α1) est véri�ée pour les angles α1 petits omme nous l'avonsétabli à la Proposition 10.7. Il est onnu que la première valeur propre du Laplaien est simplemais nous savons (f Avron-Herbst-Simon [7, 8, 9℄, Bauman-Phillips-Tang [12℄, Hel�er [56℄,Lavine-O'Carroll [74℄) que la multipliité peut être grande pour l'opérateur de Shrödinger avehamp magnétique.Démonstration : Pour simpli�er les notations, nous supposons que Ω∩B(S1, ε) = Ωα1 ∩B(0, ε). Nousallons omparer les états propres des opérateurs Ph,BA0,Ωα1
et Ph,BA0,Ω et montrer qu'un veteurpropre de l'un fournit un quasi-mode pour l'autre.La Remarque 3.3 montre que la première valeur propre de Ph,BA0,Ωα1

vaut hBµ(α1) et le veteurpropre assoié se déduit de elui de P1,A0,Ωα1
par hangement de variables. Notons uα1,h,B un veteurpropre normalisé pour l'opérateur Ph,BA0,Ωα1
. Alors :

Ph,BA0,Ωα1
uα1,h,B = hBµ(α1)uα1,h,B.Soit χ ∈ C∞

0 ([0,∞[, [0, 1]) telle que χ = 1 sur [0, 1
2 ]. Dé�nissons la dilatée de χ : χε(.) = χ

(

.
ε

) et lafontion :
x ∈ Ω 7→ χε(|x|)uα1,h,B(x),213



214 Simpliité de la première valeur propre de Ph,A,Ωque nous noterons par abus de notation χεuα1,h,B. Choisissons ε assez petit de telle sorte que Ω ∩
suppχε = Ωα1 ∩ suppχε. Comme nous l'avons déjà alulé à plusieurs reprises, le Théorème 9.1 etla Remarque 3.3 permettent de onnaître le omportement du veteur uα1,h,B et ainsi, pour tout
δ ∈]0,

√

B(Θ0 − µ(α1))[, il existe h0 tel que pour tout h ∈]0, h0] :
||χεuα1,h,B||L2(Ω) = 1 +O

(

e
− δ√

h

ε
2

)

. (16.1)De plus, nous avons :
Ph,BA0,Ω(χεuα1,h,B) = hBµ(α1)χεuα1,h,B + [Ph,BA0,Ω, χε]uα1,h,B.Le Théorème 9.1 et la Remarque 3.3 montent que ||[Ph,BA0,Ω, χε]uα1,h,B||L2(Ω) = O

(

e
− δ√

h
ε
2

), etpermettent de déduire :
||(Ph,BA0,Ω − hBµ(α1))(χεuα1,h,B)||L2(Ω)

||χεuα1,h,B||L2(Ω)
= O

(

e
− δ√

h

ε
2

)

. (16.2)Le Théorème spetral 2.3 a�rme don qu'il existe une valeur propre λ de Ph,BA0,Ω telle que :
|λ− hBµ(α1)| ≤ O

(

e
− δ√

h

ε
2

)

. (16.3)Nous allons maintenant montrer qu'il existe une valeur propre de Ph,BA0,Ωα1
exponentiellementprohe de la plus petite valeur propre de Ph,BA0,Ω. Soit λ(h) une valeur propre de Ph,BA0,Ω telle que

λ(h) ∈ B
(

hBµ(α1), C0e
− δ√

h
ε
2

) ave C0 assez grand. Notons uh un veteur propre normalisé assoié etdé�nissons vh: = χεuh. Commençons par établir une estimation de la norme L2 de vh. Comme vh = uhau voisinage du sommet, le Corollaire 15.4 montre qu'il existe δ̃ > 0 et h0 > 0 telles que pour tout
h ∈]0, h0] :

||vh||L2(Ω) = 1 +O
(

e
− δ̃√

h

)

. (16.4)Comme préédemment, nous alulons Ph,BA0,Ωα1
vh. Si le support de χε est assez petit, nous avons :

Ph,BA0,Ωα1
vh = Ph,BA0,Ωvh = λ(h)vh + [Ph,BA0,Ω, χε]uh. (16.5)Le Corollaire 15.4 montre que ||[Ph,BA0,Ω, χε]uh||L2(Ω) = O

(

e
− δ̃√

h

). Par onséquent :
||(Ph,BA0,Ω − λ(h))vh||L2(Ω)

||vh||L2(Ω)
= O

(

e
− δ̃√

h

)

. (16.6)D'après le Théorème spetral 2.3, il existe don une valeur propre µ de Ph,BA0,Ωα1
telle que :

|µ− λ(h)| = O
(

e
− δ̃√

h

)

. (16.7)Il reste à montrer que les deux estimations (16.3) et (16.7) permettent de onlure à la simpliitéde la première valeur propre de Ph,BA0,Ω.Comme λ(h) ∈ B
(

hBµ(α1), C0e
− δ√

h
ε
2

), les deux estimations (16.3) et (16.7) montrent alors qu'ilexiste des onstante C et d telles que :
|hBµ(α1)− µ| ≤ Ce−

d√
h . (16.8)



16.2 Simpliité de la première valeur propre de Ph,A,Ω 215L'hypothèse de simpliité de µ(α1) implique qu'il existe une onstante C̃ > 0 telle que :
hBµ2(α1)− hBµ(α1) > C̃Bh. (16.9)La ombinaison des deux relations (16.8) et (16.9) montre qu'il existe h1 ≤ h0 tel que pour tout

h ∈]0, h1], µ = hBµ(α1). Supposons que la valeur propre λ(h) est double, notons ujh, j = 1, 2 lesveteurs propres normalisés assoiés, vjh = χεu
j
h les fontions tronquées et Ej les espaes engendréspar vjh. Reprenons les aluls préédents ave vh = v1

h puis vh = v2
h, alors :

Ph,BA0,Ωα1
vjh = λ(h)vjh + rjh ave ||rjh||L2(Ω) = O

(

e
− δ̃√

h

)

. (16.10)Notons F l'espae engendré par le premier veteur propre de Ph,BA0,Ω noté ψ1. Le Théorème 2.21 etla relation (2.55) montrent que pour δ′ ∈]0, δ̃[ :
||v1

h − ψ1||L2(Ω) = O
(

e
− δ′√

h

) et ||v2
h − ψ1||L2(Ω) = O

(

e
− δ′√

h

)

.Cette relation permet de majorer la norme ||v1
h − v2

h||L2(Ω) par O(e− δ′√
h

), e qui ne peut être. Donla première valeur propre pour Ph,BA0,Ω est simple. �16.2 Simpliité de la première valeur propre de Ph,A,ΩComme nous l'avons vu dans la démonstration de la simpliité de la Proposition 16.1, nous utilisonsdes minorations de l'éart entre les deux premières valeurs propres sur le seteur angulaire pour justi�erla simpliité de la première valeur propre. Pour démontrer la simpliité dans un adre plus général, nousaurons besoin d'une minoration de l'éart entre les deux valeurs propres sur un domaine quelonque.Pour établir e résultat, nous nous inspirons des travaux de Simon [98℄ (f aussi la présentation dans[39℄) qui onsidérait le problème de l'équation de Shrödinger.Proposition 16.3. Soit Ω un domaine véri�ant l'hypothèse (H1). Notons µ2(h,B,Ω) la deuxièmevaleur propre de l'opérateur Ph,A,Ω ave hamp magnétique B = rotA et en la n-ième valeur proprede ⊕j PB(Sj)A0,Ωαj
omptée ave multipliité. Supposons :

• µ(α1) < Θ0,
• B(S1)µ(α1) < inf(b,Θ0b

′, inf(B(Sj)µ(αj), j = 2, . . . , N)).Alors :
lim inf
h→0

µ2(h,B,Ω)

h
≥ e2.Démonstration : Reprenons la partition de l'unité dé�nie à la Proposition 14.1 ave les notations (14.6)et dé�nissons :

χh0 : =

√

∑

j∈bd∪int
|χhj |2.Ainsi la partition (χhj )j=0,...,N est telle que :� Pour tout j = 1, . . . , N , suppχhj ⊂ B(Sj, h

ρ).� suppχh0 ∩ {S1, . . . , SN} = ∅.



216 Simpliité de la première valeur propre de Ph,A,ΩIl existe alors h0 > 0 tel que pour tout h ∈]0, h0], les fontions (χhj )j=1,...,N sont à support disjoint.La relation (14.7) s'érit alors :
qh,A,Ω(u) =

N
∑

j=0

qh,A,Ω(χhj u)− h2
N
∑

j=0

|| |∇χhj | u||2L2(Ω). (16.11)Supposons u normalisée et hoisissons omme préédemment ρ = 3
8 ; alors l'hypothèse sur la fontion

χ onduit à :
qh,A,Ω(u) =

N
∑

j=0

qh,A,Ω(χhj u) +O(h2−2ρ)||u||2L2(Ω) =

N
∑

j=0

qh,A,Ω(χhj u) +O(h
5
4 )||u||2L2(Ω). (16.12)Estimons haque terme qh,A,Ω(χhj u) pour j = 0, . . . , N . Pour le bord régulier (j = 0), la Proposi-tion 14.4, ave les dé�nitions (15.1), mène à la minoration :

qh,A,Ω(χh0u) ≥ (h inf(b,Θ0b
′)−O(h

5
4 ))||χh0u||2L2(Ω). (16.13)Considérons le hangement de variables donné par un C1-di�éomorphisme g qui envoie loalement

Ωαj sur Ω ∩ B(Sj, ε). À translation et rotation près, e hangement de variables (déjà mentionné àla Setion 14.1.2) ramène l'étude de Ph,A,Ω à elle de Ph,B(Sj)A0,Ωαj
pour 1 ≤ j ≤ N en reprenant(14.25) et notant χ̃hj ũ la fontion déduite de χhj u par hangement de variables, nous avons alors :

qh,A,Ω(χhj u) =

∫

Ωαj

∑

1≤k,l≤2

gk,l(h∂k − iÃk)(χ̃hj ũ)(h∂l − iÃl)(χ̃hj ũ)
√

det g dx. (16.14)Après un éventuel hangement de jauge, nous pouvons supposer que Ã = B(Sj)A0 + A′ ave A′ =
O(x2) (f sous-setion 14.1.3). Reprenons l'estimation de (16.14), alors :

qh,A,Ω(χhj u) = qh,B(Sj)A0,Ωαj
(χ̃hj ũ)

+

∫

Ωαj

∑

1≤k,l≤2

(

√

det g gk,l − δk,l
)

(h∂k − iÃk)(χ̃hj ũ)(h∂l − iÃl)(χ̃hj ũ) dx (16.15)
+

∫

Ωαj

(

|(h∇− iÃ)(χ̃hj ũ)|2 − |(h∇− iB(Sj)A0)(χ̃
h
j ũ)|2

)

dx. (16.16)Estimons le terme (16.15). Reprenons les relations (14.28) et (14.29), alors il existe une onstante Ctel que pour tout x ∈ B(0, h
3
8 ) :

|
√

det g(x) gk,l(x)− δk,l| ≤ Ch
3
8 . (16.17)Comme le support de χ̃hj est inlus dans B(0, h

3
8 ), alors, notant Cj = (h∂j − iÃj)(χ̃hj ũ) pour j = 1, 2,d'après (16.17), il existe alors h0 > 0 et C tels que pour tout h ∈]0, h0[ :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ωαj

∑

1≤k,l≤2

(

√

det g gk,l − δk,l
)

CkCl dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ Ch
3
8

∫

Ωαj

∑

k,l

gk,lCkCl
√

det g dx

≤ Ch
3
8 qh,A,Ω(χju). (16.18)



16.2 Simpliité de la première valeur propre de Ph,A,Ω 217Considérons maintenant le terme (16.16). Remarquons que :
|(h∇− iÃ)(χ̃hj ũ)|2 − |(h∇− iB(Sj)A0)(χ̃

h
j ũ)|2

= Re

(

i(2h∇− i(Ã +B(Sj)A0))(χ̃hj ũ)(B(Sj)A0 − Ã)(χ̃hj ũ)

)

= 2 Re

(

i(h∇− iÃ)(χ̃hj ũ) (B(Sj)A0 − Ã)(χ̃hj ũ)

)

− |(B(Sj)A0 − Ã)(χ̃hj ũ)|2. (16.19)Or B(Sj)A0 − Ã = A′ = O(x2) et χ̃hj est à support dans B(0, h
3
8 ), alors, reprenant (16.18) etremarquant que 2h

3
4 |ab| ≤ h 3

8 |a|2 + h
9
8 |b|2 :

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ωαj

(

|(h∇− iÃ)(χ̃hj ũ)|2 − |(h∇− iB(Sj)A0)(χ̃
h
j ũ)|2

)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤ O(h
3
8 )

∫

Ωαj

∑

k,l

gk,lCkCl
√

det g dx+O(h
9
8 )||χ̃hj ũ||2L2(Ωαj )

≤ O(h
3
8 )qh,A,Ω(χhj u) +O(h

9
8 )||χ̃hj ũ||2L2(Ωαj ). (16.20)Reportons (16.18) et (16.20) dans (16.15) et (16.16), il vient :

(1 +O(h
3
8 ))qh,A,Ω(χhj u) ≥ qh,B(Sj)A0,Ωαj

(χ̃hj ũ) +O(h
9
8 )||χ̃hj ũ||2L2(Ωαj ). (16.21)Par hypothèse e1 = B(S1)µ(α1). Notons v1 un veteur propre normalisé assoié à e1 pour l'opérateur

⊕

j

PB(Sj)A0,Ωαj
. Soit e ∈]e1, e2[, alors, notant Π1 la projetion orthogonale sur v1, nous avons :

qh,B(S1)A0,Ωα1
(χ̃h1 ũ) ≥ hB(S1)µ(α1)||Π1(χ̃

h
1 ũ)||2 + he||(Id −Π1)(χ̃

h
1 ũ)||2, (16.22)De plus, pour tout j = 2, . . . , N :

qh,B(Sj)A0,Ωαj
(χ̃hj ũ) ≥ he||χ̃hj ũ||2. (16.23)Reportons (16.13), (16.21), (16.22) et (16.23) dans (16.12), alors :

(1 +O(h
3
8 ))qh,A,Ω(u) ≥ O(h

5
4 )||u||2L2(Ω) + (h inf(b,Θ0b

′)−O(h
5
4 ))||χh0u||2L2(Ω)

+hB(S1)µ(α1)||Π1(χ̃
h
1 ũ)||2L2(Ωαj ) + he||(Id −Π1)(χ̃

h
1 ũ)||2L2(Ωαj )

+he
N
∑

j=2

||χ̃hj ũ||2L2(Ωαj ) +O(h
9
8 )

N
∑

j=1

||χ̃hj ũ||2L2(Ωαj ). (16.24)Les hypothèse du hangement de variables (16.17) et la taille du support de χhj onduisent à :
||χ̃hj ũ||2L2(Ωαj ) = (1 +O(h

3
8 ))||χhj u||2L2(Ω). (16.25)Notons (ψ1, ψ2) les deux premiers veteurs propres normalisés pour l'opérateur Ph,A,Ω et hoisissons unormalisé, dans l'espae engendré par ψ1 et ψ2 tel que ũ soit orthogonal à v1, alors, par déroissanede v1 (f Théorème 9.1), ||Π1(χ̃

h
1 ũ)|| = O(h

3
8 ), nous déduisons :

(1 +O(h
3
8 ))qh,A,Ω(u) ≥ h inf(b,Θ0b

′)||χh0u||2L2(Ω) + he

N
∑

j=1

||χhj u||2L2(Ω) +O(h
9
8 )||u||2L2(Ω)

≥ he
N
∑

j=0

||χhj u||2L2(Ω) +O(h
9
8 )||u||2L2(Ω). (16.26)



218 Simpliité de la première valeur propre de Ph,A,ΩPar hypothèse sur u, nous avons qh,A,Ω(u) ≤ µ2(h,B,Ω) et N
∑

j=0

||χhj u||2 = 1. La relation (16.26) permetd'érire µ2(h,B,Ω) ≥ he+O(h
9
8 )

1+O(h
3
8 )

= he+O(h
9
8 ). Ainsi lim inf

h→0

µ2(h,B,Ω)

h
≥ e2. �La Proposition 16.3 apporte un résultat de simpliité du bas du spetre de l'opérateur Ph,A,Ω :Corollaire 16.4. Reprenons les mêmes hypothèses qu'à la Proposition 16.3 et supposons que µ(α1)est simple, alors la valeur propre µ(h,B,Ω) est simple dès que h est su�samment petit.Démonstration : Selon les hypothèses, nous avons e2 > e1. La Proposition 16.3 indique une minorationde µ2(h,B,Ω) :

lim inf
h→0

µ2(h,B,Ω)

h
≥ e2.Don, pour tout ε ∈]0, e2 − e1[, il existe h0 > 0 tel que pour tout h ∈]0, h0] :

µ2(h,B,Ω) ≥ (e2 − ε)h.Or µ(h,B,Ω) ≤ hB(S1)µ(α1) +O(h
4
3 ) = he1 +O(h

4
3 ), don nous déduisons :

µ2(h,B,Ω)− µ1(h,B,Ω) ≥ h(e2 − e1 − ε)−O(h
4
3 ) > 0. (16.27)

�16.3 Développement limité semi-lassique pour l'état fondamentalSoit Ω véri�ant la ondition (H1). Supposons :� µ(α1) < inf

(

1,Θ0, inf
k=2,...,N

µ(αk)

),� α1 /∈ πQ,� µ(α1) est simple.Nous allons établir formellement que la valeur propre µ(h,B,Ω) admet un développement selon lespuissanes de h 1
2 pour h→ 0.Pour justi�er e développement formel, nous nous inspirons de la démonstration de simpliité dela valeur propre pour le problème de puits [56℄. La non régularité du bord du domaine engendretoutefois des singularités pour les solutions, e qui amène à éarter ertains angles (f [52℄, Chap. 4 et5). Nous allons hoisir une jauge pour simpli�er la ondition de Neumann. À et e�et, rappelons unas partiulier du Théorème 5.1.2.4 de [52℄, p. 260 :Théorème 16.5. Soit Ω un domaine polygonal d'arêtes Γj, j = 1, . . . , N , d'angles au sommet αj et denormale unitaire extérieure νj pour Γj. Considérons f ∈ Hk(Ω) et gj ∈ Hk+ 1

2 (Γj) pour j = 1, . . . , Net k ∈ N. Supposons que pour tout d = 1, . . . , k+1 et tout j = 1, . . . , N , dαj

π n'est pas un entier, alorsil existe u ∈ Hk+2(Ω) tel que :






∆u = f sur Ω,
∂u

∂νj
= gj sur Γj,∀j = 1, . . . , N.

(16.28)Ce théorème va nous permettre de hoisir un potentiel A tel que A · ν = 0 sur Γ′ :



16.3 Développement limité semi-lassique pour l'état fondamental 219Proposition 16.6. Soit Ω un domaine polygonal d'arêtes Γj, j = 1, . . . , N , d'angles aux sommets
αj et de normale unitaire extérieure νj pour Γj. Considérons A ∈ H∞(Ω). Il existe une fontion
φ ∈ H∞(Ω) telle que le potentiel magnétique Ã: = A−∇φ véri�e :

{

div Ã = 0 sur Ω,

Ã · νj = 0 sur Γj ,∀j = 1, . . . , N.
(16.29)Démonstration : Donnons-nous un potentiel magnétique A ∈ H∞(Ω). Dé�nissons f : = divA, alors

f ∈ H∞(Ω). Dé�nissons également sur haque arête Γj , la fontion gj : = A · νj , alors gj ∈ H∞(Γj).D'après le Théorème 16.5, il existe don une fontion φ ∈ H∞(Ω) telle que :






∆φ = divA sur Ω,
∂φ

∂νj
= A · νj sur Γj,∀j = 1, . . . , N.

(16.30)Dé�nissons le potentiel Ã: = A−∇φ, alors Ã ∈ H∞(Ω), div Ã = 0 sur Ω et pour tout j = 1, . . . , N ,
Ã · νj = 0 sur Γj. Le potentiel Ã véri�e don les onditions demandées. �Revenons au développement formel de la valeur propre µ(h,B,Ω) selon les puissanes de h 1

2 .D'après le Corollaire 16.4, il existe ε > 0 et h0 > 0 tels que pour tout h ∈]0, h0], il n'y a qu'une seulevaleur propre dans ]0, h(Bµ(α1) + ε)].Considérons g le hangement de variables dé�ni sur Ω̃ tel que g(Ω̃) = Ω et le voisinage de 0 dans
Ωα1 soit envoyé sur un voisinage de S1 dans Ω. Pour simpli�er les notations, nous supposerons S1 = 0et Ω ∩ B(S1, ε) = g(Ωα1 ∩ B(0, ε)) ∩ B(S1, ε).Reprenons les hangements de variables de la Setion 14.1.2 et en partiulier la démonstration duLemme 14.3, nous sommes amenés à étudier l'opérateur P̃ sur Ω̃ ave P̃ dé�ni par :

P̃ : = −
2
∑

j,k=1

det g−
1
4 (h∂j − iAj)det g

1
2 gj,k(h∂k − iAk)det g−

1
4 . (16.31)Nous allons herher une solution formelle (µ(h), uh) telle que : (P̃ − µ(h))uh ≡ O(h∞)uh. Érivonsles développements de Taylor du potentiel A et du hangement de variables. Notons xn = xn1

1 xn2
2 si

x = (x1, x2) et n = (n1, n2), il existe alors des onstantes Ank , gnk,l et dn telles que :


































Ak(x) =
∑

|n|≥1

Ankx
n,

√
det ggj,k(x) =

∑

|n|≥0

gnk,lx
n, g0

k,l = δk,l,

(det g)−
1
4 (x) =

∑

|n|≥0

dnx
n, d0 = 1.

(16.32)Grâe à la Proposition 16.6, nous supposons, après hangement de jauge éventuel, que le potentielmagnétique est tangent au bord de Ω̃.Exprimons l'opérateur P̃ à l'aide des développements de Taylor :
P̃ = −

∑

j,k





∑

|n|≥0

dnx
n







h∂j − i
∑

|n|≥1

Anj x
n









∑

|n|≥0

gnj,kx
n







h∂k − i
∑

|n|≥1

Ankx
n









∑

|n|≥0

dnx
n



 .E�etuons le hangement de variables :
x =
√
hy. (16.33)



220 Simpliité de la première valeur propre de Ph,A,ΩL'étude de l'opérateur P̃ se ramène don, après division par h à elle de Ph :
Ph : = −h

∑

j,k





∑

|n|≥0

dnh
|n|
2 yn







∂j − i
∑

|n|≥1

Anj h
|n|−1

2 yn









∑

|n|≥0

gnj,kh
|n|
2 yn





×



∂k − i
∑

|n|≥1

Ankh
|n|−1

2 yn









∑

|n|≥0

dnh
|n|
2 yn



 . (16.34)Du fait de la tangene du potentiel A au bord de Ω̃, la ondition de Neumann s'exprime :
∂νuh = 0 sur Γ̃′. (16.35)Notons A1 le potentiel magnétique dé�ni par A1: =

(

A
(1,0)
1 y1 +A

(0,1)
1 y2, A

(1,0)
2 y1 +A

(0,1)
2 y2

), alors
rotA1 = A

(1,0)
2 −A(0,1)

1 = rotA = B.La relation (16.32) onduit au développement Ph = −h(∇− iA1)2 +O(h
3
2 ). Déterminons une solutionformelle sous la forme :















uh(y) =
∑

j≥0

h
j
2uj(y),

µ(h) = h
∑

j≥0

h
j
2µj.

(16.36)Ave ette expression (16.36) de uh, la ondition de Neumann (16.35) s'érit :
∑

|n|≥0

h
|n|
2 ∂νun(y) = 0 sur Γ̃′. (16.37)Annulons les oe�ients des puissanes de h 1

2 dans la relation Phuh ≡ µ(h)uh, ave la ondition deNeumann (16.37).L'annulation du oe�ient de h s'exprime :
{

−(∇− iA1)2u0(y) = µ0u0(y) sur Ω̃,

∂νu0 = 0 sur Γ̃′.
(16.38)Nous hoisissons pour µ0 l'état fondamental de la réalisation de Neumann de l'opérateur −(∇− iA1)2sur Ωα1 et pour u0 un veteur propre normalisé assoié. Comme rotA1 = B, alors nous déduisons :

µ0 = B(S1)µ(α1). (16.39)De plus, par hangement de jauge éventuel, le omportement de l'état fondamental u0 est dérit parle Théorème 9.1.Annulons maintenant le oe�ient de h1+ k
2 ave k ≥ 1 :











−(∇− iA1)2uk(y) =
k
∑

j=0

µjuk−j(y)−
k−1
∑

j=0

Lkjuj sur Ω̃,

∂νuk = 0 sur Γ̃′.

(16.40)Dans la relation (16.40), Lkj est un opérateur d'ordre 2 obtenu en développant les sommes dansl'expression (16.34) de Ph et en ne gardant que les oe�ients d'ordre hk−j
2 . Le système (16.40) s'éritaussi :











(−(∇− iA1)2 − µ0)uk(y) =

k
∑

j=1

µjuk−j(y)−
k−1
∑

j=0

Lkjuj sur Ω̃,

∂νuk = 0 sur Γ̃′.

(16.41)



16.3 Développement limité semi-lassique pour l'état fondamental 221D'après (16.41), l'annulation des oe�ients de h 3
2 onduit au système :

{

(−(∇− iA1)2 − µ0)u1(y) = µ1u0(y)− L0
0u0(y) sur Ω̃,

∂νu1 = 0 sur Γ̃′,
(16.42)en supposant que µ1u0 − L0

0u0 est dans L2(Ω), régulier et à déroissane rapide. De telles onditionsvont permettre d'itérer le proédé de onstrution des oe�ients µk et des fontions uk. A�n desatisfaire la ondition d'orthogonalité 〈µ1u0 − L0
0u0, u0

〉

L2(Ω)
, nous hoisissons µ1 :

µ1 =

∫

Ωα1

L0
0u0u0 dx. (16.43)Nous hoisissons u1 solution de (16.42) et déterminons réursivement µk et uk tels que :

(

P̃ −
N
∑

k=0

h
k
2µk

)

N
∑

k=0

h
k
2uk = O(h

N+1
2 ). (16.44)Il reste à justi�er l'existene d'une solution au problème :











(PA,Ωα1
− µ0)u = f sur Ωα1 ,

∂νu = 0 sur Γ′,
∫

Ωα1
u u0 dx = 0,

(16.45)pour f ∈ L2(Ωα1) tel que ∫
Ωα1

fu0 dx = 0, en notant (µ0, u0) l'état fondamental assoié à PA,Ωα1
etde déterminer la régularité et déroissane de la solution u (f [40, 71℄).Il su�ra ensuite de tronquer la somme partielle N

∑

k=0

h
k
2uk a�n de montrer une estimation de la forme :

d(σ(P̃ ), µN (h)) = d(σ(Ph,BA0,Ω), µN (h)) = O
(

h
N+1

2

)

,en dé�nissant µN (h) =

N
∑

k=0

h
k
2µk.





Chapitre 17ConlusionÀ l'aide d'outils théoriques et numériques, nous avons rappelé et approfondi, au Chapitre 2 dela première partie, l'étude de la famille d'opérateurs H(ζ) = D2
t + (t − ζ)2 sur R+, onstruisant no-tamment un quasi-mode en utilisant une méthode des di�érenes �nies. Nous avons ainsi obtenu unevaleur approhée de Θ0, bas du spetre de la réalisation de Neumann de −(∇ − iA0)

2 sur R× R+,à 10−5 près. Nous savions, d'après [41℄, que Θ0 était le bas du spetre essentiel de PA0,R×R+ et nousavons établi, en généralisant le Lemme de Persson au Chapitre 3, que Θ0 restait le bas du spetreessentiel de PA0,Ωα pour tout seteur angulaire Ωα, α ∈]0, 2π]. Munis de ette information, nous avonsonstruit au Chapitre 4 des fontions tests d'énergie inférieure à Θ0 sur des seteurs d'angle voisin de
π
2 , montrant ainsi que µ(α) est une valeur propre sur ]π2 − ε, π2 ].Nous omplétons es résultats dans la deuxième Partie en donnant un développement limitéde µ(α) au voisinage de 0. Ce résultat se base sur l'étude intermédiaire de deux opérateurs etla onstrution formelle d'une fontion U (∞) =

∑

j≥0

αjuj et d'un réel µ(∞) =
∑

j≥0

αjmj, tels que
PA0,ΩαU

(∞) − µ(∞)U (∞) ≡ 0, au sens où les oe�ients uj, mj sont hoisis de manière à annulerhaque puissane de α apparaissant dans (5.23). Cette onstrution expliite donne un quasi-mode dela fontion propre assoiée à µ(α). En outre, nous avons établi le omportement exponentiellementdéroissant des états propres. Les résultats de es deux premières parties montrent ainsi que µ(α) estune valeur propre pour tout α ∈]0, π2 ].L'étude de la troisième partie a permis de mettre en ÷uvre une méthode numérique déterminantle bas du spetre de l'opérateur PA0,Ω pour un domaine Ω n'ayant qu'un sommet de plus petit angle.Cette onstrution présente l'avantage de ontr�ler l'erreur ommise entre la solution numérique et lasolution exate à l'aide d'estimateurs a posteriori (f Annexe A) et d'utiliser les tehniques de ra�-nement de maillages partiulièrement adaptées lorsqu'une quantité est très loalisée. La méthode quenous avons proposée ii onforte l'idée de la strite monotonie du bas du spetre µ(α) pour α ∈]0, π2 [ etest ohérente ave l'asymptotique pour α→ 0 démontrée à la Partie II. Nous avons également illustréle omportement exponentiellement déroissant de l'état fondamental pour des domaines à oins.À l'aide des informations obtenues théoriquement et numériquement sur µ(α), nous avons déduit,à la Partie IV, le omportement asymptotique de µ(h,B,Ω) pour un domaine Ω à oins et préisé laloalisation de l'état propre assoié. Ce résultat omplète eux de Hel�er-Morame [60℄ qui analysentl'e�et de ourbure des domaines réguliers. Nous obtenons ainsi la loalisation de l'état fondamental auoin d'énergie la plus basse. Notons que les résultats théoriques et numériques nous initent à penserque µ est une fontion stritement roissante de ]0, π] sur ]0,Θ0]. Si ette monotonie est justi�ée, laloalisation de l'état propre assoié à µ(h,B,Ω), pour l'opérateur Ph,BA0,Ω ave B > 0 onstant, a lieu223



224 Conlusiondans le plus petit angle du domaine Ω. Sous l'hypothèse de simpliité de µ(α), nous avons établi auChapitre 16, la simpliité de µ(h,B,Ω) pour h assez petit et un développement formel de µ(h,B,Ω)selon les puissanes de h 1
2 , pour un domaine Ω tel que l'état fondamental n'est loalisé qu'en un seulsommet. Pour justi�er rigoureusement le développement formel de µ(h,B,Ω), il est néessaire d'ana-lyser davantage la régularité des solutions [40, 71℄.Malgré les informations apportées sur µ(α), nous ne savons pas pour l'instant démontrer sa stritemonotonie de ]0, π] sur ]0,Θ0], même si elle-i est largement admise dans la littérature physique.Nous avons ébauhé une méthode heuristique laissant penser que l'état propre de Ph,BA0,Pn où Pnest un polygone à n �tés, est réparti �en général� sur haque sommet. Il serait intéressant d'illustrernumériquement e résultat et d'étudier la loalisation pour des domaines ayant plusieurs sommetsd'angle minimal, en admettant la monotonie de µ. Notons toutefois que sauf dans le as où il y a dessymétries, la loalisation devient extrêmement instable. Pour l'étude semi-lassique de l'opérateur deShrödinger, nous avons l'e�et appelé par B. Simon : �la pue de l'éléphant� illustrant e phénomènedans un adre voisin. Lors du traitement numérique, nous devrons onstruire de nouveaux estimateursd'erreurs en tenant ompte de la multipliité de la première valeur propre.En�n, l'étude de la simpliité développée à la Setion 16 peut servir à étudier les branhes debifuration de l'équation de Ginzburg-Landau (1.1) pour des domaines partiuliers en utilisant [19,37, 38℄.



Annexe AA posteriori error estimatorAbstratThe ground state for the Neumann realization of the Shrödinger operator for onstant and su�ientlylarge magneti �eld presents a loalization in the boundary of the domain and partiularly in theorners where the angle is minimum. As the solution dereases exponentially fast away of the orner,it is rather di�ult to ath it numerially. A natural idea is to try using a mesh re�nement methodoupled to a posteriori error estimates. The purpose of this paper is to provide suh an estimatoradapted to the problem.Keywords : Eigenvalue problem, a priori error estimate, a posteriori error estimator.A.1 IntrodutionA lot of papers have already been devoted to the Shrödinger operator with magneti �eld amongwhih we an quote those of Berno�-Sternberg [17℄, Lu-Pan [78, 79℄, Hel�er-Morame [59, 60℄ in thease of regular domains. Our goal is to establish similar results in a domain with edges. Physiistssuh as Brosens, Devreese, Fomin, Moshhalkov, Shweigert and Peeters and mathematiians like Ja-dallah and Pan ontribute to the study of this problem in reent literature [34, 68, 70, 83, 94℄. A moregeneral theoretial study an be found in [25, 26℄ where it is proved the ground state is exponentiallydereasing outside orners with smallest angle for a onstant and large magneti �eld and where thebehavior is preised aording to the smallest angle and given an asymptotis of the eigenvalue forangle tending to 0.In order to have a deeper understanding of the behavior of the �rst eigenvalue and eigenvetor, weemploy numerial tools.Hornberger and Smilansky [65℄ use a boundary integral method to ompute the �rst eigenvetors.Their method is readily available for regular domains but may probably be extended in the ase ofnon smooth domains.Here, we only deal with the �nite elements method whih is more natural. Sine the �rst eigenve-tor dereases exponentially fast away of the smallest orner and is loalized in a small neighborhoodof the boundary, a numerial data proessing is quite di�ult and the problem is badly onditioned.So it is neessary to �nd a riterion whih permits to know, using only omputed numerial solutionand data of the problem, if the numerial solution is lose to the exat solution with a presribedauray.The fundamental tool is the a posteriori error estimator whih allows to be more spei� about loalerror and permit to adopt adaptive mesh-re�nement tehniques.225



226 A posteriori error estimatorA posteriori error estimators have been studied in several domains. We an quote works of Babu�ska[10, 11℄, Bernardi-Métivet [16℄, Bernardi-Métivet-Verfürth [15℄, Verfürth [100℄ who tries to make a moresystemati analysis of any problem. He begins with the Poisson equation with mixed boundary ondi-tions and pursues with the nonlinear equation F (u) = 0. This permits to determine a posteriori errorestimates for quasi-linear equations of seond order or some eigenvalue problems for operators suhlike −∇ · (A∇) + d (f. Proposition 3.10 and Proposition 3.17 in [100℄) but these estimates presenta great drawbak beause they only hold if the numerial solution is su�iently lose to the exatsolution. Then, to obtain an e�ient estimator, we propose a result where this ondition does notappear.Furthermore, it seems that a posteriori error estimators for eigenvalue problems have not yet beenfound in generality and we an't deal with an eigenvalue problem as with the problem F (u) = 0.As we will see later and partiularly in Setion A.3, we have to use other methods. In this paper,we propose an a posteriori error estimator in the ase of the Neumann realization of the Shrödingeroperator with onstant magneti �eld.This paper onsists of two major parts. In Setion A.4, we adapt tehniques of Verfürth. In orderto do that, we use a funtional F whose de�nition and study are developed in Setion A.3.2. To dealwith this funtional, we need an estimate of the gap between the numerial solution and the exatsolution. This point is analyzed in Setion A.3 and Theorem A.4 gives the main result. We notie thatthe lassial tehniques to obtain a priori estimates are not optimal here beause the problem is notlinear and partiularly, we an't use Céa's Lemma. To this mind, the Setion A.3 and more preiselySetion A.3.1 onsists of an original analysis to the error estimate. The great point to obtain equivalentestimate is the fat that the operator is self-adjoint and we use a deomposition in a orthonormal basisomposed of eigenvetors. Lemma A.4 gives a priori estimates but ontrary to what is happened inthe linear ase, estimates of the norm in L2 and in H1 of the gap between the exat solution and thenumerial solution have the same order. We develop this method in Setion A.3.1. Let us begin withsome notation in Setion A.2.A.2 Notation and resultsA.2.1 Physial problemLet Ω be a bounded, open and polygonal set in R2. We denote by Γ the boundary of Ω and νthe unit outer normal where it is well de�ned. We onsider the magneti potential A with a onstantmagneti �eld B de�ned by :
A =

B

2
(−x2, x1). (A.1)We denote :

∇A : =
∇
i
−A. (A.2)We are interested in the Neumann realization of the operator −∇2

A from C∞
0 (Ω), whih is the restri-tion to Ω of the funtions in C∞(R2) with a ompat support. We de�ne the sesquilinear form a inthe form domain :

Y : = H1
A(Ω) = {u ∈ L2(Ω)|∇Au ∈ (L2(Ω))2}, (A.3)by :

a(u, v) =

∫

Ω
∇Au · ∇Av dx, ∀u, v ∈ H1

A(Ω). (A.4)



A.2 Notation and results 227The sesquilinear form a is semi bounded from below and so a admits a unique self-adjoint extension
−∆A: = −∇2

A de�ned on the domain :
DN (−∆A):= {u ∈ H1

A(Ω)| ∇2
Au ∈ L2(Ω), ν · ∇Au|∂Ω

= 0}.Furthermore, due to integration by parts, the following relation holds :
∀u ∈ DN (−∆A), ∀v ∈ Y, 〈−∆Au, v〉 = a(u, v). (A.5)For every open set ω of Ω, we denote by γ the boundary of ω, L2(ω), H1

A(ω) and H2
A(ω) the Sobolevspaes with the norms :

||φ||L2(ω) =

{∫

ω
|φ|2 dx

}1/2

, (A.6)
||φ||H1

A(ω) =

{∫

ω
(|φ|2 + |∇Aφ|2) dx

}1/2

, (A.7)
||φ||H2

A(ω) =

{
∫

ω
(|φ|2 + |∇Aφ|2 + |∇2

Aφ|2) dx
}1/2

. (A.8)As Ω is bounded, the norms || ||H1(ω) and || ||H1
A(ω) are equivalent, like the norms || ||H2(ω) and || ||H2

A(ω).Our goal is to determined the ground state for the operator −∆A. So, denoting by X: = R × Y ,the weak formulation of the problem is :Find (λ, u) ∈ X s.t. ∀(µ, v) ∈ X, 




∫

Ω
∇Au · ∇Av = λ

∫

Ω
uv,

∫

Ω
|u|2 = 1.

(A.9)We an not determine expliitly an exat solution of this problem (A.9), so we look for a numerialsolution and want to determine the gap between the exat solution and the approximate solution givenby the �nite elements method.We use the same notations as Verfürth [100℄, p. 7-8. Let Th, h > 0 be a family of triangulations of Ω�lling the following onditions :1. Any two triangles in Th share at most a ommon omplete edge or a ommon vertex.2. The minimal angle of all triangles in the whole family Th is bounded from below by a stritlypositive onstant.Let P1(Th) be the spae of all ontinuous, pieewise linear �nite element funtions orresponding to
Th, and Yh: = P2(Th) the spae of all ontinuous, quadrati �nite element funtions orresponding to
Th. We denote by Xh: = R× Yh and onsider the following eigenvalue problem :Find (λh, uh) ∈ Xh s.t. ∀(µh, vh) ∈ Xh,











∫

Ω
∇Auh · ∇Avh = λh

∫

Ω
uhvh,

∫

Ω
|uh|2 = 1.

(A.10)A.2.2 NotationFor any element T of the triangulation Th, we denote by E(T ) and N (T ) the set of its edges andverties respetively and we de�ne :
Eh: =

⋃

T∈Th

E(T ), Nh: =
⋃

T∈Th

N (T ).



228 A posteriori error estimatorFor T ∈ Th and E ∈ Eh, we de�ne ρT , hT and hE their radius of insribed irle, diameter and length,respetively. We assume hT , hE < h. We remark that if the triangulation satis�es the ondition 2,then the ratio hT
hE

and hT
hT ′ are bounded from below independently of h for every T, T ′ ∈ Th suh that

N (T ) ∩N (T ′) 6= ∅, and for every E ∈ E(T ).We split Eh and Nh as follow :
Eh = Eh,Ω ∪ Eh,Γ, Nh = Nh,Ω ∪ Nh,Γ,with :

Eh,Ω: = {E ∈ Eh|E ⊂ Ω}, Eh,Γ: = {E ∈ Eh|E ⊂ Γ},
Nh,Ω: = {x ∈ Nh|x ∈ Ω}, Nh,Γ: = {x ∈ Nh|x ∈ Γ}.For any E ∈ Eh, we denote by N (E) the set of its verties. For T ∈ Th, E ∈ Eh and x ∈ Nh, we de�ne :

ωT : =
⋃

E(T )∩E(T ′)6=∅
T ′ : elements with ommon edges with T ,

ωE: =
⋃

E∈E(T ′)

T ′ : elements whih admit E as edge,
ωx: =

⋃

x∈N (T ′)

T ′ : elements whih admit x as vertex,
ω̃T : =

⋃

N (T )∩N (T ′)6=∅
T ′ : elements with a ommon vertex with T ,

ω̃E: =
⋃

N (E)∩N (T ′)6=∅
T ′ : elements with a ommon vertex with E.For any edge E ∈ Eh, we assoiate a unit vetor nE (equal to ν if E ⊂ Γ). For any E ∈ Eh,Ω and

φ ∈ L2(ωE) suh that φ|T ′ is ontinuous on T ′ for any T ′ ⊂ ωE, we denote by [φ]E the jump of φaross E in the diretion nE .We now reall a property of the interpolation operator of Clément denoted by Ih and given in[35, 32℄.Lemma A.1. There exists a onstant c depending on the regularity parameter of the triangulation,suh that for every u ∈ H1(Ω), for every T ∈ Th and for every E ∈ Eh :
||u− Ihu||L2(T ) ≤ chT ||u||H1(ω̃T ), (A.11)
||u− Ihu||L2(E) ≤ ch

1/2
E ||u||H1(ω̃E). (A.12)A.2.3 Main resultFor any (λ, u), (µ, v) ∈ X, we de�ne :

||(λ, u)||X : = {|λ|2 + ||u||2H1
A(Ω)}1/2, (A.13)

〈F (λ, u), (µ, v)〉 : =
∫

Ω

(

∇Au · ∇Av − λuv
)

+ µ

(∫

Ω
|u|2 − 1

)

. (A.14)Our goal is to �nd (λ, u) ∈ X and (λh, uh) ∈ Xh suh that :
∀(µ, v) ∈ X, 〈F (λ, u), (µ, v)〉 = 0, (A.15)

∀(µh, vh) ∈ Xh, 〈F (λh, uh), (µh, vh)〉 = 0. (A.16)We introdue the a posteriori error estimator :
η2
T : = h2

T

∫

T

∣

∣−∇2
Auh − λhuh

∣

∣

2
+

∑

E∈E(T )∩Eh,Ω

hE

∫

E
|[nE · ∇Auh]E |2 . (A.17)



A.3 A priori estimates and appliations 229As we see in the following theorem, the estimator ηT has a fundamental role to see if we are lose tothe exat solution or not and to inrease auray of the numerial solution :Theorem A.2. Let (λ, u) ∈ X be a solution for the problem (A.15) and (λh, uh) ∈ Xh be a solutionfor the problem (A.16) suh that λ and λh are the smallest eigenvalues of the ontinuous and disreteoperators. Then, there exist h0 > 0 and onstants c1, c2 whih depend only on the regularity parameterof the triangulation suh that for all h ≤ h0 :
|λ− λh|+ ||u− uh||H1

A(Ω) ≤ c1







∑

T∈Th

η2
T







1/2

, (A.18)






∑

T∈Th

η2
T







1/2

≤ c2{|λ− λh|+ ||u− uh||H1
A(Ω)}. (A.19)Remark A.3. Theorem A.2 holds also for a simple eigenvalue λ : there exists R > 0 suh that if

(λh, uh) is a solution of (A.16) with ||(λ− λh, u− uh)||X ≤ R, then (A.18) and (A.19) hold.A.2.4 Sheme of the proof of Theorem A.2We want to use the same sheme as Verfürth [100℄, p. 81-84 for the eigenvalue problem for theoperator −∇ · (A∇) + d with a Dirihlet boundary ondition. The fundamental point is the studyof the funtional F and partiularly, we have to �nd a neighborhood of (λ, u) ∈ X on whih thedi�erential of F , denoted DF is invertible. We will use DF to estimate the gap between F (λ, u) and
F (λh, uh) and we have �rst to establish an a priori estimate in Setion A.3 of ||u − uh||. This is thegreat di�erene between our problem and examples presented by Verfürth beause our problem is notlinear and we an't use lassial argument suh as Cea's Lemma. The study of the funtional F ispresented in Setion A.3.2 and will be used to follow the same tehniques as Verfürth in Setion A.4to propose an a posteriori error estimator.A.3 A priori estimates and appliationsA.3.1 A priori estimatesTo obtain a priori estimates, we use the self-adjointness of the operator. The Neumann realization ofthe Shrödinger operator −∆A with onstant magneti �eld is self-adjoint with ompat resolvent andso we an deompose eah funtion of DN (−∆A) in an orthogonal basis of eigenvetors. This argumentto obtain Theorem A.4 does not seem to be usual and we give further details in the following. Theestimate of the gap between F (λ, u) and F (λh, uh) allows to dedue an estimate of ||(λ, u)−(λh, uh)||X .We estimate ||u−uh||H1

A(Ω) and |λ−λh| aording to h using a spetral deomposition of the funtions :Theorem A.4. There exists a onstant C suh that for solutions (λ, u) and (λh, uh) of problems (A.15)and (A.16) respetively where λ and λh are the smallest eigenvalues of the ontinuous and disreteoperators, the following upper bounds hold :
||u− uh||H1

A(Ω) ≤ Ch,

|λ− λh| ≤ Ch2.



230 A posteriori error estimatorProof : We use the same name C for onstants even if it an hange at eah line. As u is an eigenvetorof −∆A, u is in the domain of the operator, and so, in partiular, u ∈ H2
A(Ω). We denote by Ihu theinterpolation of u by a funtion of P2(Th). There exists a onstant C suh that :

||u− Ihu||L2(Ω) ≤ Ch2|u|H2(Ω), (A.20)
||∇A(u− Ihu)||L2(Ω) ≤ Ch|u|H2(Ω). (A.21)To justify the seond estimate (A.21), we use the equivalene of the norms H1

A(Ω) and H1(Ω). The�rst estimate (A.20) gives the bound :
1− Ch2 ≤ ||Ihu||L2(Ω) ≤ 1 + Ch2. (A.22)We denote by u0 = u, u1, . . . an orthonormal basis of eigenvetors for −∆A, assoiated to eigenvalues

λ0 = λ, λ1, . . . in inreasing order. We deompose Ihu in this basis :
Ihu =

∑

i≥0

αiui.We express u− Ihu, estimate ||u− Ihu||L2(Ω) and ||∇A(u− Ihu)||L2(Ω) :
u− Ihu = (1− α0)u−

∑

i≥1

αiui,

||u− Ihu||2L2(Ω) = |1− α0|2 +
∑

i≥1

|αi|2, (A.23)
||∇A(u− Ihu)||2L2(Ω) = λ|1− α0|2 +

∑

i≥1

λi|αi|2. (A.24)Taking into aount Relations (A.20) and (A.21), oupled with (A.23) and (A.24), there exists aonstant C suh that the following upper bounds about the oe�ients αi hold :
|1− α0|2 ≤ Ch4, (A.25)
∑

i≥1

|αi|2 ≤ Ch4, (A.26)
λ|1− α0|2 ≤ Ch2, (A.27)
∑

i≥1

λi|αi|2 ≤ Ch2. (A.28)We write now the deomposition of uh in the basis (ui)i≥0 :
uh =

∑

i≥0

βiui.Multipliating u by a omplex of modulus 1, we may assume β0 is a nonnegative real number. Withthis assumption and sine ||uh||2L2(Ω) = 1, we dedue 0 ≤ β0 ≤ 1. The min-max priniple leads to :
λ = inf

v∈H1
A(Ω)

||∇Av||2L2(Ω)

||v||2
L2(Ω)

,

λh = inf
vh∈P2(Th)

||∇Avh||2L2(Ω)

||vh||2L2(Ω)

.



A.3 A priori estimates and appliations 231We easily dedue :
λ ≤ λh = ||∇Auh||2L2(Ω) ≤

||∇AIhu||2L2(Ω)

||Ihu||2L2(Ω)

. (A.29)We are able to estimate ||∇AIhu||2L2(Ω) by using Relations (A.21) and (A.25) :
||∇AIhu||2L2(Ω) = ||∇Au||2L2(Ω) + ||∇A(Ihu− u)||2L2(Ω) + 2

∫

Ω
∇Au · ∇A(Ihu− u) dx

= λ+ ||∇A(Ihu− u)||2L2(Ω) + 2λ α0 − 1

≤ λ+ Ch2, (A.30)From the bounds (A.22), (A.29) and (A.30), we get an upper bound of λh by λ+ Ch2

λ ≤ λh ≤ λ+ Ch2. (A.31)So we an dedue the bound on the eigenvalues λ and λh stated in Theorem A.4.Let us take again Relation (A.29) and look at the relations obtained with the oe�ients βi. Weknow that ||∇Auh||2L2(Ω) =
∑

i≥0

λi|βi|2. Therefore, from (A.22) and (A.29)
λh =

∑

i≥0

λi|βi|2 ≤
||∇A(Ihu)||2L2(Ω)

||Ihu||2L2(Ω)

≤





∑

i≥0

λi|αi|2


 (1 +Ch2). (A.32)Sine the eigenvalues λi are in inreasing order, uh is normalized and β0 is a real number, we notiethat
1 ≥ |β0|2 = β2

0 = 1−
∑

i≥1

|βi|2 ≥ 1− 1

λ1

∑

i≥1

λi|βi|2. (A.33)We dedue from (A.32) and (A.33) that
β2

0 ≥ 1− 1

λ1



(1 +Ch2)
∑

i≥0

λi|αi|2 − λβ2
0



 ≥
(

1− λ

λ1
|α0|2

)

− 1

λ1

∑

i≥1

λi|αi|2 +
λ

λ1
β2

0 − ch2. (A.34)Reporting (A.28) into (A.34), we obtain
(

1− λ

λ1

)

β2
0 ≥

(

1− λ

λ1
|α0|2

)

− Ch2 =

(

1− λ

λ1

)

+
λ

λ1
(1− |a0|2)− Ch2. (A.35)It omes immediately by normalization of uh and Relation (A.25) that :

1 ≥ β2
0 ≥ 1− Ch2. (A.36)Sine 1 =

∑

i≥0

|βi|2, we dedue that :
0 ≤ 1− β0 ≤ Ch2 and ∑

i≥1

|βi|2 ≤ Ch2. (A.37)Let us ompute ||u− uh||2L2(Ω) by using (A.37) :
||u− uh||2L2(Ω) = |1− β0|2 +

∑

i≥1

|βi|2 ≤ 2Ch2. (A.38)



232 A posteriori error estimatorWe now ompute ||∇A(u− uh)||2L2(Ω) by using that ∑
i≥0

λi|βi|2 = λh :
||∇A(u− uh)||2L2(Ω) = λ|1− β0|2 +

∑

i≥1

λi|βi|2 = 2λ(1 − β0) + (λh − λ) ≤ Ch2. (A.39)And thus, ||∇A(u− uh)||L2(Ω) ≤ Ch. �Remark A.5. It is interesting to note that we have the same power of h for the norms ||u−uh||L2(Ω)and ||∇A(u−uh)||L2(Ω) in (A.38) and (A.39). This is very di�erent of what happens in linear problemsfor whih the L2-estimate is better (typially in h2).Let us also note that the a priori estimates of Theorem A.4 hold just for the smallest eigenvalues.A.3.2 Study of the funtional FLet us give some properties of the funtional F :Lemma A.6. Let (λ, u) ∈ X be the solution of problem (A.15), then the di�erential DF (λ, u) is anisomorphism from X onto X∗.Proof : We begin with the alulus of the di�erential DF at the point (λ, u). Let (µ, v) ∈ X and
(ν,w) ∈ X, then :

〈DF (λ, u)(µ, v), (ν,w)〉 =

∫

Ω
∇Av · ∇Aw − (λv + µu)w + 2νuv. (A.40)To justify the fat that DF (λ, u) is an isomorphism from X onto X∗, we will use the following theoremgiven in [32℄ p. 131 :Theorem A.7. Let U , V be two Hilbert spaes, then the appliation L:U → V ′ is an isomorphism ifand only if the assoiated sesquilinear form a:U × V → R satis�es the three following onditions :1. Continuity : there exists a onstant C suh that :

∀(u, v) ∈ U × V, |a(u, v)| ≤ C||u||U ||v||V .2. Inf-Sup ondition : there exists a onstant γ > 0 suh that :
inf
u∈U

sup
v∈V

|a(u, v)|
||u||U ||v||V

≥ γ.3. For all v ∈ V , v 6= 0, there exists u ∈ U suh that a(u, v) 6= 0.Let us apply this theorem by hoosing U = V = X and for the form a the di�erential form
DF (λ, u). We have to verify eah ondition of Theorem A.7 :1. Continuity : we onsider (µ, v), (ν,w) ∈ X and estimate :
| 〈DF (λ, u)(µ, v), (ν,w)〉 | =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
∇Av · ∇Aw − (λv + µu)w + 2νuv

∣

∣

∣

∣

≤ ||∇Av||L2(Ω)||∇Aw||L2(Ω) + (λ||v||L2(Ω) + |µ|)||w||L2(Ω) + 2|ν|||v||L2(Ω)

≤ (4 + λ)||(µ, v)||X ||(ν,w)||X .The ondition 1. holds.



A.3 A priori estimates and appliations 2332. Let us verify the Inf-Sup ondition. We want to prove that there exists a stritly positive onstant
α suh that for all (µ, v) ∈ X, there is (ν,w) ∈ X with 〈DF (λ, u)(µ, v), (ν,w)〉 bounded from belowby α||(µ, v)||X ||(ν,w)||X . In order to show this, we establish the lower bound for some (ν,w) ∈ X,dependent on (µ, v) and so dedue a lower bound by taking the upper limit. We deompose v and
w in the form : v = αu + ṽ and w = βu + w̃ with ṽ and w̃ in the spae orthogonal to u, so, inpartiular ∫

Ω
uṽ = 0, ∫

Ω
uw̃ = 0 and sine (λ, u) is solution of the problem (A.15), we also deduethat ∫

Ω
∇Au∇Aṽ = 0 and ∫

Ω
∇Au∇Aw̃ = 0. Thanks to these remarks, we dedue the norm in X of

(µ, v) and (ν,w) :
||(µ, v)||2X = ||∇Av||2L2(Ω) + ||v||2L2(Ω) + µ2

= ||∇Aṽ||2L2(Ω) + ||ṽ||2L2(Ω) + (λ+ 1)α2 + µ2,

||(ν,w)||2X = ||∇Aw||2L2(Ω) + ||w||2L2(Ω) + ν2

= ||∇Aw̃||2L2(Ω) + ||w̃||2L2(Ω) + (λ+ 1)β2 + ν2.We ompute the form 〈DF (λ, u)(µ, v), (ν,w)〉 :
〈DF (λ, u)(µ, v), (ν,w)〉 = α

∫

Ω

(

∇Au · ∇Aw − λuw
)

+

∫

Ω
∇Aṽ · ∇Aw − (λṽ + µu)w + 2να

= 0 + β

∫

Ω

(

∇Aṽ · ∇Au− λṽu
)

+

∫

Ω

(

∇Aṽ · ∇Aw̃ − (λṽ + µu)w̃
)

− µβ + 2να

=

∫

Ω

(

∇Aṽ · ∇Aw̃ − λṽw̃
)

− µβ + 2να.We hoose (ν,w) ∈ X suh that w̃ = ṽ, β = −µ and ν = α and estimate 〈DF (λ, u)(µ, v), (ν,w)〉 :
〈DF (λ, u)(µ, v), (ν,w)〉 = ||∇Aṽ||2L2(Ω) − λ||ṽ||2L2(Ω) + µ2 + 2α2. (A.41)We bound from below ||∇Aṽ||2L2(Ω)−λ||ṽ||2L2(Ω) aording to ||ṽ||2H1

A(Ω)
. Let δ ∈]0, 1[ to be determinedlater. Then :

||∇Aṽ||2L2(Ω) − λ||ṽ||2L2(Ω) = δ||∇Aṽ||2L2(Ω) + (1− δ)
(

||∇Aṽ||2L2(Ω) −
λ

1− δ ||ṽ||
2
L2(Ω)

)

. (A.42)We know that λ is an eigenvalue of −∆A, then the seond eigenvalue λ1 is given by the min-maxpriniple :
λ1 = inf

φ∈H1
A(Ω)∩<u>⊥,φ 6=0

||∇Aφ||2L2(Ω)

||φ||2
L2(Ω)

. (A.43)As we have deomposed w so that w̃⊥u, we so bound from below ||∇Aṽ||2L2(Ω) :
||∇Aṽ||2L2(Ω) ≥ λ1||ṽ||2L2(Ω). (A.44)We plug the estimate (A.44) into (A.42) :

||∇Aṽ||2L2 − λ||ṽ||2L2 ≥ δ||∇Aṽ||2L2(Ω) + (1− δ)
(

λ1 −
λ

1− δ

)

||ṽ||2L2(Ω)

≥ δ||∇Aṽ||2L2(Ω) + ((1 − δ)λ1 − λ)||ṽ||2L2(Ω). (A.45)



234 A posteriori error estimatorChoosing δ suh that δ = (1− δ)λ1 − λ, then
δ =

λ1 − λ
λ1 + 1

> 0,and the lower bound (A.41) beomes :
〈DF (λ, u)(µ, v), (ν,w)〉 ≥ λ1 − λ

λ1 + 1
||ṽ||2H1

A(Ω) + µ2 + 2α2. (A.46)We have now to ompare λ1−λ
λ1+1 ||ṽ||2H1

A(Ω)
+ µ2 + 2α2 with the produt of norms of (µ, v) and (ν,w).With the hoie on (ν,w), we have :

||(ν,w)||2X = ||ṽ||2H1
A(Ω) + (λ+ 1)µ2 + α2.This implies that ||(ν,w)||X ||(µ, v)||X ≤ ||ṽ||2H1

A(Ω)
+ (λ+ 1)(µ2 + α2). We take γ = inf

(

λ1−λ
λ1+1 ,

1
λ+1

),then :
λ1 − λ
λ1 + 1

||ṽ||2H1
A(Ω) + µ2 + 2α2 ≥ γ

(

||ṽ||2H1
A(Ω) + (µ2 + α2)(λ+ 1)

)

≥ γ||(µ, v)||X ||(ν,w)||X .We so have proved that for all (µ, v) ∈ X :
sup

(ν1,w1)∈X

| 〈DF (λ, u)(µ, v), (ν1, w1)〉 |
||(ν1, w1)||X

≥ | 〈DF (λ, u)(µ, v), (ν,w)〉 |
||(ν,w)||X

≥ γ||(µ, v)||X ,and the Inf-Sup ondition holds.3. Let us justify the last ondition. Let (ν,w) ∈ X, we deompose w in the form w = βu+ w̃ suhthat w̃⊥u and we onsider :
(µ, v) = (−β, νu+ w̃) ∈ X.As we have seen in the justi�ation of the Inf-Sup ondition, we have :

| 〈DF (λ, u)(µ, v), (ν,w)〉 |
||(ν,w)||X ||(µ, v)||X

≥ γ > 0,so, partiularly, 〈DF (λ, u)(µ, v), (ν,w)〉 6= 0, and then the third ondition holds.We get that DF (λ, u) is an isomorphism from X onto X∗ and the proof of Lemma A.6 is ahieved. �Corollary A.8. Let (λ, u) ∈ X be the solution of problem (A.15), so there exist R > 0 and onstants
c1 > 0 et c2 > 0 suh that for any (µ, v) ∈ BX((λ, u), R), the following bound holds :

c1||F (µ, v)||X∗ ≤ ||(λ, u) − (µ, v)||X ≤ c2||F (µ, v)||X∗ .Proof : First, we show that DF is Lipshitz-ontinuous in (λ, u). Let (λ1, u1), (µ, v), (ν,w) ∈ X andestimate 〈DF (λ, u)(µ, v) −DF (λ1, u1)(µ, v), (ν,w)〉 , aording to ||(∆λ,∆u)||X ||(µ, v)||X ||(ν,w)||Xby denoting :
(∆λ,∆u) = (λ1 − λ, u1 − u),
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|〈DF (λ, u)(µ, v) −DF (λ1, u1)(µ, v), (ν,w)〉| =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
(λ1 − λ)vw + µ(u1 − u)w + 2ν(u− u1)v

∣

∣

∣

∣

≤ 4||(∆λ,∆u)||X ||(µ, v)||X ||(ν,w)||X .Then, for any (λ1, u1) ∈ X,
||DF (λ, u) −DF (λ1, u1)||L(X,X∗)

||(λ, u) − (λ1, u1)||X
≤ 4. (A.47)We have already seen that DF (λ, u) is an isomorphism, so we an express (λ1, u1) with (λ, u) by :

(∆λ,∆u) = (λ1, u1)− (λ, u)

= (DF (λ, u))−1

(

F (λ1, u1) +

∫ 1

0
(DF (λ, u)−DF ((λ, u) + t(∆λ,∆u))) (∆λ,∆u) dt

)

.This expression gives an estimate of the gap between (λ, u) and (λ1, u1) aording to the triangularinequality and Relation (A.47) :
||(∆λ,∆u)||X ≤ ||(DF (λ, u))−1||L(X∗,X)

(

||F (λ1, u1)||X + 4

∫ 1

0
t dt||(∆λ,∆u)||2X

)

≤ ||(DF (λ, u))−1||L(X∗,X)

(

||F (λ1, u1)||X + 2||(∆λ,∆u)||2X
)

.We take 0 < R < R1: =
1

4||DF (λ,u)−1||L(X∗,X)
, then for all (λ1, u1) suh that (λ1, u1) ∈ BX((λ, u), R) :

||(λ1, u1)− (λ, u)||X ≤
||DF (λ, u)−1||L(X∗,X)||F (λ1, u1)||X∗

1− 2R||DF (λ, u)−1||L(X∗,X)
≤ 2||DF (λ, u)−1||L(X∗,X)||F (λ1, u1)||X∗ .(A.48)We now have to prove the seond inequality. Let (µ, v) ∈ X with ||(µ, v)||X = 1, then :

〈F (λ1, u1), (µ, v)〉 = 〈DF (λ, u)(∆λ,∆u), (µ, v)〉+
〈∫ 1

0
(DF ((λ, u) + t(∆λ,∆u))−DF (λ, u)) (∆λ,∆u)dt, (µ, v)

〉

.We dedue an upper bound of ||F (λ1, u1)||X∗ :
||F (λ1, u1)||X∗ ≤ ||DF (λ, u)||L(X,X∗)||(∆λ,∆u)||X + 4

∫ 1

0
t dt||(∆λ,∆u)||2X

≤ ||DF (λ, u)||L(X,X∗)||(∆λ,∆u)||X + 2||(∆λ,∆u)||2X .Taking 0 < R < R2: =
||DF (λ,u)||L(X,X∗)

2 , we see that for all (λ1, u1) in BX((λ, u), R) :
||F (λ1, u1)||X∗ ≤

(

||DF (λ, u)||L(X,X∗) + 2R
)

||(∆λ,∆u)||X ≤ 2||DF (λ, u)||L(X,X∗)||(∆λ,∆u)||X .(A.49)Choosing R: = min(R1, R2), Relations (A.48) and (A.49) justify Corollary A.8 with the hoie c1 =
1
2 ||DF (λ, u)||−1

L(X,X∗) and c2 = 2||(DF (λ, u))−1||L(X∗,X). �



236 A posteriori error estimatorA.4 Adaptation of Verfürth's tehniquesA.4.1 Shape funtions and assoiated propertiesFor every T ∈ Th and E ∈ Eh,Ω, we de�ne the triangle-bubble funtion bT and the edge-bubblefuntion bE like Verfürth [100℄ p. 9. We denote by λT,1, λT,2 and λT,3 the baryentri oordinates of
T . We de�ne the triangle-bubble funtion bT by :

bT =

{

27λT,1λT,2λT,3 on T
0 on Ω \ T. (A.50)Given an E ∈ Eh,Ω suh that ωE = T1 ∪ T2. We enumerate the verties of T1 and T2 in the suh waythe verties of E are numbered �rst. We de�ne the edge-bubble funtion bE by :

bE =

{

4λTi,1λTi,2 on Ti, i = 1, 2
0 on Ω \ ωE. (A.51)We an easily prove the following properties about funtions bT and bE :Lemma A.9. Let T ∈ Th and E ∈ Eh. Then :

supp bT ⊂ T, 0 ≤ bT ≤ 1, max
x∈T

bT (x) = 1, (A.52)
supp bE ⊂ ωE, 0 ≤ bE ≤ 1, max

x∈E
bE(x) = 1, (A.53)

c1h
2
T ≤

∫

T bT = 9
20 |T | ≤ c2h2

T , (A.54)
∫

E bE =
2

3
hE , (A.55)

c3h
2
E ≤

∫

T ′ bE = 1
3 |T ′| ≤ c4h2

E , ∀T ′ ⊂ ωE , (A.56)
||∇bT ||L2(T ) ≤ c5h−1

T ||bT ||L2(T ), (A.57)
||∇bE ||L2(T ′) ≤ c6h−1

E ||bE ||L2(T ′), ∀T ′ ⊂ ωE. (A.58)The onstants c1, . . . , c6 depend only on the smallest angle in the triangulation.We onsider a lifting prolongation operator P :L∞(E)→ L∞(T ) by :
Pu(x):= u(x′), ∀x ∈ T, x′ ∈ E s. t. λj(x

′) = λj(x).We now give a partiular ase of Lemma 3.3 of [100℄ p. 59 :Lemma A.10. There exist onstants c1, . . . , c7 suh that the following inequalities hold for all T ∈ Th,
E ∈ E(T ), u ∈ Π0|T and σ ∈ Π1|E :

c1||u||L2(T ) ≤ sup
v∈Π0|T

∫

T ubT v

||v||L2(T )
≤ ||u||L2(T ), (A.59)

c2||σ||L2(E) ≤ sup
τ∈Π1|E

∫

E σbEτ

||τ ||L2(E)
≤ ||σ||L2(E), (A.60)

c3h
−1
T ||bTu||L2(T ) ≤ ||∇(bTu)||L2(T ) ≤ c4h−1

T ||bTu||L2(T ), (A.61)
c5h

−1
T ||bEPσ||L2(T ) ≤ ||∇(bEPσ)||L2(T ) ≤ c6h−1

T ||bEPσ||L2(T ), (A.62)
||bEPσ||L2(T ) ≤ c7h

1/2
T ||σ||L2(E). (A.63)



A.4 Adaptation of Verfürth's tehniques 237A.4.2 Preliminary lemmasWe have de�ned the projetor Ih from H1
A(Ω) onto P2(Th) and we onsider Rh: = (0, Ih). Wedenote by :

Ỹh: = span{bT v, bEPσ| v ∈ Π0|T , σ ∈ Π1|E , T ∈ Th, E ∈ Eh,Ω},and X̃h: = R× Ỹh.Lemma A.11. Let (λh, uh) ∈ Xh be the solution of (A.16) and (µ, v) ∈ X, then :
〈F (λh, uh), (µ, v)〉 =

∑

T∈Th

(
∫

T

{

−∇2
A − λh

}

uhv +
∑

E∈Eh,Ω∩E(T )

∫

E
[nE · ∇Auh]E v

)

. (A.64)Proof : We estimate 〈F (λh, uh), (µ, v)〉 for (λh, uh) ∈ Xh the solution of (A.16) and (µ, v) ∈ X :
〈F (λh, uh), (µ, v)〉 =

∫

Ω
∇Auh · ∇Av − λhuhv + µ

(∫

Ω
|uh|2 − 1

)

=

∫

Ω
∇Auh · ∇Av − λhuhv,sine (λh, uh) ∈ Xh is solution of (A.16) so ∫

Ω
|uh|2 = 1. An integration by parts on eah T ⊂ Ωgives :

∫

T
∇Auh · ∇Av = −

∫

T
∇2

Auhv +
∑

E∈E(T )

∫

E
[nE · ∇Auh]E v.Furthermore, if E ∈ Eh,Γ, then the term [nE · ∇Auh]E vanishes sine we deal with the Neumannrealization. Indeed, if uh is an eigenvetor of −∇2

A, uh is in the domain of the self-adjoint extensionof −∇2
A, so nE · ∇Auh|E = 0. We dedue :
〈F (λh, uh), (µ, v)〉 =

∑

T∈Th

(∫

T

{

−∇2
Auh − λhuh

}

v +
∑

E∈Eh,Ω∩E(T )

∫

E
[nE · ∇Auh]E v

)

.

�Lemma A.12. Let (λh, uh) ∈ Xh be the solution of (A.16), then there exists a onstant C onlydepending on the regularity parameter suh that :
||(Id−Rh)∗F (λh, uh)||X∗ ≤ C







∑

T∈Th

η2
T







1/2

. (A.65)Proof : We begin with writing the de�nition of the norm ||.||X∗ :
||(Id −Rh)∗F (λh, uh)||X∗ = sup

||(µ,v)||X=1
〈F (λh, uh), (µ, v) −Rh(µ, v)〉

= sup
||(µ,v)||X=1

〈F (λh, uh), (µ, v − Ihv)〉 . (A.66)We ompute the last term of (A.66) by using Lemma A.11 :
〈F (λh, uh), (µ, v − Ihv)〉 =

∑

T∈Th

[
∫

T
(−∇2

A−λh)uh(v − Ihv) +
∑

E∈Eh,Ω∩E(T )

∫

E
[nE · ∇Auh]E (v − Ihv)

]

.(A.67)



238 A posteriori error estimatorWe estimate eah term with a Cauhy-Shwarz inequality :
∣

∣

∣

∣

∫

T
(−∇2

A − λh)uh(v − Ihv)
∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣(−∇2
A − λh)uh

∣

∣

∣

∣

L2(T )
||v − Ihv||L2(T ), (A.68)

∫

E
[nE · ∇Auh]E (v − Ihv) ≤

(
∫

E
|[nE · ∇Auh]E |2

) 1
2

||v − Ihv||L2(E). (A.69)We onsider upper bounds (A.11) and (A.12) of Lemma A.1 to evaluate integrals ∫
T
|v − Ihv|2 and

∫

E |v − Ihv|2 :
||v − Ihv||L2(T ) ≤ c1hT ||v||H1(ω̃T ), (A.70)
||v − Ihv||L2(E) ≤ c2h

1/2
E ||v||H1(ω̃E). (A.71)We report these inequalities into (A.68) and (A.69) to obtain :

∣

∣

∣

∣

∫

T
(−∇2

A − λh)uh(v − Ihv)
∣

∣

∣

∣

≤ c1hT ||v||H1(ω̃T )|| − ∇2
Auh − λhuh||L2(T ), (A.72)

∣

∣

∣

∣

∫

E
[nE · ∇Auh]E (v − Ihv)

∣

∣

∣

∣

≤ c2h1/2
E ||v||H1(ω̃E)||[nE · ∇Auh]E ||L2(E). (A.73)We report (A.73) in (A.67) and use the Hölder inequality :

∑

E∈Eh,Ω∩E(T )

∫

E
[nE · ∇Auh]E (v − Ihv) ≤

∑

E∈Eh,Ω∩E(T )

||[nE · ∇Auh]E ||L2(E) ||v − Ihv||L2(E)

≤
∑

E∈Eh,Ω∩E(T )

(
∫

E
|[nE · ∇Auh]E |2

)1/2

c2h
1/2
E ||v||H1(ω̃E)

≤ C2

√

√

√

√

∑

E∈Eh,Ω∩E(T )

hE

∫

E
|[nE · ∇Auh]E |2

√

∑

E∈Eh,Ω∩E(T )

||v||2H1(ω̃E).We notie ||v||2H1(ω̃E) ≤ ||v||2H1(Ω) and dedue that there exists a onstant c depending on the regularityparameter of the triangulation suh that :
∑

E∈Eh,Ω∩E(T )

||v||2H1(ω̃E) ≤ c||v||2H1(Ω). (A.74)Aording to the inequality √A+
√
B ≤

√
2
√
A+B used in (A.67) oupled with (A.72), (A.73) and(A.74), there exists a positive onstant C independent of the triangulation suh that :

〈F (λh, uh), (µ, v − Ihv)〉 =
∑

T∈Th

(∫

T
(−∇2

Auh − λhuh)(v − Ihv)

+
∑

E∈Eh,Ω∩E(T )

∫

E
[nE · ∇Auh]E (v − Ihv)

)

≤ C||v||H1(Ω)

(

∑

T∈Th

h2
T

∫

T
|(−∇2

A − λh)uh|2

+
∑

E∈Eh,Ω∩E(T )

hE

∫

E
|[nE · ∇Auh]E|2

) 1
2

≤ C̃





∑

T∈Th

η2
T





1
2

||v||H1
A(Ω),



A.4 Adaptation of Verfürth's tehniques 239sine the domain Ω is bounded, and the norms H1(Ω) and H1
A(Ω) are equivalent. So, we dedue :

〈F (λh, uh), (µ, v − Ihv)〉 ≤ C̃





∑

T∈Th

η2
T





1
2

||v||H1
A(Ω). (A.75)Let us ome bak to the alulation of ||(Id −Rh)∗F (λh, uh)||X∗ from (A.66) and (A.75) :

||(Id−Rh)∗F (λh, uh)||X∗ ≤ C̃ sup
||(µ,v)||X=1





∑

T∈Th

η2
T





1/2

||v||H1
A(Ω)

≤ C̃





∑

T∈Th

η2
T





1/2

, (A.76)beause ||v||H1
A(Ω) ≤

√

|µ|2 + ||v||2
H1

A(Ω)
= ||(µ, v)||X = 1. This last upper bound ahieves the proof ofLemma A.12. �Lemma A.13. Let (λh, uh) ∈ Xh be a solution of (A.16), then there exists a onstant C̃ dependingon the regularity parameter suh that :

ηT ≤ C̃ sup
(0,v)∈X̃h,supp v⊂ωT

〈F (λh, uh), (0, v)〉
||(0, v)||X

. (A.77)Proof : Let us give T ∈ Th and E ∈ Eh,Ω ∩ E(T ). We reall that :
η2
T = h2

T

∫

T

∣

∣−∇2
Auh − λhuh

∣

∣

2
+

∑

E∈E(T )∩Eh,Ω

hE

∫

E
|[nE · ∇Auh]E |2 . (A.78)We onsider ω ∈ {T, ωE, ωT } and denote :

Ỹh|ω : = {φ ∈ Ỹh| supp(φ) ⊂ ω}.We begin with the study of || −∇2
Auh − λhuh||L2(T ) by using Lemma A.10. Relation (A.61) gives thefollowing upper bound for all v ∈ Π1|T :
c−1
4 hT ≤

||bT v||L2(T )

||∇(bT v)||L2(T )
. (A.79)Then, for all v ∈ Π1|T :

c1c
−1
4 hT ||(−∇2

A − λh)uh||L2(T ) ≤ c1
||bT v||L2(T )||(−∇2

A − λh)uh||L2(T )

||∇(bT v)||L2(T )
. (A.80)Now we use the inequality (A.59) with u = −∇2

Auh − λhuh :
c1||(−∇2

A − λh)uh||L2(T ) ≤ sup
v∈Π1|T

∫

T
(−∇2

Auh − λhuh)bT v

||v||L2(Ω)
.



240 A posteriori error estimatorBut, we know that 0 ≤ bT ≤ 1, so ||bT v||L2(Ω) ≤ ||v||L2(Ω). Then :
c1c

−1
4 hT || − ∇2

Auh − λhuh||L2(T ) ≤ sup
v∈Π1|T

||bT v||L2(Ω)

||∇(bT v)||L2(T )

∫

T
(−∇2

Auh − λhuh)bT v

||v||L2(Ω)

≤ sup
v∈Π1|T

||∇(bT v)||−1
L2(T )

〈F (λh, uh), (0, bT v)〉 .Aording to the onstrution of funtions bT , we dedue bT v ∈ H1
0 (T ) and we apply the Poinaréinequality. So there exists a onstant CΩ suh that for all T ∈ Th and all funtion v ∈ Π1|T , thefollowing inequality holds by using also the equivalene between norms H1(Ω) and H1

A(Ω) :
||∇(bT v)||L2(Ω) ≥ CΩ||bT v||H1

A(Ω).Furthermore, if v ∈ Π1|T , then bT v ∈ Ỹh|T . This leads to the upper bound :
c1c

−1
4 hT || − ∇2

Auh − λhuh||L2(T ) ≤ C sup
φ∈Ỹh|T ,||φ||Y =1

〈F (λh, uh), (0, φ)〉 . (A.81)We now estimate the term ||[nE · ∇Auh]E ||L2(E). We look at inequality (A.60) with σ = [nE ·
∇Auh]E . By the onstrution of the prolongation operator P , for all funtion σ ∈ Π1|T , the equality
Pσ|E = σ holds. Then :

sup
σ∈Π1|T

∫

E
[nE · ∇Auh]EbEσ

||σ||L2(E)
= sup

σ∈Π1|T

∫

E
[nE · ∇Auh]EbEPσ

||Pσ||L2(E)

≥ c2||[nE · ∇Auh]E ||L2(E). (A.82)But, aording to Lemma A.11 with µ = 0, v = bEPσ, we obtain :
∫

E
[nE · ∇Auh]EbEPσ = 〈F (λh, uh), (0, bEPσ)〉 −

∫

ωE

(−∇2
Auh − λhuh)bEPσ.Then :

c2||[nE · ∇Auh]E ||L2(E) ≤ sup
σ∈Π1|E \{0}

∣

∣

∣

∣

〈F (λh, uh), (0, bEPσ)〉 −
∫

ωE

(−∇2
A − λh)uhbEPσ

∣

∣

∣

∣

||Pσ||L2(E)
. (A.83)Relation (A.62) leads to :

c−1
6 ≤ h−1

T ||bEPσ||L2(T )||∇(bEPσ)||−1
L2(T )

. (A.84)Using now (A.63), we dedue :
c−1
7 ||σ||−1

L2(E)
= c−1

7 ||Pσ||−1
L2(E)

≤ h
1/2
T ||bEPσ||−1

L2(T )
. (A.85)We group together Relations (A.84) and (A.85) to obtain :

c−1
6 c−1

7 h
1/2
E ||σ||−1

L2(E)
≤

√

hE
hT
||∇(bEPσ)||−1

L2(T )
. (A.86)



A.4 Adaptation of Verfürth's tehniques 241We use this upper bound to study (A.83) whih will be multiply by c−1
6 c−1

7 h
1/2
E and we will onsidereah term separately.We begin with the term :

sup
σ∈Π1|E\{0}

h
1/2
E

c6c7

〈F (λh, uh), (0, bEPσ)〉
||σ||L2(E)

≤
√

hE
hT

sup
σ∈Π1|E \{0}

〈F (λh, uh), (0, bEPσ)〉
||∇(bEPσ)||L2(T )

. (A.87)We use the Poinaré inequality on ωE sine bEPσ ∈ H1
0 (ωE), so there exists a onstant c independentof E suh that :

sup
σ∈Π1|E \{0}

〈F (λh, uh), (0, bEPσ)〉
||∇(bEPσ)||L2(T )

≤ c sup
(0,v)∈Ỹh|ωE

〈F (λh, uh), (0, v)〉
||v||Y

. (A.88)Look now at the term :
c−1
6 c−1

7 h
1/2
E sup

σ∈Π1|E \{0}
||σ||−1

L2(E)

∫

ωE

(−∇2
Auh − λhuh)bEPσWe know that 0 ≤ bE ≤ 1 so ||bEPσ||L2(E) ≤ ||σ||L2(E). We use also Relation (A.63), we dedue that :

||bEPσ||L2(ωE) ≤ 2c7
√

hTE
||σ||L2(E),by de�ning hTE

: = sup
T∈ωE

hT . Then :
√
hE

c6c7
sup

σ∈Π1|E \{0}

∫

ωE

(−∇2
Auh − λhuh)bEPσ

||σ||L2(E)
≤ 2

√

hEhTE

c6
sup

σ∈Π1|E \{0}

∫

ωE

(−∇2
Auh − λhuh)bEPσ

||bEPσ||L2(ωE)

≤ C sup
φ∈Ỹh|ωE

,||φ||Y =1

〈F (λh, uh), (0, φ)〉 . (A.89)Putting together Relations (A.88) and (A.89), we onlude that :
c2 sup

σ∈Π1|E \{0}

h
1/2
E

c6c7
||[nE · ∇Auh]E||L2(E) ≤

(

c

√

hE
hT

+ C

)

sup
φ∈Ỹh|ωE

,||φ||Y =1

〈F (λh, uh), (0, φ)〉 . (A.90)We just have to put upper bounds (A.90), (A.81) in the expression (A.78) of ηT , so there exists aonstant C̃ depending on the regularity parameter suh that :
ηT ≤ C̃ sup

(0,v)∈X̃h,supp v⊂ωT

〈F (λh, uh), (0, v)〉
||(0, v)||X

. (A.91)This onludes the proof of Lemma A.13. �Lemma A.14. Let (λh, uh) ∈ Xh be a solution of (A.16), then there exists a onstant C dependingon the regularity parameter suh that :




∑

T∈Th

η2
T





1/2

≤ C||F (λh, uh)||X̃∗
h
. (A.92)



242 A posteriori error estimatorProof : From the de�nition of the norm and the assumptions on (λh, uh), we notie that :
||F (λh, uh)||X̃∗

h
= ||F (λh, uh)||Ỹ ∗

h
.So, for all ε > 0 and all T ∈ Th, there exists a funtion vT ∈ Ỹh with support inluded in ω̃T suhthat :











〈F (λh, uh), (0, v)〉 ≥ 0,

sup
(0,v)∈X̃h,supp v⊂ωT

∣

∣

∣

∣

〈F (λh, uh), (0, v)〉
||(0, v)||X

∣

∣

∣

∣

2

≤
∣

∣

∣

∣

〈F (λh, uh), (0, vT )〉
||(0, vT )||X

∣

∣

∣

∣

2

+ ε.We de�ne the funtion :
v: =

∑

T∈Th

vT
||(0, vT )||X

,then this funtion v is in Ỹh as a linear ombination of elements of Ỹh and the norm of v in Y isbounded from above by 1 by using the triangular inequality.We take again the result of Lemma A.13 and sum η2
T on elements of Th, then :

∑

T∈Th

η2
T ≤ C̃2

∑

T∈Th

sup
(0,v)∈X̃h,supp v⊂ωT

∣

∣

∣

∣

〈F ((λh, uh)), (0, v)〉
||(0, v)||X

∣

∣

∣

∣

2

. (A.93)Using the funtions vT :
∑

T∈Th

η2
T ≤ C̃2

∑

T∈Th

(

∣

∣

∣

∣

〈F (λh, uh), (0, vT )〉
||(0, vT )||X

∣

∣

∣

∣

2

+ ε

)

≤ C̃2





∑

T∈Th

〈F (λh, uh), (0, vT )〉
||(0, vT )||X





2

+ C̃2Nε

≤ C̃2| 〈F ((λh, uh)), (0, v)〉 |2 + C̃2Nε, (A.94)with N a upper bound of the number of the triangulation's elements. Next, we take the upper limiton (0, w) in X̃h :
∑

T∈Th

η2
T ≤ C̃2 sup

(0,w)∈X̃h

∣

∣

∣

∣

〈F (λh, uh), (0, w)〉
||(0, w)||X

∣

∣

∣

∣

2

+ C̃2Nε

≤ C̃2||F ((λh, uh))||2X̃∗
h

+ C̃2Nε. (A.95)So, making ε going to 0 leads to :






∑

T∈Th

η2
T







1/2

≤ C̃||F (λh, uh)||X̃∗
h
, (A.96)with C̃ depending on the regularity parameter. �



A.4 Adaptation of Verfürth's tehniques 243A.4.3 Proof of Theorem A.2
• We begin with justifying the �rst inequality (A.18) :We estimate 〈F (λh, uh), (µ, v)〉 for (µ, v) ∈ X suh that ||(µ, v)||X = 1 :

〈F (λh, uh), (µ, v)〉 = 〈F (λh, uh), (µ, v) −Rh(µ, v)〉 + 〈F (λh, uh), Rh(µ, v)〉 . (A.97)We estimate the seond member (A.97) aording to preliminary lemmas.Lemma A.12 leads to an upper bound of the �rst term of (A.97) :
〈F (λh, uh), (µ, v) −Rh(µ, v)〉 ≤ C1







∑

T∈Th

η2
T







1/2

. (A.98)Furthermore, as (λh, uh) is a solution of problem (A.16), then for (µh, vh) ∈ Xh,
〈F (λh, uh), (µh, vh)〉 = 0.But, for all (µ, v) ∈ X, the operator Rh is de�ned so as to Rh(µ, v) is in Xh, so partiularly :

∀(µ, v) ∈ X, 〈F (λh, uh), Rh(µ, v)〉 = 0. (A.99)We report Relations (A.99) and (A.98) in (A.97) and obtain an estimate valid for all (µ, v) ∈ X, thisleads to the upper bound :
||F (λh, uh)||X∗ ≤ C1







∑

T∈Th

η2
T







1/2

. (A.100)Let R given by Corollary A.8. If λ and λh are the smallest eigenvalues of the ontinuous and disreteoperators suh that (λ, u) and (λh, uh) are respetively solution of (A.15) and (A.16), then applyingLemma A.4, there exists a onstant C suh that
|λ− λh| ≤ Ch2 and ||u− uh||H1

A(Ω) ≤ Ch. (A.101)So, if h is small enough, ||(λ, u)− (λh, uh)||X < R, then Relation (A.100) and Corollary A.8 lead to :
||(λ, u) − (λh, uh)||X ≤ c







∑

T∈Th

η2
T







1/2

. (A.102)But |λ− λh|+ ||u− uh||H1
A(Ω) ≤

√
2||(λ, u) − (λh, uh)||X , and we dedue :

|λ− λh|+ ||u− uh||H1
A(Ω) ≤

√
2c







∑

T∈Th

η2
T







1/2

. (A.103)
• We have now to justify the seond estimation (A.19) :We have seen in Lemma A.14 on Relation (A.92) that :







∑

T∈Th

η2
T







1/2

≤ c||F (λh, uh)||X̃∗
h
.



244 A posteriori error estimatorBut X̃h ⊂ X so ||F (λh, uh)||X̃∗
h
≤ ||F (λh, uh)||X∗ , this leads to the upper bound :






∑

T∈Th

η2
T







1/2

≤ c||F (λh, uh)||X∗ . (A.104)Using Corollary A.8 : if (µ, v) ∈ BX((λ, u), R), the following bound holds :
c1||F (µ, v)||X∗ ≤ ||(λ, u) − (µ, v)||X ≤ c2||F (µ, v)||X∗ .Then, aording to the a priori estimate (Lemma A.4),

||(λ, u) − (λh, uh)||X < Rif the triangulation is thin enough so :






∑

T∈Th

η2
T







1/2

≤ c

c1
||(λ, u) − (λh, uh)||X .A.5 ConlusionWe have given an a priori error estimate of the gap between the exat solution and the numeri-al solution. This estimate is useful to onstrut an a posteriori error estimator as in Theorem A.2.This estimator an be used to improve numerial omputations by using adaptative mesh-re�nementtehniques. We hope to ome bak in a future paper to propose numerial simulations with this newmethod, partiularly to estimate the monotoniity of the bottom of the spetrum for the Shrödingeroperator with a onstant magneti �eld equal to 1 in an angular setor aording to the angle.AknowledgmentI am deeply grateful to François Alouges for his support, suggestions and attention to this work. Iwould like to thank Christine Bernardi for her reading of the manusript.
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Notations
||.|| norme L2

〈., .〉 produit salaire L2

A potentiel magnétique
A0

1
2(x2,−x1)

B hamp magnétique assoié à A, B = rotA
B(z, r) boule entrée en z, de rayin r : {x ∈ R2||x− z| < r}
Bk(R+) {u ∈ L2(R+)| ∀j = 0, · · · , k, tju ∈ L2(R+)}
C∞

0 (Ω) restrition à Ω d'une fontion de C∞
0 (R2)

DN (P ) domaine de la réalisation de Neumann de l'opérateur P
DN (Ph,A,Ω) {u ∈ L2(Ω)| ∇h,Au ∈ L2(Ω), −∇2

h,Au ∈ L2(Ω), ν · ∇h,Au|Γ′ = 0}
Γ′ points du bord de Ω où la normale ν est dé�nie
H espae de Hilbert
H(ζ) D2

t + (t− ζ)2 sur R+, ζ ∈ R

Hk
h,A(Ω) {u ∈ L2(Ω)| ∀j = 0, · · · , k, (h∇ − iA)ju ∈ L2(Ω)}

λ(ζ) bas du spetre de la réalisation de Dirihlet de H(ζ)

ℓ ℓ(u, v) =
∫

Ω0 2 (Dt − η) u(Dt − η) vt dt dη
L 2(Dt − η)t(Dt − η)
ℓmoy ℓmoy(u, v) =

∫∞
0 2

(

DtuDtv + 1
12uv

)

t dt
Lmoy 2DttDt + t

12 sur ]0,+∞[ ave ondition de Neumann en 0
Lmoy,T 2DttDt + t

12 sur ]0, T [ ave ondition de Neumann en 0 et de Dirihleten T
Lmoy 2DttDt + t

12
λmoy
n n-ème valeur propre de Lmoy, valant 2n−1√

3

λmoy,T
n n-ème valeur propre de Lmoy,T

λ(α) bas du spetre de l'opérateur Pα
µ(α) = αλ(α)

λT (α) bas du spetre de l'opérateur P Tα
µ(ζ) bas du spetre de la réalisation de Neumann de H(ζ)
µ2(ζ) deuxième valeur propre de la réalisation de Neumann de H(ζ)
µ(h,B,Ω) le bas du spetre de Ph,A,Ω pour A tel que rotA = B
µn(h,B,Ω) n-ème élément du spetre de Ph,A,Ω pour A tel que rotA = B
µ(α) bas du spetre de l'opérateur P1,1,Ωα

µn(α) n-ème élément du spetre de P1,1,Ωα donné par le prinipe du min-max
µNDN (α, ε0) bas du spetre de D2

x1
+(Dx2−x1)

2 sur ΩNDN
α,ε0 ave ondition de Dirihletsur l'ar de erle et de Neumann sur les deux demi-droites



νn(T, ρ) n-ième élément du spetre de P T,ρ
Ω ouvert de R2 simplement onnexe à bord lipshitzien
Ωα seteur de R2 d'angle α : Ωα: = {x ∈ R2|x1 > 0, |x2| < tan α

2x1}
ΩL
α seteur d'angle α tronqué par un erle tangent aux points d'absisse Ldu bord du seteur Ωα (f Figure 12.1)

ΩNDN
α,ε0 seteur tronqué et translaté représenté à la Figure 9.1 :

ΩNDN
α,ε0 : = {x ∈ R2| (x1 +R,x2) ∈ Ωα \ B(0, R)} ave R = ε0

α

Ω(ε0) demi-bande ]0,+∞[×
]

− ε0
4 ,

ε0
4

[

Ω0 demi-bande ]0,∞[×]− 1
2 ,

1
2 [

ΩT demmi-bande tronquée ]0, T [×] − 1
2 ,

1
2 [

φ fontion propre normalisée assoiée à Θ0 pour l'opérateur H(ζ0)
φapp quasi-mode pour H(ζapp), d'énergie Θapp

P ⊗ S(R+) espae des fontions polynomiales à oe�ients dans S(R+)
Pk éléments �nis d'ordre k
Ph,A,Ω réalisation de Neumann de −∇2

h,A = (h∇− iA)2 sur Ω

Pα 2(Dt − η)t(Dt − η) + 1
2α2t

D2
η

P Tα réalisation de 2(Dt − η)t(Dt − η) + 1
2α2tD

2
η sur ΩT ave ondition deDirihlet en t = T

P T,ρ 2(Dt − η)t(Dt − η) + ρ
2D

2
η

qh,A,Ω qh,A,Ω(u) =
∫

Ω |(h∇− iA)u|2 dx.
qα qα(u) =

∫

Ω0

(

2t|Dtu− η u|2 + 1
2α2t |∂ηu|2

)

σ(P ) spetre de l'opérateur P
Sr B(0, r)

S(R
+
) restrition à R+ d'une fontion de S(R)

Θ0 inf
ζ∈R

µ(ζ) = µ(ζ0)

T 0
h maillage d'un domaine dont les éléments sont de taille inférieure à h
T 1
h maillage déduit de T 0

h par translation des éléments de (1, 0)
T 2
h maillage déduit de T 0

h par translation des éléments de (2, 0)
umoy

1 premier veteur normalisé pour Lmoy, assoié à λmoy
1

VN
{

u ∈ L2(Ω0)| 1√
t
∂ηu ∈ L2(Ω0),

√
t(∂t − i η)u ∈ L2(Ω0)

}

VNℓ {u ∈ L2(Ω)|
√
t (Dt − η) u ∈ L2(Ω)}

VNmoy {u ∈ L2(R+)|
√
tu ∈ L2(R+),

√
tDtu ∈ L2(R+)}

VNmoy,T {u ∈ L2(]0, T [)|
√
tu ∈ L2(]0, T [),

√
tDtu ∈ L2(]0, T [), u|t=T

= 0}
VNT,0

{

u ∈ L2(ΩT )| 1√
t
∂ηu ∈ L2(ΩT ),

√
tDtu ∈ L2(ΩT ), u|t=T

= 0
}

VN,DT

{

u ∈ L2(ΩT )| (Dt − η)u ∈ L2(ΩT ), Dηu ∈ L2(ΩT ), u|t=T
= 0
}

Wm
k (Ω0) {u ∈ Hm−k(R+)|tku ∈ Hm(R+)}, ∀0 ≤ k ≤ m
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Analyse mathématique de la supraondutivité dans un domaine à oins :méthodes semi-lassiques et numériques.
Résumé :La théorie de la supraondutivité, modélisée par Ginzburg et Landau, motive les travaux relatifsà l'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique. L'objet de ette thèse est d'analyser l'in�uenede la géométrie du domaine sur l'apparition de la supraondutivité en étendant les résultats existantpour des domaines réguliers à des domaines à oins. L'analyse semi-lassique onduit à étudier troisopérateurs modèles : la réalisation de Neumann de l'opérateur de Shrödinger ave hamp magnétiqueonstant sur le plan, le demi-plan et les seteurs angulaires. L'étude des deux premiers est bien onnueet nous nous onentrons sur le dernier.Après avoir déterminé le bas du spetre essentiel, nous montrons que le bas du spetre est unevaleur propre pour un seteur d'angle aigu. Nous expliitons le développement limité de la plus petitevaleur propre quand l'angle du seteur tend vers 0 et préisons la loalisation de l'état fondamentalgrâe aux tehniques d'Agmon.Nous illustrons et estimons ensuite le omportement des veteurs et valeurs propres à l'aide d'ou-tils numériques basés sur la méthode des éléments �nis. La loalisation de l'état fondamental rend leproblème disret très mal onditionné mais l'analyse des propriétés de l'opérateur et des défauts desméthodes lassiques permet malgré tout de mettre en ÷uvre un algorithme robuste et e�ae alu-lant l'état fondamental. A�n d'améliorer les résultats numériques, nous onstruisons des estimateurs aposteriori pour e problème aux valeurs propres et utilisons les tehniques de ra�nement de maillagespour loaliser l'état propre dans des domaines généraux et étudier la variation du bas du spetre enfontion de l'angle du seteur.Mots lés : Opérateur de Shrödinger ave hamp magnétique dans un domaines à oins, théoriespetrale, analyse semi-lassique, estimations d'Agmon, éléments �nis, estimateur d'erreur a priori eta posteriori, ra�nement de maillages.Classi�ation A. M. S. : 35J10, 35J20, 35P15, 35Q40, 65N15, 65N25, 65N30, 81Q10
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