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1. INTRODUCTION

Ce mémoire a pour but de présenter des résultats de géométrie al-
gébrique et arithmétique que j’ai obtenus depuis la fin de ma thése, en
vue de l'obtention d’une habilitation & diriger des recherches.

Les travaux décrits dans ce texte concernent tous des variétés dont
la premiére classe de Chern est nulle, et plus particuliérement les varié-
tés symplectiques holomorphes, introduites par Beauville dans [Bea83].
Dans un certain nombre de cas, ils sont aussi nouveaux dans le cas des
variétés symplectiques holomorphes les plus simples, a savoir les sur-
faces K 3.

Nous avons choisi d’organiser nos résultats en fonction du corps de
base des variétés auxquelles ils s’appliquent. Il y aura donc une partie
de géométrie complexe, la plus géométrique a proprement parler, puis
deux parties de géométrie arithmétique traitant le cas des corps de
nombres et des corps finis respectivement. Cependant, cette séparation
n’est pas entiérement satisfaisante tant ces travaux sont reliés entre
eux par les méthodes qu’ils mettent en oeuvre. Nous avons donc fait
précéder 'exposition de nos résultats d’une partie qui rappelle les résul-
tats fondamentaux, diis entre autre a Beauville, Huybrechts, Verbitsky,
Markman, Borcherds. .., qui sont & l'origine de nos travaux.

Donnons quelques mots de présentation et de motivation. Beaucoup
des résultats que nous présentons sont d’inspiration motivique : fe-
ront leur apparition les conjectures standard, la conjecture de Tate, les
groupes de Mumford-Tate, etc. Dans ce contexte, la place des surfaces
K3, et plus généralement des variétés symplectiques holomorphes, est
particuliére. En effet, leur motif est — conjecturalement — de type abé-
lien, ce qui permet d’espérer que certaines des conjectures motiviques
soient accessibles dans leur cas, mais elles nécessitent — notamment
parce que ce ne sont pas des schémas en groupes — une approche plus
géométrique que celle qu’appellent les schémas abéliens.

En ce sens, ’étude des variétés symplectiques holomorphes nous a
semblé, outre son intérét intrinséque, un terrain intéressant sur lequel
tester plusieurs approches des conjectures motiviques. C’est ce qui ap-
parait notamment dans notre preuve des conjectures standard pour les
variétés de type K3 [CM13] et dans celle de la conjecture de Tate
pour les surfaces K3 [Chal2c]|.

Plus généralement, on peut considérer que la théorie de Hodge des
variétés symplectiques holomorphes est trés bien comprise. Par oppo-
sition, plusieurs aspects de leur arithmétique sont encore mystérieux.
Leur étude peut donc se comprendre comme une tentative, dans un
cas bien sir particuliérement simple, de comprendre mieux l'interface
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entre géométrie complexe et géométrie arithmétique. On pourra comme
exemple de cette démarche considérer le théoréme 4.2 prouvé dans
[Chal3|, directement inspiré d’un résultat de théorie de Hodge di a
Green et Oguiso, mais qui se place dans le contexte de la répartition
des traces des différents morphismes de Frobenius agissant sur la co-
homologie des courbes elliptiques sur les corps de nombres.



2. QUELQUES VARIETES DONT LA PREMIERE CLASSE DE CHERN
EST NULLE

Cette partie introductive est consacrée a quelques résultats géné-
raux sur la géométrie de certaines variétés dont la premiere classe de
Chern est nulle, qui concernent plus particuliérement les variétés sym-
plectiques holomorphes. Nous décrivons briévement quelques énoncés
importants qui jouent un roéle majeur dans la plupart des résultats
présentés dans cette habilitation, aussi bien dans le contexte de la géo-
métrie complexe que dans celui de la géométrie algébrique. Il est & noter
que la plupart de ces résultats sont non-triviaux déja dans le cas des
surfaces K3.

Les résultats généraux sur les variétés symplectiques holomorphes
sont décrits dans [Bea83] et [Huy99|

2.1. Variétés symplectiques holomorphes et leurs déformations.
Sauf mention explicite du contraire, les variétés que nous considérons
sont des variétés kihleriennes compactes — pas nécessairement algé-
briques.

Nous nous intéressons ici aux variétés dont la premiére classe de
Chern du fibré tangent s’annule. D’aprés la solution par Yau de la
conjecture de Calabi, il s’agit exactement des variétés admettant une
métrique kihlerienne Ricci-plate. On dispose pour celles-ci d’un théo-
réme de structure démontré dans [Bea83] et [Bog78|.

Théoréme 2.1. Soit X une variété kihlerienne compacte dont la cour-
bure de Ricci est nulle. Alors il existe un revétement fini étale X' de
X isomorphe comme variété kihlerienne a un produit fini

T x 11V, x I1.X;

ou T est un tore complexe, les V; sont des variétés kdhleriennes com-
pactes simplement connexes de groupe d’holonomie le groupe spécial
unitaire SU(m;), avec dimV; = m;, et les X; sont des variétés kihle-
riennes compactes simplement connezes de groupe d’holonomie le groupe
symplectique Sp(m;), avec dim X; = 2m;.

Remarque. La notion de simple connexité qui apparait dans le théo-
réeme ci-dessus est celle associée a la topologie usuelle : une variété
simplement connexe n’a pas de revétement étale, fini ou infini.

Les variétés V; sont des variétés de Calabi-Yau'. Nous nous intéres-
sons aux variétés X;.

1. Il s’agit de variétés de Calabi-Yau au sens fort du terme, c’est-a-dire de varié-
tés V dont le fibré canonique est trivial et telles que les nombres de Hodge h*(V, Oy)
s’annulent si ¢ est différent de 0 et dim V.
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Définition 2.2. Soit X une variété kihlerienne compacte. On dit
que X est une wvariété symplectique holomorphe si X est simplement
connexe et si le groupe H°(X, Q%) est engendré par une 2-forme par-
tout non-dégénérée.

Remarque. Dans la littérature, on parle souvent de variétés symplec-
tiques holomorphes irréductibles pour les objets définis ci-dessus — ’ad-
jectif irréductible correspondant a la simple connexité. Il sera toujours
sous-entendu dans ce texte.

Les variétés symplectiques holomorphes de dimension 2 sont les sur-
faces K3, telles les surfaces quartiques lisses dans P3. Une surface K3
est toujours déformation d’une telle quartique.

Il est plus difficile de construire des exemples de variétés symplec-
tiques holomorphes en dimension supérieure. Dans [Bea83|, Beauville
construit deux familles d’exemples comme suit. Soit S une surface K3,
et soit n un entier strictement positif. Le n-iéme schéma de Hilbert
ponctuel S associé a S est le schéma de Hilbert — ou, dans le cas ana-
lytique complexe, ’espace de Douady — qui parameétre les sous-schémas
de dimension zéro et de longueur n de S. Il s’agit d’'une variété lisse,
qui résout les singularités du n-iéme produit symétrique S™ de S.

Soit aussi A un tore complexe de dimension 2. Le schéma de Hilbert
Al genvoie par addition dans A. Le morphisme AP+ — A est lisse.
Soit K, la fibre au-dessus de 0.

Proposition 2.3. Les variétés S et K, sont des variétés symplec-
tiques holomorphes.

Remarque. La surface K, est la surface de Kummer associée a A.
C’est une surface K3.

Pour construire d’autres variétés symplectiques holomorphes, on peut
raisonner par déformations. En effet, on peut montrer qu’une déforma-
tion kéhlerienne d'une variété symplectique holomorphe est elle-méme
symplectique holomorphe.

Dans le cas qui nous occupe, la situation est la suivante. Soit X une
variété symplectique holomorphe. La famille de déformation verselle
7w : X — S est universelle car H'(X,Tx) = 0 — S est ici un schéma
formel ou un germe d’espace analytique, et X est la fibre de 7 au-dessus
de 0 € S. L’espace tangent de Zariski & S en 0 est canoniquement
isomorphe & H'(X, Tx) ~ H' (X, Q).

Le résultat qui vient, d’abord dt & Bogomolov, Tian et Todorov
[Bog78, Tia87, Tod89|, et reprouvé ensuite par Kawamata [Kaw92]
et Ran [Ran95|, est fondamental. Il vient de ce que la dimension de
I’espace tangent de S est donné par un nombre de Hodge, et que les
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nombres de Hodge sont inchangés par déformation (contrairement a la
dimension de H'(X,Tx) en général).

Théoréme 2.4. Les déformations de X sont non-obstruées : S est
lisse.

Le théoréme précédent permet de construire de nouveaux exemples
de variétés symplectiques holomorphes par déformation des variétés
Sl et K, ci-dessus. En effet, la dimension de I'espace des déformations
vaut 21 et 5 respectivement, tandis que I'espace des déformations d’une
surface K3 (resp. d'un tore complexe de dimension 2) est de dimension
20 (resp. 4). Par conséquent, une déformation générique d’une variété
de type S (resp. K,) n’est pas de type S'™ (resp. K). Il est en général
difficile de décrire des exemples explicites de telles déformations, voir
par exemple [DV10).

On connait par ailleurs trés peu d’exemples de variétés symplec-
tiques holomorphes. Hors les deux familles exhibées par Beauville que
nous avons décrites ci-dessus, on connait deux familles d’exemples en

dimension 6 et 10, dis & O’Grady [0’G99, O’GO03].

Ce qui précéde concerne les déformations de variétés kahleriennes
générales. L’étude des déformations polarisées s’en déduit. Puisque
H?(X,Ox) est de dimension 1 lorsque X est une variété symplectique
holomorphe, les déformations polarisées forment une collection dénom-
brable d’hypersurfaces dans ’espace des déformations de X.

2.2. I’application des périodes. L’analyse plus fine des déforma-
tions des variétés symplectiques holomorphes passe par 1’application
des périodes et le théoréme de Torelli global, que nous rappelons main-
tenant briévement. D a Verbitsky, il est fondamental pour plusieurs
de nos résultats. Nous renvoyons a [Ver09, Huyl1l, Marl1b| pour plus
de détails.

Soit X une variété symplectique holomorphe. On dispose sur le ré-
seau H?*(X,Z) d’une forme quadratique ¢ primitive canonique, la forme
de Beauville-Bogomolov. Elle est de signature (3, bo(X) —3), et est com-
patible avec la structure de Hodge sur H%(X,Z) : la décomposition

H*(X,C) = HY'(X) & (H"*(X) & H**(X))

est orthogonale. Enfin, si ¢ est un élément non nul de H?%(X)
H°(X,Q3%) — donc une forme symplectique sur X — on a ¢(o) =
et ¢(o,7) > 0.

0



Soit (A, ¢) un réseau non-dégénéré de signature (3,b—3). Le domaine
des périodes associé & A est ’ensemble

D={zePA®C)|q(x) =0etq(z,T) > 0}.

L’ensemble D est naturellement muni d’une structure de variété com-
plexe de dimension b — 2. Il est connexe et simplement connexe.

Nous considérerons ici [’espace de modules des variétés symplectiques
holomorphes marquées par A. 11 s’agit de I’ensemble M dont les élé-
ments sont les paires (X, ¢), oi X est une variété symplectique holo-
morphe et

¢ HX(X,Z) — A

est une isométrie.

La théorie générale des déformations et le théoréme 2.4 ci-dessus
permettent de montrer que M est muni d’une structure naturelle de
variété complexe lisse de dimension b — 2. Néanmoins, M n’est pas en
général séparé. Le voisinage d’un point (X, ¢) de M est isomorphe a
la déformation universelle de X.

Il est vraisemblable que l'espace de modules M soit nul pour la
plupart des choix du réseau A. On dispose de trés peu de résultats a
ce sujet.

L’espace de modules M s’envoie naturellement vers D.
Définition 2.5. L’application des périodes
p:M—D
est I'application qui a (X, ¢) associe ¢(H®(X,Q%)).

Pour des raisons générales de théorie de Hodge, 1'application des
périodes p est holomorphe. Beauville montre dans [Bea83| que c¢’est un
isomorphisme local. Le résultat important qui suit est plus difficile. Il
est di & Verbitsky [Ver(09].

Théoréme 2.6 (Théoréeme de Torelli global). Soit M° une composante
connexe de M. La restriction de ['application des périodes a M°

p:M°— D

est surjective et génériquement injective.
Ici, dire que I'application p est génériquement injective signifie qu’elle
est injective au-dessus du complémentaire d’une union dénombrable de

fermés stricts de D. C’est le caractére non-séparé de M qui empéche p
d’étre injective.
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Le théoréeme de de Torelli global ci-dessus montre que — au moins
au-dessus d’un point trés général de D — le défaut d’injectivité de ’ap-
plication des périodes vient de l'existence de plusieurs composantes
connexes dans ’espace de modules. Pour les variétés symplectiques ho-
lomorphes connues, on sait souvent controler le nombre de ces compo-
santes connexes. Pour les surfaces K3, a degré fixé, il y en a deux, qui
correspondent a l'involution (X, ¢) — (X, —¢). Pour les déformations
de schémas de Hilbert ponctuels de K3, la détermination des compo-
santes connexes est diie & Markman et Apostolov [Marllb, Apoll].

Bien entendu, ce qui précéde donne des résultats sur 'application
des périodes dans le cas polarisé (i.e. projectif). Nous renvoyons aux
références ci-dessus pour les énoncés correspondant. Le domaine des
périodes correspondant est cette fois-ci associé cette a un réseau de
signature (2,n). Il s’agit donc d’'un domaine hermitien symétrique. On
peut dans cette situation passer de ’espace de modules marqués a un
espace de modules usuel (avec éventuellement structure de niveau), et
I’application des périodes est dans ce cas a valeur dans une variété
de Shimura associée & un groupe du type SO(2,n). Dans ce cas, le
théoréme de Torelli global montre que 'application des périodes est un
isomorphisme sur son image 2

2.3. Le lieu de Noether-Lefschetz. Un des ingrédients techniques,
majeur, des résultats présentés dans ce mémoire est I’étude des proprié-
tés de positivité, au sens géométrique aussi bien qu’arithmétique, du
lieu de Noether-Lefschetz pour les variétés symplectiques holomorphes
— ou, de maniére équivalente via I’application des périodes, de certaines
sous-variétés spéciales de variétés de Shimura orthogonales.

C’est un des outils principaux, via un théoréme de Borcherds, de la
preuve de la conjecture de Tate pour les diviseurs sur les variétés sym-
plectiques holomorphes dans 5.1. Dans le cas géométriquement plus
simple des correspondances de Hecke de la courbe modulaire dans elle-
méme, une estimation de hauteur est a 1’origine de 4.2. Nous présentons
ici brievement quelques éléments de contexte. Nous travaillons toujours
sur le corps des complexes dans cette partie de survol, mais c’est no-
tamment dans un cadre arithmétique, et en caractéristique positive ou
mixte, que ce cercle d’idées interviendra.

Définition 2.7. Soit 7 : X — S une famille de variétés symplectiques
holomorphes au-dessus d'une base S lisse. Soit p le rang du groupe de

2. Dans le cas polarisé, les problémes de séparation disparaissent, mais la sur-
jectivité n’est plus satisfaite — on peut néanmoins décrire I'image.
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Néron-Severi d’une fibre de 7 en un point trés général de S. Le lieu de
Noether-Lefschetz de m est le lieu dans S des points s tels que le rang
du groupe de Néron-Severi de la fibre X est strictement plus grand

que p.

Autrement dit, le lieu de Noether-Lefschetz de 7 est le lieu des points
de S paramétrant des fibres sur lesquelles existe un fibré en droite qui
ne se déforme pas au-dessus de S tout entier. Puisque h?(X, Ox) vaut
1 si X est une variété symplectique holomorphe, le lieu de Noether-
Lefschetz est une réunion dénombrable d’hypersurfaces de S.

On peut décrire simplement un cas particulier du lieu de Noether-
Lefschetz. Considérons le produit X (1) x X (1) de la courbe modulaire
par elle-méme. Il s’agit de 'espace de modules des paires de courbes
elliptiques. Au-dessus de X (1) x X (1), on dispose d’une famille de sur-
faces K3 obtenues en prenant, en un point paramétrant des courbes el-
liptiques (E4, Es), la surface de Kummer associée a la surface abélienne
E, x E,. Soit N un entier strictement positif, et soit Ty C X (1) x X (1)
la N-ieme correspondance de Hecke. La correspondance T parameétre
les paires (E4, Ey) ou E et Ey sont isogénes par une isogénie cyclique
de degré N. On vérifie sans difficulté que la réunion des Ty est le lieu
de Noether-Lefschetz associé a la famille de surfaces K3 paramétrée
par X (1) x X(1).

Plusieurs des résultats que nous présenterons concernent le groupe
de Néron-Severi des variétés symplectiques holomorphes. La question
de I'amplitude du lieu de Noether-Lefschetz est fondamentale pour ces
travaux. Mentionnons deux résultats dans cette direction.

Le premier résulte d'une remarque astucieuse de théorie de Hodge,
diie a Green [Vo0i02, Chapitre 17| et redécouverte par Oguiso [Ogu03].

Théoréme 2.8. Soit X — S une famille non isotriviale de variétés
symplectiques holomorphes au-dessus d’une base de dimension 1. Alors
le lieu de Noether-Lefschetz est dense dans S.

Il s’agit dans le théoréeme précédent de densité au sens de la topologie
usuelle. Par conséquent, méme dans le cas d'une famille projective, il
ne s’agit pas d’'un énoncé de géométrie algébrique. La démonstration
en est transcendante.

De maniére plus profonde, méme s’il ne semble pas clair qu’ils im-
pliquent le théoréme 2.8 ci-dessus, les travaux de Borcherds [Bor98,
Bor99] ont permis d’analyser les classes des diviseurs de Noether-Lefschetz
dans le groupe de Néron-Severi des variétés de Shimura orthogonales.
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Ces résultats fournissent une démonstration alternative du théoréme
précédent [BKPSBYS].

De maniére similaire aux résultats de Gross-Zagier |GZ86| qui montrent
que les hauteurs des points de Heegner sur les courbes modulaires sont
les coefficients de certaines formes modulaires, Borcherds montre que
les classes des diviseurs de Noether-Lefschetz sont les coefficients d’une
certaine forme modulaire & valeur dans le groupe de Néron-Severi de
la variété de Shimura en question, de poids relié a la dimension du ré-
seau. Pour ne pas rallonger ce survol, nous ne donnerons pas I’énoncé
technique.

Une fois que 'on sait que les classes de cohomologie de certains divi-
seurs de Noether-Lefschetz sont des coefficients de formes modulaires,
les propriétés de croissance des coefficients des séries d’Eisenstein per-
mettent de déduire de maniére standard des propriétés d’amplitude de
ces diviseurs comme par exemple énoncé dans [Maul2|. Plus précisé-
ment, les résultats de Borcherds permettent de construire «beaucoupy,
en un sens précis, de sections du fibré de Hodge sur la variété de Shi-
mura qui sont supportées sur le lieu de Noether-Lefschetz. L’existence
de ces sections est cruciale dans la preuve de la conjecture de Tate
pour les diviseurs sur le variétés symplectiques holomorphes sur les
corps finis.

2.4. Motif des variétés symplectiques holomorphes. Le dernier
point de cette partie de survol concerne le motif des variétés sym-
plectiques holomorphes projectives. Ce qui suit est fondamental pour
les résultats motiviques de 4.3 (conjecture des périodes) et 5.1, 5.2
(conjecture de Tate), et, dans une moindre mesure et seulement comme
motivation, pour 3.2 (conjectures standard) et 4.1 (spécialisation des
groupes de Néron-Severt).

Le point clé est dit a Deligne [Del72, DMOSS82]|, et a été amplifié par
André [And96a, And96b|. Nous travaillons toujours sur le corps des
nombres complexes pour fixer les idées.

Théoréme 2.9. Soit X une variété symplectique holomorphe projective
dont le second nombre de Betti vaut au moins 4. Il existe une variété
abélienne A, et un morphisme injectif

H*(X,Q(1))prim — End(H'(A4,Q))
induit par une correspondance motivée entre X et A x AV.

Dans I’énoncé du théoreme, 'indice prim correspond au fait que ’on
travaille avec la partie primitive de la cohomologie, c’est-a-dire avec
I'orthogonal de la classe d’une section hyperplane.



12

La variété abélienne A est la variété de Kuga-Satake associée & X . La
correspondance du théoréme est la correspondance de Kuga-Satake. On
ne connait pas a I’heure actuelle de variété symplectique holomorphe
dont le deuxiéme nombre de Betti serait 3 (ce dernier vaut toujours au
moins 3 pour des raisons de structure de Hodge).

Dans [And96b|, André définit la notion de correspondance motivée et
démonter que la correspondance de kuga-Satake est motivée. Pour les
groupes de cohomologie en degrés supérieurs, on trouvera des résultats
dans [Sch12]. Il n’est pas connu a I’heure actuelle qu'il existe une cor-
respondance algébrique induisant la correspondance de Kuga-Satake.
Ce serait une conséquence des conjectures standard de [Gro69].

Il résulte du théoréme 2.9 que — au moins conjecturalement — le motif
associé au deuxieéme groupe de cohomologie d'une variété symplectique
holomorphe projective est abélien, au sens ot il est découpé sur le motif
d’une variété abélienne. Un certains nombres de conjectures motiviques
— conjectures standard, conjecture de Tate pour les diviseurs — étant
connues pour les variétés abéliennes, le cas symplectique holomorphe,
et en particulier celui des surfaces K3, est un champ d’investigation
naturelle pour ce type de questions.

Le formalisme de la correspondance de Kuga-Satake est flexible : il
existe en famille, dans un cadre arithmétique, et pour toutes les théo-
ries cohomologiques usuelles. On pourra consulter [CS11] pour certains
détails.
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3. GEOMETRIE COMPLEXE

Dans cette partie, nous présentons ceux de nos résultats obtenus sur
le corps des complexes. Il s’agit de nos résultats les plus géométriques.
Le corps de base est C.

3.1. Le théoréme de Torelli pour les hypersurfaces cubiques
de dimension 4. Nous présentons ici briévement le contenu de la
note [Chal2b|. Elle vise & donner une démonstration simple, & partir
du théoréme de Torelli global 2.6 pour les variétés symplectiques holo-
morphes, du théoréme de Torelli global pour les cubiques de dimension
4.

Théoréme 3.1. Soient X et X' deux hypersurfaces cubiques lisses de
P2, et soit
¢: HY(X,Z) — H* (X', 7Z)

un isomorphisme de structures de Hodge polarisées qui préserve la classe
h? d’une section linéaire. Il existe alors un isomorphisme f : X' — X

tel que ¢ = f*.

Le théoréeme de Torelli global pour les hypersurfaces cubiques de di-
mension 4 a été prouvé par Voisin dans [Voi86|, puis plus récemment, de
maniére différente, par Looijenga [Loo09]. Parmi d’autres arguments,
ces deux preuves nécessitent chacune une analyse détailée de cubiques
particuliéres, que ce soient celles qui contiennent un plan dans I'article
original de Voisin ou des cubiques présentant des singularités spéci-
fiques dans le travail de Looijenga.

De maniére sensiblement différente, la preuve du théoréme de Torelli
global de Verbitsky ne procede pas par réduction a des variétés spé-
ciales. En utilisant son résultat, nous donnons une preuve courte du
théoréme 3.1 qui ne passe pas par I'étude de cas particuliers.

L’idée de la preuve repose sur une construction de Beauville et Do-
nagi [BD85] qui réapparaitra a plusieurs reprises dans ce mémoire. Soit
X une hypersurface cubique lisse de P2. C’est un résultat classique que
la varié¢té F des droites de P contenues dans X est une variété pro-
jective lisse de dimension 4. Beauville et Donagi montrent qu’il s’agit
plus précisément d’une variété symplectique holomorphe — qui est dé-
formation d’une variété de type S?, ot S est une surface K3. De plus,
la relation d’incidence

Z={(x,)lreX,leFrel} CXxF

induit une correspondance entre les parties primitives de H*(X,Z) et
H2(F, 7).
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Le théoréme de Torelli de Verbitsky s’applique a F' : la connaissance
de H*(F,Z) permet de retrouver F'. On montre, a Paide de résultats
géométriques classiques sur F' dis & Altman et Kleiman [AK77|, que
la connaissance de la variété des droites ' munie de son plongement
projectif de Pliicker permet de retrouver X plongée dans P, ce qui per-
met de conclure. Un point technique est le controle des composantes
connexes des espaces de modules en jeu pour pouvoir appliquer le théo-
réeme de Verbitsky. Ce controle est permis par des calculs de Beauville
[Beag6.

3.2. Les conjectures standard pour certaines variétés symplec-
tiques holomorphes. Ce paragraphe est consacré a l'article [CM13].
Il s’agit d’un travail en collaboration avec Eyal Markman, qui a no-
tamment pour origine 'article [Chal3| écrit pendant ma thése.

Dans l'article [Gro69|, Grothendieck énonce un certain nombre de
«conjectures standard» qui prédisent notamment ’existence de cycles
algébriques sur certaines variétés projectives lisses. La conjecture stan-
dard de Lefschetz est la suivante.

Soit X une variété projective lisse de dimension d, et soit h €
H?(X,Q(1)) la classe de cohomologie d’une section hyperplane. Soit
7 un entier compris entre 0 et d. Le théoréme de Lefschetz difficile
affirme que la fleche

H(X,Q(i) = H*7(X,Q(d — i),

donnée par le cup-produit avec h%*, est un isomorphisme. La conjec-
ture standard de Lefschetz pour X en degré ¢ prédit I'existence d’un
cycle algébrique Z de codimension ¢ dans X x X tel que la correspon-
dance

2], : H*7'(X,Q) - H'(X,Q)
soit I'inverse de la fléche ci-dessus.

Nous renvoyons par exemple a [And04] pour des discussions détaillées
du sens et de I'importance des conjectures standard — qui sont toutes
conséquences de la conjecture standard de Lefschetz en caractéristique
nulle — dans la construction d’une catégorie satisfaisante de motifs purs.

Depuis I'article original de Grothendieck, on dispose de peu d’exemples
de variétés satisfaisant les conjectures standard. Les variétés abéliennes
sont dans ce cas |Lie68], et la conjecture standard de Lefschetz est vraie
en degré 1 grace au théoréme de Lefschetz sur les classes de type (1,1).
Elles est aussi connue pour les variétés dont la cohomologie est engen-
drée par des classes de cycles algébriques, comme les grassmanniennes,
ou par celles se déduisant d’une surface par certaines constructions géo-
métriques : variétés de dimension 3 uniréglées, variétés de dimension 4
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unirationnelles, ... Ainsi, il est possible de déduire du cas des surfaces
les conjectures standard pour le schéma de Hilbert des points sur une
surface projective lisse [Ara06].

Nous prouvons le résultat suivant.

Théoréme 3.2. La conjecture standard de Lefschetz — et donc les
conjectures standard en général — vaut pour toute déformation projec-
tive du schéma de Hilbert des points sur une surface K3.

Il est important de remarquer, comme nous l’avons expliqué plus
haut, qu'une déformation générique d’un schéma de Hilbert ponctuel
sur une surface n’est pas un tel schéma de Hilbert, et n’est donc pas en
correspondance naturelle avec une surface. Il est notoirement difficile
de déformer les cycles algébriques. Le théoréme ci-dessus n’est donc pas
a priori une conséquence des conjectures standard pour les schémas de
Hilbert ponctuel des surfaces.

Décrivons briévement d’ott viennent les cycles algébriques néces-
saires. Le point est de les construire, de maniére géométrique, sur
certaines déformations particuliéres de variétés de type S, puis de
les déformer. En général, ce genre de techniques n’est pas accessible
pour les cycles de codimension au moins 2. Dans le cas symplectique
holomorphe, on dispose néanmoins de déformations particuliéres qui
permettent de faire fonctionner la preuve.

Une variété symplectique holomorphe X — pas nécessairement pro-
jective — munie d’'une métrique Ricci-plate est munie d’une structure
hyperkéhlerienne canonique. Cela signifie que la variété riemannienne
sous-jacente & X est munie de trois structures complexes I,.J et K
vérifiant les relations quaternioniques, ot I est la structure complexe
naturelle de X, et que la métrique de départ est kdhlerienne pour I, .J
et K.

A tout point (a,b,c) de la sphére S? on peut associer la structure
complexe al + bJ + cK sur X. Cela donne lieu & une famille de défor-
mations de X parameétrée par la sphére S?, qui est isomorphe a Pf par
la projection stéréographique. On peut montrer qu’il s’agit bien d’une
déformation holomorphe : c’est [’espace de twisteurs associé a la variété
X muni de sa métrique Ricci-plate.

Un fibré vectoriel sur X peut étre lui aussi muni d’une structure
hypercomplexe compatible & la structure hyperkahlerienne de X. On
parle alors de fibré hyperholomorphe. Un tel fibré se déforme de ma-
niére tautologique au-dessus de l'espace des twisteurs. En particulier,
les cycles algébriques donnés par ses classes de Chern se déforment eux
aussi. Dans [Ver96|, Verbitsky présente une étude détaillée des fibrés
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hyperholomorphes et de leurs espaces de modules. Il donne notamment
un critére cohomologique permettant de vérifier qu’'un fibré stable est
hyperholomorphe.

Enfin, c’est un résultat de Verbitsky que 'espace des déformations
d’une variété symplectique holomorphe est connexe par espaces de twis-
teurs. C’est d’ailleurs un ingrédient essentiel dans sa preuve du théo-
réme de Torelli global.

Une des remarques principales menant au théoréme 3.2 est que 'on
peut effectivement construire des fibrés hyperholomorphes sur les va-
riétés du type S — ou certaines variantes — en modifiant de maniére
convenable certains fibrés tautologiques construit a partir de leur inter-
prétation modulaire. Ces calculs sont menés dans [CM13| et [Marlla].
Il est peut-étre intéressant de constater que cet argument montre que la
démonstration des conjectures standard pour les déformations projec-
tives des S utilise de maniére cruciale des variétés non-projectives :
la fibre générale de la déformation d’une variété symplectique holo-
morphe au-dessus de son espace de twisteurs n’est jamais une variété
algébrique.

3.3. Courbes rationnelles sur certaines variétés symplectiques
holomorphes. Nous décrivons ici certains résultats de [CP13al. Il
s’agit d’un travail en commun avec Gianluca Pacienza.

Le but de l'article [CP13a| est d’étendre en dimension supérieure des
phénomeénes géométriques connus sur les surfaces K3, qui sont liés a
la position intermédiaire des variétés dont la premiére classe de Chern
est nulle dans la classification des variétés projectives. La conjecture
de Lang prédit en effet que si X est une variété de type général, les
courbes rationnelles sur X sont contenues dans une sous-variété algé-
brique stricte de X. A I'extréme inverse, on conjecture que les variétés
projectives de dimension de Kodaira strictement négatives sont uniré-
glées.

Les surfaces K3, et plus généralement les variétés symplectiques ho-
lomorphes, se situent a la frontiére de ces deux phénomeénes conjectu-
raux. Ainsi, un théoréme de Bogomolov et Mumford [MM83| montre
que si X est une surface K3, toute classe de cohomologie ample sur
X est réalisée par une courbe rationnelle. Chen montre de plus dans
[Che99| qu’une surface K3 projective trés générale en module contient
une infinité de courbes rationnelles amples.

Une conséquence frappante de l’existence de courbes rationnelles
amples sur les surfaces K3 projective a été mise en avant par Beau-
ville et Voisin dans [BV04] : elle implique I’existence d'un zéro-cycle de
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degré 1 canonique sur une surface K3. Rappelons par ailleurs que le
groupe de Chow des zéro-cycles de degré zéro sur une surface K3 est
de dimension infinie par un théoréme de Mumford [Mum68|.

Le zéro-cycle de Beauville-Voisin est construit de la maniére sui-
vante : soit R une courbe rationnelle sur X, et soit p un point de R.
Alors I'image de p dans le groupe C'Hy(X) ne dépend pas du choix de
R ou de p. Clairement, le choix de p sur R ne change pas la classe de
p dans le groupe de Chow de X puisque R est une courbe rationnelle.
On sait qu’il existe une courbe rationnelle ample sur X. Cette derniére
intersecte toute courbe rationnelle. Cette remarque permet de montrer
que I'image du point p dans C'Hy(X) est indépendante de R.

Nous renvoyons a [BV04, Bea07, Voi08] pour des résultats et des
conjectures reliés a ce cercle d’idées. Les articles précédents traitent
aussi de certains schémas de Hilbert ponctuels.

Dans [CP13al, nous traitons le cas de variétés symplectiques holo-
morphes générales en module. En dimension strictement supérieure a 2,
on peut espérer trouver plus que des courbes rationnelles. Voici certains
de nos résultats.

Théoréme 3.3. Soit X une variété symplectique holomorphe projective
qui est une déformation du schéma de Hilbert S®! d’une surface K3 S.
Soit h € H*(X,Z) la classe de cohomologie d’un diviseur ample. Alors

(1) Il existe un diviseur uniréglé dans X dont la classe de cohomologie
est proportionnelle a h.

(2) Il existe une surface rationnelle dans X.

Corollaire 3.4. Soit X une variété symplectique holomorphe projective
qui est une déformation du schéma de Hilbert S?! d’une surface K3 S.
On peut construire un zéro-cycle de degré 1 canonique sur X.

Le zéro-cycle canonique mentionné dans le corollaire est représenté
par n’importe quel point dans la surface rationnelle dont I’existence est
prédite dans le théoréme.

La démonstration du théoréme repose sur des techniques de défor-
mations de courbes rationnelles déja développées par plusieurs auteurs
[Ran95, BHT11, GHS03|. Il s’agit de construire, a partir de courbes
rationnelles ou elliptiques sur une surface K3, des courbes rationnelles
adaptées sur le schéma de Hilbert S, puis de les déformer jusqu’a X.
Il est notamment beaucoup plus facile de déformer des courbes ration-
nelles que de tenter de déformer directement des surfaces lagrangiennes.

Pour que cette méthode fonctionne, il faut en particulier comprendre,
étant donnée une déformation X d’un schéma de Hilbert de deux points
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sur une surface K3, et une classe ample h dans H*(X,Z), quelles sont
les paires (S A'), ot S est une surface K3 et b’ € H?(S?, 7Z), qui
sont déformation de (X, h). Le point crucial est de controler la classe
h' dans le réseau H?(S () Z) muni de sa décomposition canonique

H?(SY.7) = H*(S,Z) ® Z6

ou J est la moitié de la classe du lieu paramétrant les sous-schémas non
réduits [Bea83).

Ce qui précede correspond & I’étude des composantes connexes de
I’espace de modules des déformations polarisées de variétés de la forme
S L’ingrédient essentiel est ici, outre le théoréme de Torelli global
de Verbitsky, un résultat de Markman [Marl1b]| précisé par Apostolov
[Apoll] qui calcule le nombre de ces composantes connexes. Dans le
cas de la dimension 4, il y a aussi peu de composantes connexes que
possible, ce qui est essentiel pour la preuve du théoréme. On peut
espérer étendre ce résultat a des variétés symplectiques holomorphes
plus générales®.

3. Il est peut-étre intéressant de remarquer que la preuve dans [MMS83] de lexis-
tence de courbes rationnelles sur les surfaces K3 est elle aussi dépendante de I’étude
de surfaces particuliéres.
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4. VARIETES SUR LES CORPS DE NOMBRES

Cette partie est consacrée a des résultats de nature arithmétique.
Ils concernent tous des variétés définies sur les corps de nombres. Les
deux premiers paragraphes concernent le lieu de Noether-Lefschetz en
caractéristique mixte, tandis que le troisiéme décrit des résultats en col-
laboration avec Jean-Benoit Bost autour de conjectures sur les périodes
des variétés algébriques.

Toutes les variétés sont maintenant des variétés algébriques.

4.1. Spécialisation du groupe de Néron-Severi : le cas géné-
rique. Nous décrivons ici certains des résultats de [Chal2al. Nous ne
traitons que le cas des surfaces K3, mais ils valent mutatis mutandis
pour les variétés symplectiques holomorphes de dimension supérieure.

Avec les résultats qui font 'objet du paragraphe suivant, cet article
entreprend 1’étude de certains aspects du lieu de Noether-Lefschetz
dans un contexte arithmétique. Nous considérons donc une famille 7 :
X — S de surfaces K3 au-dessus d’une base réguliére de dimension 1.
Le lieu de Noether-Lefschetz est le lieu des points géométriques s de
S, d’image un point fermé, tels que le nombre de Picard p(X;) de X —
c’est-a-dire, le rang du groupe de Néron-Severi de X, — est strictement
supérieur au nombre de Picard de la fibre générique géométrique de
m. Nous ne cherchons pas a mettre de structure particuliére sur cet
ensemble ici.

Etudier le lieu de Noether-Lefschetz de 7 revient a étudier ’applica-
tion de spécialisation

(1) sp: NS(X5) — NS(X;)

du groupe de Néron-Severi de la fibre générique géométrique de 7 vers le
groupe de Néron-Severi de X;. Pour des raisons générales, ’application
de spécialisation est toujours injective & torsion p-primaire prés, ol p
est la caractéristique résiduelle de s. La torsion de son conoyau est elle
aussi p-primaire.

L’objet de I'article [Chal2a] est I’étude des points s «typiquesy, c’est-
a~dire de ceux pour lesquels le nombre de Picard p(X) est minimal. Ici,
la nature de la base S est essentielle. Le cas le plus simple est celui ou
S est une courbe sur le corps des nombres complexes C. Dans ce cas,
puisque le lieu de Noether-Lefschetz est une réunion dénombrable de
sous-variétés strictes de S, le théoréme de Baire montre que ce lieu est
d’intérieur vide. En particulier, I’application de spécialisation ci-dessus
est un isomorphisme si s est trés général.
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En égale caractéristique zéro, on peut toujours trouver de tels points
5. Si S est une courbe sur Q, c’est un théoréme de Terasoma [Ter85|
qui repose sur le théoréme d’irréductibilité de Hilbert. On pourra aussi
consulter [MP12].

Dans le cas ot les corps résiduels de S sont de caractéristique non
nulle, un nouveau phénomeéne apparait comme ’a remarqué Shioda
[Shi81]. Soit X une surface K3 sur un corps fini k de caractéristique
au moins 3 et soit £ un nombre premier différent de la caractéristique
de k. D’aprés la conjecture de Tate pour X, qui sera l'objet d'une
partie ultérieure, le nombre de Picard de X est égal a la dimension
du sous-espace de H*(Xz, Q¢(1)) sur lequel le Frobenius de k agit par
un sous-groupe fini. On sait par ailleurs que le Frobenius agit par un
groupe orthogonal, puisqu’il est compatible au produit d’intersection.
La parité du nombre de Picard de X3 est donc égale a la parité du
deuxiéme nombre de Betti de X. Ici, le deuxiéme nombre de Betti est
22. Le nombre de Picard géométrique d’'une surface K3 définie sur un
corps fini est donc toujours pair.

L’argument précédent montre que, dans le cas ot S est un ouvert
du spectre de I'anneau des entiers d’'un corps de nombres, ’application
de spécialisation (1) peut n’étre surjective, méme & torsion prés, pour
aucune valeur de s : il suffit de prendre pour fibre générique une surface
K3 de nombre de Picard 1 définie sur un corps de nombres.

L’existence d’une telle surface K3 n’est d’ailleurs pas tout a fait
évidente a priori. Elle résulte du résultat de Terasoma mentionné ci-
dessus. Dans [vL07|, van Luijk utilise un argument de spécialisation du
groupe de Néron-Severi pour exhiber une telle surface.

Nos résultats concernent le cas ou S est un ouvert du spectre de
I’anneau des entiers d’un corps de nombres. Nous décrivons en toute
généralité la valeur minimale de p(X;) quand s parcourt les points
géométriques au-dessus de points fermés de S. Un des aspects de cette
description est que 1’obstruction de parité du & Shioda que nous avons
décrite ci-dessus n’est pas la seule. Outre le résultat lui-méme, ce travail
doit étre vu comme une tentative de comprendre la place en géométrie
arithmétique d’analogues du théoréme de Baire.

La forme de I’application de spécialisation (1) est reliée a la théorie
de Hodge de la fibre générique géométrique de 7. Aprés changement
de base, nous considérons cette derniére comme une variété complexe
notée Xc¢. Soit T' la partie transcendante de la structure de Hodge
H?(Xc,Q(1)). T s’agit de 'orthogonal du groupe de Néron-Severi de
X¢ dans H*(X¢,Q(1)). Soit E lalgebre des endomorphismes de T qui
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respectent sa structure de Hodge. D’aprés [Zar83|, E est soit un corps
totalement réel, soit un corps CM.

Théoréme 4.1. Soit X une surface K3 sur un corps de nombres k.
Apres avoir choisi un plongement de k dans C, définissons E et T
comme ci-dessus. Soit p le nombre de Picard de Xc. Sip est une place
finie de k telle que X a bonne réduction en p, soit p, le nombre de
Picard de la réduction de X au-dessus de la cloture algébrique du corps
résiduel de p.

(1) Si E est un corps CM ou si la dimension de T comme espace
vectoriel sur E est paire, alors il existe une infinité de places p
de bonne réduction pour X telles que p, = p. De plus, quitte a
remplacer k par une extension finie, [’ensemble des places pour
lesquelles cette égalité vaut est de densité 1.

(2) Supposons que E est un corps totalement réel et que la dimension
de T' comme espace vectoriel sur E est impaire.

Soit p une place finie de k, de bonne réduction pour X. Suppo-

sons que la caractéristique résiduelle de p est au moins 5. Alors

pp = p+[E:Q]
Il eziste une infinité de telles places p telles que p, = p+[E : Q).

De plus, quitte a remplacer k par une extension finie, l’ensemble
des places pour lesquelles cette égalité vaut est de densité 1.

Remarque. On montre sans difficulté que tous les cas du théoréme
se présentent, et que les seules contraintes sur les dimensions de 1" et
E sont que [E : Q] divise la dimension de T' et que cette derniére
est inférieure ou égale a 21 et supérieure ou égale a 2. On peut aussi
montrer que E ne dépend pas du plongement de k£ dans C.

Le résultat ci-dessus montre que les questions de parité ne sont pas
les seules & controéler les groupes de Néron-Severi des réductions aux
places finies d’une surface K3 sur un corps de nombres. En particulier,
il peut arriver que 'on ait, pour toute place p, p, —p > 2, ce qui répond
par la négative & une question de [EJ12| — prendre pour E un corps
totalement réel de degré au moins 2 et choisir 1" de dimension impaire.

L’idée principale & l'origine du théoréme ci-dessus est que c’est la
structure du tore maximal du groupe de Mumford-Tate de la partie
transcendante T' de la structure de Hodge de X¢ qui controle la répar-
tition des différentes classes de conjugaison des morphismes de Frobe-
nius aux places finies. Ce cercle d’idée est présent dans des travaux de
Serre [Ser86.

Ce sont des résultats de Tankeev [Tan90, Tan95| et [Zar83| qui per-
mettent de mener a bien cette stratégie. Des arguments de groupes
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algébriques permettent de calculer le groupe de Mumford-Tate de T et
de le comparer a I'adhérence de Zariski de I'image du groupe de Galois
absolu de k dans GL(T ® Qy), ce qui permet de mettre la main sur les
morphismes de Frobenius.

Donnons deux applications de ce résultat. La premiére est une ap-
plication des méthodes de [BHT11] et [LL12| pour la construction de
courbes rationnelles sur les surfaces K3. Rappelons que ces travaux
montrent que toute surface K3 projective sur C dont le nombre de Pi-
card est différent de 2 et 4 contient une infinité de courbes rationnelles.

Corollaire 4.2. Soit X une surface K3 projective sur C. Supposons,
avec les notations précédentes, que l'une des deux conditions suivantes
est vérifiée :

(1) Le nombre de Picard de X est2 et E est un corps totalement réel
de degré 4 sur Q ;

(2) Le nombre de Picard de X est 4 et E est un corps totalement réel
de degré pair sur Q.

Alors X contient une infinité de courbes rationnelles.

La seconde application est de nature plus concréte.

Corollaire 4.3. [l existe un algorithme qui, étant donnée une surface
K3 X sur la cloture algébrique d’un corps de nombres, soit termine et
retourne le nombre de Picard de X, soit ne termine pas.

St de plus X x X satisfait la conjecture de Hodge pour les cycles de
codimension 2, alors l’algorithme appliqué a X termine.

L’idée du résultat précédent est que, alors qu’il est a priori difficile
de calculer la dimension du groupe de Néron-Severi en caractéristique
nulle, il est — au moins théoriquement — facile de le faire sur un corps
fini, si la conjecture de Tate pour les diviseurs est satisfaite. En effet, il
suffit pour cela de connaitre le polynéme caractéristique du Frobenius
agissant sur le deuxiéme groupe de cohomologie étale f-adique, ce qui
se fait en comptant des points.

L’origine de I’algorithme ci-dessus est la construction par van Luijk
[vLO7| de surfaces K3 explicites de nombre de Picard 1. Des résultats
plus généraux et inconditionnels quant au groupe de Néron-Severi ont
été obtenus récemment dans [PTvL12|.

4.2. Spécialisation du groupe de Néron-Severi : le cas excep-
tionnel. Nous présentons maintenant 'article [Chal3|. I s’agit du
pendant des résultats précédents pour les places "exceptionnelles" :
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étant donnée une surface K3 X sur un corps de nombre k, on s’inté-
resse a l'existence de places p telles que p, ne satisfait pas les égalités
du théoréme 4.1.

C’est donc a l'analogue du théoréeme 2.8 de Green dans un cadre
arithmétique que l'on s’intéresse. Deux problémes se posent : tout
d’abord, la preuve de ce théoréme est de nature transcendante. Son
énoncé méme fait intervenir la topologie usuelle des variétés complexes,
et n’est donc pas a proprement parler un énoncé de géométrie algé-
brique. Ensuite, ce résultat devient tout a fait incorrect en caractéris-
tique positive : dans l'espace de modules des surfaces K3 en caractéris-
tique positive, la strate supersinguliére est de dimension 9. Cette strate
parameétre une famille non-isotriviale de surfaces K3 dont les fibres gé-
nériques et toutes les fibres spéciales ont pour nombre de Picard 22.

Si l'on croit que ce sont les phénoménes de non-ordinarité qui em-
péchent le théoréme de Green de valoir en toute généralité, il est raison-
nable de conjecturer qu’il vaut en caractéristique mixte. Dans [Chal3],
nous montrons un prototype de ce genre d’énoncés.

Théoréme 4.4. Soient k un corps de nombres, et E, E' deux courbes
elliptiques sur k. Il existe une infinité de places p de k telles que les
réductions de E et E' modulo p soient isogénes.

Bien que ce ne soit pas immédiatement apparent, il s’agit bien d'un
analogue du théoréeme de Green, appliqué a la surface de Kummer
associée a F x E', comme on 'a expliqué en 2.3. On peut donner
une heuristique pour le résultat ci-dessus — cette heuristique pourrait
d’ailleurs s’appliquer au cas général.

Pour fixer les idées, supposons que E et E’ soient définies sur Q. On
peut bien entendu supposer que les deux courbes elliptiques ne sont
pas isogénes. Soit p un nombre premier de bonne réduction pour E
et E'. D’aprés un théoréme de Tate [Tat66], les réductions modulo p
de F et E’ sont isogénes si et seulement si la trace du Frobenius en p
agissant sur H 1(E@, Qy) est égale a la trace du Frobenius en p agissant
sur H 1(Ef@, Q¢), ou £ est un nombre premier différent de p.

D’aprés les conjectures de Weil, ces deux trace sont des nombres en-
tiers compris entre —2,/p et 2,/p. La conjecture de Sato-Tate prédit
que quand p varie, la distribution de ces nombres entiers est essentielle-
ment uniforme, & normalisation prés. Enfin, puisque E et £’ ne sont pas
isogénes, on peut espérer que les distributions des deux traces soient
indépendantes. Dans ces conditions, la probabilité que les réductions
modulo p de E et E’ soient isogénes est de l'ordre de \/Lﬁ. Sommant
sur tous les nombres premiers p, la série diverge, ce qui conduit a s’at-
tendre a I’énoncé du théoréme. Bien entendu, le théoréme 4.1 montre
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que, quitte a remplacer k par une extension finie, ce phénoméne d’iso-
génie ne peut arriver que pour une densité nulle de places finies.

Le calcul heuristique précédent permet de considérer le théoréme 4.4
comme une version trés faible d’un théoréme de Sato-Tate qui concer-
nerait l'indépendance des distributions des traces du Frobenius pour
des courbes elliptiques non-isogénes.

Dans cet ordre d’idée, il faut insister que 1’énoncé ci-dessus est va-
lable sans aucune hypothése sur le corps de base k, contrairement aux
énoncés connus sur Sato-Tate qui demandent que ’on travaille sur un
corps totalement réel. Bien entendu, ces derniers sont beaucoup plus
difficiles.

Un corollaire du théoréme 4.4 concerne I'existence de places supersin-
gulieres. Rappelons qu’Elkies a démontré dans [Elk89] qu'une courbe
elliptique sur un corps de nombre qui admet un plongement réel a une
infinité de places de réduction supersinguliére. Le cas d’un corps de
base plus général est largement ouvert.

Corollaire 4.5. Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres
k. Alors au moins un des deux énoncés suivants vaut :

(1) Il existe une infinité de places de k qui sont des places de réduction
supersinguliére pour E.

(2) Pour tout corps quadratique imaginaire K, il existe une infinité
de places de k en lesquelles la réduction de E a multiplication
complexe par K.

Remarque. Si F n’a pas de multiplication complexe, on s’attend & ce
que les deux énoncés du corollaire soient vrais.

Ce corollaire est une conséquence facile du théoréme 4.4, obtenu en
I’appliquant au produit de E avec une courbe elliptique & multiplication
complexe par un corps quadratique imaginaire arbitraire K.

Donnons quelques indications sur la preuve du théoréme. Il s’agit
d’'un énoncé de géométrie d’Arakelov. Pour fixer les idées, supposons
encore que E et £ sont définies sur Q, et qu’elles ne sont pas isogénes.
Les j-invariants des deux courbes F et E’ correspondent & deux courbes
arithmétiques Z et Z’ dans la surface arithmétique X (1) au-dessus de
Spec(Z).

Si N est un entier strictement positif, on dispose de la correspondance
de Hecke Ty de X (1) dans elle-méme. Elle envoie le j-invariant d’une
courbe elliptique sur les j-invariants des courbes elliptiques qui lui sont
isogeénes par une isogénie cyclique de degré N. Il s’agit de montrer que
I’ensemble des points d’intersection de Z et des (Ty).Z’ est infini quand
N varie.
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Le nombre d’intersection, au sens de la géométrie d’Arakelov, de Z
et (Ty)«Z', peut étre calculé grace au calcul par Autissier [Aut03] de
la hauteur de Ty. Il varie, & peu de choses prés, en NLog(N).

Pour conclure au résultat du théoréme, il faut montrer que le nombre
d’intersection local, en une place finie ou infinie, est négligeable devant
le nombre d’intersection global. Il s’agit d'un énoncé sur la réparti-
tion — dans le cadre archimédien ou non — des orbites de Hecke : on
veut montrer qu’en une place donnée, I'orbite de Hecke de Z’ n’est pas
trop proche d’un point donné Z. C’est 'essentiel du travail technique
de [Chal3|. Il s’agit d’énoncés autour de I’équidistribution des orbites
de Hecke comme dans [COUO1|, mais qui intégrent des éléments d’ap-
proximation diophantienne.

4.3. Construction de cycles algébriques et périodes. Nous pré-
sentons maintenant quelques-uns des résultats de [BC13]. Il s’agit d'un
travail en commun avec Jean-Benoit Bost.

Soit @ la cloture algébrique de Q dans C, et soit X une variété
projective lisse sur Q. On peut associer a X ses groupes de cohomologie
singuliére — ou, de maniére plus rigoureuse, la cohomologie singuliére
de la variété complexe analytique X¢" définie par I’ensemble des points
complexes de X — H* (X, Q), ainsi que ses groupes de cohomologie de de
Rham algébrique qui sont les groupes d’hypercohomologie du complexe

de de Rham 3 5 et que I'on note Hi(X/Q).

Le théoréme de comparaison entre cohomologie de de Rham et co-
homologie singuliére affirme ’existence d’un isomorphisme canonique

H'(X,Q)®C~ Hin(X/Q)®C.

Cet isomorphisme est compatible aux classes de cycles : si Z est un cycle
de codimension k sur X, la classe de Z dans H?*(X, Q(k)) et sa classe
dans H2%(X/Q) sont envoyées I'une sur 'autre par l'isomorphisme de
comparaison ci-dessus.

Nous nous sommes intéressés a ’affirmation réciproque. En effet, une
conjecture de Grothendieck énoncée dans [Gro66| et |Lan66|, histori-
cal note of chapter IV, prédit — mais c’est un énoncé semble-t-il plus
faible — que les classes de cohomologie dans les groupes H*(X, Q(k))
qui, via l'isomorphisme de comparaison, s’envoient sur une classe dans
H%(X/Q) € H*(X/Q) ® C sont exactement les classes de cycles
algébriques de codimension k. C’est la conjecture des périodes de Gro-
thendieck GPC*(X).
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La conjecture des périodes de Grothendieck est ’analogue, pour la
réalisation de de Rham-Betti — i.e., la donnée de la cohomologie sin-
guliére et de la cohomologie de de Rham algébrique munies de 1’iso-
morphisme de comparaison — des conjectures de Hodge et Tate. Ce
sont toutes les trois des conjectures qui prédisent la pleine fidélité de
certains foncteurs de réalisation sur la catégorie des motifs purs pour
I’équivalence homologique.

L’article [BC13] est consacré a plusieurs aspects de la conjecture
GPC*. Donnons ici les résultats qui concernent le sujet de ce mémoire,
a savoir les variétés dont la premiére classe de Chern est nulle.

Théoréme 4.6. La conjecture GPC'(X) vaut si X est une variété
abélienne ou une variété symplectique holomorphe projective dont le
deuxieme nombre de Betti est au moins égal a 4 — en particulier, si X
est une surface K3.

La congecture GPC?(X) vaut si X est une hypersurface cubique lisse
dans ]P’%.

Il y a deux ingrédients essentiels dans la preuve de ces résultats.
Le premier, qui permet de traiter le cas des variétés abéliennes, est le
théoréme de Schneider-Lang [Sch41, Lan65] ainsi que ses conséquences.
Il s’agit d’un théoréeme de transcendance sur les périodes des groupes
algébriques commutatifs sur Q — autrement dit, un théoréme de trans-
cendance sur les éléments du noyau de ’exponentielle.

Une fois compris le cas des variétés abéliennes, le second ingrédient
est la correspondance de Kuga-Satake du théoréme 2.9. Il n’est pas
démontré aujourd’hui que cette correspondance soit effectivement al-
gébrique. Néanmoins, elle permet dans le contexte qui nous occupe de
construire des diviseurs sur les variétés symplectiques holomorphes. Dé-
crivons briévement de quelle facon — un argument semblable apparait
dans |Tat94].

Soit X une variété symplectique holomorphe projective sur Q dont
le deuxiéme nombre de Betti est au moins égal & 4, et soit A sa variété
abélienne de Kuga-Satake. Comme on I’a rappelé dans le théoréme 2.9,
la correspondance de Kuga-Satake est un morphisme

H(X, Q1) prim = End(H'(4, Q).

Il est compatible & la Q-structure venant de la cohomologie de de Rham
algébrique.

Soit maintenant o € H?(X, Q(1))pm une classe satisfaisant a hy-
pothése de GPCY(X). Son image par la correspondance de Kuga-
Satake satisfait la méme hypothése. Il s’agit donc de la classe d'un
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endomorphisme de A, essentiellement grace a la partie du théoréme ci-
dessus concernant les variétés abéliennes. En particulier, il s’agit d’une
classe de Hodge. Comme la correspondance de Kuga-Satake est com-
patible aux structures de Hodge, la classe a elle-méme est une classe de
Hodge. Le théoréme de Lefschetz sur les classes de type (1,1) permet
de conclure.

Le cas des hypersurfaces cubiques de dimension 4 se démontre a
I’aide de la construction de Beauville-Donagi décrite en 3.1.
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5. VARIETES SUR LES CORPS FINIS

Cette derniére partie concerne des travaux de géométrie arithmétique
sur les corps finis. Le résultat essentiel est la preuve de la conjecture de
Tate pour les diviseurs sur les surfaces K3 sur les corps finis de carac-
téristique au moins 5. Nous présentons aussi des énoncés en dimension
supérieure. Le dernier paragraphe est lié & une version entiére de la
conjecture de Tate.

5.1. La conjecture de Tate pour les diviseurs sur les variétés
symplectiques holomorphes. Ce paragraphe est lié a la preuve de
la conjecture de Tate pour les surfaces K3 et pour les diviseurs sur
certaines variétés symplectiques holomorphes. Il s’agit de résultats dé-
montrés dans [Chal2c].

Soit X une variété projective lisse sur un corps k de type fini sur
son sous-corps premier, et soit ¢ un nombre premier différent de la
caractéristique de k. On dispose d’une application classe de cycle

CH"(X) ®Qp — H* (X7, Qu(r)).

La conjecture de Tate (pour les cycles de codimension r) affirme que
I'image de la fléche ci-dessus est ’espace des éléments invariants sous
I’action du groupe de Galois absolu de k.

L’énoncé principal que nous démontrons est le suivant.

Théoréme 5.1. Soit Y une variété symplectique holomorphe projective
de dimension 2n sur C dont le deuxiéme nombre de Betti vaut au moins
6. Soit h la classe de cohomologie d’une section hyperplane de'Y , notons
d Uentier h® et soit q la forme de Beauville-Bogomolov.

Soit p > 5 un nombre premier. Supposons que p est premier a d et
que p > 2n. Supposons que Y est définie sur une extension finie non-
ramifice de Q, et que Y a bonne réduction en p. Supposons enfin que la
forme q induise une forme quadratique non-dégénérée sur la réduction
modulo p du réseau primitif dans le second groupe de cohomologie de
Y. Alors la réduction X de Y modulo p vérifie la conjecture de Tate
pour les diviseurs.

Si I'énoncé ci-dessus est technique, on en déduit plusieurs corollaires
plus concrets.

Corollaire 5.2. Soit Y une déformation projective d’un schéma de
Hilbert ponctuel d’une surface K3. Soit h la classe de cohomologie d’une
section hyperplane de Y, et soit d l’entier q(h), ot q est la forme de
Beauwville-Bogomolow.
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Soit p > 5 un nombre premier. Supposons que p est premier a d et
que p > 2n. Supposons que Y est définie sur une extension finie non-
ramifiée de Q, et que Y a bonne réduction en p. Alors la réduction X
de Y modulo p vérifie la conjecture de Tate pour les diviseurs.

Corollaire 5.3. La conjecture de Tate vaut pour les surfaces K3 sur
les corps finis de caractéristique au moins 5.

Corollaire 5.4. Soit k un corps fini de caractéristique au moins 5.
La conjecture de Tate vaut pour les cycles de codimension 2 sur les
hypersurfaces cubiques lisses de 3.

Le corollaire 5.3 n’est pas une conséquence immédiate du théoréme
principal : il faut se débarrasser de ’hypothése que la caractéristique
est premiére au degré — par contre, les résultats de [Del81| suffisent a
assurer les hypothéses de relévement & la caractéristique nulle. Pour
contourner cette difficulté, on se sert d’'une variante de «l’astuce de
Zarhiny [Zar74] : si S est une surface K3, le groupe de Néron-Severi
du schéma de Hilbert S est de rang au moins 2. Sur cette derniére,
on peut choisir une classe ample de degré premier a la caractéristique
du corps de base et prouver la conjecture de Tate pour les diviseurs. Il
n’est pas difficile d’en déduire la conjecture de Tate pour S.

Le corollaire 5.3 était connu dans plusieurs cas. Remarquons d’abord
que la conjecture de Tate pour les surfaces K3 sur les corps de nombres
est une conséquence de la conjecture de Tate pour les variétés abé-
liennes sur les corps de nombres prouvée par Faltings [Fal83] et de la
construction de Kuga-Satake, en utilisant 1’argument que nous avons
décrit en 4.3.

Il est essentiel de remarquer que cet argument ne fonctionne pas dans
le cas des corps finis, alors qu’il est possible de réduire la correspon-
dance de Kuga-Satake modulo p. Le point crucial est que la conjecture
de Tate — au contraire de la conjecture de Hodge et de la conjecture
des périodes de Grothendieck — ne caractérise pas les classes de cycles
algébriques dans la cohomologie étale /-adique, mais simplement le Q-
espace vectoriel qu’elles engendrent.

Ce phénomeéne empéche d’appliquer directement I'argument de 4.3.
En caractéristique nulle, il n’est pas difficile de conclure quand méme,
mais il faut de maniére essentielle, quoique élémentaire, utiliser la struc-
ture rationnelle sur la cohomologie venant de la cohomologie singuliére.
Cette structure est absente en caractéristique positive. Le probléme dé-
crit ci-dessus est au coeur de notre preuve du théoréme 5.1.

De ce qui précéde, il est possible de déduire la conjecture de Tate
pour les surfaces K3 qui se relévent «de maniére convenable» en carac-
téristique nulle. Comme pour les variétés abéliennes, on dispose pour
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les surfaces K3 sur les corps finis d’une notion de hauteur qui provient
de la structure de leur groupe de Brauer formel [Art74]. Dans les ar-
ticles [Nyg83, NO85|, Nygaard et Ogus montrent le corollaire 5.3 pour
les surfaces K3 de hauteur finie.

Le cas restant est celui des surfaces K3 supersinguliéres. Le mor-
phisme de Frobenius agit sur le deuxiéme groupe de cohomologie ¢-
adique de ces derniéres a travers un groupe fini. Il s’agit donc de mon-
trer que, quitte & passer & une extension finie du corps de base, les
surfaces K3 supersinguliéres ont pour nombre de Picard 22. C’est la
congecture d’Artin, que nous démontrons.

Notre preuve des résultats ci-dessus s’appuient sur des travaux de
Maulik qui dans [Maul2| prouve la conjecture d’Artin quand le degré
d’une polarisation sur la surface envisagée est petit devant la caracté-
ristique du corps de base. Un des points essentiels, dans son approche
et dans la notre, et d’utiliser des versions en caractéristique mixte des
résultats d’amplitude du lieu de Noether-Lefschetz diis & Borcherds et
que nous avons évoqués en 2.3. Pour transférer ces résultats de géomé-
trie complexe en caractéristique mixte, il faut faire appel a 'amplitude
du fibré de Hodge sur 'espace de modules des variétés abéliennes en
caractéristique mixte, démontrée par Moret-Bailly [MB85].

Ces résultats permettent de montrer que le lieu de Noether-Lefschetz
a une intersection non vide avec toute composante de I’adhérence de la
strate supersinguliére dans une compactification adéquate de 1’espace
de modules des surfaces K3 polarisées (ou des variétés symplectiques
holomorphes comme dans I’énoncé du théoréme 5.1). On parvient a
conclure en utilisant notamment un critére pour que certaines classes
de cohomologie soient des classes de cycle en termes de 1’algébricité
d’un certain lieu de Noether-Lefschetz formel qui leur est associé.

Une fois connue la conjecture de Tate pour les surfaces K3 sur les
corps de nombres et sur les corps finis de caractéristique au moins
5, il n’est pas difficile, par des techniques standard, d’en déduire la
conjecture de Tate pour les surfaces K3 sur les corps de type fini sur
leur sous-corps premier dont la caractéristique vaut au moins 5. Il en
va de méme pour les cubiques de dimension 4, en utilisant encore une
fois |BD85|.

Depuis la publication de [Chal2c|, Madapusi Pera [Per13| a donné
une nouvelle démonstration de la conjecture de Tate pour les surfaces
K3, qui vaut aussi en caractéristique 3. Cette preuve n’utilise pas les
travaux de Borcherds, mais s’appuie sur des travaux récents de Kisin
et Vasiu autour de la conjecture de Langlands-Rapoport. En outre, en
s’appuyant sur la conjecture de Tate pour les surfaces K3, Liedtke est
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parvenu dans |Liel3| & démontrer que les surfaces K3 supersinguliéres
sont unirationnelles.

5.2. Fonctions normales sur les hypersurfaces cubiques de di-
mension 4 et conjecture de Tate entiére. Le dernier résultat que
nous présentons est contenu dans U'article [CP13b]. Il s’agit d’un travail
en commun avec Alena Pirutka.

Soit k£ un corps de type fini sur son sous-corps premier, et soit X une
variété projective lisse sur k. Soit £ un nombre premier différent de la
caractéristique de k. La version entiére de la conjecture de Tate, qui
affirme la surjectivité de ’application

(2) CH"(X) ® Zy — H* (Xz, Zy(r))°

n’est en général pas vérifice. Ce probléme est discuté en détail dans
[CTSO08|. Si r vaut 1, un argument classique montre que la surjectivité
de I'application (2) est équivalente a la conjecture de Tate a coefficients
dans Q,.

Dans le probléme entier ci-dessus, on peut distinguer deux ques-
tions. La premiére est ’analogue de la conjecture de Hodge entiére,
et demande l'existence de cycles sur la cléture algébrique du corps de
base k. La seconde demande que ces cycles descendent a k£ lui-méme. De
facon plus précise, la premiére de ces questions demande si ’application

(3) CH'(Xg) © Ze — | HY (X7, Ze(r))”

est surjective, o U parcourt les sous-groupes ouverts de . Pour les
classes de courbes, Schoen a montré dans [Sch98| que 'application (3)
est surjective si la conjecture de Tate est vraie pour les diviseurs.

Dans [V0i07|, Voisin montre que la conjecture de Hodge entiére est
vraie pour les cycles de codimension 2 dans une cubique lisse de PZ. Les
arguments de Voisin sont a premiére vue largement de nature transcen-
dante. Une des clés de la preuve est la méthode des fonctions normales
de Zucker |Zuc76] qui généralise a la codimension supérieure la dé-
monstration de Poincaré et Lefschetz de la conjecture de Hodge pour
les classes de diviseurs. Nous étendons ce résultat au cas des corps finis.

Théoréme 5.5. Soit k un corps de type fini sur son sous-corps premier
et de caractéristique différente de 2 et 3. Soit k une cloture algébrique de
k. Soit X une hypersurface cubique lisse de P}. La conjecture de Tate
entiére est vraie pour les cycles de codimension 2 sur X. Autrement
dit, pour tout nombre premier { différent de la caractéristique de k,
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Uapplication classe de cycle

(4) CH*(Xp) @ Zo — | H* (X3, Zo(2))V

est surjective, ou G est le groupe de Galois absolu de k et U parcourt
le systeme des sous-groupes ouverts de G.

Il est a remarquer que le cas ou la caractéristique de k£ est nulle
est déja connu : il résulte de la conjecture de Tate a coefficients ra-
tionnels prouvé dans ce cas par André dans [And96a, 1.6.1] — pour les
corps de nombres, et le cas général s’en déduit — et de la conjecture
de Hodge entiére pour les cubiques de dimension 4 prouvée par Voisin
dans [Voi07].

La version rationnelle de la conjecture de Tate étant acquise grace
a 5.4, la preuve du théoréme s’inspire de celle de [Voi07, Voil3]. 11
s’agit d’abord d’utiliser la méthode de Zucker en associant a une classe
Galois-invariante une section de la fibration en jacobiennes intermé-
diaires associée & un pinceau de Lefschetz de X. Ensuite, un résultat
de Markushevich et Tikhomirov [MT01| permet de construire une fa-
mille de cycles algébriques a partir de toute section comme ci-dessus.

En général, les notions de jacobienne intermédiaire et de fonction
normale, qui sont des objets de géométrie complexe, n'ont pas d’ana-
logue en caractéristique positive. Dans notre cas, c’est la description
due & Clemens et Griffiths [CGT72], de la jacobienne intermédiaire d’une
cubique de dimension 3 qui permet de donner un sens a la stratégie ci-
dessus.
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