10 Changement de Variables, loi de Variables aléatoires

Exercice 10.1 (Intégration de la gaussienne). En utilisant les coordonnées polaires, montrer que
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En déduire que [ ﬁef%d:c = 1.

Exercice 10.2 (Formule des compléments.). On note I la fonction définie pour z > 0 par
o0
I'(z) = / t* et dt.
0

1. Calculer la mesure image de la mesure

201y =1 o= (a+y)

Y l{x,yzo} dz dy,
par 'application (z,y) € (Ry)? — (z +y,2/(z +v)).

2. En déduire la formule des compléments :

7?(‘;{(:)) = /0 1711 — )b dt.

Exercice 10.3 (Paradoxe de Bertrand). On s’intéresse a la loi d’une corde tirée “au hasard” sur
un cercle de rayon 1. Formaliser et calculer cette loi dans les trois cas suivants :

1. On choisit les deux extrémités de la corde au hasard sur le cercle.
2. On choisit le centre de la corde au hasard sur le disque unité.

3. On choisit au hasard la direction du rayon orthogonal a la corde, puis le centre de la corde
uniformément sur ce rayon.

Exercice 10.4. Sur un espace de probabilité (€2, 4,P), on se donne (X3,...,X,) une variable
aléatoire a valeurs dans R"” de loi

Lo (15 -+, ) doy - .. dy.

1. Construire, a l'aide des évenements A, = {X,, < ... < X, } pour o € S,,, n variables
aléatoires Y7, ...,Y,, sur (2, A, P) telles que

Viw)<...<Y,(w) et {V1(w),...,Y(w)} ={Xi(w),..., Xn(w)}
pour presque tout w € .
2. Déterminer les lois des variables aléatoires (Y7,...,Y,) et (Y1/Ys2,...,Y,_1/Y},).

Exercice 10.5. Sur un espace de probabilité (€2, A, P), on se donne (X, Y') une variable aléatoire
a valeurs dans R2.



1. On suppose que la loi de (X,Y) est
e AETHY Igs (z,y) dz dy.

Déterminer la loi de la variable aléatoire U = min(X,Y).
2. On suppose que la loi de (X,Y") est

1

pym e 150 Ljo.2m) (y) dz dy.

Déterminer la loi de la variable aléatoire (v X cos(Y), v/ X sin(Y)).

3. On suppose que la loi de (X,Y") est

1 12 2
e da dy.
27

Calculer la loi de la variable aléatoire réelle %

Exercice 10.6. Sur un espace de probabilité (2, .4,P), on se donne une variable aléatoire N a
valeurs dans R de loi (v27)~te~**/2 dz. Calculer la loi de la variable aléatoire 1/N2.

Exercice 10.7. On considére une source lumineuse ponctuelle située au point (—1,0) dans le
plan. Soit # une variable aléatoire définie sur un espace de probabilités (£2,.4,P), uniforme
sur | — /2, 7/2[. On suppose que la source émet un rayon lumineux en direction de 'axe des
ordonnées en faisant un angle § avec I'axe des abscisses. Déterminer la loi de 'ordonnée du
point d'impact du rayon avec I’axe des ordonnées.

Exercice 10.8. Soit A € R%*¢ une matrice symétrique définie positive. Calculer I'intégrale

/ e~ AT2) )y (d),
Rd

ot (-|-) désigne le produit scalaire usuel sur R? et \; désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Rappel : [, e **/? dz = /2.

Exercice 10.9 (Théoréme de Sard). Soit f € C'(Q,R?) o1 Q est un ouvert de RY. On note
S = {z € Q,Jacy(x) = 0}. Montrer que f(S) est un borélien de R? de mesure de Lebesgue
nulle.

10.1 Probabilités discretes

Exercice 10.10 (Probleme des chapeaux.). 1. Soient ({2, A, P) un espace de probabilités et Ay, . ..

des événements. Montrer la formule de Poincaré (ou “d’inclusion-exclusion”) :

P (CJ Az> = i(—l)k_l Z P(Ajl ﬂ...ﬂAjk).
=1

k=1 1<j1 <. <jp<n



2. On considére un groupe de n personnes, chacun possédant un chapeau. On met tous les
chapeaux dans un vestiaire sombre, si bien que les personnes en partant viennent 1'une
apres l'autre prendre au hasard un chapeau (la i-iéme personne prend I'un desn — i + 1
chapeaux présents avec la méme probabilité).

(@) Quelle est la probabilité pour qu'une personne au moins retrouve son chapeau ?
Calculer la limite de cette probabilité quand n — oo.

(b) Reformuler ce probléme en termes de groupe symétrique et retrouver le résultat
précédent.

Exercice 10.11 (Pouvoir paranormal moyen.). On consideére 'expérience de divination suiv-
ante. On dispose d"un jeu de 52 cartes distinctes, d'un manipulateur et d"un devin. Le devin ne
peut & aucun moment voir le jeu ou le manipulateur, et doit deviner quelle est la carte se trou-
vant sur le dessus du paquet. Il annonce donc une carte au hasard, et le manipulateur retourne
silencieusement les cartes les unes apres les autres jusqu’a tomber sur la carte annoncée par
le devin. Apres quoi ce dernier doit deviner la carte qui suit. Il annonce une carte au hasard
parmi les 51 restantes, et le manipulateur continue de retourner les cartes a partir de I'endroit
ou il s’était arrété. Ainsi de suite jusqu’a ce que tout le paquet soit retourné.

1. Donner un espace de probabilité correspondant a cette expérience.

2. Montrer que si X est une variable aléatoire a valeurs dans N alors

E(X) =) P(X >k).

k>1
3. Combien de cartes en moyenne le devin trouvera-t-il ?

Exercice 10.12 (Le théoreme du scrutin.). On procede au dépouillement d"un scrutin, en enle-
vant un par un les bulletins d"une urne, qui contient a bulletins pour le candidat A et b bulletins
pour le candidat B, avec a > b.

Quelle est la probabilité pour que, tout au long du dépouillement, le candidat A ait été
toujours strictement en téte ? On pourra se ramener au dénombrement d'une certaine famille
de lignes brisées allant de (0,0) a (a + b,a — b).

Exercice 10.13 (Le fou). Dans un avion les places sont numérotées de 1 a n.

1. Le premier passager arrive et possede normalement la place numéro 1. Hélas celui-ci est
fou et choisit une place aléatoirement uniformément entre 1 et n.

2. Le deuxiéme passager arrive, il posséde normalement la place numéro 2. Si celle-ci est
occupée (par le fou) il choisit une place aléatoirement uniformément dans les places
restantes.

3. Le troisieme passager arrive, il possede normalement la place numéro trois. Si celle-ci est
occupée (par le fou ou par le passager numéro deux ) il choisit une place aléatoirement
uniformément dans les places restantes.

4. ..

Quelle est la probabilité pour que le derniere passager (le n-iéme) s’assied a sa place ?



10.2 Physionomie

Exercice 10.14. Qui sont ces charmants messieurs ?

Son prénom est positif.



