14 DTD:LGN, TCL

Lois des grands nombres

Exercice 14.1 (Sans calcul). Déterminer les limites suivantes :

1. lim f (M) dxy ...dx, pour f une fonction continue sur [0, 1],
n—00 [071}71 n

n
k
2. lim E CrpF(1 —p)nky <> pour f une fonction continue sur [0, 1] et p € [0, 1],
" =0 "

oo

An)F k

3. lim E e_’\”( n') f <> pour f une fonction continue et bornée sur R, et A > 0.
n—o0 =0 k! n

Correction :

1. Ona

/ f<:r1+...+mn> dml...dxn:E(f<U1+"'+U”>>
[0,1]" n n

ou Uy, ..., U, sont des variables aléatoires indépendantes et uniformes sur [0, 1]. D’apres
la loi forte des grands nombres, YU + ...+ Up) converge p.s. et donc en loi vers 1/2.

Ainsi,
e n 1
lim dxy,...dxy f <azl++x> =f () .
n—oo [0’1]71 n 2
2. Ona
- k Bi+...+ B,
Y CkpF—p)r Tty () =E (f (1**» :
n n
k=0
ou By,..., B, sont des variables aléatoires de Bernoulli de parametre p indépendantes.

D’apres la loi forte des grands nombres, n~1(B; + ... + B,,) converge p.s. et donc en loi
vers p. Ainsi,

dim Sttt () = £

k=0
3. Ona .
= A k P +...+P,
Ze_m<n)f AN RS |
k! n n
k=0
ou Pi,..., P, sont des variables aléatoires de Poisson de parametre )\ indépendantes.

D’apres la loi forte des grands nombres, n Y P +...+ P converge p.s. et donc en loi

vers \. Ainsi,
> )k ok
li AT (RN \).
Jm e r(5)=ro



Exercice 14.2 (Théoreme de Bernstein-Weierstrass). Soit f une fonction continue de [0, 1] dans
C. Le n-ieme polynome de Bernstein de f est

S k
B : kok] _ ke (5
o) Y Chat -y (1)
k=0
1. Soit Sy (x) == w ol Bin(n, ) est une v.a. de loi binomiale de parametre n et . Mon-
trer que By, () = E[f(Sn(x))].

2. En déduire le Théoréme de Berstein-Weierstrass

||Bn - f”oo — 0.

Correction :

1. C’est évident.

2. Soit e > 0, soit 77 > 0 le module d’uniforme continuité de f associé a . Alors on a

|f(z) = Bu(z)| E[lf(z) = f(Sn(2))l]
E[lf(x) = f(Sn(2)[1}s, (2)-a|<n] + Ellf(2) = f(Sn ()15, (2)~a]>n]
€+ 2/ fllocPllSn () — x| = 7]

IAIA

Pour évaluer P[|S,,(z) — z| > 7], on utilise I'inégalité de Markov :

< Var[|Sy(z)]] =(1 —x) < 1

- 2 an

P[|Sn(z) — 2| = n] "

B = 2nn?’

La majoration ci-dessus est uniforme en z, ce qui permet de conclure.

Exercice 14.3 (Loi faible, non forte). Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes

de loi
1

Py = —
X 2In(n+1)n

(On +0_pn) + (1 - nln(i+1)> 5o-

1. Montrer que Y,, := #1+=£%2 converge en probabilité vers 0.

2. Montrer que presque stirement, Y;, ne converge pas.
Correction :

1. En montre (en calculant) que
E[(Y,)?] — 0.

L'inégalité de Markov permet alors de conclure.

Xn
n>1’

2. A l'aide de Borel-Cantelli, on montre que IP’{ pour une infinité de n} =1, etl’on

conclue comme dans l’exercice 12.2.



Exercice 14.4 (Une LGN avec un gotit de TCL). On rappelle que la loi de Cauchy a pour densité

par rapport a la mesure de Lebesgue f(z) = m, et pour fonction caractéristique

¢(§) = exp(—[¢]).

1. Si X etY sont deux variables de Cauchy indépendantes. Quelles est la loi de 5 ?

2. Si Xy, ..., X, sont des vaiid de loi de Cauchy. Quelle est la loi de

X1+ ...+ X, o
-

Qu’en pensez-vous ?

3. Pour les plus courageux : démontrer a 1’aide de la densité de la loi de Cauchy, la forme
de la fonction caractéristique.

14.1 Théoréme Central Limite

Exercice 14.5. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme
loi telle que E(X;) = 0 et E(X?) = 1. On pose S, = X1 + ... + X, pour tout n > 1.

1. Montrer que pour tout A > 0, on a
P <limsu Sn > A) =1
msup = = ;
et en déduire que

P (limsup & = —|—oo> =1.
n

n—oo

2. Justifier que si (Sy, )r>1 est une suite extraite de (Sy,),>1, alorsona:

Sn
P (limsup —& = —I—OO) =1.
< k—oo Tk

3. En déduire que la suite (n"/2S,),,>1 ne converge pas en probabilité.
Correction :

1. D’apres le TCL, la suite (nfl/ 2Sn)n21 converge en loi vers une variable aléatoire IV de loi
gaussienne centrée réduite. Soit A > 0. On a

P <1imsup S > A> >P <1imsup {\S/z > A}) > limsup P <j7i > A> .
n—oo n n n—oo n

La variable N étant a densité, on a

n—oo

lim P<%>A>:P(N>A)>O,



ce qui implique que P (lim SUD,, 00 % > A) > 0. Or
{1‘ Sn A} e A
imsup —= ,
ol A est la tribu asymptotique (1,51 0(Xn, Xn1, .. .). Ainsi
S
P (hmsup \/—% > A) =1
En considérant une suite (Aj)r>1 T +00, on en déduit le résultat.
2. On démontre ce résultat de la méme maniere que le résultat précédent.

3. Si la suite (n_l/ QSn)nzl converge en probabilité vers une variable aléatoire X, alors on
peut extraire une sous-suite (n,~ /25, )i>1 telle que ny~'/2S,, — X p.s. Or X ala
méme loi que N, ce qui contredit le fait que

P <limsup Sng. = —|—oo> =1.
k—o00 Nk

Exercice 14.6 (Formule de Stirling). Question préliminaire : Soit X une variable aléatoire réelle
de carré intégrable définie sur (£, A, P). Montrer que, pour touta > 0,ona:

E(|X — inf(X,a)|) < (B(X2)P(X > a))"/?.

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur ({2, A, P), de méme
loi de Poisson de parameétre 1. On pose, pour tout entier n > 1,

Sy, —n
N

n
Sn:ZXi et Y, =
=1

On note = = sup(—=, 0) pour tout z € R.

1. Pour tout n > 1, vérifier que S,, suit la loi de Poisson de parametre n, calculer E(Y,?) et
en déduire que pour tout a > 0,

_ 1

2. Soit Y une variable aléatoire de loi normale A (0, 1). Montrer que la suite (Y,, ),>1 con-
verge en loi vers Y .

3. Montrer a l'aide de la question préliminaire que

E(Y,) — E(Y ).

n
n—oo

4. En déduire la formule de Stirling



Correction :

1. On a, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

E(|X —inf(X,a)]) = E (X = a)T{xsqy) < E (X1{xs0) < (E(XDP(X > a))'/?.

(2) (a)Ona

1 n
E(Y?) = - > Var(X,) = 1.
=1

On en déduit que

(2) (b) D’apres le TCL, la suite (Y},),>1 converge en loi vers Y. Or la fonction x € R — 2~ est

continue donc la suite (Y,; ),,>1 converge en loi vers Y .

(2) (c) Soit a > 0. La fonction x € R, + inf(x, a) est continue et bornée donc

E(inf(Y,, ,a)) — E(inf(Y ™, a)).

n—oo

Et

E(]Y,, —inf(Y, ,a)]) + [E(inf(Y, ,a) — inf(Y ", a))| + E(|inf(Y ", a) = Y )

[E(Y,) —E(Y7)|
<
< 1/2

IE(inf (Y, a) — inf(Y ™, a))| + (B(Y; >a))"* + (P(Y™ > a))
d’apres la question préliminaire. Or P(Y,” > a) < a 2 et

E((Y7)?)

2
- E(Y?) :i‘
- a? a?

PY™ >a) <
(" za) <

Ainsi,
limsup [E(Y,, ) —E(Y )| <

n—oo

ISERN)

Ceci étant vrai pour touta > 0, on a

limsup [E(Y, ) —E(Y )| =0.

n—oo

(2) (d) La variable aléatoire S,, suit une loi de Poisson de parametre n donc

_ 1 « _anfem (Canktt Lkt nntl n\" /n
B = 5 2 (n = be k:!_\/ﬁ<kz_0 o) T eaya ()

k=0

Et
1

- 1 o0 2

5



Donc,
(2)"@ L
e n! n—oo /27

n! ~ (ﬁ>n 2mn.

n—oo \ e

et donc
Exercice 14.7 (Sans Calcul). Déterminer la limite suivante :
nook
R
Jm e ) g

Correction : On a

n k
n

e—WE ﬁ:P(Pl—F“‘PnSn)a
k=0

ou Py, ..., P, sont des variables aléatoires de Poisson de parameétre 1 indépendantes. Et
P+..+P,—n
P(P1+...+Pn§n):IP>< ! \/ﬁ” go).

- La variance d"une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre A étant égale a A\, on a
d’apres le TCL,

Pi+...4+ P, —n (i)
N,
\/'71 n—oo
ou N est une variable gaussienne (centrée réduite). Or la fonction de répartition de NV est

continue donc

"k 1
lim e_”zy =P(N <0)==.
k=0

n—oo 2
Exercice 14.8. Soient X une variable aléatoire réelle de loi normale A (0, 1) et & une variable
aléatoire réelle indépendante de X et de loi %5_1 + %61. OnposeY =ceX.

1. Montrer que Y est de loi normale NV (0, 1) et calculer Cov(X,Y).

2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? Le vecteur (X,Y") est-il gaussien ?
Correction :
1. Laloi NV(0, 1) est symétrique donc Y suit la loi N'(0,1). On a
Cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y) = E(eX?) = E(e)E(X?) = 0.

2. D’apres la question (1), le vecteur (X, Y") est gaussien si et seulement si les variables X et
Y sont indépendantes. Or

1 =E(X?)E(Y?) #E(X?Y?) = E(X?) = 3.

Donc X et Y ne sont pas indépendantes et (X, Y) n’est pas gaussien.

6



Exercice 14.9. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans R2 indépendantes
et indentiquement distribuées. Etudier le comportement asymptotique de la suite

<X1 +...+\)/fg—nE(X1)>n>l

dans les cas suivants :
1. X1 est de loi %(5(_1’_1) + %5(171),

2. X estdeloi %5(_17_1) + i5(1,_1) + i5(1,1)-

Exercice 14.10. Soient (Uy)i>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de loi
normale NV(0,02) et # € R. On définit la suite (Xk)k>1 par Xq = Uy et Xy, = 0Up_1 + Uy
Montrer que pour tout n > 1, le vecteur (X7,..., X)) est un vecteur gaussien non dégénéré
dont on précisera la densité, I’espérance et la matrice de covariance.

Correction : Soit A la matrice carré d’ordre n définie par

1 0 0 0

9 1 0 0

A=l 0 6 1 o0
0 6 1

Alors on voit que X = AU ennotant X = (Xy,...,X,,) etU = (Uy,...,U,). Donc X est un
vecteur gaussien. De plus det(A) = 1 donc X est non dégénéré. On a E(X) = 0 et la matrice
de covariance de X est donnée par

1 0
0 1+6%> 0
Cx = A(c?I,) A = 2 A'A = o* . .
0 1462 0
0 1+6?
Enfin la densité de X est
]. _t C*l ]. _t 071
) = e TUx T = e T T g e R™
) = o) (2m02)n/2

Exercice 14.11. Soit (X,,,n > 0) une suite de variables aléatoires réelles définies sur (2, .4, P)
suivant respectivement une loi gaussienne N (m,,, o2) avec m,, € Ret o, > 0. Montrer que cette
suite converge en loi vers une variable réelle Y si et seulement si les deux suites (m,,,n > 0) et
(on,n > 0) convergent, et identifier la loi limite.

Correction : Supposons que m,, — m et 0,, — 0. Alors pour tout ¢ € R,

n—oo

242 242
t t
Dy, (t) = exp (—O-T; + imnt> j) exp (_0-2 + imt) = (I)y(t),



ot Y est une variable aléatoire de loi gaussienne N (m, o) (si o = 0, alors N (m, o) = d,,). Ainsi,
d’apres le théoreme de Lévy, Y,, — Y en loi. Réciproquement, si Y,, converge en loi vers une
variable aléatoire Y, alors |®y;, ()| converge pour tout ¢ € R. En particulier pour t =1, on a

oy, ()] = exp (-5 ) €10.1]

On en déduit que o,, converge vers un certain ¢ € R. En effet, si 0, — oo alors ®y(t) = 0
pour tout ¢ € R ce qui est impossible. Ainsi, +00 et —oco ne peuvent étre valeurs d’adhérence
de (my)n>1. En effet supposons, quitte a extraire, que m,, — co. Alors on a pour a € R,

P(Y <a) < liminf P(Y, < a)

n—oo

a—mn,
= liminf / exp( )
n—oo J_ V2102

On (a My)
= liminf / exp (—

—00
= 0.

t\:>|&2

Ainsi P(Y € R) = 0, ce qui est absurde. Donc (my),>1 est bornée, et a donc une valeur
d’adhérence. Soient m,m’ deux valeurs d’adhérence de cette suite. Alors par passage a la
limite dans la fonction caractéristique et en simplifiant par le module, on a ¢ = ¢ pour
tout ¢t € R. Les dérivées en 0 sont donc égales, et m = m/’. Ceci permet de conclure.

14.2 Physionomie

Exercice 14.12. Comment sont obtenues ces images ?
(Les deux premiéres sont dues a V. Beffara)




