4 Calculs, intégrales a Parametres

Les corrections sont partielles et indicatives. N'hésitez pas a utiliser le mail ou passer me voir dans le
bureau V2 si vous avez des problemes. Toutes les remarques (et fautes trouvées) sont les bienvenues pour
'amélioration du TD.

Exercice 4.1 (Béte de somme). 1. Soit (fy,)n>0 une suite de fonctions (E,A) — (R,B(R))
intégrables. Montrer que

Z/E|fn|du<oo:>Z/Efndp:/E S fa | dn

n>0 n>0 n>0

/1 Inz d. /Oo sin(ax) .
0 1—=x 0 et —1

2. Calculer les intégrales

Correction.

1. D’apres le théoreme de convergence monotone, la fonction ), -, | f»| est intégrable. Cela
implique que la fonction ), - f,, existe et est intégrable. De plus, pour tout V € N,

N N
DSl Do Mfal 0t Y fu D

n>0 n>0
D’apreés le théoreme de convergence dominée, on a donc

N
/E<§:;f> i [ h ]

n>0

Par ailleurs, pour tout N > 0,

/. (éf) duzé/Efndu.

Et [}, fndu est le terme général d’une série absolument convergente par hypothése. En
passant a la limite quand /N — +oo dans 1'égalité précédente, on obtient le résultat.

2. Pour tout z €]0,1], on a

ln(:ﬂﬂ)c = Z " In(z).

1—
n>0

Posons pour tout n > 0, f, :  €]0,1[+— 2™ In(x). Alors, par une intégration par parties,
on obtient,

1 1 . 1 " 1
/0 |fn(ac)|dac:—/0 x ln(:ﬂ)dac:/o n—|—1d$:(n—|—1)2'

1



Donc )~ fo | frn(z)|dz < +00. On peut donc appliquer la question 1. et I'on trouve,

/01%6195:/01 > a"In() dx—Z/m In(z Zﬁ:_%Z_

n>0 n>0 n>0
Pour toutx > 0,on a
sin(ax 5111 azr)
(az) =e" E e~ (D7 gin(az).
e —1 l1—e*
n>0

Posons pour toutn > 0, f,, : x €0, +00[— e~ (ntl)x sin(am). Alors, pour tout z > 0,

S o) € a0 = 2

n>0 n>0

On en déduit que la fonction - |fx| est intégrable puis, d’apres le théoreme de con-
vergence dominée, que la série de terme général [, |f,(x)|dz converge. Ainsi, d’apres

la question 1.,
sm azr)
| = -3 | e
0

Ona
00 oo iar _ ,—iax 1 1 1
() dr = e g o L -
/0 () da /0 <e 2 v 2i \(n+ 1)z —iax (n+ 1)z +iax

a
(n+1)24a?

Dong,

*° sin(ax) a
——dx = —.
[y

n>1

Exercice 4.2 (Fonction I'). Pour tout ¢ > 0, on pose
o0
I(t) = / 7 le™ da.
0

1. Montrer que l’on définit ainsi une fonction de classe C* sur R*.

2. En utilisant la suite de fonctions ( f,),>1 définies par

AN
fn 12 €10, 400 = Tjg n(z) (1 - E> ztt

montrer la formule d"Euler : pour tout ¢ > 0,
t

n'n!
() = I .
=l D




Correction.
1. Pour tout ¢t > 0, la fonction z € R* +— g(t,z) = z'~'e™® est intégrable donc I est bien
définie sur R*. De plus, pour tout k > 1 et pour tout = > 0, g est k-fois dérivable par
rapportat et

0k g(x,t 1
78(75’“ ) = (In(xz))*z!"te™™.
Pourtous A >a >0,t € [a, A]etx > 0,0on a
okg(x,t 1y a1
7%(#9 )‘ < ‘(ln(x))kxA le Tip>1y + ‘(ln(x))kx le Lizct}s

etla fonction z € RY — |(In(z))f 24 e ™1 1,51y + |(In(2))F 2 te |11y € LY(RY,A).
D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, T' est de classe C* sur tout
ensemble de la forme [a, A] et ceci pour tout & > 1. On obtient donc le résultat.

2. On fixe t > 0. On voit que la suite de fonctions (f,),>1 converge p.p. vers f : € R —
r'le™® et de plus pour tout x > 0, |f,(z)| < z'"le~®. Donc, d’apres le théoréme de
convergence dominée, on a

I(t) = lim <1—-f)"x“4dm
0
Or, en posant u = x/n, on a

n, o I
/ <1 _ _) 2 dye = nt/ (1- u)”ut_1 dt = ntIn(t).
0 0

n

On montre par une intégration par parties que I,,(t) = (nl,—1(t + 1))/t pour tout n > 1.
On en déduit que

n! n!
O ) A A rores s sy rarpray sy o §

In(t) = -

Exercice 4.3. En utilisant le théoreme de dérivation sous le signe intégrale et 1’égalité

1 2 d
— [ e 2 dxr =1,
\/27T/R

calculer la transformée de Fourier de la fonction

_2
2

fizeR— e

1
V2
Rappel : La transformée de Fourier de f est donnée par

f(t) = /Remf(x) dx



Correction. La transformée de Fourier de f est donnée par

R _ ite _L itx —é
f(t)—/Re f(x)dm—\/%/Re e 2 dx.

Oeit® f(x 1. . 2 o 2
/(@) = ire™e™ T et |ize™e 7| <ze 7 € L1

ot NeT

On peut donc dériver sous le signe intégrale puis intégrer par parties pour obtenir

A 1 : 2 1 <2 . R
") = — [ ize™e 2 der = ——— [ te” 2™ dx = —tf(¢).
F@) \/%/R Vo Jr 1)
La fonction f est donc solution de I'équation différentielle f" = —tf avec la condition initiale
~ ~ 2
£(0) =1,donc f(t) = e~ pour tout ¢ > 0. 0

Exercice 4.4. Soit f : ([0, +ool, B([0, +00[) — ([0, +o0[, B(]0, +00[)) une fonction mesurable.

1. Montrer que I'on définit une fonction continue £ : [0, 400 — R par la formule

2. Calculer la limite de F'(x) quand = — oc.
3. Montrer que F est dérivable sur |0, 4o0|.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que F soit dérivable en 0.

Correction.

1. On pose g(z,t) = arctan(zf(t))/(1 + t?) pour x > 0 ett > 0. Alors pour toutt > 0
la fonction x +— g(x,t) est continue. De plus pour tout z > 0 la fonction ¢ — g(z,t) est
intégrable et |g(,t)| < 7/(2(1+%%)). Donc d’apres le théoréme de continuité sous le signe
intégrale, la fonction F' est continue sur [0, +oo].

2. Soit (zy,)n>0 une suite de réels positifs convergeant vers +oco. Alors g(z,,t) — 7/(2(1 +
t))L{ ()03 pour tout ¢ > 0. La domination utilisée a la question précédente permet
d’utiliser le théoreme de convergence dominée et d’obtenir que

. o ™
Ainsi

o 7T
lim Fz)= | =51 dt.
lim F(z) /0 (1 +2) YO0



3. Pour tout ¢t > 0 la fonction = — g(z,t) est dérivable de dérivée

dg(x,t) _ ft)
Ox (14+t2)(1+22(f(2)?)

Soit a > 0. Pour toutx > aon a

f®) o1
(1+2)(1+22(f(t))2)| ~ a(l+1t2)

Donc d’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, la fonction F' est dérivable
sur [a, +0oo] et ceci pour tout a > 0, elle est donc dérivable sur |0, +o0].

4. On va montrer que F est de classe C! sur [0, +oc[ si et seulement si la fonction ¢ +
f(t)/(1 + t?) est intégrable. Supposons que la fonction t — f(t)/(1 + t?) est intégrable.
Alors pour tout z > O on a

f(t) 0
(T+2) A +22(f(1)?)] — (1+12)

Donc d’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, la fonction F' est dérivable
sur [0, +oc[. Supposons maintenant que la fonction t — f(¢)/(1 +t?) nest pas intégrable.
Soit (x5, )n>0 une suite de réels positifs convergeant vers 0. Alors pour tout ¢ > 0,

arctan(x,, f (t)) . f(t)
L) e (L4 )

Donc d’apres le lemme de fatou,

lim inf dt = 0.
n—oo

/oo arctan(z, f ()
0

(1 +2)
Ainsi F'(z,)/x, — oo quand n — oo. O

°° sin(t)

Exercice 4.5. Justifier 'existence et calculer / ——=dt.

0
Indication : Multiplier par e~ %! pour x > 0 et étudier la fonction de z obtenue.

Correction : On rappelle la notation

—00 o T &
/ S0 4~ i / sinft) .
0 t T—oo Jg t

En effet, la fonction ¢ ~— n’est pas intégrable. Posons pour z > 0, F(z) = [, e " Sm( sintt) g,
La fonction F'(z) est bien deflme sur |0, 0o et une apphcatlon du theoreme de derlvatlon sous
l'intégrale montre qu’elle est méme C™ sur |0, 00[ et F'(z) = [~ e * sin(t)dt = jria La fonc-
sm( )

sm(t)

tiont — est bornée par M > 0, ainsi pour tout z > 1 ona

t
‘e_”SH;( )‘ < M exp(—t),



et une application du théoreme de convergence dominée donne lim,_,., F'(x) = 0. Puisque
F'(x) = 1= on en déduit que

lim F(x) = T
z—0 2
x>0
Il nous faut maintenant montrer que F'(.) est continue en 0 (avec F(0) =[5~ Wdt) et 'on

R —00 sin(t)
pourra ainsi déduire que fo :
dominée montre que

T : T o:
im [ oot gy / sin(t) gy

De plus, des intégrations par parties (on integre le sin) donnent

dt = 5. Soit T > 0 (trés grand), le théoréme de convergence

/ sm(t)dt‘ < 2
.t T
o sin(t) 4
2\ < =

/T e ; dt| < T

ce qui permet bien de dire que la fonction F'(.) est continue en 0.

4.1 Nouveaux Théorémes de convergence

Rappel de la propriété d’'uniforme continuité de I'intégrale : Soient (E, A, 1) un espace mesuré et
f + E — R une fonction intégrable. Alors on a

Ve >0, 30 >0, VA € A, M(A)<5=>/]f]du<€.
A

Rappel de I'énoncé du lemme de Borel-Cantelli : Soient (E, A, (1) un espace mesuré et une suite
(An)nzo € AN telle que Y, o 1(An) < oo. Alors on a

7 ﬂUAk =0.

n>0k>n

Exercice 4.6 (Probleme : convergence en mesure). Soit (E, A, ;1) un espace mesuré tel que
u(E) < oo. Soient (fn)n>1 et f des fonctions mesurables de (E,.A) dans (R, B(R)). On dit
que (fn)n>1 converge en mesure vers f si pour toute > 0,

w{lf = fal > ) — 0.

1. Montrer que si [, |fn — f|dp — 0, alors f, — f en mesure. Remarquer que la réciproque
est fausse.

2. Montrer que si f,, — f p-p.p., alors f, — f en mesure. Remarquer que la réciproque est
fausse.

3. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que si f,, — f en mesure, alors on peut
extraire une sous-suite de (f,,),>1 qui converge u-p.p. vers f.



4. Un théoréme de convergence dominée un peu plus fort. On suppose que f, — [ en
mesure et qu’il existe une fonction g : £ — R intégrable telle que |f,| < g pu-p.p. pour
toutn > 1.

(a) Montrer que |f| < g u-p-p-
(b) En déduire a 1’aide de la propriété d’uniforme continuité de l'intégrale que
[ 152 = fidn 0.
E
5. Lespace L°(E, i1). On note L°(E, ;1) 'ensemble des fonctions mesurables quotienté par
la relation d’égalité ;-p.p.
(a) Montrer que I'on définit une distance sur L°(E, i) par
o(f,9) =inf{e 2 0: p({|f — 9| > €}) < ¢},

et que celle-ci métrise la convergence en mesure.
(b) En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que (L°(E, 1), §) est complet.

(c) Montrer qu’en général, il n’existe pas de distance sur LO(E, ;1) qui métrise la conver-
gence (i-p.p.

Correction.

1. On suppose que i |fn — f|dp — 0. Soite > 0. D’apres l'inégalité de Markov,

wf= 11> < < [ 16~ fldn

ce qui implique que u(|f, — f| > €) — 0. Réciproquement, considérons la suite de
fonctions (fy,)n>1 définie sur ([0, 1], B([0, 1])) par

o= ml[o,l/n}-

Alors (fy)n>1 converge en mesure vers 0. En effet pour tout n > 1, A(f, > 0) = 1/n. En
revanche, pour toutn > 1, f[o 1 fo(x)do = 1.

2. On suppose que f, — f u-p.p. Soite > 0. Alors,
p| ) ULllfm—fl>er| =0
n>1lm>n

Or, la suite (Up>n{|fm — f| > €})n>0 est décroissante pour 'inclusion et y est une mesure
finie, donc on a,

Jim | | JA{lfm — f1> e} | =0.

m>n



iproquement, considérons la suite de

En particulier, lim,, oo gt ({|fr. — f| > €}) = 0. Réc
1)) par

fonctions (fy, k)n>1,1<k<n définie sur ([0, 1], B([0, 1

Ik = L (k—1)/n,k/n]-

Alors (fpn k)n>1,1<k<n converge en mesure vers 0. En effet pour toutn > 1 ettout1 <k <
1, M(fnk > 0) = 1/n. En revanche limsup f,, x = 1o}, donc la convergence n’a pas lieu

pp-p-

. On peut construire une suite strictement croissante d’entiers (n;):>1 telle que pour tout
E>1,

1 -
Alors, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, pour p-presque tout z, il existe ko(x) tel que

pour tout k > ko(z), |fn,(z) — f(z)] < 1/k. Cela implique que f,, — f p-p.p- quand
k — oo.

. Premieére méthode : par 'absurde. On suppose qu’il existe ¢ > 0 et une suite extraite
(fny) k>0 telle que pour tout k& > 0,

/ o — ] di > <. 1)
FE

Or f,, — f en mesure quand &k — oo donc d’aprés la question 3., on peut extraire une
sous-suite (fnkj )j>0 de (fr,) telle que for, = f pp-p- Or |fnkj| < g pour tout j > 0. Donc
d’apres le théoréeme de convergence dominée,

J

Cela contredit I'inégalité (1). Deuxiéme méthode. Comme suggéré dans 1’énoncé.

Jo, = ] dw — 0.
J—00

(a) Vérifions tout d’abord que |f| < g pu-p.p. Pour toute > 0, ona

p(fl > g+e) < p(lfl > [fal +€) < pllf — ful > €).

Donc, p(|f| > g+¢) = 0. Ainsi, pu-p.p., pour toutn > 1, |f| < g+1/netdonc|f| < g.
(b) Soite > 0.0Ona

W~ fldp = o — fldp+ = fld
/E o — fldu /{fnfge}!f fldu /{|fnf>€}\f fldu

< eum)+2 [ 9l d
{lfn—fI>€}

La fonction ¢ étant intégrable, on a d’apres la propriété d’uniforme continuité de
l'intégrale,

2/ lg|du — 0.
{Ifn—fI>e} e

Ainsi, limsup,, ., [z |fn — f|dp < ep(E) pour tout e > 0. Donc [, |fn — f|du — 0.

8



(5)(a)

5)(b)

(4)(c)

Montrons que § est une distance sur LO(E, u). Soient f,g € LO(E,u). 1l est évident
que 6(f,f) = 0etd(f,g9) = (g, f). Supposons 6(f,g) = 0. Alors pour tout n > 1,
u(|f—gl >1/n) <1/netlasuite ({|f —g| > 1/n}),>1 est croissante pour l'inclusion donc
ona

w(f #9)=pu | JUf =gl >1/n} | = lim uw(|f — gl >1/n) =0,

n>1

ie. f = g u-p.p. Soient maintenant f,g,h € L°(E, 1). Posons a = §(f,g) et b = (g, h).
Alors, pour toute > 0, ona

p(lf —hl >a+b+ 2¢) p(lf—gl+1g—h|>a+b+2)
p(lf =gl >a+e)+pullg—hl[>b+e)

a—+ b+ 2e.

VARRVARNVAN

Celaimplique 6(f, h) < 6(f, g)+6(g, h). Vérifions que § métrise la convergence en mesure.
Soient f € L°(E, i) et (f,,)n>1 une suite d’éléments de L°(E, 11). On suppose tout d’abord
que f, — f enmesure. Soit ¢ > 0. Alors, u(|f, — f| > €) — 0. Dong, il existe ng € N tel
que u(|fn, — f| > €) < e pour tout n > ng. Ainsi, §(fy,, f) < e pour tout n > ny ce qui
montre que §(f,, f) — 0. Supposons maintenant que ( f,, f) — 0. Soit > 0 fixé. Pour
tout € €]0, 7], il existe ng tel que u(|fn, — f| > €) < e pour tout n > ngy. Ainsi, pour tout
n 2 no,
1 fn = fI1>n) <p(lfn — fl>€) <e,

ce qui montre que f,, — f en mesure.

On peut construire une suite extraite (f,,, )i>1 telle que (| fr,,, — fn,| > 27%) < 27 pour
tout £ > 1. Notons

A = {’fnk+1 - fnk’ > 27]?}-

Alors )", <, p(Ax) < oo. Dong, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, 4(lim sup;, Ax) = 0.
Ainsi, la série
Z ‘fnk-H (1’) - fnk (1’)’

k>1

converge pour p-presque tout z. Donc la suite (fy, ())r>1 converge pour p-presque tout
z. On note f sa limite p-p.p. (on pose f = 0 sur I'ensemble de mesure nulle ot f n’est
pas définie, noter que f est bien définie p-p.p.). Alors d’apres la question 1., f,,, — fen
mesure. Ainsi 6(fy,, f) — 0 etdonc d(f,, f) — 0.

Supposons qu’il existe une distance d sur LY(E, u) qui métrise la convergence p-p.p.
D’apres la question 1., on peut construire une suite de fonctions mesurables (f,,),>0 sur
(E,A, ) qui converge en mesure vers 0 mais pas p-p.p. Ainsi, il existe ¢ > 0 et une
suite extraite (fy, k>0 telle que d(f,,,0) > € pour tout £k > 0. Or f,, — 0 en mesure.
Donc, d’apres la question 2., on peut construire une suite extraite ( fnkj )j>0 qui converge
p-p-p- vers 0. Cela contredit I'inégalité d(fy, ,0) > e pour tout j > 0. O

Exercice 4.7 (Théoreme de Convergence Dominée Ultime). Soit (£, A, 1) un espace mesuré
avec ;1(E) < oco. Un ensemble F de fonctions intégrables est dit uniformément intégrable si



(i) sup{[|f], f € F} < oo}
(i) (Ve > 0)(3n > 0)(VA € A)(u(A) <n= (Vf e F, [,|f] <e)).

Soit (f,)n>0 une suite de fonctions intégrables, montrer I'équivalence des deux propositions
suivantes

/lfn P — @)

fn — f enmesure et { f,,,n > 0} est uniformément intégrable. 3)

Correction : Non corrigé

4.2 Physionomie

Exercice 4.8. Qui sont ces charmants messieurs ?

Correction : Euler, Gauss, borel.
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