4 Calculs, intégrales a Parameétres

Exercice 4.1 (Béte de somme). 1. Soit (fy,)n>0 une suite de fonctions (E,A) — (R,B(R))
intégrables. Montrer que

Z/E|fn|du<oo:>Z/Efndu:/E S| dn

n>0 n>0 n>0
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Exercice 4.2 (Fonction I'). Pour tout ¢ > 0, on pose

I‘(t):/ 27 te ™ d.
0

2. Calculer les intégrales

1. Montrer que 1’on définit ainsi une fonction de classe C* sur R*.
2. En utilisant la suite de fonctions ( f,),>1 définies par
TN -1
fn iz €]0, 400 = 19 () (1 — E> ',

montrer la formule d’Euler : pour tout ¢t > 0,

ntn!

F(t):,}i_{got(t+1)...(t+n)‘

Exercice 4.3. En utilisant le théoreme de dérivation sous le signe intégrale et 1’égalité

1 o2 d
— [ e 2dr =1,
\/277/]1{

calculer la transformée de Fourier de la fonction f : 2 € R —

Rappel : La transformée de Fourier de f est donnée par

f6) = [ e fa)da.
Exercice 4.4. Soit f : ([0, +ool, B([0, +o0[) — ([0, +o0[, B(]0, +00[)) une fonction mesurable.

1. Montrer que I'on définit une fonction continue £ : [0, 400 — R par la formule

F(x):/ooom%(i‘;(t))dt, x > 0.

2. Calculer la limite de F(z) quand z — oc.
3. Montrer que F est dérivable sur |0, 4o0].

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que F soit dérivable en 0.

. e % sin(?)
Exercice 4.5. Justifier 'existence et calculer Tdt'
0

Indication : Multiplier par e~** pour z > 0 et étudier la fonction de = obtenue.



4.1 Nouveaux Théorémes de convergence

Rappel de la propriété d’'uniforme continuité de I'intégrale : Soient (E, A, 1) un espace mesuré et
f : E — R une fonction intégrable. Alors on a

Ve>0, 30> 0, VA€ A, ,u(A)<5:>/|f|d,u<e.
A

Rappel de I'énoncé du lemme de Borel-Cantelli : Soient (E, A, 1) un espace mesuré et une suite
(Ap)nso € AN telle que > >0 H(An) < co. Alors on a

0 mUAk =0.

n>0k>n

Exercice 4.6 (Convergence en mesure). Soit (E, A, ;1) un espace mesuré tel que pu(E) < oo.
Soient (f,)n>1 et f des fonctions mesurables de (E,.A) dans (R, B(R)). On dit que (fn)n>1
converge en mesure vers f si pour toute > 0,

w{lf = fal > ) — 0.

1. Montrer que si [, |fn — f|dp — 0, alors f, — f en mesure. Remarquer que la réciproque
est fausse.

2. Montrer que si f, — f p-p.p., alors f,, — f en mesure. Remarquer que la réciproque est
fausse.

3. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que si f,, — f en mesure, alors on peut
extraire une sous-suite de (f,,),>1 qui converge u-p.p. vers f.

4. Un théoreme de convergence dominée un peu plus fort. On suppose que f, — f en
mesure et qu’il existe une fonction g : £ — R intégrable telle que |f,,| < g pu-p.p. pour
toutn > 1.

(a) Montrer que |f| < g p-p-p.
(b) En déduire a I’aide de la propriété d’ uniforme continuité de l'intégrale que
[ 182 = fidn 0.
E
5. Lespace L°(E, u). On note L°(E, 1) 'ensemble des fonctions mesurables quotienté par
la relation d’égalité ;-p.p.
(a) Montrer que ’on définit une distance sur L°(E, ;1) par
0(f,9) = inf{e > 0: p({[f — gl > }) <e},
et que celle-ci métrise la convergence en mesure.

(b) En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que (L°(E, 1), §) est complet.
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(c) Montrer qu’en général, il n’existe pas de distance sur L(E, 1) qui métrise la conver-
gence /i-p.p.

Exercice 4.7 (Réciproque au Théoreme de convergence dominée). Soit (E, A, ) un espace
mesuré, et (f,),>0 une suite convergente de fonctions de L!(u) i.e. il existe f € L!'(u) avec
| fn = fllLr — 0. Montrer qu’il existe une suite extraite (f,())n>0 qui convergent u-pp vers f
et telle qu'il existe h € L (1) avec p-pp

| < h
ig%w%( )l

Exercice 4.8 (Théoreme de Convergence Dominée Ultime). Soit (E, A, ) un espace mesuré
avec j1(E) < oco. Un ensemble F de fonctions intégrables est dit uniformément intégrable si

(@) sup{[|f].f € F} < oo}
(ii) (Ve >0)3n>0)(VA € A)(u(A) <n= (Vf €F, [,1f] <e)).

Soit (f,)n>0 une suite de fonctions intégrables, montrer I'équivalence des deux propositions
suivantes

/|fn P — (1)

fn — f enmesure et { f,,n > 0} est uniformément intégrable. (2)



