8 Transformation de Fourier

Les corrections sont partielles et indicatives. N'hésitez pas a utiliser le mail ou passer me voir dans le
bureau V2 si vous avez des problemes. Toutes les remarques (et fautes trouvées) sont les bienvenues pour
'amélioration du TD.

8.1 Encore un peu de convolution

Exercice 8.1 (Régularisation). Soit K un compact de R? et Q un ouvert de R? avec K C .
Montrer qu’il existe f une fonction C* a valeurs dans [0, 1] telle que

f=1sur K, f =0sur Q°.

Correction : Corrigeons pour d = 1. Puisque K est un compact, d(K,Q¢) = ¢ > 0. Si ¢ est une

N

fonction C* a support inclu dans [—c/3, ¢/3]? alors
J =1k —c/3;c/34 * ¢ convient.

Exercice 8.2 (Super Holder). 1. Soient p, ¢, € [1, o0] tels que %—l—% =1+ % Soient f € LP(R)
et g € LI(R). Montrer que f * g est définie presque partout et que

I1f = glle < £ 1lpllgllq-
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2. Soit f € L' etg € L, p > 1. Montrer que pour tout |a| < || f||;* 'équation
h—afxh=yg,
possede une unique solution dans LL”.
Correction :

1. On utilise I'inégalité généralisée de Holder

(frss) < ([a) (J#) (/ ””)

pour a, 3,7 €]0,1[ tels que a + 8 + v = 1. Ici on pose a = 1,
I'indication amene a
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ce qui permet de conclure.



2. On considere l'application ® : h € L? +— af * h + g. Alors d’apres la question précédente

12(h) = (W), < allfllllh = ],

est une contraction de L?. Cet espace est complet, donc ¢ admet un unique point fixe, ce
qui résoud la question.

8.2 Transformation de Fourier

Exercice 8.3 (Premieres propriétés). Si f € L!(R) on note sa transformée de Fourier

= /R f(z)e ™.

1. Montrer que f € Cy(R).

2. Soient f, g € L}(R). Montrer que Frg=1fq.

3. Endéduire que L' (R) n’a pas d’élément neutre pour la convolution (deuxiéme démonstration
de I'année).

Correction :

1. Voir corrigé dans le Polycopié de J.F. Le Gall p 52.

2. Par définition on a

Frg(t) /dme m/fx— dy—/dace e—y)t _Zyt/f:n— 1) g(y)dy.

Puisque [ [ |f(z —y)llg(y)|dzdy < || f]1]lglli < +oc, le théoreme de Fubini s’applique et
le changement de variable  — y = z donne le résultat escompté.

3. Sie € L! est un élément neutre pour la convolution alors

VfeLl vt eR, fre(t) = fé(t) = £(t).

Or il n’est pas difficile de trouver une fonction f € L!(R) telle que f(¢) > 0 pour tout
t € R (voir par exemple l'exercice suivant). On en déduit donc que é(¢) = 1 pour tout
t € R. Ce qui est en contradiction avec la premiére question.
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Exercice 8.4 ((x)Inversion de Fourier). Soit H (z) = 2i exp < ; ) On rappelle que H(t) = /2w H(t)
T

(Voir exercice 4.3).
0. Vous souvenez—vous de la démonstration ?
On note hy(z) = [ H(At)e"dt.

1. Calculer h) et vérifier que hy quand A — 0 est une approximation de la mesure de Dirac.



8.

. Soit f € LY(R). Montrer que

(f * hy)( / H(\t) f(t)e'dt.

Soit g € L°°(R) continue au point z € R. Montrer que

;igg)(g * hy)(z) = g(o).

Soit p € [1, 00|, et f € LP(R). Montrer que

li hy — =0.
lim [ 5 b~ fllp =0

. Soit f € L'(R), telle que f € L!(R). Montrer que

sig(x / f(t)e™ dt alors 27 f (x) = g(z)u-p.p-

. Donner un exemple de fonction f € L!(R) telle que f ¢ L'(R).

Soit f € L'(R) telle que f(t) = 0 pour tout ¢ € R. Montrer que la fonction f est nulle
presque partout. C’est-a-dire que l'application f € L}(R) — f € Co(R) est injective.

() L'application f € LY(R) — f € Cy(R) est-elle surjective ?

Correction :

1.

2.
3.

On fait le changement de variable u = At et on trouve

) = = (57
x) = ex ,
A A 2T P2
qui vérifie toutes les propriétés requises pour étre une approximation de la mesure de
Dirac.
C’est une application du théoreme de Fubini.
Evaluons
(g hx)(z) — g(2)
= Jalylz - ) 9(x))ha(y)dy
= Jelo(e —y) = g(@)3ha(y/Ndy
= Jalolz - AS) g(x))ha(s)ds

La derniere fonction a intégrer est majorée par 2|/g|/-c1(s) et tend vers 0 lorsque A tend
vers +o00. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée.



4. Calculons

/R 1 *haa) — f(o)Pde < / dz / @ —y) — F(@)Phaly)dy
- /R Iyt — IR () dy,

ot la premiere inégalité découle de Jensen pour la mesure de probabilité hy(y)dy et la
seconde du théoreme de Fubini. D’apreés le cours la fonction y — ||, f — f||, est continue
et bornée, le résultat découle donc de la question précédente.

5. D’apreés la question 2 on a
(f * hy) / H(\t)f(t)etdt

Remarquons que H(\t) — 5= quand A — 0. Ainsi, par convergence dominée, le second
membre tend vers 5-g(z). Pour le premier membre, on sait qu'il tend dans L? vers f. Il
existe donc une sous suite qui converge presque partout vers f. Ainsi, en passant a la
limite, on obtient 27 f = g p-p.p.

6. On peut prendre par exemple f = 1jg ). Si f € LY(R) alors f est a une constante et un
retournement du temps pres, la transformée de Fourier de f. Donc f est en particulier
continue. Ce qui est absurde.

7. On applique la question précédente. En particulier, on en déduit que la transformée de
Fourier d'une fonction € L! la caractérise completement.

8. Non, c’est une conséquence du théoreme de I'application ouverte.

Exercice 8.5 (Pavage). On se donne un rectangle R = [a, b] x [c, d] tel qu’il existe un pavage de

R en petits rectangles
R |_| ala Z C’La Z]?
%,_/

R;
tels que pour chaque i, au moins l'une des deux longueurs |b; — a;| ou |d; — ¢;| soit entiere.
Montrer alors que l'une des deux longueurs |b — a| ou |d — ¢| de R est entiere.

//6i27r(m+y)dxdy,
R

la fonction (x,y) + €?"(#+) est dans IL'(R) (la fonction est bornée et 'ensemble d’intégration
est fini) donc [ [ ... =37, [ [, ..Or sur chaque R; d’apres le théoréme de Fubini, ona

// 6i(x+y)dxdy _ 4_12[€i27rbi _ 6i27rai”€i27rdi _ eiani] —0.
. 7I

Correction : On calcule

Donc 1
// ez’(ery)dxdy _ yo [ez’27rb _ ez’27ra] [ei27rd . ei27rc] =0,
R 7

ce qui signifie que I'un des deux nombres |b — a| ou |d — ¢| est entier.
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8.3 Physionomie

Exercice 8.6. Qui sont ces charmants messieurs ?

Correction : Fourier, Jensen, Kolmogorov.



