7 Mesure-produit, Convolution

7.1 Théorémes de Fubini

Exercice 7.1 (Calculs...). 1. Soit f la fonction définie sur [0, 1]*> par
22 — o2
(22 + 2)2

/Oldx/oldyf(x,y) et /Oldy/oldmf(x,y).

2. En considérant 'intégrale

1 o In(x)
/]R 0590+ 2%) dz dy, calculer /0 R dx.

f(ac, y) = l(x’yﬁé(op) etOsiz = Yy = 0.

Calculer alors

Etonnant non ?

2
+

lsin(z) = fol cos(zy) dy, calculer pour tout t > 0 l'intégrale suiv-

+o00o
/ z~ Lsin(z) e 7 da.
0

Et donner une nouvelle preuve de 1'exercice 4.5.

3. En remarquant que x~
ante

Correction :

1. En remarquant que 22 — y* = 22 + y* — 2y? au numérateur, une intégration par parties

(on integre (mgiﬁ)g et on dérive y) donne

1 1 1
dy 1 dy 1
d = — = .
/0 vf (@) /0 Py 1ia? /0 2 +y?  1+a?

Donc fol dx fol dyf(z,y) = T et par symétrie fol dy fol dz f(x,y) = Z. De ce fait le théoreme
de Fubini ne s’applique pas, car f n’est pas dans L(]0, 1]?).

1

(1 +y)(1 + %)
Fubini pour les fonctions positives,

dy dx dy T s 2du 72
Flry)dedy = [ 1 — )= =g | s =
R R, 1 Ty \Jr, 1+2%Y r, (1+v) 2y R, 1+ u

et
F(x,y)drdy = / ( F(x,y) dy> dz.
Ry \JRy

2. Notons F(z,y) = pour tout z,y > 0. On a, d’apres le théoreme de

2
+

2
R



Or pour tout z > 0,

1 x? 1 2In(z)
/ F(z,y)dy = 2_1/ <1 5 T 1 )dy: SR
R, x R, \1+z7Y +y x

20 In(x) w2
3. Posons G(z,y) = cos(zy)exp(—tz) pour z > 0,y € [0,1] ett > 0. On a |G(z,y)| <
exp(—tx) et (z,y) — exp(—tx) est intégrable sur R x [0, 1] d’apres le théoreme de Fubini

pour les fonctions positives. Donc G est intégrable sur R x [0, 1] et d’apres le théoréeme
de Fubini pour les fonctions intégrables,

/we%tdm :/ G(z,y)dzdy
R+ x R+><[071}
1
= / </ cos(xy)emdx> dy
0 \JRy
1
t
= ——d
/0 e
(7)
= arctan | — | .
t

Exercice 7.2. Sur un espace mesuré o-fini (E, A, ), on considere f : (E, A, u) — (R4, B(R4))
une fonction mesurable et g : R, — R, une fonction croissante de classe C! telle que g(0) = 0.

Montrer que
+oo
[oesan= [ gous =0
E 0

Application : Si f est une fonction positive alors

/Efdﬂ = /OOO p{f = thdt.

Correction : La fonction g : Ry — R est de classe C! et g(0) = 0 donc pour toutz € Eona

Donc

f(=)
o(f()) = /0 ¢ (s) ds.

/QOfdu // §) 1 {a< fa)} d5 dpa().

Et la fonction F : (z,s) € E x Ry + ¢'(s)1{,< ()} est positive. Donc d’apres le théoreme de
Fubini pour les fonctions positives (Fubini-Tonelli), on a

[oerau=[ KC [ tsrapdutoras = [ SO 2 5))ds

On a donc



Remarque : Si f : (E, A, u) — (Ry, B(Ry)) est une fonction mesurable alors
+oo
[ ran= [ uttr=ena
E 0

Exercice 7.3. Soit A une tribu sur R et soit 1 une mesure de probabilité sur (R, .4). Soient f et
g deux fonctions (R,.A) — (R, B(R)) mesurables et monotones de méme sens. On suppose de
plus que les fonctions f, g et fg sont dans L' (R, A, 11). Montrer que

/ngduz/Rfdu/Rgdu-

Indication : on pourra considérer la fonction F'(z,y) = (f(z) — f(v))(g9(x) — g(v)).

Correction : La fonction F est positive donc [, F(z,y) du(z) du(y) > 0. Deplus, f,g € L*(R)
donc d’apres le théoreme de Fubini pour les fonctions positives,

[ 1r@llat) duteaut) = [ 1f1dn [ lold < .

Ainsi, la fonction (z,y) — f(z)g(y) € L'(R x R). De méme fg € L'(R) et ;1 est une mesure de
probabilité, donc (z,y) — f(z)g(z) € LY(R x R). On peut donc écrire

/]R - F(z,y) du(z) du(y) = 2 f(2)g(x) du(z) du(y) — 2 f(@)g(y) du(x) du(y).

RxR RxR

Et d’apres le théoreme de Fubini pour les fonctions intégrables (Fubini-Lebesgue), on a

. f(z)g(z) du(x) du(y) = /Rf(:n)g(:c) (/R d,u(y)) du(z) = /ngd,u,

[ 1@ dnw) dut) = /R fdu /R gdu,

ce qui nous donne le résultat.

et

Exercice 7.4. Soient et v deux mesures o-finies sur la tribu borélienne de R.

1. Montrer que I'ensemble D, = {x € R : u({z}) > 0} est fini ou dénombrable.

2. Soit A = {(z, ) : z € R} la diagonale de R?. Montrer que

= > u{zhv{a}).

zeR

Correction :



1. Soit (E,)n>0 une suite croissante de boréliens de R telle que R = U,>oE,, et telle que
u(Ey) < oo pour toutn > 0. Onnote D,, = {x € E,, : p(x) > 1/n}. Si D, est infini alors il
contient une suite (Y, )m>1 et

p(E) 2 (D) 2 lfymm = 11 = 3 alfum}) 2 30+ = o0,

m>1 m>1

ce qui est impossible. On en déduit donc que D,, est fini. Puis D = U,>¢D,, est fini ou
dénombrable.

2. D’apres le théoréme de Fubini pour les fonctions positives on a
pevd) = [ Lay)pldoidy)
RxR
= / n({y}) v(dy)
R
= [ 2 nlah)1m vl

€Dy

= > /Ru({x})ﬂ{x:y} v(dy)

z€D,,

= > ulfahr({z)

xeD,ND,

= > u({zhr({z}).

z€eR

7.2 Convolution, approximation de 1’identité

Exercice 7.5. 1. Soient f une fonction localement intégrable sur R (c’est-a-dire intégrable

sur tout compact de R) et ¢ une fonction de classe C*° a support compact. Montrer que
la fonction f * ¢ est définie pour tout x € R et est de classe C*°.

1

m) 1|$|<1, montrer que cette fonction est une fonction C* a

2. Soit ¢ : x +— exp <—

support compact.

3. En déduire que pour tout p € [1, 0], 'ensemble des fonctions de classe C*° sur R est
dense dans L”(R).

REMARQUE : J'attire votre attention sur le fait qu'il faut déja démontrer la densité de C.(R)

dans L?(R) (de quelle maniere ?) avant de pouvoir démontrer la densité de C*°(R) dans LP(R).
Pourquoi ?

Pour I'exercice suivant on rappelle les deux théorémes classiques :



e THEOREME D’ASCOLI : Soit X et Y deux espaces métriques compacts, et A une partie
de I'ensemble C(X,Y") des fonctions continues de X — Y muni de la convergence uni-
forme. Alors A est relativement compacte dans C(X,Y) (i.e. sa fermeture est compacte)
si elle est équi-continue i.e.

Ve > 0,36 > 0, (dx(z,2") <6 = Vf € A dy(f(z), f(z') <e).

e PRE-COMPACITE : Soit (E,d) un espace métrique complet. Les parties A C E relative-
ment compactes sont exactement les parties pré-compactes i.e.

Ve > 0,3n. € N, 3 un recouvrement de A par n. parties de diameétre <e.

Correction :

1. Onnote K un compact tel que supp(¢) C K. Soitz € R. On a

lp(x —y) f ()| < [lellool f (W) 1a—k (y)-

Or la fonction y — | f(y)|1,— Kk (y) estintégrable. Donc ¢ f est définie pour x. Soit M > 0.
Onnote Ky = [-M,M] — K.Onapourz € [—M, M],

o f(z) = /R 0@ — ) f ) Lo () dy = /R (@ — ) F () Ly, () dy.

En appliquant le théoreme de continuité sous le signe intégral, on montre que ¢ * f est
continue sur [—M, M]. Ceci étant vrai pour tout M > 0 la fonction ¢ * f est continue sur
R. Puis on montre de méme que la fonction ¢ * f est de classe C*° sur R.

3. Si f € LP(R) alors f est localement intégrable sur R. De plus on peut construire (py,)n>1
une approximation de 1'unité telle que chaque p,, est de classe C°. Ainsi f * p, est de
classe C* et f * p, — f dans ILP.

Exercice 7.6 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov : un critéere de compacité dans L?.). On veut montrer
le résultat suivant. Soit 2 un ouvert borné de R et soit F un sous-ensemble borné de LP(f2)
(avec 1 < p < 00) vérifiant :

(i) pourtoute > 0, il existe w CC Q tel que supsez || fllLr\w) < &
(ii) pour toute > 0 et pour toutw CC €, il existe 6 €]0, dist(w, Q2°)[ tel que ||74.f — fllr(w) < ¢

pour tous |h| < det f € F;

alors F est relativement compact dans L”(€2) (c’est-a-dire d’adhérence compacte dans LL?(£2)).
La notation w CC (2 signifie que w est un ouvert tel que @ est compact et inclus dans 2.

1. Fixons € > 0 et w CC Q. Soit (p,)n>1 une approximation de 1'unité telle que chaque p,
est de classe C*° et de support inclus dans [—1/n,1/n]. Pour f € F, on note f la fonction
f prolongée a tout R par 0.



(a) Montrer en utilisant le théoréme d’Ascoli que pour tout n > 1, la famille 7, =
{(f *pn)w : f € F} estrelativement compacte dans L”(w).

(b) Montrer que pour tout n assez grand,

sup || f * pn — fllLo() < €.
feF

(c) En déduire que I'ensemble F|,, peut étre recouvert par un nombre fini de boules de
LP(w) de rayon 2e.

2. Conclure.

Correction :

1. On note M un majorant de F dans L”(12).

(a) Soit n > 1 fixé. On note F/, = {(f * pn)m + f € F} Tout d’abord on a 7, C C(@, R).
De plus, pour tout z € W, d’apres I'inégalité de Jensen (appliquée a la mesure de
probabilité p,(y)dy), on a

Feni| = ([1ie-vPowa)”

(lonlloo) 711 £ llLo (e
< (llpallo) P M.

IN

Donc F,, est une famille bornée de C(w, R). Et pour z,2' € @, on a

Fepn) = e = | [ 6ot —2) - pule’ - y))dy'

IN

104 lsol — 2 / 1A
R

< Phlloolz = '[I1f lLo@ A1/
= Cyplz —2].

Donc F), est une famille équicontinue de C(w,R). D’apres le théoréme d’Ascoli, F;,
est relativement compacte dans C(w,R). Or pour g € C(w,R), on a g, € LP(w) et
9wllrw) < (A(w))"?||glso- Donc l'injection de C(w@,R) dans L?(w) est continue.
Ainsi, F,, est relativement compacte dans LP(w).

(b) Soit & associé a € et w par la propriété (ii). Soit ng > §~1. Pourn > ng, f € Fetr € w,

/R
J
J

p

J# pul@) = () @ =) = 1@)) puly) dy

‘p

Youm

@ =) = f@)| puly) dy
|f(x —y) = f(@)[Ppnly) dy,
1/n,1/n]
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donc d’apres le théoréme de Fubini-Tonelli,
1F % o= fllp < [f(z = y) = f(@)Ppuly) dy dz
(w)
wJ[-1/n,1/n]
= [ [ - f@r e dy
[-1/n,1/n] Jw

= /[—1/n 1] ||Tyf - inp(w)pn(y) dy

< & / pn(y) dy
[—1/71,1/71}

= &P,
On a donc montré que pour n > ny,

sup || f * pn — fllLo() < €.
feF

(c) La famille 7, est relativement compacte dans L”(w) donc on peut la recouvrir par
un nombre fini de boules de rayon . D’apreés la question (b), ces mémes boules de
rayon 2¢ recouvrent F.

2. Comme LP(Q) est complet, il suffit de montrer que F peut étre recouvert par un nombre
fini de boules de rayon € pour tout € > 0. Soit ¢ > 0. Alors il existe w CC (2 tel que
supser || fllLr@\w) < €/2. Etd’aprés la question (1), F,, peut étre recouvert par des boules
B(gi,e/2),i =1,...,k (de LP(w)). On note G; les fonctions g; prolongées a 2 par 0. Alors
les boules B(Gj,¢),i =1,...,k (de LP(2)) recouvrent F.

Exercice 7.7 (convolution “ L' xIL? ”.). Soient f € L}(R) et g € LP(R) avec p €]1, +oo[. Montrer
que la fonction f * g(z) est bien définie pour presque tout z € R, puis que f * g € LP(R) avec

1 gllp < [ Fllllgllp-

Indication : on pourra écrire | f(x —y)||lg(y)| = | f(x — )|/ f(x — y)|"/?|g(y)| oli q est 'exposant
conjugué de p.

Correction : On a d’apres I'inégalité de Holder,

/ oy dy = / @ — )9 (@ — )| lg(y)| dy
R R

< (/ !f(w—y)\dy>1/q (f rf<m—y>ug<y>\pdy)1/p

— I * lglP @)

Or |f| € LY(R) et |g|P € LY(R) donc |f| * |g|P(x) est définie pour presque tout z donc f * g(z) est
définie pour presque tout . De plus d’apres l'inégalité (),

1 g@)P < 11791 f] * gl (@),

(%)



donc

/R(If*g(w)lp)dw < AR llg Pl = IR gl = (1f gl

Exercice 7.8. Soient f € LP(R) et g € L9(R) ol1 p > 1 et ¢ est 'exposant conjugué de p. Alors la
fonction f * g est définie sur tout R, est uniformément continue, et vérifie

1f # glloo < £ 1lpllgllq-

1. Rappeler les étapes de la preuve.

2. Montrer que sip > 1 alorson a
fxg(x) — 0.

r—+o00

3. On suppose que p =1 et g = +oc.

(a) Montrer que si g vérifie g(x) — 0 quand = — £o0, alors le résultat de la question (1)
est encore vrai.

(b) Que peut-on dire dans le cas général ?
Correction :

1. Cours.

2. Supposons que f et g sont deux fonctions continues a support compact. Alors f * g
est a support compact. On a donc la conclusion dans ce cas. Soient maintenant f et
g quelconques comme dans 1’énoncé et ¢ € |0,1]. Alors on peut trouver F' et G deux
fonctions continues a support compact telles que | f — F|[, < e et ||g — G||; < . Notons
[a, b] un segment contenant le support de F' «+ G. On a pour tout z € R,

[f*g(z) = Fx G@)| < |[fllpllg = Gllg + [If = FllpllGllg < e(lFllp + llgllq +1)-

En particulier, pour tout z > b ou pour tout z < a, on a

[f*g(@)] < e(llfllp + llgllg +1)-
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a le résultat.

(2) (a) Si f est continue a support compact inclus dans [—M, M] alors pour tout A > 0 et tout
z>A+ M,

29 < [ ot =Sy <l | low =)l dy < 201 e s )}

)

On en déduit que f * g(z) — 0 quand z — +o00. On montre de méme que f * g(x) — 0
quand z — —oo. Soient maintenant f € L! et e > 0. Alors il existe une fonction F
continue a support compact telle que || f — F'||; < . Puis

[fg(a) = Fxg(@)] = [(f = F) =« g(@)] < [|f = Fllillgllo < ellglloo-

On montre donc avec ce qui précede que f * g(z) — 0 quand x — +o0.



(2) (b) Dans le cas général, le résultat est faux. En effet, on peut considérer une fonction
f € L! d’intégrale non nulle et g = 1g € L. Alors f * g = [ fan.

Exercice 7.9. Montrer en utilisant la convolution par 1 ;) qu'il n’existe pas d’élément neutre
pour la convolution dans L' (R), c’est-a-dire qu’il n’existe pas de fonction f € L!(R) telle que,
pour tout g € LY(R), f x g = g presque partout.

Remarque : (L'(R), +, *) est une algébre de Banach non unitaire.

Correction : On suppose qu'il existe un élément neutre f € L'. La fonction 1}y ;; € L> donc
[*1jg,y) est continue (et méme uniformément continue). De plus 1o ;) € L! donc f #1j0,1) = Lo,y
p-p- Donc f * 1jgqj(z) = 1 pour presque tout = €]0, 1[ et par continuité f * 1jo(z) = 1 pour
tout z € ]0,1[. De méme f * 1}y )(z) = 0 pour tout x € | — 00,0[ U |1, +o0|. Cela contredit la
continuité de f * 1jg 1.



7.3 Physionomie

Exercice 7.10. Qui sont ces charmants messieurs ?

Correction : De droite a gauche, Riesz, Fréchet, Kolomogorov.
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