12 Indépendance

Les corrections sont partielles et indicatives. N'hésitez pas a utiliser le mail ou passer me voir dans le
bureau V2 si vous avez des problemes. Toutes les remarques (et fautes trouvées) sont les bienvenues pour
'amélioration du TD.

12.1 Borel-Cantelli

Exercice 12.1. Soit a > 0, et soit, sur (2, 4,P), (Z,,n > 1) une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi donnée par

1 1

Montrer que Z,, — 0 dans L! mais que, p.s.,

limsup Z,, = Losias<l
WSR2 =Y 0 sia>1
Correction : On a,
1
E(’Zn’) = E(Zn) = no njgo 0,

ce qui signifie que Z, — 0 dans L!. Pour tout n > 1, on note A,, = {Z, = 1}. Si a > 1 alors
Y n>1 P(Ap) < oo. D'apres le lemme de Borel-Cantelli, on a donc P(lim sup A4,,) = 0 c’est-a-dire
p.s.,_il existe ng > 1 tel que pour tout n > ng, Z,, = 0 et ainsi limsup Z,, = 0. Si o < 1 alors
Y n>1 P(Ay) = oo. Les A, étant indépendants, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, on a donc
IP’(lir_n sup A,) = 1 c’est-a-dire p.s., pour tout ng > 1, il existe n > ng tel que Z,, = 1 et ainsi
limsup Z,, = 1.

Exercice 12.2 (LFGN cas non intégrable). Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes et de méme loi. On pose, pour toutn > 1, S, = X; +... + X,,.

1. Montrer que
E(X1]) <1+ 3 PB(|Xa| > n).

n>1
2. En déduire que si X; n’est pas intégrable alors la suite (n‘lsn)nzl diverge p.s.
Correction :

1. On utilise la relation -
B(x) = [ P(| > gt
0

pour obtenir E(|X1[) <14 >, 5 P(|X1] > n). Puis ona P(|Xy| > n) = P(|X,| > n).



2. Si Xj n’est pas intégrable alors >, -, P(|X,| > n) = +oc. Les événements {|X,| > n}
étant indépendants, on a P(limsup{|X,,| > n}) = 1 d’apres le lemme de Borel-Cantelli.
On remarque que

{; — une limite reelle} C {7 ey — O} ﬂ {m — 0}.

Donc s x
{—n — une limite reelle} C {—n — 0} C (limsup{|X,| > n})".
n n
Donc S,,/n diverge p.s.

Exercice 12.3. 1. Soient X et Y deux v.a.i.i.d de loi p. Calculer P(X =Y).

2. Soit (X;,,n > 0) une suite de variables réelles positives et indépendantes, de méme loi.
Montrer que p.s. lim,,_,« Y X; = +00 sauf dans un cas que 1’on déterminera.

3. Soit (X,,n > 0) une suite de v.a. réelles indépendantes, de fonction de répartition F.
Montrer que presque stirement,

max(Xy,...,X,) — loul =sup{t € R, F(t) < 1}.

Correction : Non corrigé.
Exercice 12.4 (Lois exponentielles). Soit (X,,,n > 1) une suite de v.a. i. i.d. de loi exponentielle
de parametre 1.
1. Montrer que limsup,, ., X,,/In(n) =1p.s.
2. On pose Z,, = max(Xy, ..., X;,)/In(n), montrer que liminf,, .. Z, > 1 p.s.
3. Montre que pour une suite (ny);>o bien choisie, lim sup;,_, ., Z,, < 1 p.s. En déduire que
limy,, oo Zp, = 1 ps.
Correction : Non corrigé.
Exercice 12.5 (une autre version du lemme de Borel-Cantelli). 1. Soit (X,,),>1 une suite crois-

sante de variables aléatoires réelles positives définies sur (€2, .4, P). On suppose que

E(X?
lim E[X,] =400 et liminf (Xn) =1.

n—oo n—-4oo E(Xn)2

Montrer en considérant les événements B,, = {|X,, — E(X,,)| > E(X,,)/2} que X,, — o
p-s quand n — oo.

2. En déduire que si une suite d’événements (A,,,n > 1) vérifie

P(A,NA
ZIP’(An) =400 et liminf Zaghicn PAR 0 A1) =1,

n>1 e <ngn IP’(Am)>2

alors P(limsup A,) = 1.



12.2 Exercices d'indépendance.

Exercice 12.6. On définit sur (€2, A,P) des variables aléatoires Uy, ..., U, indépendantes et de
loi uniforme sur {1,2,...,p}.

1. Trouver la loi de M,, = max;<<y, Uk.

2. Montrer que

Correction :

1. Pourtoutk € {1,...,p}, ona,

P(M, <k)=PU; <k,...,Uy<k)=PU, <k)...P(U, < k) =P(U; < k)" = <E>n

p
On en déduit la loi de M, :
P(M, =k) =P(M, <k)—P(M, <k—1)= (k= 1)
pn
2. On a,
P
E(M,) =Y P(M, > k),
k=1

et donc

- (52)) 10- )

On reconnait une somme de Riemann de la fonction z — 1 — 2™, dont I'intégrale entre 0
et 1 vaut n/(n + 1). D’ott le résultat.

Exercice 12.7 (Formule de compensation). Soient (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes et de loi ;1 et N une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante
de la suite (X,),>1.

1. On suppose que p est la loi de Bernoulli de parametre p €0, 1] c’est-a-dire que
p = pd1 + (1 = p)do,
et que NV suit la loi de Poisson de parametre A c’est-a-dire que

ey

P(N=k)=e R

On pose
N N
P=> X; e¢ F=N-P=> (1-X,),
i=1 i=1

avec P = F' = Osur {N = 0}. Les variables aléatoires P et F' représentent respectivement
le nombre de piles et de faces dans un jeu de pile ou face de parametre p a N lancers.



(a) Déterminer la loi du couple (P, N).

(b) En déduire les lois de P et F' et montrer que P et I’ sont indépendantes.

2. Onne fait plus d’hypothese sur les lois. Soit f : R — R, une fonction mesurable. Montrer
que

N
E (g f(X¢)> ~B(W) [ f(@)n(da),
avec YN | f(X;) = 0sur {N = 0}.
Correction :

()@ OnaP(P=0,N =0) =P(N =0) :e_’\,etpournz let0<k<n,

= 6”% EpF(1—p)F
0w a0 )
k! (n—k)!

(1)(b) Onapour k,l >0,

P(P=k,F=1)=P(P=kN=k+1)= (6_@(%)’?) <e—A<1—P>(A(1l77p))l> .

Donc les variables aléatoires P et F' sont indépendantes et de lois respectives les lois de
Poisson de parametres \p et A(1 — p).

(2) Ona

E (fj f(Xi)> = E (Z 1{N=n} En:ﬂXi))

i=1 nz1 =1

= ZE (1{N:n} Z f(XZ)>
n>1 i=1

= Y P(N=n)E <Z f(Xz')>
o1 i=1

= Y P(N =n)nE(f(X1))
n>1

= E(N)/Rf(w)u(dw)-



Exercice 12.8 (Processus de Poisson). Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes
définies sur (2, .A,P), de méme loi exponentielle de parametre 1. On pose T = 0 et pour tout
n>1,

T, =X1+...+ X,.

Pour tout ¢ > 0, on pose
Ny =max{n >0:T, <t}

1. Soit n > 1. Calculer la loi du n-uplet (T3, ...,T,).
2. En déduire la loi de IV; pour tout ¢ > 0.
3. Pour n > 1ett > 0, on définit sur 2 une nouvelle mesure de probabilit¢ Q™! par la
formule i B(AR (N, = n))
P(Nt =n)

Calculer la loi du n-uplet (T3, ..., T;,) sous la mesure de probabilité Q™.

, Ae A

Correction :

1. Soit f : R} — R, une fonction mesurable. On a

E(f(Th,...,Ty)) = flxy, 21+ 2o, yx1 + a2+ ...+ :Un)ef(m”ﬁ“'””) dxy...dz,.
R

Oro: (xl,...,a:n) S (Rj_)n — (1‘1,.%'1 +x9,...,21 —|—x2—|—...—|—xn) S {O <t <...< tn}

est un C!-difféomorphisme de jacobien égal a 1 donc d’apres la formule du changement

de variables,

E(f(Tl, - ,Tn)) = f(tl, to, ... ,tn)e*t"]l{0<tl<___<tn} dty ... dt,,
RY
ce qui signfie que la loi de (71,...,T,) a pour densité e " 1 oy, < 4,} par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R".

2. Soitn € N. On a {N; = n} = {T,, < t,T,41 > t} car la suite (T},),>0 est p.s. croissante
et donc P(Ny = n) = P(T,, < t,T,+1 > t). On en déduit d’apres la question (1) que pour

n>1,
P(N; =n) = /[R"+l e M L0ty <. <tn<tnss} Ltn<t) Ltnsr >ty At -+ dtpdtnig
’ o0
= / ]1{0<t1<...<tn§t} dty ... dtn/ o tnt1
R? \
_
- nl ’

ol la deuxieéme égalité est une conséquence du théoreme de Fubini-Tonelli. Et1'on a
o0
PNy =0)=P(T1 > t) =P(X; > t) = / e dr=e".
t

On voit que [V; suit la loi de Poisson de parametre ¢.



3. Soit f : R} — R4, une fonction mesurable. On a

E(f(Th, ..., Th)lin,=n})
= E(f(T1,- -, To) Y1 <t T >t})

= /Rn+1 f(tl, e ’tn)l{tngt,tn+1>t})eitn+l ]]‘{0<t1<---<tn<tn+1} dtl o dtndtn+1
+

o
= ft o tn) Lot <..<tn<ty dtl---dtn/ et dty 1 diy 41
R? t

= e—t - f(tla ’tn)]]'{0<t1<...<tn<t} dtl dtn,
+

ol la troisieme égalité est une conséquence du théoreme de Fubini-Tonelli. Donc

B (F(Ty,... Ty = o T )

]P(Nt = n)
n!
= m f(tla---7tn)]1{0<t1<...<tn<t} dty ... dt,,
R
ce qui signfie que la loi de (71, ..., T,) sous Q™" a pour densité n!t™" gy, < <¢, <4} par

rapport a la mesure de Lebesgue sur R".

Exercice 12.9 (Grandes déviations.). Soit (X}, ),>0 une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées, intégrables de moyenne m. On note L la fonction définie sur R
par L()\) = log(E(e**1)) si E(e**1) < oo et L(\) = +o0 sinon, et L* la fonction définie sur R
par L*(z) = sup{zA — L(\) : A € R}.

1. Vérifier que L(\) > Am pour tout A € R, puis que L*(z) = sup{zA — L(\) : A € R, } pour
toutx > met L*(z) = sup{zA — L(\) : A € R_} pour tout z < m.

2. Montrer que pour tout o > 0 et pour toutn > 1,

—m> Oé) < e—nL*(m-i—a).
n = >

3. En déduire que pour tout a > 0 et pour toutn > 1,

P(‘X1+...+Xn

_ m‘ > Oé) < efnL*(era) + efnL*(mfa).
n

Correction :

1. Soit A € R. La fonction = — e est convexe et I'inégalité de Jensen assure que E(e*¥) >
eM™. Ainsi L()\) > Mm. Soitz > m. Onadonc Az — L(\) < 0 pour tout A < 0. Or L(0) = 0.
Donc L*(z) > 0 puis L*(z) = sup{zA—L(\) : A € Ry }. On montre de méme quesiz < m
alors L*(z) = sup{zA — L(\) : A e R_}.



2. On a d’apres I'inégalité de Markov, pour tout A > 0,

—mza) = P(Xj+...+ X, >n(a+m))
n

]P)(e)\(XlJr...Jan) > en)\(aer))

< efn)\(aer)E(e)\(Xl +...+Xn))
e—n)\(a—l—m) enL()\) ]
On en déduit donc que
P(Xl +...+ X, —m> a) < e—nsup{(oz+m))\—L()\):>\6R+} _ e—nL*(m-{—a)‘
n

3. Comme précedemment, pour tout A <0,

p<m Cm< _a) < o—nA(m—a) ;nL()
n —_ —_ 7
puis

—m < —oz) < e nlim=a),
- <

On en déduit le résultat.

Exercice 12.10. On se place sur I'espace (N*,P(N*)). Le but de l'exercice est de montrer qu’il
n’existe pas sur cet espace une mesure de probabilité P telle que pour tout n € N*

1

ou nN* = {nk : k € N*}. Supposons qu'une telle mesure de probabilité P existe. On note
(pk)k>1 la suite des nombres premiers énumérés dans 1’ordre croissant.

1. Montrer que (pyN*);>1 est une suite d’événements indépendants.
2. En déduire la valeur de P(lim sup(ppN*)).

3. Décrire 'ensemble lim sup(ppN*) et conclure.
Correction :

1. Soient p;; < ... < p;,, k nombres premiers. On a
pilN* n... ﬂpikN* = PDiy - - plkN*

Donc

k
* * 1
P(pi,N*N...Np,N*) =P (p;, ...psN*) = ———— = [[ P(p;;, N*).
Piv - Pi

Donc la suite (p;N*),>; est une suite d’événements indépendants.



2. Ona

Y BN =Y - =+,

k>1 k>1 Pk

donc d’apres le lemme de Borel-Cantelli,

P (lim sup(ppN¥)) = 1.

3. L'ensemble lim sup(p;N*) est 'ensemble des entiers divisibles par une infinité de nombres
premiers donc lim sup(ppN*) = @. Cela contredit P (lim sup(p;N*)) = 1.

12.3 Physionomie

Exercice 12.11. Qui sont ces charmants messieurs ? Attention cette semaine il y a un intrus !

Correction : De gauche a droite, Cantelli (Guido), Borel, Cantelli (le vrai).



