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Séparation et propriété de Deligne-Mumford des champs de
modules d’intersections completes lisses

Olivier Benoist

RESUME

On montre que les champs de modules d’intersections complétes lisses dans PV polarisées par
O(1) sont séparés (sauf dans le cas des quadriques) et de Deligne-Mumford (sauf pour quelques
exceptions).

ABSTRACT

We show that the moduli stacks of smooth complete intersections in PV polarized by O(1) are
separated (except for quadrics) and Deligne-Mumford (apart from a few exceptions).

1. Introduction

On commence par discuter la question générale de la séparation d’un champ de modules de
variétés polarisées, avant de se restreindre au cas particulier abordé dans cet article: le champ
de modules des intersections completes lisses polarisées par O(1).

1.1. Séparation d’espaces de modules

Soit M un champ de modules de variétés projectives lisses polarisées. On s’intéresse a la
séparation du champ M. Un résultat classique est le théoreme de Matsusaka et Mumford ([17]
Theorem 2):

THEOREME 1.1.  Si les variétés que M paramétre ne sont pas birationnellement réglées (i.e.
ne sont pas birationnelles & une variété de la forme P* x Y'), le champ M est séparé.

On peut chercher a étendre ce résultat a d’autres classes de variétés. Commencgons par une
remarque facile et utile. Les stabilisateurs des points géométriques de M s’identifient aux
groupes d’automorphismes des variétés polarisées paramétrées par M, qui sont des schémas en
groupes affines. Si M est séparé, ces stabilisateurs doivent étre propres; comme ils sont donc
propres et affines, ils sont méme finis. On a montré:

REMARQUE 1.2. Une condition nécessaire pour que M soit séparé est que les variétés
polarisées que M parametre aient des groupes d’automorphismes finis.

Un cas particulier intéressant est celui ou M parametre des variétés de Fano. Ce cas
particulier est motivé par l'intervention en théorie de Mori de fibrations a fibres variétés de
Fano, donc de familles de variétés de Fano.

Received 21 November 2011; revised 15 May 2012; published online 12 September 2012.
2010 Mathematics Subject Classification 14D23, 14M10, 14J50.



SEPARATION ET PROPRIETE DE DELIGNE-MUMFORD 139

Regardons des exemples de petite dimension. En dimension 1, la seule variété de Fano est
P!, dont le groupe d’automorphismes est de dimension > 0; par la remarque 1.2, la situation
n’est pas intéressante.

En dimension 2, les variétés de Fano sont les surfaces de del Pezzo. Notons M le champ
de modules des surfaces de del Pezzo de degré d. Au vu de la remarque 1.2, la question
de la séparation de M est intéressante si 1 < d < 5. Dans ce cas, 'article [10] propose une
construction d’un espace de modules grossier pour M a 'aide de théorie géométrique des
invariants, qui montre que le champ M est séparé (appliquer [18] Corollary 2.5).

En dimension 3, on peut parfois appliquer le théoreme 1.1 de Matsusaka et Mumford via le
corollaire suivant:

COROLLAIRE 1.3. En caractéristique nulle, si M parametre des solides de Fano qui ne sont
pas rationnels, M est nécessairement séparé.

Preuve. Soit X un solide de Fano birationnel & P! x Y. Comme X est de Fano et que
nous sommes en caractéristique nulle, X est rationnellement connexe, de sorte que Y est une
surface rationnellement connexe. Comme Y est recouverte par des courbes rationnelles tres
libres, toute forme pluricanonique sur Y est nulle. La classification des surfaces montre alors
que Y est birationnelle & P! x C' pour C une courbe. Comme Y est rationnellement connexe,
C est rationnelle, de sorte que Y, donc X sont rationnels. On a montré, comme voulu, qu'un
solide de Fano non rationnel n’est pas birationnellement réglé. |

Pour certaines collections de solides de Fano & groupes d’automorphismes finis, par exemple
celle étudiée dans [5], la question de la séparation de M est ouverte (on sait seulement, par
[2] théoreme 5.6, qu'une variété générale dans cette famille n’est pas rationnelle, de sorte que
le corollaire 1.3 ne s’applique pas):

QUESTION 1.4. En caractéristique nulle, le champ de modules M des solides de Fano de
nombre de Picard 1, d’indice 1 et de degré 10 est-il séparé?

Enoncons la question générale que ces exemples illustrent:

QUESTION 1.5. Quand un champ de modules de variétés de Fano a groupes
d’automorphismes finis est-il séparé?

L’objectif de ce texte est de répondre a la question 1.5 dans le cas particulier ot M parametre
des intersections completes lisses.

1.2. Enoncés des théorémes

Dans tout ce texte, on travaille sur Spec(Z), et on fixe N > 2, 1<c¢< N—-1let2<d; <+ <
d. des entiers. Par intersection compléte (sur un corps k), on voudra dire sous-schéma fermé
de codimension ¢ dans IP’kN défini par ¢ équations homogenes de degrés dy,...,d.. On notera
n =N —c > 1 la dimension de ces intersections completes.

Soit H l'ouvert du schéma de Hilbert de P]ZV paramétrant les intersections completes lisses
(voir par exemple [20] 4.6.1). On note M le champ de modules des intersections completes
lisses polarisées par O(1). Par définition, c¢’est le champ quotient [PGLy 1 \H].

Remarquons que, si dy +---+d. < N + 1, les variétés considérées sont de Fano. Pour ces
valeurs des parametres, on étudie donc un cas particulier de la question 1.5.
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Le premier théoreme principal est:

THEOREME 1.6. Le champ M est de Deligne-Mumford sauf dans les cas suivants:

(i) Sic=1etd, =2.
(i) SiN =2, ¢=1,dy = 3, auquel cas il est de Deligne-Mumford au-dessus de Spec(Z[3]).
(iii) Si N > 3 est impair, ¢ = 2, d; = dy = 2, auquel cas il est de Deligne-Mumford au-dessus
de Spec(Z[3]).

Ce théoreme signifie que, sauf pour quelques exceptions, les automorphismes projectifs
d’une intersection complete lisse forment un schéma en groupes fini réduit. Il y a deux types
d’exceptions différents: dans le cas (i), ces groupes sont de dimension > 0; dans les cas (ii) et
(iii), ils sont finis non réduits.

Au vu de la remarque 1.2, cet énoncé peut étre vu comme un résultat facile a tester indiquant
que I’étude de la séparation de M est intéressante — sauf si ¢ = 1 et dy = 2. C’est ce qui a motivé
pour nous son étude. Ce n’est cependant pas un énoncé plus faible que la séparation du champ
M car celle-ci ne dit rien sur le caractere réduit de ces groupes d’automorphismes.

Le champ de modules des quadriques ne peut étre séparé par la remarque 1.2 car le groupe
de leurs automorphismes projectifs est de dimension > 0. On montre que ce contre-exemple
trivial est le seul:

THEOREME 1.7. Le champ M est séparé, saufsic=1 et d; = 2.
Ce théoreme permet d’appliquer le théoréeme de Keel et Mori [12] pour obtenir:

COROLLAIRE 1.8. Sil’'onn’apasc=1etd, =2, lechamp M admet un espace de modules
grossier M qui est un espace algébrique séparé.

Il est alors naturel d’étudier ’espace algébrique M: est-ce un schéma, un schéma quasi-
projectif? Cette question est discutée, et résolue dans des cas particuliers dans [3].

Les deux parties de ce texte sont consacrées aux preuves respectives des théoremes 1.7
(théoréme 2.1) et 1.6 (théoreme 3.9). On renvoie a ces parties pour une discussion plus précise
de ces énoncés, des cas particuliers déja connus. . .

Remarquons que, contrairement a ce qu'on a laissé entendre plus haut, et qui aurait été
plus naturel, I’étude de la séparation de M précede ici celle des groupes d’automorphismes.
La raison pour cela est que, faute d’argument plus simple, on déduira le théoréeme 3.1 quand
N > 5 est impair, ¢ = 2, dy = dy = 2 et car(k) = 2 de la séparation de M.

2. Séparation

Introduisons quelques notations. Un trait 7" est le spectre d'un anneau de valuation discrete.
Si T est un trait, on notera toujours n son point générique et s son point spécial, R I'anneau
de valuation discrete dont il est le spectre, K le corps de fractions de R, k son corps résiduel,
t une uniformisante, v la valuation et m: R — k la spécialisation.

2.1. Introduction

2.1.1. Enoncé du théoréme. On va montrer dans cette partie le théoreme suivant:

THEOREME 2.1. Le champ M est séparé, saufsic =1 et d; = 2.
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On peut reformuler plus concrétement le théoréme 2.1. C’est sous la derniere forme (iii) que
nous le démontrerons.

LEMME 2.2. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Le champ M est séparé.

(ii) Le groupe PGLxy1 agit proprement sur H.

(iii) Pour tout trait T a corps résiduel algébriquement clos, si Z,Z' C P sont des sous-
T-schémas fermés plats sur T dont les fibres géométriques sont des intersections
complétes lisses, tout automorphisme f, : IPQ’ — P,év tel que f,(Z,) = Z, se prolonge
en un automorphisme f: PY — PY tel que f(Z) = Z'.

Preuve. Considérons le diagramme 2-cartésien ci-dessous, ot 'on a noté A le morphisme
diagonal de M et P : H — M la présentation canonique de M:

(o,p2)

PGLy s xH 7" 1w 1
lpgop \L(P,P) (1)
M M x M.

Comme P est lisse et surjectif, (P, P) est également lisse et surjectif, donc un recouvrement
fppf. Par conséquent, par [14] 7.11.1, (o, p2) est propre si et seulement si A U'est. Enfin, par
[14] 7.7, A est propre si et seulement si M est séparé. Cela montre ’équivalence entre les deux
premieres assertions.

L’équivalence entre les deux dernieres est exactement le critere valuatif de propreté
appliqué au morphisme PGLy.1 xH — H x H (on peut se restreindre aux corps résiduels
algébriquement clos par la remarque 7.3.9 (i) de [8]). O

On a déja vu qu’il était nécessaire d’exclure le cas des quadriques par la remarque 1.2. On
peut aussi proposer un contre-exemple explicite & (iii): on prend R = k[[t]], Z = Z’ définis par

Péquation XoXn + Q(X1,..., Xn_1) =0 ol Q est une forme quadratique ordinaire sur k, et
on choisit pour f, I'automorphisme de PY donné par 'équation f,([zo: ...: zn]) = [t a0 :
T1:...ixN—1:ten].

Enfin, plusieurs cas du théoreme 2.1 sont déja connus.

Le cas ¢ =1 et d; > 3 sous sa forme (ii) est conséquence de [18] Corollary 2.5 appliqué a
[18] Proposition 4.2. Dans cette référence, la base est un corps de caractéristique nulle, mais
ces arguments fonctionnent sur une base quelconque (par exemple Spec(Z)) comme expliqué
dans [21].

Le cas dy+---+d. > N +1 sous sa forme (iii) est conséquence du théoreme 1.1 de
Matsusaka et Mumford. En effet, le fibré canonique des intersections completes étant O(d; +
-+++d. — N — 1), il a des sections globales sous cette hypotheses; cela empéche les intersections
completes considérées d’étre birationnellement réglées.

2.1.2.  Conjecture de Pukhlikov. Dans [19], Pukhlikov, motivé par des questions de
géométrie birationnelle, considére I’énoncé ci-dessous plus général que (iii):

(iv) Pour tout trait T a corps résiduel algébriquement clos, si Z, Z’ C IP’QJY sont, des sous-T-
schémas fermés réguliers et plats sur 7" dont les fibres géométriques sont des intersections
completes, tout automorphisme f,: ]P’f;] — ]P’flv tel que f,(Z,) = Z; se prolonge en un
automorphisme f: P — P tel que f(Z) = Z'.
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Pour étre précis, Pukhlikov travaille avec n > 2 et R = C[[t]]. Il montre (iv) sic = 1et d; > 3,
et il conjecture que, a c fixé, si N est grand et quitte a exclure un nombre fini de multidegrés,
(iv) est vrai.

Le cas ¢ > 2, méme dans le cas abordé ici ou Z et Z’ sont lisses sur T, fait apparaitre la
difficulté suivante par rapport au cas ¢ = 1 traité par Pukhlikov: il n’y a aucune raison pour
qu’on puisse trouver ¢ équations Fi,. .., F. de Z, se spécialisant en ¢ équations définissant Z,
telles que f,° S I Iy I*F. se spécialisent en ¢ équations définissant Z’. Cela empéche de
montrer (iii) en comparant directement les équations de Z et Z..

2.1.3. Plan de la preuve. Cette partie est organisée comme suit. Dans le deuxieme
paragraphe, on regroupe tous les résultats standards sur les intersections completes qui seront
utiles par la suite. Les deux paragraphes suivants sont consacrés a une preuve par ’absurde du
théoreme 2.1 sous sa forme (iii) ci-dessus. Dans le troisieme paragraphe, le lemme 2.6 fournit,
a laide d’arguments géométriques, des restrictions a priori sur Z5 et Z.. Dans le quatriéme
paragraphe, on conclut en manipulant de maniére explicite les équations de petit degré de
Zs et Z!. On distingue pour cela trois cas: le cas dy > 3 est traité au paragraphe 2.4.2, le
cas ¢ > 2, dy = dy =2 au paragraphe 2.4.3, et le cas ¢ > 2, dy = 2, dy > 3, plus délicat, au
paragraphe 2.4.4.

2.2. Généralités sur les intersections complétes

On rassemble ici des résultats standards sur les intersections complétes pour pouvoir y faire
référence par la suite. Dans ce paragraphe, et dans ce paragraphe seulement, on autorise ¢ = 0.

Si Z est une intersection complete, une < suite réguliére globale > définissant Z est la donnée
de ¢ équations homogenes la définissant.

PROPOSITION 2.3. Soit k un corps algébriquement clos et Z C PY une intersection
compléte définie par des équations F1, ..., F.. On note 5 son faisceau d’idéaux.

(i) Les équations F1, ..., F,. sont une suite réguliere; Z est Cohen—Macaulay.
(i) Si0<g<netdeZ, H(Z, Oz(d)) = 0.
(iii) Si d € Z, la flecche de restriction H°(PY,O(d)) — H®(Z,0z(d)) est surjective. Son
noyau, égal a H°(PY,Zz(d)), est constitué des polynémes homogeénes de la forme
>, QiFy, Q; € HY(PY,0O(d — d;)). La dimension de ce noyau ne dépend que de N,
¢, dy,...,d. etd.
(iv) La schéma Z est connexe. Si Z est lisse, Z est intégre.
v) Le sous-schéma Z n’est schématiquement inclus dans aucun hyperplan de IP’{CV .
) Toute base de H°(PY,T(d1)) peut étre complétée en une suite réguliere globale
définissant Z.
(vii) Si F € HO(PY,Zz(d)) ne s’écrit pas Y, Q;F; ot la somme porte sur les i tels que d; < d,
I fait partie d’une suite réguliére globale définissant Z .
(viil) Si Z est lisse, les variétés {F; = 0} sont lisses et transverses en tout point de Z.

Preuve. (i) Posons Z; = {F; = --- = F; = 0}. Par Hauptidealsatz, Z; 1 est de codimension
au plus 1 dans Z;, de sorte que, comme Z = Z, est de codimension ¢ dans P = Z;, Z; est
nécessairement de codimension pure ¢ dans ]P’{;’ . Montrons alors par récurrence sur 0 <1 < ¢
que Fi,..., F; forment une suite réguliere et que Z; est Cohen—Macaulay. Pour i = 0, c’est
évident. Supposons-le vrai pour i. Alors F; 1 ne s’annule pas sur une composante irréductible
de Z; car Z;11 est de codimension 1 dans Z;. Il ne s’annule pas non plus sur un point immergé
de Z; car Z;, Cohen—Macaulay, n’en a pas. Ainsi, F;;1 n’est pas un diviseur de zéro sur Z;
de sorte que F1i,..., F;;; forment une suite réguliere. On en déduit que Z; 1 est localement
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intersection complete, donc Cohen—-Macaulay. Cela conclut la récurrence; on obtient 1’énoncé
voulu en faisant ¢ = c.

(ii) On montre ceci par récurrence sur ¢, le cas ¢ = 0 étant connu. Comme, par (i), Fr n’est
pas un diviseur de zéro sur Z._ 1, la multiplication par F, induit une suite exacte courte de
faisceaux sur Z._1: 0 = Oz, _,(d—d.) — Oz, _,(d) — Oz (d) — 0. En écrivant la suite exacte
longue de cohomologie associée et en utilisant les annulations données par I’hypothese de
récurrence appliquée a Z._1, on obtient les annulations désirées.

(iii) Que le noyau de cette fleche de restriction soit H°(PY,Zz(d)) résulte de la suite longue
de cohomologie associée a la suite exacte courte 0 — Z, — OPkN — Oz — 0.

Montrons la surjectivité de D'application de restriction. On raisonne par récurrence sur
c et on utilise la suite exacte longue de cohomologie suivante: 0 — H(Z._1,0(d —d.)) —
H%(Z._1,0(d)) - H%Z.,0(d)) — H(Z._1,0(d — d.)). Par (ii) le H' s’annule, ce qui
permet de conclure.

En particulier, on a une suite exacte courte: 0 — H(PY,Zz(d)) — HO(PQ,OPQ (d)) —
HY(Z,0z(d)) — 0. Pour montrer que h°(PY,Z7(d)) ne dépend pas que de N, ¢, di,...,d.
et d, il suffit de montrer que cest le cas de h%(Z,0z(d)). Cela se montre par récurrence
sur ¢ en utilisant & nouveau la suite exacte 0 — H%(Z._1,0(d —d.)) — H*(Z._1,0(d)) —
H(Z.,0(d)) — 0.

Il reste a décrire les polynémes homogenes inclus dans ce noyau. On raisonne encore par
récurrence sur ¢, et on procede par chasse au diagramme dans le diagramme commutatif ci-
dessous ou l'on a vu que la deuxieme ligne est exacte, ou les fleches verticales sont surjectives de
noyau connu par hypothese de récurrence et ou les fleches horizontales de gauche sont données
par la multiplication par F..

HO(PY,0(d - d.)) — HO(P),0(d))
v v
0> HZo_1,0(d — d,)) = H*(Ze_1,0(d)) = H(Z.,O(d)) = 0.

(iv) On applique (iii) avec d = 0. Il vient H°(Z,0z) = k: Z est bien connexe. Si Z est lisse
et connexe, elle est integre.

(v) On applique (iii) avec d = 1: la description explicite de H°(PY,Z (1)) montre qu'il est
nul de sorte que H(PY,O(1)) — H°(Z,0z(1)) est injective, ce qu’on voulait.

(vi) On applique (iii) avec d = dy: HO(PY,Zz(dy)) est constitué des combinaisons linéaires
a coefficients dans k des F; qui sont de degré d;. Si 'on remplace les F; de degré dy par une
autre base de H°(PY,Z(d1)), on obtient une nouvelle collection de ¢ équations définissant Z.

(vii) Par (iii), on peut écrire F' = ). Q;F; et il existe i tel que d = d; et @; est un scalaire
non nul. Alors, en remplacant F; par F, on obtient on obtient une nouvelle collection de ¢
équations définissant 7.

(viii) Par lissité, si z € Z, T, Z est de codimension ¢ dans T,PY. Comme T,Z = Nz TAF; =
0}, les T.{F; = 0} sont nécessairement des hyperplans transverses de T,PY, de sorte que les
{F; = 0} sont lisses et transverses en z. O

LEMME 2.4. Soit T un trait a corps résiduel algébriquement clos et Z C ]P’;,IY un sous-1'-
schéma fermé plat sur T dont les fibres géométriques sont des intersections complétes. Soit
F € H°(PY,0O(d)) un polynéme homogene de degré d a coefficients dans k s’annulant sur Zs.
Alors on peut relever F' en un polynéme homogéne de degré d a coefficients dans R s’annulant
sur Z.

Preuve. Notons Zy le faisceau d’idéaux de Z. Comme P} et Z sont plats sur 7', la suite
exacte 0 - Z; — O]P’¥ — Oz — 0 montre que Zy est plat sur T. De plus, cette suite exacte
reste alors exacte apres restriction a la fibre spéciale, de sorte que Z, Z|Pff =1yz,.
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On a hO(P)Y,Z(d)) = h°(PX,Zz(d)) = h°(PY,Zz,(d)) ol la premitre égalité découle de (9]
IIT 9.3 et la seconde de 2.3 (iii). Ainsi, les hypotheéses de [9] III 12.9 appliqué au faisceau
Zz(d) sur PY et au morphisme structurel ¢ : P& — T sont vérifiées. Par conséquent, ¢.Zz(d)
est localement libre sur 7' (donc libre car T est local), et ¢.Zz(d) ®r k — HO(PY,Zz, (d)) est
un isomorphisme.

On en déduit que F € HO(PY,Zz_(d)) se releve en un élément de F' € HO(PY,Z,(d)), c’est-a
dire en un élément de H(PY, O(d)) nul sur Z. On conclut car, par [9] IT11 5.1 (a), H°(PY, O(d))
est constitué des polynomes homogenes de degré d a coefficients dans R. ]

2.3. Automorphismes projectifs

Commengons la preuve du théoreme 2.1. On fixe pour cela un trait 7" & corps résiduel
algébriquement clos, 7,7’ C ]P’¥ des sous-T-schémas fermés plats sur T dont les fibres
géométriques sont des intersections completes lisses, et un automorphisme f: IP’f,V — Pﬁlv tel

que fn(Z,) = Z7I7'
2.3.1. Description de I'automorphisme f.

LEMME 2.5.  On peut supposer qu’il existe des entiers ag < --- < an tels que f, soit donné
par la formule f,([zo : ... zn]) = [t%zo : ... t"VzN].

Preuve. L’automorphisme f, est induit par une automorphisme linéaire fx : K N+,
KN+1 Quitte & composer fx avec une homothétie, on peut supposer que fx induit fg :
RN+L — RN*1 Rlinéaire. Comme fr @ K est surjective, Coker(fr) est de torsion, de sorte que
fr est injective et Im(fr) est un sous-R-module de rang maximal. Par le théoreme de la base
adaptée, on peut trouver des éléments eq,...,exy de RVTL fo,..., fxv de RNTlet Mg, ..., Ax
de R tels que (fr(e;)) soit une base de Im(fr), (f;) soit une base de RN*1 et fr(e;) = \ifi.
Comme tout élément de R s’écrit comme une unité fois une puissance de 'uniformisante, on
peut supposer \; = t%. Quitte a réordonner les e; et les f;, on peut supposer que ap < -+ < ay.
Remarquons enfin que comme fg est injective, les e; forment une base de RN*1.

On a montré que quitte & composer & la source et au but par un automorphisme de P, In
est de la forme voulue. ]

Désormais, on suppose que f, est donné par une telle formule.

Si g =+ = ap, f, est 'identité et se prolonge donc en l'identité f:PY — P¥. Comme,
par platitude, Z et Z’ sont les adhérences de Z, et Z;, et que f,(Z,) = Z;, on a f(Z)=Z'
comme voulu.

Dans toute la suite, on suppose au contraire que g < apy, et on cherche a obtenir une
contradiction.

2.3.2. Spécialisation de I'automorphisme f,. On définit p, et p* de sorte que og = -+ =
ap, < ap.41 €t any = - =an_pr > an_p—1. On note P, ={X, 11 ==Xy =t=0},
P :{XO:"':XN—p*—l :t:0}7 L* = {Xpr* ::XN:tZO} et L*:= {X():
-+ =X, =t=0}; ce sont des sous-espaces linéaires de P} .

LEMME 2.6. On a P. C Z.. De méme, P* C Zs.

Preuve. On montre 1’énoncé concernant Z’; 'autre est symétrique.
Rl
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L’isomorphisme f, induit une application rationnelle f: PN --» PN. L’expression de I
montre que f est définie hors de L* et que sa restriction fs a la fibre spéciale est la projection
depuis L* sur P,.

Notons W ladhérence de fs(Zs \ (Zs N L*)), munie de sa structure réduite. Par description
de fs, W C P.. Comme, par platitude, Z et Z’ sont les adhérences de Z, et Z}, et que f,(Z,) C
Zy, ona f(Z\(ZNL*)) CZ'. En se restreignant aux fibres spéciales, il vient: W C Z;. Si
W = P,, on peut conclure; on suppose par I’absurde que ce n’est pas le cas.

Remarquons que Z, n’est pas ensemblistement inclus dans L*. Si c¢’était le cas, comme Z,
est réduit, il serait schématiquement inclus dans L*, donc dans un hyperplan de PY, et cela
contredit 2.3 (v). Ainsi, (Z; N L*) # Z, de sorte que, Zs étant integre par 2.3 (iv), Z \ (Zs N
L*) est dense dans Z, donc de dimension n.

Sifs:Zs\ (Zs N L*) — W était génériquement finie, W serait de dimension n. Comme W C
Z'!, W serait une composante irréductible de Z!, et comme Z/ est intégre par 2.3 (iv), on aurait
Z! =W, donc Z, C P.. Alors Z/ serait schématiquement inclus dans un hyperplan de PY, ce
qui contredit 2.3 (v). On a montré que fs: Z; \ (Zs N L*) — W n’est pas génériquement finie.

Soit maintenant w un point fermé de W; on choisit w général de sorte que w est un point
lisse de W, et que la fibre F' de fs: Zs \ (Zs N L*) — W en w est de dimension > 1. Comme w
est un point lisse de W et que W # P, il résulte que T,,W est un sous-espace linéaire strict
de P,. Notons C' le cone réduit de sommet L* et de base W: on a Z; C C' ensemblistement
car fs(Zs\ (Zs N L*)) C W, donc schématiquement car Z; est réduit. Ainsi, pour tout f € F,
comme T;C = (T,,W,L*), Ty Zs C (T,,W, L*). Comme T,,W est un sous-espace linéaire strict
de Py, (T,,W, L*) est un sous-espace linéaire strict de IPkN . On obtient une contradiction car,
par [15] 6.3.5, 6.3.6, une hypersurface de }P’fcv ne peut pas étre tangente a Z; le long d’une
sous-variété de dimension >1. O

COROLLAIRE 2.7. Si F € HY(PY,O(d)) fait partie d’une suite réguliére globale définissant
Zs, {F' = 0} contient P* et y est lisse.

De méme, si I’ € HO(PY, O(d)) fait partie d’une suite réguliére globale définissant Z!, {F' =
0} contient P, et y est lisse.

Preuve. C’est une conséquence du lemme 2.6 et de 2.3 (viii). O

2.4. Etude des équations de petit degré

Notons 9y I'ensemble des monomes de degré d en Xo,...,Xy. Si M = Xg°... XN, on
note deg, (M) =Y, aje;: cest le a-degré du mondme M. Si F' € HO(PY,O(d)), on dit quun
mondme M intervient dans F’ si le coefficient de M dans F' n’est pas nul. On dit qu’une variable
X; intervient dans I’ si un monome qu’elle divise intervient dans F'.

2.4.1.  Spécialisation d’équations. Soit F € H°(PY O(d)) une équation de degré d non
nulle de Z,. Par le lemme 2.4, on peut la relever en F = Y oarem, anM € HO(PY,O(d)),
une équation de degré d non nulle de Z. Vu l'expression de f,, >t~ 48a(M)q,, M est une
équation de degré d non nulle de Z,. Notons rz = minysem, (v(anr) — deg, (M)), considérons
Fr =Yt deeaM)=r5g, M € HO(PY, O(d)) et notons F' = n(F") € HO(PY,O(d)). Par choix
de 7z, F' est non nulle. Comme Z; C {F" =0}, et que Z’ est son adhérence par platitude,
Z' € {F’ = 0}. Prenant les fibres spéciales, on obtient Z/ C {F’ = 0}: F’ est une équation de
degré d non nulle de Z..

2.4.2. Equations de degré d > 3. On garde les notations du paragraphe 2.4.1.
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LEMME 2.8. Supposons que d > 3 et que F fasse partie d’une suite réguliére globale
définissant Zs. Alors {F' = 0} contient P, et y est singulier.
De plus, les monémes intervenant dans F' sont de a-degré > ag + (d — 1)ay.

Preuve. Si aucun mondéme X;, ... X;, ,X; avec N —p* <1iy,...,ig-1 < N n’intervient
dans F, on voit que P* C {F = 0}, et le critere jacobien montre que {F = 0} est singulier le
long de P*. Cela contredit le corollaire 2.7.

Soit donc M un monoéme de cette forme intervenant dans F. Alors rz < v(an) — deg, (M) =
—deg, (M) < —(ao + (d — L)ay).

Soit maintenant M’ un mondéme intervenant dans F’, de sorte que v(ap;) — deg, (M') —
rp=0. Alors deg,(M') =v(an) —rp = —rp = ag+ (d — 1)ay. Comme d > 3, et que ag <
ay, cela implique deg, (M’) > (d — 1)ap + an. En particulier, aucun mondéme de la forme
X, ... X, X avec 0 < j1,...,J4—1 < ps nintervient dans F’. Cela implique que {F’ =0}
contient P, et le critére jacobien montre que {F’ = 0} est singulier le long de P.. O

On peut a présent montrer le théoreme 2.1 si d > 3.

Preuve du théoréeme 2.1 sidy > 3. On prend pour F une équation de degré d; de Z; qui fait
partie d’une suite réguliere globale définissant Z. Alors, par le lemme 2.8, {F’ = 0} contient
P, et y est singulier.

Comme F’ est une équation non nulle de degré dy de Z., par 2.3 (vi), elle fait partie d’une
suite réguliere globale définissant Z.. Cela contredit le corollaire 2.7. ]

2.4.3. Equations de degré 2.  On garde les notations du paragraphe 2.4.1.

LEMME 2.9. Supposons que d = d; = 2.

Alors, si N — p* < i < N, la variable X; intervient dans F, mais seulement dans des monomes
de la forme X;X; avec 0 < j < p,.

De méme, si 0 < j < p., la variable X; intervient dans F’, mais seulement dans des monémes
de la forme X;X; avec N —p* <i < N.

De plus, rp = —ap — an.

Preuve. Par 2.3 (vi), F fait partie d’'une suite réguliere globale définissant Z;. En
particulier, par le corollaire 2.7, {F = 0} contient P* et y est lisse. Si N —p* <i < N est
tel que X; n’intervient pas dans F', le critére jacobien montre que {F = 0} est singulier en
le point de P* ayant toutes ses coordonnées nulles sauf la i-eme: c’est absurde. De méme, si
0 < j < ps, la variable X; apparait dans F”.

Soient maintenant N — p* <7 < N, 0 < j < ps, M un monoéme intervenant dans F' divisible
par X; et M’ un monome intervenant dans F” divisible par X;. Onarz < v(apr) — deg, (M) =
—deg, (M) < —ap —ay d'une part et 7z = v(ayr) — deg, (M') > —deg,(M') > —ap — an
d’autre part. Ces inégalités sont donc des égalités. En particulier, deg, (M) = deg, (M') =
o + ay, ce qui montre les restrictions voulues sur les monémes intervenant dans F et F’, et
TR = —0n — QN. ]

Montrons a présent le théoreme 2.1 si ¢ > 2 et dy = dy = 2.
Preuve du théoreme 2.1 si ¢ > 2 et dy = dy = 2. On peut supposer, quitte a échanger Z

et Z', que p* > p,. Soit (F})iepr un pinceau d’équations de degré 2 de Z,. Comme F} fait
partie d’une suite réguliere globale définissant Z, par 2.3 (vi), le corollaire 2.7 montre que
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{F; = 0} contient P* et y est lisse. De plus, les restrictions sur les monoémes de F; obtenues
dans le lemme 2.9 montrent que si x € P*, L* C T, {F; = 0}. L’ensemble des hyperplans de
]P’fy contenant L* s’identifie naturellement au dual (P,.<)v de P,, et on obtient un morphisme
I: P! x P* — (P,)V défini par I'(t,x) = T, {F; = 0}.

Comme dim(P* x P*) = p* +1 > p, = dim((Ps)Y), on peut trouver un hyperplan H €
(P.)V, et C une courbe irréductible dans P! x P* tels que I'(t,z) = H pour (t,z) € C. Si
la projection C' — P* n’est pas constante, son image est une courbe, et H est tangent a Z, le
long de cette courbe, ce qui contredit [15] 6.3.5, 6.3.6. Sinon, C' = P! x {x} pour z € P*, et
tous les {F; = 0} ont espace tangent H en x. En particulier, les équations Fyy et F; ne sont pas
transverses en x. Comme, par 2.3 (vi), elles font partie d’une suite réguliere globale définissant
Zs, cela contredit 2.3 (viii). O

2.4.4. Fin de la preuve. 1l reste a prouver le théoreme 2.1 si ¢ > 2,dy =2 et dy >

Preuve du théoréme 2.1 si ¢>2, di =2 et dy > 3. Soient F € HO(PY,0(2)) et G €
HO(PY,0(dz)) des équations de Z falsant partie d’une suite réguliere globale la définissant.
Appliquant la discussion du paragraphe 2.4.1 a F' et GG, on obtient d’une part des équations F,
F', F' et un entier 7, d’autre part des équations G, (', G’ et un entier rg- Par le lemme 2.9,

Tp = —Gp —an.

Par le lemme 2.8, G’ est singulier le long de P,, de sorte que, par le corollaire 2.7, G’ ne peut
faire partie d’une suite réguliere globale définissant Z.. Par 2.3 (vii), cela signifie qu’il existe
Q € HO(PY,0(dy — 2)) tel que G' = QF".

Par le lemme 2.9, la variable X intervient dans F’. Par le lemme 2.8, tous les monomes
intervenant dans G’ ont un a-degré > ag + (d2 — 1)ay. Ces deux faits impliquent que tous
les mondmes intervenant dans @ ont a-degré (ds — 2)an, et que G’ fait intervenir au moins
un monome de a-degré oo + (do — 1)ay. En particulier, on a égalité dans les inégalités de la
démonstration du lemme 2.8, ce qui montre rs = —ag — (d2 — 1)ay.

Soit Q un relevé de Q & HO(PY, O(dy — 2)) ne faisant intervenir que des monomes de a-degré
(de — 2)ay. Posons H = G — QF Comme {F =G =0} ={F =H =0}, F et H font partie
d’une suite réguliere globale définissant Z5. On applique la discussion du paragraphe 2.4.1 a
H et & son relevé H = G — QF. Comme le raisonnement effectué ci-dessus pour F et G vaut
aussi pour F' et H, on a TH =—ap — (da — 1an.

Calculons H’. On note af ayr le coefficient du mondéme M dans F, et on utilise des notations
analogues pour G, H et Q. Comme le a-degré d’un produit de mondmes est la somme des
a-degrés de ces monomes, il vient:

H =& Z t’dega(M)aﬁM
MeMa,

=t "a Z t*dega(M)a]C;v}M_ Z fdega(M)a%M Z ¢~ dego (M) FM
Meimdz MGSDICIQ_Q MeMNs

Comme rea=Tg=—Qp— (d2 — l)ozN7 rp = —Qp — an, et que tous les monomes intervenant
dans Q sont de a-degré (d2 — 2)ay, on obtient:

g/:t_ré Z t_deg“(M)a]\ézM _Q (t—rp Z t—dega(JV[) FM)

Memy, Mem,
=G - QF.
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Spécialisant cette équation, il vient H' = G’ — QF’ = 0. C’est une contradiction car, dans la
construction du paragraphe 2.4.1, rz est choisi de sorte que H’ soit non nul. Cela conclut la
preuve. ]

3. Automorphismes

3.1. Schéma en groupes des automorphismes

On regroupe dans ce paragraphe des généralités sur les automorphismes de variétés, nécessaires
pour I’énoncé et la preuve du théoreme 3.1.

Soit k£ un corps; on note p sa caractéristique (on peut avoir p =0). Si Z et T sont des
k-schémas, on notera Z7 le T-schéma Z x;, T.

On adopte les conventions de [6] Chap. 9 en ce qui concerne les foncteurs et schémas de
Picard.

3.1.1. Automorphismes d’une variété. On rappelle que, si Z est un k-schéma projectif, le
foncteur qui & un k-schéma T associe 'ensemble Auty(Zr) des T-automorphismes de Zp est
représentable par un k-schéma en groupes noté Auty (7). Le groupe des composantes connexes
de Auty(Z) est dénombrable et sa composante neutre est un k-schéma en groupes de type fini
dont I'espace tangent en lidentité s’identifie & H(Z,Tz). Pour ces faits, on pourra consulter
[20] Prop. 4.6.10.

3.1.2.  Automorphismes d’une variété polarisée. Soient g¢: Z — Spec(k) un k-schéma
projectif géométriquement integre, et A € Picz,; (k). Considérons le foncteur qui a un k-schéma
T associe 'ensemble des f € Autr(Zr) tels que le diagramme suivant commute:

*

Picz, /7 S Picz, /7

BN

Ce foncteur est représentable par un sous-schéma fermé de Auty(Z). En effet, si T est un k-
schéma et f € Auty(Z xj T), le sous-schéma fermé de T' défini par I’équation f* o Ap — Ap =0
vérifie la propriété universelle requise. Il est de plus immédiat que c’est un sous-schéma en
groupes. On le note Autg(Z, A).

3.1.3. Cas des intersections complétes. Supposons maintenant que Z C IP’,ICV est une
intersection complete lisse polarisée par O(1). On note i: Z C PY Dinclusion, et g et h
les morphismes structurels de Z et IP’kN . On va donner une description plus concrete de
Aut,(Z,0(1)), en l'identifiant & un sous-schéma en groupes de PGLy 11 .

Rappelons que PGLy 41, = Autg(PY), de sorte que si T est un k-schéma, PGLy1 x(T)
est Pensemble des T-automorphismes de PY (voir [18] 0.5b). Considérons le sous-foncteur G
de PGLy41,% qui associe & un k-schéma T l'ensemble G(T') des f € PGLy+1,x(T) tels que
f(Zr) = Zp. Vérifions que G est représentable par un sous-schéma fermé de PGLy 1 5. Pour
cela, soit T un k-schéma et f € PGLy41 (7). Les sous-schémas Zr et f(Zr) de PY sont
plats sur T et induisent donc des sections 7' — Hilb(PY /T') qui sont des immersions fermées
par [7] 5.4.6. L’intersection de ces deux sous-schémas fermés de Hilb(PY /T s’identifie & un
sous-schéma fermé de T qui vérifie la propriété universelle requise. On a montré que G est
représentable par un sous-schéma fermé de PGLy 41 5; que ce soit un sous-schéma en groupes
est immédiat.
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On va montrer que G et Auty(Z,O(1)) coincident. Si f € G(T), on note ®(T)(f) = f|z,-
Comme [ préserve nécessairement la polarisation O(1) € Picpy yr(T) de PX | elle préserve sa
restriction & Zp, de sorte que ®(T')(f) € Autx(Z,O(1))(T). On a ainsi construit un morphisme
de foncteurs ®: G — Autg(Z,0(1)); on vérifie aisément qu’il respecte les lois de groupes.
Montrons en deux temps que c¢’est un isomorphisme.

Tout d’abord, montrons que ®(T') est injectif. Pour cela, soit f € Ker(®(T)): f|zp: Zr — Zr
est I'identité. Par la proposition 2.3 (iii), i* : H(PY,O(1)) — H°(Z, O(1)) est un isomorphisme
de sorte que par changement de base plat par T — Spec(k), i : hp.O(1) — gr.O(1) est un
isomorphisme. La commutativité du diagramme ci-dessous:

montre que f*: hp,O(1) — hp,.O(1) est 'identité, de sorte que f est I'identité.

Montrons enfin que ®(T) est surjectif. Pour cela, soit f: Zr — Zr un élément de
Auty(Z,0(1))(T): f*O(1) ® O(—1) est trivial dans Picy, ,7(T) = Picy,(T), donc, par [6]
Th. 9.2.5 1, dans Picy/,(T). 1l existe donc £ € Pic(T') tel que f*O(1) ~ O(1) ® g7-L. Par
conséquent, f* induit un isomorphisme entre gr.O(1) et gr.O(1) ® L. Composant avec i,
on obtient un isomorphisme entre hp.O(1) et hp,O(1) @ L, donc entre les fibrés projectifs
associés: c’est un isomorphisme P — PY¥. Par construction, c’est un élément de G(T') qui est
un antécédent de f par ®(T).

Alinsi, suivant la situation, on pourra considérer Autg(Z,O(1)) comme un sous-schéma en
groupes fermé de Aut(Z) ou de PGLy 41 k-

3.2. Automorphismes des intersections compleétes lisses

3.2.1. Enoncé du théoréme. Le but de ce chapitre est de montrer que, si Z est une
intersection complete lisse, Autg(Z) et Auty(Z,O(1)) sont, sauf pour un petit nombre
d’exceptions qu’on explique, des schémas en groupes finis réduits.

Le théoreme principal est le suivant:

THEOREME 3.1. Soit Z une intersection compléte lisse. Les schémas en groupes Auty(Z)
et Auty(Z,0(1)) coincident et sont finis réduits, sauf dans les cas suivants:

(i) Quadriques: si c=1 et di =2, Autg(Z) = Autp(Z,0(1)) est lisse de dimension
N(N +1)/2.

(ii) Courbesdegenrel:si N =2, c=1etd; =3 ousiN =3,¢=2etdy = ds =2, Auty(2)
est de type fini et sa composante neutre est une courbe elliptique. De plus Aut(Z, O(1))
est fini ; il est aussi réduit sauf si N =2, c=1,dy =3 et p=3 ousi N=3, c=2,
di=dy=2etp=2.

(iii) Courbes de genre >2: dans les autres cas ot n = 1, Aut,(Z) et Auty(Z, O(1)) sont tous
deux finis réduits, mais peuvent ne pas coincider.

(iv) Surfaces K3:siN =3, c=1etdy =4,siN =4,¢c=2,dy =2etdy =30usiN =5,¢c=
3etdy =dy =ds =2, Auty(Z) est de dimension nulle, réduit et au plus dénombrable
tandis que Auty(Z, O(1)) est fini réduit.

(v) Intersections de deux quadriques: si N > 5 est impair, c=2, dj =dy =2 et p =2,
Autg(Z) = Aut(Z,0(1)) est fini non réduit.
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3.2.2. Cas des hypersurfaces. Le cas des hypersurfaces est classique. En caractéristique
nulle, il est traité par Kodaira et Spencer dans [13] 14.2. En caractéristique positive, la finitude
des groupes d’automorphismes est étudiée dans [16]. On trouvera une discussion tres détaillée
incluant les problémes de réduction dans [11] 11.5, 11.6, 11.7.

3.2.3. Codimension supérieure. Les arguments en codimension supérieure sont analogues.
D’une part, il faut étendre aux intersections completes lisses le calcul fait dans [13] des champs
de vecteurs sur une hypersurface lisse. C’est l'objet du paragraphe 3.3.1. D’autre part, un
phénomeéne nouveau apparait: la non réduction de Autg(Z) quand N > 5 est impair, ¢ = 2,
dy=dy=2 et p=2 (cas (v) ci-dessus). On traite ce cas a laide de calculs explicites au
paragraphe 3.3.2. La preuve proprement dite du théoréme 3.1 se trouve au paragraphe 3.3.3.

Dans le cas (ii) ci-dessus, les automorphismes infinitésimaux sont facilement explicables: ce
sont des automorphismes de translation de la courbe de genre 1. Il serait intéressant d’obtenir
également dans le cas (v) une description géométrique de ces automorphismes infinitésimaux.
Pourrait-on méme identifier la composante connexe de l'identité de Auty(Z)?

3.3. Preuve du théoreme

3.3.1. Champs de vecteurs sur les intersections complétes lisses. Soit Z une intersection
complete lisse sur k. L’objectif de ce paragraphe est la proposition 3.6: on montre que, a
quelques exceptions éventuelles pres, Z n’admet pas de champs de vecteurs globaux non
triviaux. La preuve, qui étend celle de [13] pour les hypersurfaces, consiste en un calcul de
cohomologie de faisceaux de formes différentielles.

Rappelons tout d’abord le théoréme d’annulation suivant sur PV, En caractéristique 0, c’est
une conséquence du théoreme d’annulation de Bott. On peut en trouver une preuve de Deligne,
indépendante de la caractéristique, dans [1] Exposé XI, Th. 1.1.

LEMME 3.2. On a HY(Py, Q5 (1)) = 0 sauf dans les trois cas suivants:
k

(i) p=qetl=0,
(i) g=0et Il > p,
(ili) g=Netl<p—N.

On peut en déduire des théoremes d’annulation sur Z.

LEMME 3.3. Soit Z une intersection compléte lisse sur k.
Sip+qg>netl>p—gq,onaHYZQ,())=0.

Preuve. On raisonne par récurrence sur ¢. Si ¢ =0, on a p > n, de sorte que Q2 =0 et
I’annulation est évidente.
Considérons la (p 4 ¢)-éme puissance extérieure de la suite exacte courte 0 — N7, /Py
k

p+c

Qpy|z — Q7 — 0. On obtient une filtration de Qpy
A

faisceaux localement libres:

|z dont les gradués successifs sont les

c—t
+t +t
A /\N;/]P’,Q’ = ) O (=dj, — - —dj.,), t=0.
1<j1 < <Je—t<c
Tensorisons ce faisceau localement libre filtré par O(l 4+ d; + - - - + d..), de sorte que le gradué
correspondant & ¢ =0 soit Q7(l). En dévissant cette filtration en suite exactes courtes de
faisceaux localement libres, et en écrivant les suites exactes longues de cohomologie associées
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a ces suites exactes courtes, on est ramenés, pour montrer 'annulation désirée, a vérifier les
annulations suivantes:

(i) Pour t > 1et 1<jy <--- < ji <, HTNZ,Q5 " (dj, + -+ dj, +1)) = 0.
(i) HI(Z, Q;§C|Z(z +di+---4d.)) = 0.

Pour les premieres annulations, on peut appliquer I’hypothese de récurrence. Les hypotheses
sont vérifiées car p+t+qg—1=2p+qg>netd; +---+dj, +1Z2l+t+1>p+t—qg+1
Pour la seconde annulation, on dispose de la résolution de Koszul de Og:

0K - =K"= 0z —0,
o K" = N\'(Pi_, O(—d;)) = Dicj<cj<e O(=dj, — -+ — dj,). Tensorisons cette résolution

par le faisceau localement libre ngc
k
d’hypercohomologie associée:

E}® = H(PY K" ® Qggc(l +di+---+d.)) = H (2, Q@Zﬂz(l +di+ -+ de)).

(l+dy+---+d.), et considérons la suite spectrale

Il s’ensuit que pour montrer l'annulation voulue, il suffit de vérifier I'annulation des
HQ+T(IP£V,Q§$C(Z +dj, +--+d;j, ) pour 0<r<cet1<j<-<jer <c. Pour cela,
montrons quek le lemme 3.2 s’applique.

Si Pon était cans le cas (i), on pourrait écrire | = —d;, —---—d;,_ < =2(c—r)=(p—q) —
(¢ —7) < p—q, ce qui est absurde. Si on était dans le cas (ii), on aurait ¢ + r = 0 donc ¢ = 0,
mais ce cas a été traité comme initialisation de la récurrence. Enfin, si I'on était dans le cas
(iii), il viendrait: p—g¢<I<l+d;, +---+d;,_, <p+c— N =p—n, de sorte que ¢ > n et
que Pannulation de H9(Z, Q% (1)) était évidente. O

La stratégie de démonstration du lemme ci-dessus permet de montrer I'annulation d’autres
groupes de cohomologie. Les deux lemmes qui suivent en sont des exemples, dont on aura besoin.
Le premier de ces lemmes concerne les hypersurfaces cubiques de dimension au moins 2.

LEMME 3.4. Supposons que ¢ =1, dy = 3 et N > 3. Soit Z une intersection complete lisse
sur k.
Alors HN=1(Z,QL(2 - N)) = 0.

Preuve. On procede de la méme maniere que dans la preuve du lemme 3.3. Par argument
de filtration, on est ramenés a montrer l'annulation des deux groupes de cohomologie
HN=2(7Z,0%2(5—N)) et HN"Y(Z, Q]%,kN|Z(5 — N)). Pour le premier, on peut appliquer le
lemme 3.3. Pour le second, on procede de la méme maniere qu’en 3.3: par I'argument de suite
spectrale de Koszul, on est ramenés a montrer 'annulation des deux groupes de cohomologie
HN=YPY, Q25 (5 — N)) et HY (P, Q?P}Q’ (2= N)). Le lemme 3.2 montre qu’ils s’annulent, sauf
le second si N = 2. |

Le second de ces lemmes concerne les intersections de deux quadriques de dimension paire.

LEMME 3.5. Supposons que ¢ =2, dy = dy = 2 et que N est pair. Soit Z une intersection
compléte lisse sur k.
Alors HN=2(Z,QL(3 — N)) = 0.

Preuve. On va en fait prouver I’énoncé plus général suivant : sic=2,d; =dy =2eti >0,
HN=279(Z,Q,"(3 + 2i — N)) = 0, de sorte qu'on obtient le résultat voulu en faisant i = 0. La
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preuve procede par récurrence descendante sur 7. L’initialisation de la récurrence est facile: si
1 > N — 2, le faisceau le+i est nul par dimension. Supposons I'annulation vérifiée pour i + 1,
et cherchons a la montrer pour i.

On procéde de la méme maniere que dans la preuve du lemme 3.3. Par largument
de filtration, on est ramenés a montrer I'annulation des trois groupes de cohomologie
HN=374(Z,Q%2M (54 2i — N)), HN=3=9(Z, Q7 (7+2i — N)) et HVN=27/(Z, Q;§i|z(7 + 2i —
N)). Le premier s’annule par hypothese de récurrence, le second s’annule par le lemme 3.3. Pour
montrer ’annulation du troisieme, on procede toujours comme dans la preuve du lemme 3.3: en
utilisant la suite spectrale de Koszul, on est ramenés a montrer I’annulation des trois groupes
de cohomologie suivants: HYN~271(PN Q;?(? +2i—N)), HN-1={(PN, Q%;ﬁi(S +2i—N)) et
HN={(PN, Q;Z{,i(?) + 2i — N)). Pour cela, appliquons le lemme 3.2. Le cas (i) n’arrive que pour
le troisieme de ces groupes et N = 2i + 3, ce qui est impossible car N est supposé pair. Le cas
(ii) n’intervient pas car i < N — 2, et on vérifie facilement qu’on n’est jamais dans le cas (iii).
Cela conclut. 0

On peut finalement montrer:

PROPOSITION 3.6. Supposons qu'on napasc=1etdy =2, ni N =2, c=1etd; =3, ni
N impair, ¢ = 2 et dy = do = 2. Soit Z une intersection compléte lisse sur k.
Alors H*(Z,Tz) = 0.

Preuve. Par dualité de Serre, H*(Z,Tz) = H"(Z,Q(d1 + - - - + d. — N — 1))V. Cherchons
a annuler ce groupe de cohomologie a l'aide du lemme 3.3. La premiere condition p+ ¢ =
1+ mn > n est trivialement vérifié. Pour la seconde, on remarque que Il +¢q—p=dy +---+
de—c—2>0saufsic=1letd; =2o0ou3,ousic=2et dy =dy =2.

Sie=1,dy =3 et N >3, on peut appliquer le lemme 3.4. Si c=2, dy =dy =2 et N est
pair, on peut appliquer le lemme 3.5. |

3.3.2. Intersections de deux quadriques. Dans ce paragraphe, on effectue des calculs sur
les intersections de deux quadriques par manipulation explicite de leurs équations.

PROPOSITION 3.7. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique # 2, N > 3 et
Z C IP),ICV une intersection compleéte lisse de deux quadriques. Alors I'espace tangent en Id de
Auty(Z,0(1)) est trivial.

Comme Z est lisse, on peut appliquer [23] Proposition 3.28: on obtient un systéme de
coordonnées dans lequel Z = {g=¢ =0} avec ¢ = X3 + -+ X%, ¢ = ao X3 + -+ an X3,
et ou les a; sont distincts.

Notons PG = Autg(Z,0(1)) et G son image réciproque dans GLy41: on a une suite exacte
courte 0 — G,,, = G — PG — 0. On note A = k[g]/&? les nombres duaux de sorte que l’espace
tangent & GLy41 en Id s’identifie aux matrices de la forme (Id4eM) € GLy1(A). Soit
v un vecteur tangent a PG en Id. Par lissité de G — PG, on le releve en g =Id+eM €
G(A) un vecteur tangent a G en Id. On note (m;;)ogij<n €k les coefficients de la
matrice M.

Par la proposition 2.3 (iii), H°(PY,Z7(2)) est de dimension 2, engendré par g et ¢’. Ainsi,
par changement de base par le morphisme plat k — A, H*(PY,Zz,(2)) est un A-module libre
de rang 2, engendré par g et ¢’. La matrice g = Id +eM agit sur H°(PY, O(2)) en préservant ce
sous-module, de sorte que g o g et ¢’ o g sont combinaisons & coefficients dans A de g et ¢’. En
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calculant les termes constants (sans ¢), on voit qu’il existe «, 3,7, € k tels que ces relations
soient de la forme suivante:

qgog=(1+ea)g+efq, (3)
¢ og=evqg+ (1+ed)q. (4)

Comme aucun monéme X; X avec ¢ # j n’intervient dans le terme de droite de (3), on obtient
m; ; +m;; = 0 pour ¢ # j. Procédant de méme avec (4), on obtient a;m; ; +a;m;; = 0 pour
i # j. Comme a; # a; pour i # j, cela montre m; ; = 0 pour ¢ # j.

La relation (3) s’écrit alors m; ; = a+ fa; pour 0 < i < N. De méme, la relation (4) s’écrit
a;m;; =+ da; pour 0 <i < N. De ces deux relations, il vient que, pour 0 <i < N, Ba? +
(¢ —d)a; — v =0. Les a; sont alors N + 1 racines distinctes d’un polynome de degré 2. Ce
polynéme est donc nul: en particulier, 3 = 0 et m; ; = a pour tout i.

On a montré que M est une homothétie, donc que g est en fait tangent a G,,,. Par conséquent,
v =0, et I'espace tangent de PG en Id est bien trivial.

ProroSITION 3.8. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique 2, N > 3
impair, et Z C ]P’ffv une intersection compléte lisse de deux quadriques. Alors 'espace tangent
en Id de Aut,(Z,O(1)) est de dimension > (N — 1)/2.

Preuve. Soient Z = {q = ¢’ = 0} des équations de Z. Notons b et b’ les formes bilinéaires
symétriques associées aux formes quadratiques ¢ et ¢’. Comme la caractéristique de k est
2, le polynoéme det(Ab+ ud’), homogene de degré N + 1 en A et p, est le carré du pfaffien
pfaff (Ab + pb’). Comme il suffit de montrer la proposition pour Z générale, on peut supposer
que les racines de ce pfaffien sont distinctes.

Dans ce cas, on peut appliquer [4] Coro. 2.10: en notant N + 1 = 2r, il existe un systéme de
coordonnées dans lequel Z ={qg=¢ =0} avec ¢ =Y, X;Viet ¢ =, a;X;Vi +c; X} +
d; Y2

On raisonne alors comme dans la preuve de la proposition précédente, dont on conserve les
notations. Un vecteur tangent & GLyy1 en Id est un élément g = Id+eM € GLy41(A4). S’
préserve le sous-A-module libre de rang 2 de H°(PY, O(2)) engendré par g et ¢, il préserve
Z4=1{q=¢q =0} et est donc tangent & G en Id. Or, si D € M,.(k) est diagonale, et si on note

D 0
=0 n)
on vérifie par calcul que g = Id +¢M préserve ce sous-module, de sorte que g est tangent a G
en Id. Ceci montre que 'espace de tangent de G en Id est de dimension > r = (N 4 1)/2. De

la suite exacte 0 — G,,, — G — PG — 0, on déduit que 'espace tangent de PG en Id est de
dimension > (N — 1)/2, comme voulu. O

3.3.3. Fin de la preuve. Montrons finalement le théoreme 3.1.

Preuve du théoréme 3.1.  On se rameéne au cas ou k est algébriquement clos; pour cela, on
note k une cloture algébrique de k. Par description de leurs foncteurs des points, Aut;(Z;) =
Autg(Z);. Ainsi, le k-schéma en groupes Auty(Z) est de dimension nulle (respectively fini,
respectively lisse, respectively de dimension nulle et réduit) si et seulement si le k-schéma en
groupes Autz(Z;) lest. Le seul point non trivial dans cette assertion est le fait que si Autg(Z)
est réduit de dimension nulle, Autz(Zz) est réduit. Mais si c’est le cas, la composante connexe
de l'identité de Auty(Z) est un k-schéma connexe de dimension nulle donc ponctuel, réduit donc
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isomorphe au spectre d’un corps, avec un k-point donc k-isomorphe & Spec(k). Par conséquent,
la composante connexe de l'identité de Auty(Z;) est Spec(k). Par homogénéité sous 1’action
des k-points de Autj(Z;), toutes ses composantes connexes sont isomorphes & Spec(k), donc
réduites. Le méme raisonnement permet de comparer Auty(Z, O(1)) et Aut(Zz, O(1)). Dans
la suite, on suppose donc k algébriquement clos.

Commengons par montrer que si n > 2 et si I'on n’est pas dans le cas (iv), Autg(Z) =
Auti(Z,0(1)). Pour cela, soient T un k-schéma et f € Auty(Z)(T) un T-automorphisme de
Zp. 11 faut montrer que le diagramme (2) commute. Raisonnant composante connexe par
composante connexe, on peut supposer T connexe. Remarquons tout d’abord que, comme
n > 2, la proposition 2.3(ii) montre que I’espace tangent en l'identité H*(Z,O0yz) a Picy/;, est
nul, de sorte que Picyz,, /7 est réunion de composantes connexes T-isomorphes a T'. Les sections
A7 et f* o Ap sont nécessairement des isomorphismes sur I'une de ces composantes connexes:
ainsi, pour qu’elles coincident, il suffit qu’elles coincident en un point géométrique. On est donc
ramenés a vérifier que, sous nos hypotheses, un automorphisme f d’une intersection compléte
lisse Z sur un corps algébriquement clos préserve O(1). Si n > 3, par théoréme de Lefschetz,
O(1) est 'unique générateur ample du groupe de Picard de Z, et est donc préservé par f.
Si n =2, mais qu'on n’est pas dans le cas (iv), [1] Exposé XI, Th. 1.8 montre que O(1) est
I'unique générateur ample du sous-groupe du groupe de Picard de Z constitué des fibrés en
droites dont un multiple est proportionnel au diviseur canonique; cette caractérisation montre
qu’il est préservé par f.

D’autre part, par la proposition 3.6, si on n’est pas dans un des cas (i), (ii) ou (v),
H°(Z,Tz) =0. Comme cet espace vectoriel s’identifie & I'espace tangent en lidentité de
Auty(Z2), Auty(Z) est alors un schéma en groupes réduit de dimension 0.

Ces deux faits, combinés aux résultats généraux du paragraphe 3.1, montrent le théoreme
sauf dans les cas (i), (ii), (iii) et (v) qu’on discute & présent.

Le cas (i) des quadriques est classique: la composante connexe de Autg(Z) est un groupe
semi-simple de type orthogonal.

Le cas (iii) des courbes de genre > 2 est également classique, mais donnons un argument.
Comme Tz est un fibré en droites anti-ample, H(Z, Tz) = 0, de sorte que Auty(Z) est réduit
de dimension 0. Pour montrer que ce schéma en groupes est fini, on peut remarquer que,
comme un automorphisme préserve 3Kz, Auty(Z) = Auty(Z,3K ). Alors, en considérant le
plongement tricanonique de Z et en procédant comme au paragraphe 3.1.3, on réalise Auty(Z)
comme un sous-schéma en groupes d’un groupe linéaire, de sorte qu'’il est de type fini, donc
fini. Enfin, Auty(Z, O(1)) est fini réduit comme sous-schéma en groupes de Auty(Z).

Dans le cas (ii), Z est une courbe de genre 1. La courbe elliptique E sous-jacente agit
par translations sur Z. Comme h°(Z,T7) = h°(Z,0z) =1, on voit que E s’identifie & la
composante connexe de I'identité de Auty(Z). Finalement, le groupe des composantes connexes
de Auty(Z) est fini par [22], Chapter III, Theorem 10.1. Il reste & déterminer le schéma en
groupes E N Aut(Z,O0(1)). Il est expliqué dans [11] 11.7 p. 342 que c’est E[3] (respectively
E[4]) si N =2, ¢ =1 et d; =3 (respectively si N =3, ¢ =2 et d; = dz = 2). Le Corollary 6.4
de [22] permet de comparer le degré et le cardinal de ce sous-groupe, et donc de vérifier qu’il
est non réduit si et seulement si p = 3 (respectively p = 2).

Traitons enfin le cas (v). On note H le schéma de Hilbert des intersections completes lisses. Le
théoreme 2.1 sous sa forme (iii) montre la propreté de action de PGL 41 sur H. La description
de Auti(Z,0(1)) comme sous-groupe de PGLx41 montre qu’il s’identifie au stabilisateur de
[Z] € H(k) pour cette action: il est donc propre. Comme il est affine comme sous-groupe fermé
d’un groupe affine, il est fini. La proposition 3.7 montre que si p # 2, 'espace tangent en
lidentité de Auty(Z, O(1)) est trivial, de sorte que ce schéma en groupes est fini et réduit. La
proposition 3.8 montre, elle, que si p = 2, l'espace tangent en 'identité de ce groupe est non
trivial, de sorte que ce schéma en groupes est fini mais non réduit. ]
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3.4. Propriété de Deligne-Mumford

On peut enfin montrer:

THEOREME 3.9. Le champ M est de Deligne—Mumford sauf dans les cas suivants:

(i) Sic=1etd =2

(i) SiN =2, ¢=1,dy = 3, auquel cas il est de Deligne-Mumford au-dessus de Spec(Z[3]).
(iii) Si N > 3 est impair, ¢ = 2, d; = dy = 2, auquel cas il est de Deligne-Mumford au-dessus

de Spec(Z[3]).

Preuve. Soient k un corps algébriquement clos et Z une intersection complete lisse sur

k. La description de Auti(Z,O(1)) comme sous-groupe de PGLy+1 montre qu’il s’identifie

au

stabilisateur de [Z] € H(k) pour l'action de PGLyy; par changement de coordonnées.

Comme le champ M est de Deligne-Mumford si et seulement si les stabilisateurs géométriques
de Taction de PGLyy; sur H sont finis et réduits, le théoreme 3.1 permet de montrer la
proposition. |
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