MAT 1013 : Exercices

19 janvier

1. Soit by un nombre réel plus grand que 3/2. Montrer qu’il existe un entier

positif n tel que
3 3dIn+4

<
2 2n

< bg.

2. Soit x un nombre réel positif satisfaisant 'inégalité 0 < x < 1/n pour
tout n € N. Montrer que = = 0.

3. Trouver la plus petite borne supérieure et la plus grande borne inférieure,
si elles existent, de ’ensemble suivant. Justifier sa réponse.

{5n4j—3 ]nEN}

4. Trouver la plus petite borne supérieure et la plus grande borne inférieure,
si elles existent, de ’ensemble suivant. Justifier sa réponse.

{5@;1 | EN}

5. Trouver la plus petite borne supérieure et la plus grande borne inférieure,
si elles existent, de ’ensemble suivant. Justifier sa réponse.

{(—1)”271 | e N}

n+1

6. Montrer que si ) # F C E C R sont deux ensembles bornés, alors
inf(F) < inf(F) < sup(F) < sup(FE).



7. Soient E et F deux ensembles non vides tels que z € E et y € F im-
pliquent x < y. Montrer que E est borné supérieurement, que F' est borné
inférieurement et que sup(F) < inf(F).

8. Soient ) # F C Ret ) # F C R deux ensembles bornés supérieurement.
Montrer que 'union E' U F'I'est aussi et que sup(E U F') = max{sup(E), sup(F)}.

9. Soient ) # E C Ret () # F C R deux ensembles bornés inférieurement.
Montrer que 'union E' U F 'est aussi et que inf(E U F') = min{inf(E), inf (F')}.

10.  Soit > —1. Démontrer par récurrence que (1 + z)” > 1 + nx pour
tout n € N.

11. Démontrer par récurrence que n! > 2"~ pour tout n € N.
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1. Trouver un N € R tel que pour tout entier n > N on a

n%—2 1‘< 1
3n2+4 31 826

2. Trouver un N € R tel que pour tout entier n > N on a

3n2+2n+10_3‘ _ 1
™2 —5n+4 7 1000°

3.  Montrer que pour tout entier n > 1 nous avons les inégalités

1 n! 1
— < — < .
n! — n—2n71

3

4. Montrer que les suites ci-apres convergent vers 0 en utilisant la notation
e — N(e).

(1) an= on
(2) 2 =log,(2)
n
3 w=Y"
n 4+ 2
5. Montrer que la suite z,, = 5321 ne converge pas vers %




6. Montrer que la suite z,, = V1 + n + n? converge vers 1.

7. Montrer que la suite x,, = vn +n? — n converge vers 1/2.

2n2+3
n2+1

8. Montrer que la suite x, = converge vers 2 en utilisant la no-

tation € — N (e).

9. Définissons les suites ci-apres (n > 2) :

ULV PR I S

ap = —+-—4+-4---+—— —logn

n 27371 n—1_ ®
b—1+1+1+1+ + ! +1 1
e 2 3 4 n—1 n 0En

Vérifier que b, — a, = +. Conclure que b, > a,.

n
Utiliser les inégalités

(4) n—li—l <log(n+1)—logn < %
afin de montrer que b,+1 < b, et a, < an4+1. La suite b, est strictement
décroissante et bornée inférieurement. La suite q,, est strictement croissante
et bornée supérieurement. Nous verrons sous peu en classe que dans ces
conditions les suites b,, et a, convergent. Montrer qu’elles convergent vers
la méme valeur C' = 0,5772156649.... Cette valeur est appelée la constante
d’Euler.

La démonstration des inégalités en (4) est basée sur le fait que si n < x <
n + 1 alors 7#1 < % < %, d’ou

n+1 dx n+1 dx n+1 dr
[oame) v kW
" n+1 n x n n
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1. Montrer que les suites ci-apres convergent en utilisant la notation € —
N(e).

0 Lo L3e10m 3
weu>54—2'10n-_ 2
2)  lm 22—y
n—oo n
3n? —4dn +1
(3) T L

n—oo —n2 +4n — 2

2n—"7
3n+2

2. Montrer que la suite x,, = est croissante et majorée. Trouver la

limite de cette suite.

3. Soit 1 =1 et x, = 3+ /Tp_1,n > 2. Montrer (par récurrence) que
la suite x,, est majorée et qu’elle est croissante. Trouver la limite de cette
suite.

4. Soit 1 = 1 et x, = /2+ x_1,n > 2. Montrer (par récurrence) que
la suite z,, est majorée et qu’elle est croissante. Trouver la limite de cette
suite.

5. Utiliser les propriétés des limites afin d’évaluer les limites suivantes.

4 —5n+ 3n3
4 li
o I g W
3n2 — bn + 4
5 1' - - - =
( ) nlg; 2%-—7



6 . Définissons la suite ci-apres (n > 1) :

1 1 1 1
= + + + -+ .
1+n 24n 3+n n+n

Tn

Vérifier que 0 < z,, < 1 pour tout n. Déterminer si la suite est croissante ou
décroissante. Conclure que la limite existe.

7. Soit zn = —03 (1 +2F + ...+ nF), o m > 1 et k est un entier
n

strictement positif fixe.
Montrer que

. 1
oy =

Indication. Utilisez le fait que (1% +2¥ + ... + n¥) est un polynéme en n de
degré k + 1 ayant comme coefficient dominant 1/(k + 1).
Interprétation : x, peut étre vu comme une somme de Riemann et

: 1 !
nh_}rng.%ﬁ = m = /0 iL'k dz.

8. Utiliser le binébme de Newton afin de montrer I'inégalité

—1
2"_(1+1)">n+”(”2).

n 2
Puis montrer que on < —. Conclure que
n

. n

9. Soit {xy} une suite qui converge vers a. Montrer que
lim ¥z, = Va.
n—oo

Vous aurez besoin de la relation (z—y) = (/3 —y1/3)(2?/3+21/3y1/3 4 42/3).
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1. Trouver I'ensemble des points d’accumulation des ensembles suivants :
Al+ineN}

(" ey

(L21u{3)NQ

AreQl<z<2}

. ]2, 00]

2. Trouver (),2, ] —1/n,3+1/n[.

—_

cUos w1

3. Trouver | J,2, 11/n,3 —1/n[.

4. Les ensembles de ’exercice 1 sont-ils fermés ?

5.  Montrer que tout nombre réel est un point d’accumulation de Q.

6. Montrer que tout nombre réel est un point d’accumulation de R\Q.

7. La fermeture d’'un ensemble E, notée E, est E U E’, ou E' désigne
I’ensemble des points d’accumulation de E. Trouver la fermeture des en-

sembles de 1’exercice 1.

8. Montrer que FE est fermé, c’est-a-dire montrer que le complément de
est ouvert.

9. Soit E={1/nln € N} U2, 3[U]3, 4{U{9/2} U[5, 6JU(QNIT, 8)).
Trouver E’, E et 'ensemble des points intérieurs de E.
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1. Pour chacun des ensembles E de cet exercice, trouver E', E et int(E).
1. (] —00,—1]NQ)U] - L, 1[U {1+ 1/n|n>1} U (]2,V/5]NQ).
2. (R\{1/n|neN})n|o0,2].
3. {x e R|sin(1l/z) = 0}.
2. Trouver | Jo2, n—1,n+2[.
3. Trouver 2, 11/(n+2),1/n|.
4. Trouver (o2, ]2—1/n,3+41/n].
5. Trouver J;2, [2—1/n,3—1/n|.
6. Soit E un sous-ensemble de R. Montrer que E est le plus petit fermé
contenant F. C’est-a-dire, montrer que si F' est un fermé contenant E, alors
ECECF.
7. Soit E un sous-ensemble de R. L’intérieur de F, noté int(E), est l'en-
semble des points intérieurs de E. Montrer que int(E) est un ouvert. Montrer
que int(E) est le plus grand ouvert contenu dans E. C’est-a-dire, montrer
que si G est un ouvert contenu dans E, alors G C int(E) C E.

8.  Soient A C B C R. Montrer que A’ C B’.

9. Soient A C B C R. Montrer que A C B.



10.  Soient A et B des sous-ensembles de R. Montrer que AU B = AU B.
Montrer que ANB C AN B. Trouver un exemple illustrant le fait que
I’égalité AN B = AN B n’est pas vérifiée en général.

11.  Soient A et B des sous-ensembles de R. Montrer que int(A N B) =
int(A) N int(B). Montrer que int(A) U int(B) C int(A U B). Trouver un
exemple illustrant le fait que 1’égalité int(A) U int(B) = int(A U B) n’est
pas vérifiée en général.
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1. Basez-vous sur les démonstrations des points 3) et 4) de la proposition 2
afin de montrer que si f et g sont des fonctions continues définies sur D et a
valeurs dans R, alors les fonctions f+g et kf, k € R, sont continues dans D.

2. Soit f une fonction continue en xj. Montrer que la fonction |f| est
continue en xg. L’inverse est-il vrai?

3. Soit f et g deux fonctions définies sur D. Posons fVg(z) = max(f(z), g(z))
et f A glx) = min(f(z), g(x)). Montrer que £V g = 3((f +g) +|f — gl) et
fAg=3((f+9)—|f—gl). Montrer que si f et g sont continues, alors fV g
et f A g sont continues.

4. En vous basant sur les exemples vus en classe (et dans les TP) concer-
nant la continuité des fonctions z2/2 et /3, montrer que la fonction racine
n-iéme est continue de [0, oo[ dans [0, o[. ( n € N)

5. Soit f une fonction continue en zy. Soit n € N. Montrer par récurrence
que f™ est continue en zg. Est-ce que la fonction f1/™ est continue en zq ?

Justifier sa réponse.

6. Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(a)f(b) < 0. Montrer
qu’il existe un nombre réel ¢ € ]a, b] tel que f(c) = 0.

7. Montrer qu’il existe un nombre x € |7/6,7/3[ tel que cos(z) = tan(z).

8. Soit f(z) = 2% — 6. Déterminer un intervalle de largeur 1/16, contenu
dans [1, 2] qui contient au moins un nombre c tel que f(c) = 1.



9. En utilisant la notation e-0, montrer que si f et g sont continues en
x¢ alors les fonctions f + g et fg sont continues en x.

10. Montrer que si m > 0 est un nombre quelconque, alors il existe un
x €1]0,7/2[ tel que mx = cos(x).
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1. Soient f(x) = 2% € = 1/10 et a = 2. Trouver § tel que f(V(a,d)) C
V(f(a),e).

2. Soient f(x) =sin(z), e = 1/5 et a = 7/2. Trouver § tel que f(V(a,d)) C
V(f(a),e).

3. Soient f(x) = tan(x), e = 1/10 et a = w/4. Trouver ¢ tel que f(V (a,d)) C
V(f(a),e€). Refaire I’exercice avec a = 47 /9.

4. Soient f(z) = ﬁ, e =1/10 et a = 1/2. Trouver ¢ tel que f(V(a,d)) C

V(f(a),e€). Refaire I'exercice avec a = 5.

5. Soient f(x) = u%x et g(x) = /x. Solent € = 1/10 et a = 8. Trouver 4,

et 9z tels que f(V(a,d2)) C V(f(a),d1) et g(V(f(a),d1)) C V(go f(a),e).
6. Montrer qu'il y a un point ¢ entre 0 et 2 tel que ¢ + cos(wc) = 4.

7. Soit f(x) = 23. Utiliser la notation ¢ — § afin de montrer que f est
continue en x = a. Indication : 2* — a3 = (z — a)(z? + za + a?). Majorer le

terme (22 + za + a®) autour de a. Généraliser avec f(z) = x™.

8.  Montrer que la fonction f :Ja,1[— R, 0 < a < 1, définie par f(z) =1/x
est uniformément continue sur |a, 1[.

9. Montrer que la fonction f : R — R, définie par f(z) = ﬁ est uni-
formément continue sur R.



10.  Soit f :]0, 1]— R la fonction définie par f(z) = sin(1/x). Montrer que f
n’est pas uniformément continue dans ]0, 1[. Déterminer si g(z) = cos(1/x)
est uniformément continue sur ]0, 1[.

11.  Soit f,¢g : D — R deux fonctions uniformément continues dans D.
Montrer que f + g est uniformément continue dans D.

12.  Donner un exemple de fonctions f et g uniformément continues telles
que fg n’est pas uniformément continue.

13. Soit f,g: D — R deux fonctions uniformément continues et bornées.
Montrer que fg est uniformément continue dans D.

14. Soit f: A — Bet f: B — C des fonctions uniformément conti-
nues. Montrer que go f : A — C est uniformément continue.

15.  Soit f : R — R une fonction continue périodique. Montrer que f
est uniformément continue.
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1. Déterminer un nombre § tel que

3r—1 2
}x — 2l <0,001
T+ 2

des que 0 < |z — 1] < 4.

2.  Déterminer un nombre J tel que

r—1
1+4x

+1‘ < 0,001

des que 0 < |z| < §.

222 — b —
3. Soit f(z) = i"f;?” définie dans R\ {3}. Montrer que la limite
x —_—
de f(z) lorsque z tend vers 3 est 7.
4. Soit f(x) = 21 = x) définie dans R\ {0}. Trouver lim, .o+ f(x) et
x

hmm—»o_ f(ﬁl?)
5. Soit f et g des fonctions définies dans D. Soit a un point d’accumulation
de D. Supposons que

lim f(z) = L.
lim g(z) = Lo.

Montrer que

lim (f + g)(z) = L1 + Lo



Montrer que

lim (fg)(z) = L1 L.
Montrer que si Lo # 0, alors g(x) # 0 dans V'(z,d) (| D pour un certain 6.
Montrer que si Lg # 0 alors
f

Ll
].‘ - - — .
lim (x) ,

6. A laide de la définition de la limite, montrer que

lim f(z) :L<:>fllii%f(a+h) =L

r—a

7. Soit f,g : D — R deux fonctions ayant D comme domaine commun
et g un point d’accumulation de D. Supposons que f est bornée dans un
voisinage de xg et que g possede la limite 0 & zg. Montrer que fg a une
limite & xg et limy_.4, f(z)g(z) = 0.
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1. Soit f: R — R une fonction continue telle que

flz+y) = f(z)+ f(y)

pour tout z, y dans R. Montrer que f(x) = cx, ou ¢ est une constante.

2. Soit f: R — R une fonction continue telle que

f<x;y) _ f(x);f(y)

pour tout z, y dans R. Montrer que f(z) = cx + a, ou ¢ et a sont des
constantes.

3. Soit f: R — R une fonction continue telle que

flx+y)=f(x)f(y)

pour tout z, y dans R. Montrer que f(x) = a®, ot a > 0 est une constante.

4. Soit f :]0,00[— R une fonction continue telle que

flzy) = f(x) + f(y)

pour tout > 0, y > 0 dans ]0, co[. Montrer que f(x) = log,(z), ou a > 0
est une constante.

5. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et différentiable dans |a, b|.
Montrer que si f/(x) # 0, Va € Ja, b[, alors f est injective.



6. Soit f : Ja,b[— R une fonction différentiable sur |a,b[. Si f'(z) est
bornée sur Ja, b[, montrer que f est uniformément continue sur ]a, b|.

7. Soit f une fonction continue sur [a, b] et différentiable sur |a, b] telle que
f(a) =bet f(b) = a. Montrer qu’il existe des nombres x et y, a < x < y < b,
tels que

8. Soit f : [a,b] — R une fonction telle que f”(x) existe dans |a, b[ et que
f(a) = f(b) = 0. Si f"’(z) # 0 pour tout = € |a,b[, montrer que f(z) # 0
pour tout z € Ja, b[.



MAT 1013 : Devoir 1

A rendre le 10 février

Vous devez toujours justifier vos réponses.
1. En utilisant la notation € — N(€), montrer que.

. 5n?+sin(n?) —n+6
lim =

5.
n—oo n?—n+1

2. Trouver la limite de la suite {y/n* + pn? + ¢ —n?},>1. On suppose que
p et ¢ sont des nombres positifs.

3. Soit 1 =1 et &, = 1+ x,-1,n > 2. Montrer que la suite {x,},>1

est bornée et monotone. Montrer que la limite de cette suite est le nombre
— 1+V5

d’or p = 5=,

4. Soit {xp}n>1 une suite qui converge vers a et soit {y,},>1 une suite

qui converge vers b. Supposons que x,, < y, pour tout n. Montrer que a < b.

5. Soit {zy}n,>1 une suite bornée. Montrer que la suite définie par B, =
sup {zg|k > n} est décroissante et minorée. La suite { By, },>1 converge donc
vers une valeur que nous notons
lim sup{z,, }.
n—oo

Cette valeur est appelée la limite supérieure de la suite {xy,},>1. Montrer
que la suite définie par b, = inf {zi|k > n} est croissante et majorée. La
suite {by, }n>1 converge donc vers une valeur que nous notons

lim inf{x,}.

n—oo
Cette valeur est appelée la limite inférieure de la suite {zy, }n>1. Trouver la
limite inférieure et la limite supérieure de la suite {xy, },>1 si
(_1)n+1n

Tn = n—+2



6. Soit {uy} une suite telle que

tim o] <1
n—00  |Uy|
Montrer que

lim u, = 0.
n—oo



MAT 1013 : Devoir 2

A rendre en classe le 12 avril

Vous devez toujours justifier vos réponses. Vous ne pouvez utiliser de résultats
autres que ceux présentés en classe ou lors de séances d’exercices. Chaque
numéro vaut 20 points.

1. Soit f :[a,b] — R une fonction telle que

1f(x) = f(y)] < Az —y]>.

pour tout z et tout y dans [a,b]. Montrer que f est constante.

2. Soit 0 < a < b. En utilisant le théoreme de la moyenne , montrer
les inégalités

b b
1—9<1n(—) <21
b a a
Conclure que pour tout = > 0 nous avons

1 r+1 1
<ln( )<—.
r+1 T T

Déduire ensuite que pour m > n > 1 nous avons
m—-n

(") < X o< ()

3. Dans cet exercice, vous devez démontrer la proposition suivante.

Soit f une fonction continue sur [0,00[. Si f est uniformément continue
sur [a,00[, ot a > 0 est un nombre réel arbitraire, f est uniformément
continue sur [0, ool



Pour ce faire, vous devez ordonner les six énoncés ci-apres et les justifier
brievement.

a) 6 = min{l,d;,02} et donc pour tout z, y dans [0,00[, |z —y| < § =
@) — f)l < e

b) f est uniformément continue sur [0,a + 1].

¢) f est continue sur [0,a + 1].

d) 36; tel que Vz,y € [a,00], |z —y| < o = |f(z) — f(y)] <e.

e) f est uniformément continue sur [a, oo|.

f) 395 tel que Vz,y € [0,a + 1], |z —y| < d2 = |f(z) — f(y)| <e.

Montrer que f(x) = y/x est uniformément continue sur [1, co[. Déduire que
[ est uniformément continue sur [0, col.

4. Montrez la proposition suivante :

Soit [ : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b]. Si f'(a) < yo < f'(b)
alors il existe un xo dans ]a,b[ tel que f'(xo) = yo.

(Notez qu’il n’y a aucune hypothese sur la continuité de la fonction dérivée
f(@))

Indications

Etape 1. Considérez le cas spécial f/(a) < 0 et f/(b) > 0. Montrer qu'il existe
un point xo dans Ja, b tel que f/(zg) = 0.

Etape 2. Utilisez la fonction auxiliaire g(t) = f(t) — yot afin d’obtenir le
résultat général a partir de I’étape 1.

5. Soit f : [0,00[— R une fonction continue sur [0,00] et différentiable
sur |0, oo[. Supposons que f(0) = 0 et que f(x) — 0 quand  — co. Montrer
qu'’il existe un ¢ € ]0, 00| tel que f/(c) = 0.
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