UQAM Session d’hiver 2013
MAT1013 Vivien RIPOLL

Analyse 1 (vivien.ripoll@lacim.ca)

FEUILLE D’EXERCICES 1 : ENSEMBLES, RECURRENCE

Ensembles et applications

EXERCICE 1. Soient A et B deux ensembles. Montrer les deux équivalences suivantes :
(a) AUB=B< ACB.

(by AnB=B<& BC A

EXERCICE 2. Soient A, B, C trois ensembles. Montrer les deux égalités suivantes :

(a) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).

(by AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).

EXERCICE 3. Pour n € N, on définit Pensemble E,, = {kn | k € N,k > 2}. On pose :

E= |J E. et X=N\E.
neNn>2

Soit P l'ensemble des nombres premiers. Montrer que X = {0,1} U P.

EXERCICE 4. Pour chacune des applications suivantes, dire si elles sont injectives, surjectives,
bijectives, et le démontrer.

(a) 7 — 7
n = 3n+2.
R —- R

(b) x = a3+ 1.
10,+0] — R

(c) r — 1/z.

—  {lettres de l'alphabet}
x +> initiale du prénom de I'étudiant x.
%

{étudiants de 'UQAM} {code de 4 lettres + 8 chiffres}
r — code permanent UQAM de I'é¢tudiant z.

(d) {étudiants de la classe}

(e)

EXERCICE 5. Donner des exemples (différents de ceux du cours et des autres exercices) d’une
application

(a) surjective mais pas injective
(b) injective mais pas surjective

(c) ni injective ni surjective



EXERCICE 6. (Fonctions trigonométriques)

(a) La fonction cos : R — R est-elle surjective ? injective ?

(b) La fonction cos : R — [—1, 1] est-elle surjective 7 injective 7

(c) La fonction cos : [0,7] — [—1, 1] est-elle surjective ? injective ?
)

d) La fonction sin : R — R est-elle surjective 7 injective 7 Restreindre les intervalles de départ
J 3|
et d’arrivée pour qu’elle soit bijective.

EXERCICE 7. Soient f : A —» B et g: B — C deux applications. On peut construire leur
composée go f : A — C. Montrer :

(a) f et g injectives = g o f injective.
(

b) f et g surjectives = g o f surjective.

¢ f injective = f injective.

(
(d
(e

g o f surjective = g surjective.

)
) g
)
) (*) Montrer que l'implication g o f injective = ¢ injective est fausse (donner un contre-
exemple).

(f) (*) Montrer que l'implication g o f surjective = f surjective est fausse (donner un contre-
exemple).

Pour les trois exercices suivants, on rappelle que deux ensembles A et B sont dits en bijection
s'il existe une application bijective entre A et B.

EXERCICE 8. Soient A et B deux ensembles. Montrer qu’il existe une application injective de
A vers B si et seulement si A est en bijection avec un sous-ensemble de B.

EXERCICE 9. (*) (ensembles finis) Soient A, B, deux ensembles finis. On note Card A (resp.
Card B) le nombre d’éléments de A (resp. B).

(a) Montrer que A et B sont en bijection si et seulement si Card A = Card B.

(b) Montrer qu’il existe une application injective de A vers B si et seulement si Card A < Card B.
En déduire qu’il existe au moins deux Montréalais avec le méme nombre de cheveux.

(¢) Montrer qu’il existe une application surjective de A vers B si et seulement si Card A >
Card B.

(d) Montrer que si f: A — B est injective et que Card A > Card B, alors f est bijective.
(e) Montrer que si g : A — B est surjective et que Card A < Card B, alors g est bijective.

EXERCICE 10. (ensembles infinis)
(a) Montrer que N est en bijection avec 2N (’ensemble des entiers pairs).

(b) (*) Montrer que N est en bijection avec Z.

Récurrence

EXERCICE 11. Démontrer par récurrence sur n les résultats suivants :



(a) Pour tout n € N, 2" > n.
(b) Pour tout n > 1, le produit de n entiers impairs est impair.

(c) Pour tout n>2,1-2+2-3+...4+(n—1)-n=4in(n—1)(n+1).

EXERCICE 12. Montrer par récurrence sur n les égalités suivantes :
(n —|— 1
) Yok=

nn+1)2n+1)
) Zk2 : .

- n?(n +1)2
) Y k=
2

4

EXERCICE 13. Soit a > —1 un nombre réel. Montrer que pour tout n € N, (1+a)™ > 1+ na.

EXERCICE 14. (*) Montrer par récurrence sur n que tout ensemble a n éléments a exactement
2™ sous-ensembles.

EXERCICE 15. Déterminer (et prouver) pour quels entiers naturels on a : 2" < n!.

EXERCICE 16. En calculant les premiers termes, deviner une formule pour la somme 1+ 3 +
54 -+-+(2n — 1), puis la démontrer par récurrence.

EXERCICE 17. Un étudiant de la classe affirme avoir montré par récurrence que pour tout

n € N (n > 2), étant donné n points du plan, ils sont toujours alignés. Ca semble un peu louche,
voyons sa démonstration :

“ Le cas initial est évident : si n = 2, 2 points sont toujours alignés. Pour la transmis-
sion, supposons qu’on sache que n points sont toujours alignés. Soient alors (n + 1) points :
Ay, Ag, ..., Apsq. Les points Ay jusqu'a A, sont un ensemble de n points donc d’aprés 'hy-
pothése de récurrence, ils sont alignés. Autrement dit, le point A; est sur la droite formée par
les points Ay & A,. De méme, les points As jusqu’a A,41 sont un ensemble de n points donc
d’aprés ’hypothése de récurrence, ils sont alignés. Donc le point A, est sur la droite formée
par les points Ay & A,,. Alors les points A; & A,41 sont tous sur la méme droite, celle formée
par les points As & A,. Les (n + 1) points sont alignés.”

Expliquer pourquoi ce raisonnement est faux.

EXERCICE 18. Montrer par récurrence sur n que pour tout n € N, 5" est la somme de 1 et
d’un multiple de 4. (Remarque : on peut aussi le montrer par d’autres méthodes)



1— 2™

EXERCICE 19. Montrer que si z # 1, alors 1 + o+ 22+ -+ 42" 1 = Tz

EXERCICE 20. Montrer que pour tout n € N, n3 4 5n est divisible par 6.

EXERCICE 21. Démontrer par récurrence la formule du binéme de Newton :

=32 (et

k=0

|
[On rappelle que <Z> = ﬁ On pourra utiliser (en la démontrant) la formule du triangle
I(n —k)!

n—+1 n n
de P l: = .
¢ rasea <k+1> <k+1> + <k>]

EXERCICE 22.

a) Soit n € N. Montrer qu’il existe des entiers naturels (dépendant de n) u, et v, tels que
(14++2)" = uy + v,v/2. Donner u, 1 et v,41 en fonction de u, et vy,.

b) Montrer alors que pour tout n € N on a : u2 — 2v2 = (—1)".

EXERCICE 23.

On considére n droites dans le plan, telles qu’il n’y en ait pas deux paralléles ni trois con-
courantes (i.e. : chacune des droites coupe les n — 1 autres en n — 1 points distincts). On cherche
une formule donnant le nombre R,, de régions du plan délimitées par ces n droites.

1) En faisant un dessin, calculer Ry, Ro, R3, Ry.
2) Conjecturer une formule donnant R,, en fonction de R,_1. La démontrer.

3) Conjecturer une formule donnant R,, en fonction de n. La démontrer.
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FEUILLE D’EXERCICES 2 : RATIONNELS, MAJORANTS, BORNES SUPERIEURES

Encore une récurrence!

EXERCICE 1. Montrer par récurrence que pour tout n € N, pour tout k € N (avec k < n), le
coefficient binomial

n\ n!

k) kl(n—k)!

est un entier naturel. [On pourra utiliser (en la démontrant) la formule du triangle de Pascal :
n+1\ __ n n
(i) = () + ()
Remarque : cela peut se montrer par d’autres méthodes, par exemple on montre que (Z)
compte le nombre de parties & k éléments dans un ensemble & n éléments.

Rationnels et irrationnels

EXERCICE 2. Dans cet exercice on utilisera simplement les axiomes de corps ordonné de Q.
(a) Soient a,b,c,d € Q tels que a > b, ¢ > d. Montrer que a + ¢ > b+ d.

(b) Soient a,b,c,d € Q tels que a > b >0, ¢ > d > 0. Montrer que ac > bd.

(c) Soient a,b € Q tels que a > b > 0. Montrer que a? > b?, puis que pour tout n € N, a™ > b".

EXERCICE 3.

(a) Est-ce que la somme de deux nombres irrationnels est toujours un nombre irrationnel 7 Et
pour le produit ?

(b) Montrer que : 2 ¢ Q,yeQ = x4y ¢ Q;
(c) Montrer que : 2 ¢ Q, y € Q\ {0} = zy ¢ Q.

EXERCICE 4.

(a) Montrer que /2 ¢ Q.

(b) Montrer que v/3 ¢ Q.

(c) Montrer que v/3 + /7 ¢ Q. [On pourra utiliser un raisonnement par ’absurde, calculer
(V3 +V7) (V3 = V/7) et utiliser (b) et 'exercice précédent.]

(d) (*) Soit a un nombre premier. Montrer que /a ¢ Q.

(e) (**) Soit a € N un nombre qui n’est pas le carré d'un entier. Montrer que /a ¢ Q.

(f) Soit a,b € N des nombres qui ne sont pas carré d’un entier. Montrer que v/a+ Vb et Va— Vb
sont irrationnels. [Utiliser (e).]



EXERCICE 5. En utilisant le fait que Q est archimédien, montrer que si x,y, z € Q sont tels
que

alors z = y.
Majorants, minorants, bornes supérieures et inférieures

EXERCICE 6. Soit A = {1 |n € N*} C Q. La partie A est-elle majorée? minorée? Donner
I’ensemble de ses majorants, I’ensemble de ses minorants. A a-t-elle un plus grand élément 7 Un
plus petit élément ?

Pour les exercices suivants, on rappelle les définitions du cours :

— La borne supérieure d’un ensemble X (notée sup(X)) est le plus petit des majorants de X
(s'il existe). Si elle appartient & X, on I'appelle le maximum de X (ou plus grand élément
de X, noté max(X)).

— La borne inférieure d’un ensemble X (notée inf(X)) est le plus grand des minorants de X
(s'il existe). Si elle appartient & X, on l'appelle le minimum de X (ou plus petit élément
de X, noté min(X))

EXERCICE 7. On reprend ’ensemble A de I’exercice précédent. Donner la borne supérieure et
la borne inférieure de A dans Q (si elles existent).

EXERCICE 8. Donner la borne supérieure et la borne inférieure dans R (si elles existent) des
ensembles suivants, et préciser s’ils ont un maximum ou un minimum.

(@) {2- = |nen)
o 2+ ey
(© {(-1)"+ - | neN)

(d) {3512 |”€N}
() {zeR |22+ +1>0}

() {reR |2 +2—-1<0}
(g) {zreQ|a®>9}

EXERCICE 9. Soit A C R un ensemble majoré et non vide. Montrer que M = sup A si et
seulement si :

— M est un majorant de A ; et

~Ve>0,3dzecA|z>M-—c

Cette caractérisation est trés pratique et pourra étre utilisée dans les exercices suivants.

EXERCICE 10. Soient E et F' des parties non vides et bornées de R, telles que £ C F'. Montrer

que
inf F <inf E <supFE <supkF.



EXERCICE 11. Soit E une partie non vide et bornée de R. Montrer que I'intervalle [inf E, sup E]
est le plus petit intervalle fermé [a, b] de R tel que E C [a, b].

EXERCICE 12. Soient A et B deux parties majorées de R.
(a) Montrer que sup(A U B) = max(sup A,sup B).
(b) Montrer avec un exemple qu’on n’a pas forcément sup(A N B) = min(sup A, sup B). A-t-on
sup(A N B) < min(sup A,sup B) ?
(c) Ensupposant A et B minorées, énoncer les propriétés analogues pour inf(AUB) et inf(ANDB).

EXERCICE 13. Soit A un ensemble non vide et majoré dans R. Montrer que pour a € R :

(a) sup{a+x |z € A} = a+sup A.

(b) sup{az | z € A} = asup A si @ > 0. Que peut-on dire si & < 07

EXERCICE 14. (*) Soient A, B des parties non vides de R. On définit
A+B={ze€R|z=a+bpourac Aetbe B}.

Si A et B sont majorées, a-t-on sup(A + B) = sup A + sup B 7 (justifier) Que vaut inf(A + B)
lorsque A et B sont minorées ?

EXERCICE 15. Soit A C R. On rappelle que A° =R\ A.

(a) Donner un exemple de A tel que A° soit majoré; minoré ; borne.

(b) Montrer que sup A€, sl existe, est le plus petit M € R tel que A D |M, 4o0].
(¢) Montrer qu’on ne peut pas avoir a la fois A et A° majorés.

Densité

Dans les exercices suivants, on utilisera le théoréme de densité de Q dans R :

Va<beR, IgeQla<qg<hb.

EXERCICE 16. Soit a € R. Déterminer la borne supérieure dans R de I’ensemble
A={ze€Q |z <a}l.
Est-ce un maximum ? Mémes questions pour l'ensemble B = {z € Q | x < a}.

EXERCICE 17. Montrer qu’entre deux réels distincts, il existe toujours une infinité de ra-
tionnels. [On pourra procéder par I’absurde.]

EXERCICE 18. Montrer que ’ensemble des nombres irrationnels est dense dans R :

Va<beR, IxeR\Q|a<z<b.

EXERCICE 19. (**) Soit D ’ensemble des nombres réels ayant un développement décimal qui
se termine, i.e. :

D:{%kmez,keN}.

Montrer que D C Q et que D est dense dans R.



EXERCICE 20.

(a) (*) Déterminer bornes supérieures et inférieures, dans R, de I’ensemble
X={2cQ|z*+z—-1<0}.

X a-t-il un maximum, un minimum ?
(b) (**) Soit P un polynoéme de degré 2, et notons Xp = {x € Q | P(z) < 0}. Montrer que Xp
est majoré si et seulement si Xp est minoré.

(¢) (***) On suppose de plus que tous les coefficients de P sont rationnels. Montrer que Xp a
un maximum si et seulement si Xp a un minimum.



UQAM Session d’hiver 2013
MAT1013 Vivien RIPOLL

Analyse 1 (vivien.ripoll@lacim.ca)

FEUILLE D’EXERCICES 3 : VALEUR ABSOLUE, SUITES, LIMITES

Valeur absolue

EXERCICE 1. Pour chacune des équations suivantes, la résoudre et dessiner sur ’axe des réels
I’ensemble des solutions.

(a) |[x+5[<2

(b) |13z —2| =1

(c) 13z —2| <1

(d) |13z —2|>1

(e) |z + 5] =|z+4]
(£) ol — 2 =3

(&) lo—4] < |z +4]
(h) 222 -9z + 3| < L

EXERCICE 2. Tracer le graphe de la fonction x — |z|, puis celui de la fonction x — |2z — 3|.

EXERCICE 3. Pour x > 0, on note y/z I'unique réel positif dont le carré est x. Montrer que
pour tout € RT, (1/7)? = x, et que pour tout y € R, |y| = /42

EXERCICE 4. Montrer que pour z,y € R, 22 = y? si et seulement si |z| = |y|. Que peut-on
dire si 23 =937

EXERCICE 5. Montrer que pour a,b € R,

a+b+la—1b|

+b—la—b
5 _—

max{a,b} = et min{a,b} = a 5

Segments emboités, suites et limites

EXERCICE 6. Pour chaque suite dont les premiers termes sont donnés ci-dessous, donner la
description la plus plausible de la suite, soit avec une fonction explicite, soit avec une formule de
récurrence, soit avec une description en francais.

(a) 6,3, 1.5, 0.75, 0.375 ...
(b) 1,2, 9, 28, 65, ...
(c) 7,4,1,-2, -5, ...



(d) 1,-2,4,-8, 16, ...
(e) 1,4,1,4,2,1,3,5, ...
(f) 1, 4, 27, 256, 3125, ...

Le résultat de I’exercice ci-dessous pourra étre utilisé dans les exercices suivants.

EXERCICE 7. Soit la suite (u,)pen+ définie par u, = % Montrer en utilisant la notation € que
uy, converge vers 0. [On utilisera la propriété archimédienne de R|

3n? — 2
2n2 —1°
(a) Trouver un N € N tel que pour tout n > N, |u, — 3| < 0.001.

EXERCICE 8. Soit la suite (u,) définie par u, =

(b) Montrer, en utilisant la notation €, que la suite (u,) converge vers 3.

EXERCICE 9. Montrer, en utilisant la notation €, que les suites suivantes tendent vers 0.
2

n2+3n+1

(b) up =vn+1—yn

\/ﬁ

(a) up =

(c) u":n—|—5
cosn

d) u, =

(@) un =

EXERCICE 10. Soit a et b deux réels fixés. On définit une suite (u,) par ug = b, et pour tout

n €N,
a + up
Un+1 = 9 .
. b—a
(a) Montrer par récurrence sur n que pour tout n € N, u,, —a = o

(b) Montrer que (uy,) est convergente, et donner sa limite.

EXERCICE 11. Pour chacune des propriétés suivantes, pensez-vous qu’elle soit vraie ou fausse ?
Si on la pense fausse, on fournira un contre-exemple.

Si (uy) est une suite convergente, alors elle est bornée.
Si (
Si (

uyn) est bornée, alors elle est convergente.
uy,) est convergente, alors elle est décroissante.

si (uy) est croissante, alors elle est convergente.

si (uy,) est croissante, alors elle est minorée.

)

)

)

)

e) si (uy,) est croissante, alors elle est divergente.

)

)

) si (uy) tend vers 0, alors (1/u,) tend vers +oo ou bien vers —oo.
)

(un)
(un)
si (uy) est croissante et majorée, alors elle est convergente.
(un)
(un)
(un)

si (up) et (v,) sont divergentes, alors (u, + v,) est divergente.



(j) si (un) et (vy,) sont convergentes, alors (u, + v,) et (uyv,) sont convergentes.

(k) si (upn + vn) et (unvy,) sont convergentes, alors (u,) et (v,) sont convergentes.

EXERCICE 12. Somme de deux suites.

(a) Soit (ay) et (b,) deux suites telles que (a,) converge vers £ et (b,) vers ¢'. Montrer, en
utilisant la notation €, que la suite (a,, + b,,) est convergente et que sa limite est £ + ¢'.

(b) En déduire que la somme d’une suite convergente et d’une suite divergente est divergente.

2n—3 2 1
EXERCICE 13. Pour n € N*, on pose [, = [ n , nt ] Montrer que ﬂ I, ={2}.
" " neN*
3
EXERCICE 14. Pour n € N* on pose I, = |n,n+ —|. Que vaut ﬂ 1,7
" neN*
dn—2 5 2
EXERCICE 15. Pour n € N*, on pose [, = [ n , nt ] Est-ce que ﬂ I, est un single-
n n

neN*
ton 7 Est-il non vide? (*) Le calculer.

EXERCICE 16. Soit {I,, | n € N} une suite de segments emboités. On pose I,, = [ayn, b,]. D’aprés

le principe des segments emboiteés, ﬂ I, est un singleton {u}. Montrer que u = inf{b,, | n € N}.

neN
[On pourra s’inspirer de la démonstration du cours|

EXERCICE 17. (*) Soit {[,, | n € N} une suite de segments emboités de R. On rappelle que
((I,) tend vers 0 par définition, et que le principe des segments emboités affirme que (), In
est un singleton {u}. On pose pour tout n € N, I,, = [ay, b,]. Montrer, en utilisant la notation e,
que a, et b, convergent toutes deux vers u.
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FEUILLE D’EXERCICES 4 : LIMITES DE SUITES, COMPARAISONS ET OPERATIONS

EXERCICE 1. Donner la limite des suites suivantes (si elle existe ; sinon on démontrera qu’elle
n’existe pas).

(@) a _Z’m—i—1+2n2 () ¢ _3n+1+2n2
T 6nd -2 " 6n—2
_ 3n+4+1+2n _2(=1)"? +3n+1
(b) bn = 6n2 — 2 (d) dn = 6n2 — 2

EXERCICE 2. Soit P(n) un polynoéme en n de degré p, Q(n) un polynoéme en n de degré g,
c’est-a~dire : P(n) = anP+des termes de degrés < p, et Q(n) = bn?+ des termes de degrés < g,
ou a et b sont des constantes, appelées coefficient dominant de P (resp., de Q).

Soit u, = %. Déterminer lim(uy,) selon les valeurs de p, g, a et b.

EXERCICE 3. Déterminer la limite des suites suivantes (si elle existe; sinon on démontrera

qu’elle n’existe pas). |[On pourra utiliser les opérations sur les limites, les comparaisons, et le fait
que () — 0].

(a) 2(;:_)”1 (&) cos(3n) —22 sin(5n)
3 —bn 4+ 6n? n+yn—1
(b) 6 —5n i 3n? () 3n +2
c V 2n—|—7n2—|—4 (1) n+(_1)nf_7

(c) 5 — 3 3n+2
d) Vn+rl—n ) (=)™ ++/n—-17
)
(f)

Vn2+1-n 3n + 2

EXERCICE 4. Soit (uy) et (vy,) deux suites strictement positives, avec (u) — 0 et (v,) — +00.

On pose w, = u,V,. On se demande quelle est la limite de w,,. A I'aide d’exemples, montrer que
chacune des situations suivantes peut arriver :

(a) (w
(b)
()
(d)

Wy, ) — +00.

wy) — a, pour a > 0 quelconque.

n) =
)
)
)

wy,) n'a pas de limite (méme +00).

o~ o~ o~

EXERCICE 5. Déterminer la limite des suites suivantes.



1+2+3+...n
n2
12422+ 324 - 4 n?
n3

1842k 438 .o b
(d) (**) ) (pour k € N)

(b)
()

Pour lexercice suivant, on pourra utiliser le fait que pour a > 0, lim(a™) = 0, 1, ou +00
selon si o <1, =1o0u > 1.
a — b7

EXERCICE 6. Soient a,b > 0. Selon les valeurs de a et b, déterminer la limite de — e
a

EXERCICE 7. On rappelle 'inégalité de Bernouilli : pour tout x > —1, (1 4+ )" > 1 + nz.
Pour a > 0, on appelle racine n-iéme de a (notée ¥a ou a%) l'unique réel b positif tel que b = a.
Soit @ un réel > 1; Uobjet de 'exercice est de montrer que la suite (a%) tend vers 1.

(a) Montrer que si a > 1, alors an > 1

(b) On pose h,, = an — 1, de sorte que aw = 1+ h,. Montrer en utilisant I'inégalité de Bernouilli
—1
que pour tout n € N, 0 < h,, < a4

(¢) En déduire que (h,,) — 0, et conclure.

(d) Montrer que si a €]0,1[, on a aussi (a%) — 1.

Pour les deux exercices suivants, on utilisera la définition mathématique des limites. Certaines
des propriétés ont été énoncées en cours sans démonstration et sont utiles en pratique pour
calculer des limites.

EXERCICE 8. Démontrer les énoncés suivants :
(a) Si (up) est bornée et (v,) — 0, alors (unvy) — 0. (est-ce vrai si on remplace 0 par une autre
limite réelle ?)
(b) Si up < v, et avec (u,) — +o00, alors (vy,) — +00.
(c) Si (up) — +o0 et a > 0, alors (au,) — +o0.
(d)
)

(e

Si (un) — ¢, avec £ > 0, et (v,) — +00, alors (upv,) — +00.
Si (uy) est bornée et (vy,) — 400, alors (uy + v,) — +00.
EXERCICE 9. Soit (uy,) une suite convergeant vers un réel /.

(a) Montrer (sans utiliser le théoréme de comparaison du cours) que si u, < M pour tout n € N,
alors ¢ < M.

(b) Si u, < M pour tout n € N, a-t-on forcément ¢ < M ?

Pour lexercice suivant, on rappelle un théoréme du cours : si (u,) est une suite croissante
majorée, alors elle converge.

EXERCICE 10. On définit la suite (uy,) par :

ug = 1, et pour tout n € N, up1 = V1 + uyp.



(a) A la calculatrice ou & l'ordinateur, calculer les 5 (ou plus) premiers termes de la suite, et

observer le comportement.

(b) Montrer que pour tout n € N, u,41 > u, (par exemple par récurrence).
(¢) Montrer que pour tout n € N, u,, < 2.
(d)
)

d) En déduire que (u,) est convergente.

(e) Montrer que sa limite est H—Q‘/g

N.B. : Pour pratiquer, on pourra trouver d’autres exercices du méme type que le 10 (suite
récurrente) dans la feuille 6 de C. Reutenauer (voir page web), exercices 1, 6, 7, 8.

EXERCICE 11. Soit (uy) une suite a termes positifs, qui converge vers £ € R. On cherche a

démontrer que (\/1Tn) — V.

(a) Supposons ¢ = 0. Montrer (avec la notation €) que (,/u,) — 0.

lun — |
Vi

(¢) Soit vy, une suite quelconque, telle que (v2) tende vers un réel a. Peut-on en déduire que (v,,)
tend vers \/a? Ou vers —y/a? Que peut-on dire sia =07

. Conclure.

(b) Supposons ¢ # 0. Montrer que ‘\/un - \/Z) <

EXERCICE 12. Soit (u,) une suite.
(a) On suppose que (u,) n’est pas majorée. Est-elle alors forcément croissante ?
(b) (*) Montrer que si (uy) n’est pas majorée, alors elle admet une suite extraite croissante.

(¢) La réciproque de (b) est-elle vraie ?

EXERCICE 13. (*) Soit (uy) une suite. Montrer que (u,) n’est pas majorée si et seulement si
(up) a une suite extraite tendant vers 4o0o.
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FEUILLE D’EXERCICES 5 : SUITES MONOTONES, SUITES DE CAUCHY, SUITES
BORNEES

Complément : un critére utile

EXERCICE 1.
Un+1

Unp,

Soit (uy) une suite jamais nulle, et telle que lim =/ eR

(a) On suppose que ¢ < 1. Montrer qu’alors (u,) tend vers 0. [On pourra montrer 1) qu’il existe
Un+41

0 <r<letN €N tel que pour tout n > N, < r, puis 2) que pour n > N,

Unp
Jun| < 7 Nuy| ]

(b) On suppose que £ > 1. Montrer qu’alors (Juy|) tend vers +o00. [On pourra montrer qu’il existe
N € Net R > 1 tel que pour tout n > N, |u,| > R N|uy|.]

(¢) Si £ =1, montrer par des exemples que (u,) peut soit converger vers une limite finie, soit
tendre vers +00 ou —oo, soit ne pas avoir de limite.

EXERCICE 2. Utiliser ’exercice précédent pour étudier la convergence des suites suivantes :
(a) (a"/nP), avec a € RT et p € N.
(b) (a™/n!), avec a € RT.

@ (0)=w

Suites monotones

EXERCICE 3. Soit (u,)pen+ une suite croissante. On pose pour tout n € N*,

up+ug + -+ un
Up = .
n

Montrer que la suite (vy,) est croissante.

EXERCICE 4. On définit une suite (ay,) en posant ag = 0, et pour tout n € N, ap41 = Va, + 2.
Calculer les premiers termes, montrer qu’elle est majorée par 2, puis qu’elle est croissante, en
déduire qu’elle converge, et calculer sa limite.

EXERCICE 5. On définit une suite (a,) en posant ag = 1, et pour tout n € N, a,41 = Qa%.

(a) Montrer que si (a,) converge, alors sa limite est 0 ou 1/2.



(b) La suite (a,) converge-t-elle ?

(¢) Peut-on changer la valeur de ag pour faire en sorte que la suite (a,,) tende vers 07 vers 1/27

EXERCICE 6. On considére la suite (x,)pen+ définie par :

1 1 1
Vn e N*| z, = + 4t )
n+l n+2 n+n

Montrer que pour tout n € N*, 0 < z,, < 1. Déterminer si (z,) est croissante ou décroissante.
Montrer que (x,) converge.

Suites de Cauchy

EXERCICE 7. Montrer que la suite (—1)" n’est pas de Cauchy.

EXERCICE 8. Soit ag et a; deux nombres réels. On définit une suite (a,)nen en posant pour
an + Anp4-1

2
(a) Faire un schéma des premiers termes sur la droite réelle, en se fixant ag et a;.

tout n € N, apqo =

a; —a
b) Montrer que pour tout n € N, |ap41 — an| = |12nO|.
Montrer que pour tout n,p € N, si p > n + 2, alors a, est entre a,, et a,11.

(c

)
)

(d) En déduire que (ay,) est une suite de Cauchy, et qu’elle converge.
)

(e

(*) Calculer la limite de (a,) en fonction de ag et a;. [On pourra calculer (ax+1 — ax) en
fonction de (a1 — ap) et sommer ces égalités pour k de 0 a n.|

EXERCICE 9. OnposepournEN*,un:1+%+%+---+

3|

(a) Montrer que (u,,) est croissante.

(b) Montrer que pour tout n € N, ug, — uy, > %

)
(c) En déduire que (uy) n’est pas une suite de Cauchy.
)

(d) En déduire que (uy,) tend vers +oo.

EXERCICE 10.

(a) Soit 0 < a < 1 un réel et (uy) une suite vérifiant : Vn € N, |uyy1 — uy| < a™. Montrer que
(uy) est une suite de Cauchy.

1
(b) La suite (uy,) est-elle de Cauchy si elle vérifie : Vn € N*, |up41 — up| < =7
n

EXERCICE 11. Soit (u,) une suite positive, décroissante, et tendant vers 0. On pose :
Up = ug —up +uz —ug + -+ (—=1)"uy,.

(a) Soient p et k deux entiers. Montrer que 0 < up — ups1 + Uptra — -+ - + (= 1) uypp < uyp.

(b) En déduire que (vy,) est une suite de Cauchy, et conclure sur la convergence de (vy,).



Suites extraites et théoréme de Bolzano-Weierstrass

EXERCICE 12. Montrer que si les deux suites extraites (ug,) et (ugn,+1) d'une suite (uy,)
convergent vers la méme limite ¢, alors (u,) converge elle-méme vers ¢. La réciproque est-elle
vraie ?

EXERCICE 13. Montrer en construisant des exemples appropriés que toutes les hypothéses
dans le théoréme de Bolzano-Weierstrass sont essentielles.

EXERCICE 14.

(a) Soit (uy) une suite non majorée. Montrer que (u,) posséde une suite extraite qui tend vers
+00.

(b) En utilisant le théoréme de Bolzano-Weierstrass, montrer que de toute suite réelle on peut
extraire une suite qui tend soit vers une limite finie, soit vers +00 ou —oo.

(c) Est-il possible qu'une suite posséde a la fois une suite extraite convergeant vers une limite
finie, une tendant vers +o0o, et une tendant vers —oo ?

EXERCICE 15. Soit (u,) une suite réelle. Les limites finies possibles des suites extraites de
(uy) sont appelées les valeurs d’adhérence de (uy,). Notons A I'ensemble des valeurs d’adhérence
de (up).

(a) Expliquer pourquoi si (u,) converge vers une limite ¢ € R, alors A = {/}.

(b) Montrer que si (u,) est bornée alors A est non vide.
(d) Construire une suite qui a exactement deux valeurs d’adhérence.
(e) Soit p € N*. Construire une suite qui a exactement p valeurs d’adhérence.
(

f) (*) Construire une suite (u,) telle que A contienne au moins tous les entiers naturels. [On
pourra commencer par 0,0,1,0,1,2,0,1,2,3...]

)
)
(¢) En général, A peut-il étre vide?
)
)
)

(g) (*) Construire une suite (uy,) telle que A contienne au moins tous les entiers relatifs. [On
pourra adapter la construction précédente.]

(h) (*) Construire une suite (u,) telle que A contienne au moins tous les nombres rationnels.
[On pourra commencer par construire les rationnels positifs, et construire une suite en lisant
les nombres rationnels sur les diagonales d’un tableau (p/q)pen, gen+ donnant les rationnels
avec répétitions.|

(i) (**) Soit (ay) une suite d’élements de A. On suppose que a,, tend vers une limite finie /.
Montrer que £ € A.

(j) (*) Déduire de (h) et (i) l'existence de suites dont l'ensemble des valeurs d’adhérence est R
entier.



EXERCICE 16. (*) Le but de cet exercice est de montrer que toute suite posséde une suite
extraite monotone. Soit (u,) une suite quelconque. On définit

E={neN|Vp>n,u, <up}.
(a) On suppose que E est infini. En utilisant les éléments de F, construire une suite extraite de

(up) qui est strictement décroissante.

(b) On suppose maintenant que E est fini. Soit N = max(FE). Montrer que si n > N, alors il
existe p > n tel que u, > u,. Construire ainsi une suite extraite de (u,) qui est croissante.

(¢) En déduire que (u,) posséde toujours une suite extraite monotone.

(d) En déduire une nouvelle démonstration du théoréeme de Bolzano-Weierstrass.
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FEUILLE D’EXERCICES 6 : SERIES NUMERIQUES

EXERCICE 1.

oo
(a) Pour quels réels z la série Z x" converge-t-elle 7 Dans ce cas, calculer sa somme en fonction
n=0
de z.
oo
(b) Soient a,b € R. Est-ce que la série Z (an + b) converge ?

n=0

x oo
EXERCICE 2. Soient Zan et Z b,, deux séries.

n=0 n=0
oo oo oo
(a) Montrer que si g a, converge et g b, converge, alors g (an, + by) converge.
n=0 n=0 n=0

o o [e.9]
(b) Montrer que si Z a, converge et Z by, diverge, alors Z (an + by) diverge.

n=0 n=0 n=0

oo o0 [o.@]
(c) A-t-on : Z an diverge et Z b, diverge — Z (an + by) diverge? (et si les deux séries
n=0 n=0 n=0
sont & termes positifs ?)

EXERCICE 3. Donner la nature (convergence ou divergence) de la série > a, dans les cas
suivants :

_ n 3n _ n
(a) an = \/ﬁ+3 (d) an = 5n
2 1
(b) a, — 1072 () an=—r - T
n 1+3n+n2 nl—l—l n-+ 2
3" 4+ 4" (f) an = n+3
(C) n = 5N 1
(8) an=—=

EXERCICE 4. Soit (uy)nen une suite réelle. Pour n > 1, on pose a,, = u, — u,—1. Montrer que

o0
la série Zan converge si et seulement si (u,) a une limite finie. Si (uy) tend vers £ € R, que

n=1

o
vaut g an?
n=1



EXERCICE 5.

1
n(n+1)

1

calculant d’abord 1 — el

[e.e]
(a) Montrer que la série E converge et calculer sa somme. [On pourra s’aider en
n=1

o
1
(b) En utilisant une majoration, en déduire que la série E —5 converge.
n

n=1

o
1
(¢) (*) Soit p € N* fixé. Montrer que la série Z (
n=1

——— converge et que sa somme vaut
— n(n+ p)

1 1 1
La+d++1).

EXERCICE 6. Faire I'exercice 1.12 (p.57) des Notes de cours.

Séries a termes positifs

o0
EXERCICE 7. Soit Z an une série @ termes positifs qui converge.

n=0

o0
(a) Montrer que si (b,) est une suite positive majorée, alors la série g anb, converge.

n=0

oo
(b) Montrer que pour tout p € N*| la série Z a? converge.

n=0

oo oo
EXERCICE 8. Soient Z an et Z b, deux séries a termes positifs. On suppose que toutes deux

n=0 n=0
sont convergentes.

o
(a) Montrer que Z V anby, est convergente. [On pourra se rappeler de la formule ,/zy < "D—JQFZ”]
n=0
(b) (*) Trouver un contre-exemple & cette propriété dans le cas ou les deux séries ne sont pas a
termes positifs.

Sur le nombre e

EXERCICE 9. [Une nouvelle construction du nombre e]

[o.¢]
Soit a, = % On a montré dans le devoir, que la série Zan converge, et on a noté e sa
n=0 1
somme. Soit u, la suite des sommes partielles, i.e., u, =1+ 1+ B R
! n!

Pour n > 0, on pose z, = (1+ 2)". On sait que (u,) tend vers e; le but de cet exercice est
de montrer que (z,) tend aussi vers e.



(a) En utilisant le binéme de Newton, montrer que pour tout n € N*, z,, < z,,41. [On pourra

comparer les deux sommes obtenues terme a terme, et utiliser 'inégalite £ < % pour

kE<mn.] "

(b) Toujours avec le binéme de Newton, montrer que pour tout n € N*, x,, < wu,. En déduire
que z, est majorée, puis convergente. On notera ¢ sa limite.

(c) Fixons k € N*. Montrer que pour tout n >k :

In—1 1(m-1)(n—-2) ln=1)(n—-2)...(n—k+1)
xn21+1+5 n 3! n? k! nk—1 '

(d) En déduire que pour tout k € N*, £ > wy.

(e) Déduire des questions précédentes que ¢ = e.

© 9
AN L. n
EXERCICE 10. On considére la série E —-
n!
n=0

(a) Trouver des réels a et b tels que pour tout n > 2, %? a

— b
= -2 T =1y
— 1
(b) En utilisant le fait que E — =e (voir exercice précédent), montrer que notre série converge
n!
n=0

et calculer sa somme.

Ecriture décimale

EXERCICE 11. [Validité de ’écriture décimale]
Soit une suite (a,)pen+ de nombres entiers entre 0 et 9. Lorsqu’on écrit

r=0,a1a2a3...ay...

oo

a
cela signifie que ¢ = Z # Vérifier la validité de cette écriture, en montrant que la série
-~ . n=1

Z ﬁ converge. |[On utilisera le fait que pour chaque n, 0 < a, <9,

n=1

EXERCICE 12. [Existence de l'écriture décimale pour les réels]

Le but de cet exercice est de montrer que pour tout nombre réel z, il existe un entier p € Z et
une suite (an)nen+ de nombres entiers entre 0 et 9 tels que x = p,ajazas. .. ay, ... (faire d’abord
Pexercice précédent).

(a) Soit z € R. Montrer qu’il existe un unique p dans Z tel que
p<z<p+1l

Cet entier est appelé la partie entiére de x, et généralement noté E(z) ou |z].



On fixe maintenant z € R*. On pose p = E(x), et y = x — p (partie décimale de x). On
construit deux suites (an)nen+ €t (2n)nen+ de la facon suivante :

a; = E(10y), 21 = %
a
ay = E(100(y — z1)), Z0=2 4 —

100

: : .
an = EQ10"(y — zn—-1)), 2n = 2n—1+ ﬁ

(b) Calculer p, y et les premiers termes des suites (ap)nen €t (zn)nen+ €n prenant par exemple
x = 7w = 3,141592.... Comprendre que a, doit étre la n-iéme décimale de y et z, la
troncature de y & n chiffres aprés la virgule.

(¢) Montrer que pour tout # € R*, on a (dans la construction ci-dessus) pour tout n € N* :

n

an €{0,1,2,...,9}, zn:Z

k=1

ag 1
W, et OSy—Zn<ﬁ

[On pourra procéder par récurrence et montrer tout en méme temps.|

(d) En déduire que z, tend vers y et que x admet une écriture décimale qui est :

[e.9]

. Qn

T =p,a1a2a3...0py ... €., :E:p—i-g W
n=1

(e) Montrer qu’une telle écriture n’est pas toujours unique. [On pourra vérifier par exemple que
0,99999999. .. = 1,0000000... .|

Un peu de culture

EXERCICE 13. Regarder la (le) vidéo Doodling in Math Class : Infinity Elephants :

https ://www.khanacademy.org/math/vi-hart /v/doodling-in-math-class—infinity-elephants

(on peut activer des sous-titres anglais). Donner une facon géométrique de construire une série
convergente.

EXERCICE 14. [Paradoxe de Zénon]

Un bandit armé d’un revolver menace un mathématicien, qui lui dit sereinement :

“Tire, je m’en moque : ta balle ne m’arrétera jamais. Regarde bien : pour me toucher il faut
bien qu’elle traverse la moitié de la distance qui nous sépare, puis encore la moitié de la moitié
qui reste, puis la moitié du quart qui reste, etc... & U'infini : il lui restera toujours un trajet &
parcourir et elle ne me touchera jamais.”

Le bandit se met & réfléchir, et, contrit, laisse partir le mathématicien en regardant son arme
d’un air malheureux.

Que pensez-vous du raisonnement du mathématicien ?

A propos de cette question, on pourra lire I’article Wikipedia Paradoze d’Achille et de la
tortuel


https://www.khanacademy.org/math/vi-hart/v/doodling-in-math-class--infinity-elephants
http://fr.wikipedia.org/wiki/Paradoxe_d%27Achille_et_de_la_tortue
http://fr.wikipedia.org/wiki/Paradoxe_d%27Achille_et_de_la_tortue
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FEUILLE D’EXERCICES 7 : SERIES, TESTS DE CONVERGENCE

Quelques compléments de cours

EXERCICE 1. [Compléments au test du quotient de D’Alembert]
Soit (a,,) une suite strictement positive.

(a) On suppose que lim (%) = ¢ > 1. Montrer qu’a partir d'un certain rang, la suite (a,) est
(0.)
croissante. En déduire que la série Z an, diverge.
n=0

(b) On suppose que lim (CLZ—ZI) = 1, mais que le quotient (CLZ—ZI) est toujours > 1. Montrer que
o
la série Z an, diverge.
n=0

an+1
an

(¢) On suppose que lim ( ) = 1, mais que le quotient (%) est toujours < 1. Montrer, avec

[o.¢]
des exemples, que dans ce cas on peut avoir convergence ou divergence de la série E Q-

n=0
[On pourra utiliser le résultat de P'exercice 4.]
oo
EXERCICE 2. Soit Zan une série & termes positifs, notons (S,) la suite de ses sommes
n=0
oo
partielles. Montrer que si (S,,) a une suite extraite qui a une limite finie, alors la série Z n
n=0

converge.

EXERCICE 3. [Critére de condensation de Cauchy|
Soit (an)nen+ une suite positive et décroissante. Le but de cet exercice est de montrer que

oo oo
E an converge <= g 2"a9n converge.

n=1 n=0

o0
(a) On note S, la suite des sommes partielles de la série Z an, et on pose, pour tout k € N,

n=1

U = Aok + Aok + - + Qok+1_1.

Montrer que Sont1_1 = g + u1 + ... u, et que pour k € N, 2Paoe1 < up < 2Faor.



(b) En déduire que pour tout n € N*,

1n+1 n
5 Z 2ka2k S SQnJrl_l S Z QkQQk.
k=1 k=0

(c) Conclure sur l’équivalence demandée.

EXERCICE 4. |[Séries de Riemann]|

Soit a un réel quelconque. Cet exercice vise & démontrer le théoréme du cours :
= 1

Z s converge <= « > 1.

n=1

[o.¢]
e . . .
(a) Montrer, en utilisant une comparaison, que si a < 1, alors E — diverge.
n
n=1

1

oo
(b) On pose a, = &, et b, = 2"azn. Montrer que si a > 1, alors Z by, converge.

n=0

(c) Conclure en utilisant le critére de condensation de Cauchy vu dans I’exercice précédent.

oo [e.e]

EXERCICE 5. Soient Z an et Z by, deux séries & termes strictement positifs. On suppose qu’il
n=0 n=0

An4-1 bn+1

existe N € N tel que, pour n > N, < .
an, by,
a b a
(a) Montrer que pour tout p > 1, Np < %. En déduire que pour tout n > N, a, < b—an.
anN N N

oo o0 oo o0
(b) Montrer que si Z b, converge, alors Z an converge, et que si Z an diverge, alors Z bn

. n=0 n=0 n=0 n=0
diverge.
«
. . . . , . Un+1 n
(¢) Soit (uy) une suite telle que, a partir d'un certain rang, < 1) avec o > 1.
n
o n
Montrer que la série Z Uy, converge.
n=0

EXERCICE 6. (*) [Transformation d’Abel]

o

Soit Zun une série quelconque, on note .S, sa suite de sommes partielles, et on suppose que
n=0

S, est bornée. Soit h,, une suite décroissante et tendant vers 0. Le but de cet exercice est de

oo
montrer qu’alors, la série Z uphy converge.
n=0
(a) Montrer que pour tout n € N, pour tout p > 1,
n+p—1
Un+1hnt1 + - + Uniphnip = PntpSnip — Pnt1Sn + Z (hie — Pgg1) S
k=n+1

[On pourra écrire, pour k € {n+1,...,n+p}, up = Sk, — Sk—1.|



(b) On note M un réel tel que pour tout n € N, |S,,| < M. Montrer que pour tout n € N, pour
tout P > 1, ’Un+1hn+1 + -+ Un_t,_phn_t,_p‘ < 2Mhn+1.

oo
(¢) En déduire, en utilisant le critere de Cauchy, que la série Z uphy converge.

n=0
oo
(d) Soit g an une série convergente, et (b,) une suite décroissante minorée. En utilisant le
n=0
oo
résultat précédent, montrer que g anby converge.
n=0

Exercices d’application

EXERCICE 7. Deéterminer la nature (convergente, divergente) de la série > a,, pour chacun des
cas suivants, et calculer la somme pour ceux marqués (o).

(a) Up = W— \/ﬁ _ M
1 1 (f) G, n2n
O o=~ © o
22n+1 (g) an = (n3 T 1)n
(c) an = mn (©) sin(na)
(cos(n))? (h) a, = SURNE pour z € R fixé.
(d) apn = —(F—
3" . n + cos(n)
N (n')3 (1) Qp = #
(©) a0 = s

EXERCICE 8. Soit x € RT.

00 12
(a) Déterminer pour quelles valeurs de z la série Z E;l))'x" converge.
n)!
=0

n

> (nhP
(b) Soient p,q € N. Déterminer, selon les valeurs de x, p et ¢, la nature de la série Z (n!)
=0

. (qn)!”

EXERCICE 9. Déterminer, en fonction de la valeur de x € R™, la nature de la série
i1-4.7...(3n+1)

z".
n!

n=0

[On pourra utiliser le test du quotient, ainsi que les résultats de l'exercice 1.]



EXERCICE 10. Dans cet exercice on pourra utiliser le résultat suivant (prouvé dans I’exercice
9 feuille 8, voir aussi p.36 des Notes de cours) :

1 n
lim <1 + > =e= 2,718
n

o0
) 2"n)
(a) Montrer que la série E —— converge.
n
n=1

X )
b) Soit a € N. Quelle est la nature de la série ﬂ, selon la valeur de a?
n
n
n=1

EXERCICE 11. Soit (a,) une suite décroissante positive. Montrer que s’il existe une infinité de
o0

n tels que a, > L, alors la série g an diverge. Est-ce encore vrai si on ne suppose pas la suite
n
n=0
décroissante 7 [On pourra considérer la suite a,, = % si n est une puisance de 2, 0 sinon.|

o0
EXERCICE 12. Soit E a, une série & termes positifs.
n=0
o oo oo
(a) Montrer que la série E an converge si et seulement si les E aon et g G2n+1 convergent.
n=0 n=0 n=0

b) En déduire, en utilisant le test du quotient, que si (a,12/ay,) tend vers une limite £ < 1, alors
) q » 4 + 3
o o0
E a, converge, et que si (ap4+2/ay) tend vers une limite ¢ > 1, alors E an diverge.

n=0 n=0

EXERCICE 13.

o0
(a) On pose u, = 2% si n pair, u, = 2% si n impair. Montrer que g u, converge, et calculer la
n=0
valeur de wup41 /.

oo
(b) Etant donnée une série a termes positifs Z an, est-il vrai que si > 1 pour une infinité

n=1

An41
an

oo
de n, alors g an diverge?

n=1
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FEUILLE D’EXERCICES 8 : CONVERGENCE ET CONVERGENCE ABSOLUE DES SERIES

EXERCICE 1. Dans chacun des cas suivants, déterminer si la série ) a,, est absolument conver-
gente, puis si elle est convergente.

[\~

(=) cos(nx)

(a) a, = /i (d) an:Tﬁ,pourxeRﬁXé
(b) Ap = (;}10) (e) ap = (_1)n <1 + i)

—1)"a? sin(nm
(c) ClnzL,poura:E]Rﬁxé (f) an:M

n!

14++/n

EXERCICE 2. Déterminer pour quelles valeurs de x la série Z — est absolument convergente,

n=1
pour quelles valeurs elle est convergente, pour quelles valeurs elle est divergente.

cos n7r/2)
EXERCICE 3. Montrer que le série Z ————= est convergente, et calculer sa somme.

n=0

EXERCICE 4. Soit Y .7 u, une série a signe alterné, i.e., u, = (—1)"a, avec (a) suite
positive, décroissante, tendant vers 0. D’apres le cours, (3,2 upn) converge. On note S, sa suite
[e.e]

de sommes partielles, S sa somme totale, et R, =5 — 5, = Z uy sa suite des restes.
k=n+1
(a) Rappeler pourquoi pour tout p € N, Sy, 1 < 5 < Sy,

(b) En déduire que pour tout n € N, |R,| < ap41.

n
(¢) On consideére le cas u, = (n+)1 On peut montrer que Z - +)1 = In(2). [voir exercice 8|

En utilisant (b), déterminer un n € N tel que S,, soit une Valeur approchée de In(2) 4 107!
prés; calculer cette valeur approchée.

EXERCICE 5. On pose A = Z 2 (on peut en fait montrer que A = %) Le but de cet exercice

n=1
0 (_1)n—1
est de calculer Z —5—en fonction de A.
n=1 n
o0 (_l)nfl
(a) Rappeler pourquoi Z ~——5— converge.
n
n=1



— 1 A e 1 3
M =2 =2\
(b) Montrer que Z G2 1 et Z o1 1 4)\
p=1 p=0
. o (=) .
(c) En déduire la valeur de Z ~—— en fonction de A.
n=1 "

(=1t I V=1
(d) Montrer de maniére similaire que pour tout entier d > 2, g = (1 — 2d1> E v
n=1 n=1

oo
-1 n—1
EXERCICE 6. Montrer que la série Z L est convergente. Est-elle absolument conver-
—n(n+1)
0 7n—1
. . (—1) :
gente 7 En utilisant le fait que Z ———— =1In(2) (cf. exercice 8), montrer que
n
n=1
oo
-1 n—1
> ) =2In(2) — 1.
—n(n+1)

o0
EXERCICE 7. Soit Zan une série & termes quelconques. On définit (p,) la suite extraite de

n=0
(an) constituée des termes > 0, et (g,) la suite extraite de (a,) constituée des termes < 0. On

note (sy) la suite des sommes partielles de la série (D> py), et (t,) la suite des sommes partielles
de la série (3 qn).

N
(a) Montrer que pour tout N € N, il existe N/, N” € N tels que Z lan| = snr —tne. En déduire
n=0
que si (D pn) et (D> gn) sont convergentes, alors (D a,) est absolument convergente.
N/

1
(b) Montrer que pour tout N € N, il existe N’ € N tel sy = 5 Z(]an] + a,). En déduire que si

n=0
(3" ay) est absolument convergente, alors (Y p,) est convergente, et (> g,) aussi.

(c) Déduire de (a) et (b) que : (>  ay,) est absolument convergente si et seulement si (> py) et
(3>~ gn) sont convergentes, si et seulement si (s;,) est majorée et (¢,) est minorée.

(d) On suppose que (> ap) est convergente mais pas absolument convergente. Montrer que
(> pn) et (O gn) sont alors toutes deux divergentes.

EXERCICE 8. (*) On admettra que

1
> =)+ +an,
k=1

ol v est une constante (constante d’Euler) et (ay,) est une suite tendant vers 0 (ceci se montre

[e.9]
-1 n—1
en utilisant des comparaisons avec des intégrales). Montrer que Z L = In(2).
n
n=1



o
) ) -1 n—1
EXERCICE 9. On considére la série Zan, avec a, = L
n=0 n
oo
(a) Rappeler pourquoi Z an est convergente mais pas absolument convergente.
n=0

Le but de l'exercice est de construire un réarrangement (b,) de (a,), tel que la suite des
sommes partielles de (> b,,) tende vers +oo.

b) Déterminer les suites extraites (p,) et (¢,) de (a,) définies dans exercice 7. Vérifier que
(b) P q q
n
li =
i (Som) -
k=0
(c) Démontrer qu'il existe des entiers Ny < Ny < --- < Nj < ... tels que, pour tout k € N*,

(po+--+pny)+q0 + (PNo+1+ - +pNv)+ @+ -+ -1+ (PN 41+ FDN,) > K

(d) On définit la suite (bn) = (p07p17 -+ +3sPNy>40s PNo+15 -+ - 3PNy 41y -+ 3Qk—1,PNp_1+15- -« s DNgs - - - )
Vérifier que (by,) est bien un réarrangement de (a,). Montrer que la suite des sommes par-

tielles de (> by,) tend vers +oo.

oo
(e) (*) Montrer que ’on peut démontrer le méme résultat pour tout série Z ap qui est conver-

n=0
gente mais pas absolument convergente. Démontrer le résultat similaire en remplacant +oco

par —oo.
EXERCICE 10. |[Théoréme de réarrangement de Riemann|

o0
Soit Zan une série convergente mais pas absolument convergente. Le but de ’exercice est de

n=0
montrer la propriété suivante : pour tout z € R, il existe un réarrangement b, = a,(,) tel que la

oo
série g b, soit convergente de somme .
n=0

n
(a) On définit les suites (py,,) et (¢, ) comme dans l'exercice 7. Montrer que lim (Z pk,) = 400
k=0

n—-+40o

n
et lim <Z qk> = —00. |On pourra utiliser 'exercice 7(d).]
k=0

n—-+o0o
Ni—1 Ny
(b) On suppose pour le moment que > 0. Montrer qu’il existe N7 € N, tel que Z pn <z < an.
n=0 n=0
Ny
Si on pose S = an, montrer que 0 < S1 —z < pn;,.
n=0
M1 M1—1 Ml
(¢) Montrer qu'il existe M; € N, tel que S1 + an <z <S5+ Z gn-SionposeT) = 51 + Z Gn,
n=0 n=0 n=0

montrer que gy, <T1 —z < 0.



(d)

(g)

(*) Montrer qu’on peut itérer le processus, et construire pour tout k& € N des entiers Ny, My
et des sommes

N My,
Se=Te1+ Y. pn et Te=Si+ > pu,
n:Nk_l—i-l n=Mk_1+1

tels que 0 < S, — 2 < pn, et qu, < Tp —x < 0. [On pourra s’aider en faisant un schéma sur
la droite réelle avec z, Si, T1, So...]

(*) On considere la suite (bn) = (P, -+ s PNy G0y - - - QMy s PNy+1s - -+ s PNos QMy+1y - - 5 @My - - - )
qui est un réarrangement de la suite (a,). Notons (U,,) la suite des sommes partielles de la
série (> by,). Comprendre pourquoi U, croit jusqu’a Sy, puis décroit jusqu’a 717, puis croit
jusqu’a Ss, etc... Montrer que pour tout n, il existe un entier k,, tel que T, < U, < S,
ou bien Ty, < U, < Sk,+1, et que Egl_lmkn = 4o00. En déduire que M, < Up —2 <

n
max(kan7kan+1)'
Rappeler pourquoi lim py, = 0 et lim gy, = 0. En déduire que lim U, = z, ie,
k—+o00 —+00

k——+o0 n
)

b, = .

Expliquer pourquoi la méthode fonctionnerait aussi si < 0.
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FEUILLE D’EXERCICES 9 : FONCTIONS CONTINUES

Continuité, limites et prolongement par continuité

EXERCICE 1. Pour chacune des fonctions suivantes, donner I'ensemble des points en lesquels
elle est continue (on pourra s’aider en tragant une esquisse du graphe).

(a) f(x) = ’i si z € R*, f£(0) =0.

Vz € R, f(z) = E(x) + (z — E(z))®> (rappel : E(x) désigne la partie entiére de )

EXERCICE 2. Soit f: R — R. On définit la fonction |f| : R — R par  — |f(z)|. Pour f,g
deux fonctions définies sur R, on définit les fonctions suivantes de R dans R :

max(f,g) : x — max(f(z),g(x)) et min(f,g):x— min(f(x),g(zx)).

(a) Tracer les graphes de max(f, g) et de min(f, g) pour f(z) = x et g(z) = 2.

(b) Dire pourquoi si f est continue sur R, alors |f| est continue sur R. Est-ce que la réciproque
est vraie?

_ [+g+lf—dl _ J+g-|f-gl
2 2 :

(c) Montrer que max(f, g) et min(f,g)

(d) En déduire que si f et g sont continues sur R, alors max(f,g) et min(f, g) sont continues
sur R. (Est-ce que la réciproque est vraie?)

EXERCICE 3. On rappelle que E(x) est 'unique entier tel que E(z) <z < E(z) + 1.

Mont lim B(%) = t lim BE(L) = —oc.
(a) Montrer que im, (3) =+ e Jim (3) 00
(b) Montrer que lir%xE (1) = 1. [Utiliser un encadrement]

z—
i 1
(c¢) Calculer xgrfoomE(x)
2?2 +2 -6

EXERCICE 4. On définit f(zr) = —————— pour x # 2. La fonction f est-elle prolongeable

r—2
par continuité en 27

EXERCICE 5. Pour chacune des fonctions suivantes, tracer une esquisse du graphe au voisinage
de 0, et dire si elle est prolongeable par continuité en 0.



f: ]0,400f — R
r +— sin(2)
[On montrera que lir% f(z) n’existe pas en construisant deux suites z,, et z], tendant vers 0
T—r

(a)

mais telles que leurs deux suites images ont des limites différentes.|

g: 10,400 — R
r — xsin(l)

(b)

EXERCICE 6. Soit f :]a,b[— R continue, et soit xo €]a,b[, tel que f(zg) > 0. Montrer qu’il
existe un intervalle ouvert I centré en xg, tel que Yz € I, f(x) > 0.

EXERCICE 7. Soient f,g : [a,b[— R. On suppose que lin%)f(:n) = 0, et que g est bornée au
T—r

voisinage de b. Montrer que lin%f(a:)g(x) =0.
T—r

EXERCICE 8. Soit f : D — R. On suppose que f vérifie la condition suivante (f est dite
lipschitzienne) :

Ik eRVe,y € D,|f(x) = fy)] < klz —yl.
(a) Montrer qu’alors f est continue sur D.

(b) Montrer que c’est encore vrai si on remplace la condition par celle-ci (f est dite holdérienne) :
Jov E]Oa 1}7 Jk € Ravxay € D7 ‘f(.T) - f(y)‘ < k’(L’ - y’a_

EXERCICE 9. (une fonction pathologique)

On définit f: R — R par : f (g) = % si p/q est un rationnel écrit sous forme irréductible; et

f(x) =0si z ¢ Q. Montrer que ’ensemble des points de discontinuité de f est exactement Q.
[On pourra admettre (ou démontrer en exercice (*)) la propriété suivante : si (‘Z—Z) est une
suite de rationnels tendant vers un irrationnel, alors |g,| tend vers 4o0.]

Densité et continuité

EXERCICE 10. On suppose que f: R — R est continue et satisfait :

Va,y € R, f(x +y) = f(x) + f(y).

Le but de I'exercice est de montrer qu’il existe o € R, tel que : Vo € R, f(z) = au.
(a) On pose a = f(1). Montrer que : Vn € N, f(n) = an.

(b) Montrer que : Vn € Z, f(n) = an.

(c) Montrer que : Vp € Z,Vq € N*, f(2) = oL.
(d) Conclure en utilisant la densité de Q.

Théoréme des valeurs intermédiaires et théoréme de la fonction réciproque

EXERCICE 11. (constructions)

(a) Soit I un intervalle quelconque. Construire une fonction continue f :]0, 1[— I surjective (faire
des esquisses, avec plusieurs cas selon la nature de I).

(b) Soit I =|a,b|, avec a,b € R. Construire une fonction continue f :]0, 1[— I bijective.



(c) Méme question, mais avec a = —oo et/ou b = +o0.

EXERCICE 12. (théoréme du point fixe)
Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer qu’il existe z € [0, 1], tel que f(z) = x.
[Faire un dessin ; trouver une bonne fonction & qui appliquer le T.V.1.]

EXERCICE 13. Montrer qu’il existe un nombre x €], §[ tel que cos(z) = tan(z).

EXERCICE 14. Montrer que pour tout réel r > 0, il existe = €]0, Z[ tel que rz = cos(x). Est-il
unique ?

EXERCICE 15.
(a) Soit f: R — R continue, telle que lim f(z) = —oco et lim f(z) = +oo0. Montrer que f
T——00

T——+00
est surjective.

(b) Soit P(z) un polynéme de degré impair (i.e., de la forme P(z) = ag+ a1x + - - - + agz?, avec

aq # 0 et d impair). Montrer que P a au moins une racine réelle (i.e., il existe x € R tel que
P(z) =0).

EXERCICE 16. Il n’y a qu'un chemin pour aller du village jusqu’au sommet de la colline, ot se
trouve le chateau. Albéric part du village lundi & 8h, et arrive au chateau avant la nuit. Il repart
du chateau le mardi & 8h, et rentre au village. Montrer qu’il y a une heure précise de la journée
a laquelle il a été exactement au méme endroit du chemin le lundi et le mardi.

EXERCICE 17. Soit f : R — R une fonction continue, et périodique de période T, i.e. :
Vz € R, f(x +T) = f(z). Montrer qu’il existe zg € R, tel que f(zo) = f(zo + L) [Appliquer le
TVI & une fonction bien choisie]

EXERCICE 18. La fonction f(x) = axz + b a-t-elle une fonction réciproque? Si oui, quelle
est-elle 7

EXERCICE 19. Soit n € N*.
(a) Sin pair, montrer que la fonction {/~ est bien définie sur R, et qu’elle est continue sur RT.
(b) Sin impair, montrer que la fonction /" est bien définie sur R, et qu’elle est continue sur R.

EXERCICE 20. (*) Soit f: R — R continue, telle que lim f(z) = lim f(z) = —oco. Montrer
r——00 r—+00

que f posséde un maximum. [On pourra essayer de se ramener a I’étude de f sur un segment.|

EXERCICE 21. (*) Soit P : R — R une fonction polynomiale. Montrer que | P| atteint sa borne
inférieure, i.e., qu’il existe xp € R, tel que pour tout = € R, |P(z)| > |P(xo)]|.
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FEUILLE D’EXERCICES 10 : CONTINUITE, INTRODUCTION A LA DERIVABILITE

Continuité et fonctions réciproques

EXERCICE 1. Restreindre la fonction f(x) a un intervalle I le plus grand possible

1422
tel que f soit strictement monotone sur / (on commencera par tracer une esquisse de la courbe

de f). Expliquer pourquoi f induit une bijection de I vers f(I), et calculer 'expression de sa
fonction réciproque f~1.

EXERCICE 2. Montrer que la fonction f(z) = exp(1) est une bijection continue de R* vers
10, +00[\{1}, et calculer ’expression de sa fonction réciproque f -1 (on commencera par tracer
une esquisse de la courbe de f, et on pourra séparer R* en deux et utiliser un théoréme du cours).

Dérivabilité

EXERCICE 3.

(a) Tracer le graphe d’une fonction f : R — R de votre choix mais vérifiant : f impaire, f
dérivable sur R, f(0) =0, f(1) =1, f(2) =2, f(3) =1, f strictement croissante sur [0, 2] et
sur [3,4+o00[, f strictement décroissante sur [2,3], f(0) =0, et lirf f(x) = +oo.

Tr—r+00

(b) Sur le méme dessin, esquisser le graphe de f.

EXERCICE 4. Soit o un réel > 0. En utilisant la, définition, déterminer pour quels « la fonction
f(z) = x“ est dérivable en 0.

EXERCICE 5. Montrer directement avec la définition de la dérivée, que :
(a) Pour n € N, la dérivée de 2™ est nz™ 1. [On pourra utiliser la formule du binéme de Newton]
(b) La dérivée de 2 est —;12.

(c) La dérivée de \/x est ﬁ

EXERCICE 6. Le but de cet exercice est de montrer rigoureusement que la dérivée de sin est cos.

On admettra que Vo €] — Z, Z[, |sin(z)| < |2| < |tan(z)], et que sinp — sing = 2sin 25 cos 2.
(a) Montrer que lim sin(@) =1.
z—=0 X

. . sinx —sina
(b) En déduire que pour tout a € R, lim —— = cosa.
T—a T —a



EXERCICE 7. Pour n € N, on note f, la fonction définie par : f,(x) = 2" sin(%) pour x € R*,
et fr,(0) = 0.

(a) Expliquer pourquoi toutes les fonctions f, sont continues sur R*, et méme dérivables sur R*.
(b) Montrer que fy n’est pas continue en 0, mais que pour tout n € N*, f,, est continue en 0.

(¢) Montrer que fi n’est pas dérivable en 0.

(e) Montrer que f} n’est pas continue en 0.
(
(8

)

)

)
(d) Montrer que f, est dérivable en 0 si n > 2.

)
f) Montrer que f] est continue en 0 si n > 3.
)

(*) Déterminer, en fonction de n, combien de fois on peut dériver f, en 0.

EXERCICE 8. Rappelons que f: R — R est dite paire si Vo € R, f(—x) = f(x), et impaire
si Vo € R, f(—z) = —f(z). Soit f une fonction dérivable sur R. Montrer que : f paire — [’
impaire; et que : f impaire = [’ paire. (est-ce que les réciproques sont vraies ?)

EXERCICE 9. Soit f: R — R telle que : Vz € R,|f(z)| < 2. Montrer que f est dérivable en 0.

EXERCICE 10. Soit f: D — R une fonction dérivable en a € D. Calculer limM.
r—a T — a

EXERCICE 11. Soit f: R — R une fonction.
(a) Montrer que si f est dérivable en 0, alors lim n(f(%)— f(0)) = £/(0).

n—-+o0o

(b) La réciproque est-elle vraie? (on pourra construire un contre-exemple).

EXERCICE 12. Etant donnés une suite de fonctions f, : D — R et une fonction f: D — R |
on dit que f, tend vers f si:Vz € D, lirf fu(x) = f(2x).
n—-+0oo

—a?
(a) Calculer la fonction limite de la suite de fonction f,(x) =e™» .
(b) Montrer que la limite d’une suite de fonctions continues n’est pas forcément continue. On
pourra étudier la suite f,(z) = 2™ sur [0, 1].

(¢) (*) Montrer que si une fonction f est la dérivee d'une fonction g, alors f est limite d’une
suite de fonctions continues. [On pourra utiliser une variante de I’exercice 11(a)]

EXERCICE 13. Pour n € N, on consideére la fonction f(x) = (14 z)™.

(a) En calculant f(1) de deux maniéres différentes, trouver une formule pour > 7, (}).

(b) En dérivant f de deux maniéres différentes, trouver une formule pour > 3 k(}).
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FEUILLE D’EXERCICES 11 : DERIVABILITE, THEOREMES FONDAMENTAUX

Opérations sur les dérivées

EXERCICE 1. En utilisant le formule pour la dérivée d’une fonction réciproque, calculer les
dérivées des fonctions arccos, arcsin, arctan.

EXERCICE 2. Soit f(z) =2+ 2z + 1.

(a) Montrer que f est une bijection de R vers R. Elle admet donc une fonction réciproque, que
I’on notera g.

(b) Expliquer pourquoi g est dérivable.

(c) Sans essayer de calculer une expression explicite pour g(z) (c’est impossible), déterminer
g(_2)7 9(1)7 et 9(4)7 puis g/(_2)7 g/(1)7 et g/(4)

Théorémes de Rolle et théoréme des accroissements finis

EXERCICE 3. Rappelons que f: I — R est dite lipschitzienne sur I si

(a) Montrer que si f est dérivable sur I et que f’ est bornée sur I, alors f est lipschitzienne
sur I.

(b) Expliquer pourquoi c’est le cas en particulier si I est un segment et que f est de classe C!
sur I (i.e, f dérivable et f’ continue).

EXERCICE 4. Soit I un intervalle, et f: 1 — R.

(a) On suppose que f est deux fois dérivable sur I, et que f est nulle en 3 points distincts
a1 < ay < ag € I. Montrer qu’il existe ¢ € I tel que f”(c) = 0. [Utiliser plusieurs fois le
théoreme de Rolle.|

(b) Soit n € N*. On suppose que f est n fois dérivable sur I, et qu’il existe au moins n+ 1 points
de I ot f est nulle. Montrer qu’alors il existe ¢ € T tel que f(™(c) = 0.

EXERCICE 5. (une généralisation du théoréme de Rolle)
Soit f : [0,4+o00[— R une fonction continue sur [0, +oo], dérivable sur |0, +oo[. On suppose

que f(0) =0et xkr}rloof(:v) =0.
(a) Montrer que f atteint un maximum ou un minimum sur |0, +0o0[.

(b) En déduire qu'il existe ¢ €]0, +oo[, tel que f'(¢) = 0.



EXERCICE 6. Soit f : [0,1] — R, continue sur [0, 1], dérivable sur ]0,1[. On suppose que
f(0) =0et f(1) = 1. Montrer qu'il existe ¢ €]0, 1] tel que f(c)f’(c) = 3. |On pourra utiliser la
fonction g(x) = (f(x))? — x.]

EXERCICE 7. Soit f : [a,b] — R, continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[. On suppose que
YV €]a, b, f'(x) #0.
(a) Montrer que f est injective sur [a, b].
(b) Soit g : [a,b] — R une autre fonction continue sur [a, b], et dérivable sur ]a, b[. Montrer qu’il
g9(b) —g(a) _ g'(c)
f) = fla)  f'(e)
[On pourra utiliser la fonction h(z) = g(x) — g(a) — %(ﬂx) — f(a))]
EXERCICE 8. Soit f: R — R une fonction dérivable. On suppose qu’il existe m > 0 tel que :
Vz e R, f'(z) > m.
(a) Donner une interprétation graphique de cette hypothése pour le graphe de f.
(b) Montrer que : Vo > 0, f(z) — f(0) > mz et que : Va <0, f(z) — f(0) < ma. En déduire les
limites de f en 400 et —cc.

existe ¢ €]a, b[ tel que

(¢) En déduire que f est une bijection de R vers R.

(d) (*) On suppose de plus qu'’il existe M € R tel que : Vo € R, f'(z) < M. On fixe r € R, et on
deéfinit une suite (x,,) par :

f(n)

i
Soit a I'unique solution de ’équation f(z) = 0. Montrer que (z,,) tend vers o. [On montrera
que si 7 > «, alors (z,,) est minorée par « (récurrence), et décroissante ; et un analogue pour
r < a.l

xo=r, et Vn e N xpy1 = x, —

EXERCICE 9. Soit I un intervalle, et f : I — R une fonction 2 fois dérivable sur I, telle que f”
soit bornée sur I (on notera My = sup |f”|). Soient a < b € I. On suppose que f(a) = f(b) = 0.
Le but de 'exercice est de montrer qu’alors :

v € L) < 21z~ a)z ~ ).

(a) On fixe z € I, et on définit une nouvelle fonction g(z) = f(z) — K(z — a)(x — b), o K est
une constante choisie de telle sorte que g(z) = 0.

(b) En utilisant le fait que g est dérivable 2 fois sur I, et que g(a) = g(b) = g(z) = 0, montrer
qu’il existe ¢ € I, tel que ¢”(¢) = 0. [Utiliser le théoréme de Rolle, deux fois]

(c) Montrer que f”(c) = 2K et en déduire que f(z) = fT(C)(z —a)(z—b).

(d) Conclure pour la formule recherchée.

(e) (*) Généralisation : on suppose que f est n fois déerivable sur I (avec n > 1), avec f(*)
bornée sur I (on notera M, = sup|f™|). On suppose que f est nulle en n points distincts
a; < ag < --+ < an. Montrer qu’alors :

n

H(z —a;)|.

=1

M,

[Utiliser une méthode analogue, et la propriété montrée a ’exercice 4(b).]



