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Corrigé de ’examen de mi-session

EXERCICE 1.

(a) |8 points| Soit la fonction de deux variables : f(x,y) = e**+3sin(xy?) — 23y + cos(y® — 22).
2
Calculer les dérivées partielles % et ai(;;
On calcule avec les régles habituelles de dérivation :
gf 262713 5 sin(zy?) + 213 x cos(zy?) x y? — 3zy + (—sin(y® — 2?)) x (—2x)
x
= ¥ (2sin(xy?) + y? cos(wy?)) — 322y + 2z sin(y® — 2?) ;et:
0? 0
6y8f:c = oy <€2w+3 (2sin(zy?) + y? cos(zy?)) — 322y + 2z sin(y® — x2))

= 2 [Dcos(ay?) x (2yz) + 2y cos(zy®) + y x (—sin(zy?)) x (2y)]
— 322+ 22 cos(y3 - $2) X (3y2)
= 23 [2y(2x + 1) cos(zy?) — 2y sin(xy?)] — 322 + 629 cos(y® — 22) .

(b) [10 points| Soit la fonction
Byt —at(y—a?) —220 o,
g(x,y) = z2 — 92 et =y #£0;
0 siz?—y?2=0.

Calculer, si elles existent, les deux dérivées partielles d’ordre 1 de g au point (0,0) :

dg
et —
(0,0) Ay

99
ox

00)

La fonction g est définie par une formule différente selon si l'on est en (0,0) ou au voisinage
de ce point. Donc on est obligé d’utiliser la définition théorique de la dérivée partielle en un
point. On a :
9g
ox

(070) h—0 h ’

Il faut calculer g(h,0). Pour h # 0, on a h? — 02 # 0, donc il faut utiliser la premiére ligne
de la définition de g :

3(0)* — h2(0 — h?) —2n3  h* —2h3

2
D’ou :
h N h - ’
et
99 — lim(h—2)



De méme, on calcule :

Pour k # 0, on a 02 — k% # 0, donc

3k* — 0%(k — 0%) — 2(0)3

9(0,k) = 0 = -3k%.
Donc
@ = lim 7_3'%2 —0
oy (0,0) k—0 k
- (-

_ [0].

EXERCICE 2.
(a) [10 points| Soit la fonction f:R? — R définie par

5,3 7
foy) = BT s @) £ 0.0);
0, si (2,3) = (0.0).

Est-ce que f est continue a Uorigine (0,0) ? au point (2,3) ? (Justifier votre réponse.)

Solution
Calculons la limite de f(z,y) lorsque (z,y) tend vers (0,0) le long du chemin y = . On peut
supposer que y = x # 0 et on obtient

2z + baa” 62° 628 2

floay = 1) = Gt = Gt o

Si la limite de f(x,y) lorsque (z,y) tend vers (0,0) existe, elle doit donc étre égale a 2/27.
Or, f(0,0) = 0 # 2/27, donc la fonction f n’est pas continue au point (0,0).

Le numeérateur et le dénominateur de f(x,y) sont des fonctions polynomiales continues sur
R? et en particulier au point (2,3). Ainsi, la fonction f, étant le quotient de deux fonctions
continues, est continue au point (2, 3), car le dénominateur ne s’annule pas en ce point.
Solution alternative

On aurait aussi pu évaluer la limite f(z,y) lorsque (x,y) tend vers (0,0) le long du chemin
y = ma. On peut supposer que (z, mx) # (0,0) et on obtient

B 2 (ma)® +bx(max)” 2w +5ma® S (md +5mT)  (mP 4 5mT)
T ) = ) = e~ @t ) P @imd

Sim =1, on trouve f(x,y) = f(x,x) =6/81 = 2/27.

Sim =2, on trouve f(x,y) = f(x,2z) = 648/1296 = 1/2.

Ainsi, on trouve deux valeurs différentes pour la limite de f(z,y) lorsque (z,y) tend vers
(0,0) le long de deux chemins différents. Ainsi, la limite de f lorsque (z,y) tend vers (0,0)
n’existe pas. Par conséquent, la fonction f n’est pas continue au point (0,0).



(b) [12 points] Soit la fonction g : R? — R définie par

2y + 5y’
2, N2

g(z,y) = (227 +y)
0, si (xz,y) = (0,0).

Montrer que g est continue a l’origine (0,0).

Solution

On procéde avec les coordonnées polaires. On pose x = rcos @ et y = rsin 6. En remplagant
et en simplifiant, on obtient un expression alternative pour la fonction g :

g(z,y) = g(rcos6,rsinf)
(1 cos 0)(rsin 0)3 + 5(r cos §) (7 sin §)”
(2(r cos 0)? + (rsinh)?)?
78(cos® B sin® O 4 5 cos O sin” 6)
4(2 cos? 6 + sin? §)?
74 (cos® fsin® 6 + 5 cos fsin” 6)
(1 + cos?® §)*

Pour montrer que ( %IH% )g(:v,y) = L = 0, on cherche a borner supérieurement la valeur
z,y)—(0,0

de |g(z,y) — L| = |g(x,y) — 0| = |g(,)|. On obtient

l9(z,y)| = lg(rcosd,rsind)]

74 (cos® 0 sin® 6 + 5 cos O sin” 6)
(1 + cos?6)?
74 (cos® 0 sin® 6 + 5 cos O sin” ) '
(1+0%)?

‘r4(cos5 fsin® O + 5 cos O sin’ 6) }

r ‘0085 0sin® 0 + 5 cos O sin” 9!

< 7t [‘0085951n39} +5 }COSHSin79H
< (1) +5(1)]
= 6rt.
Ainsi
0< |, Jim oes)| = T laGe)] =l o(rcoso,rsing)] < limor =

d’ott on conclut que

lim z,y) =0
(:v7y)—>(0,0)g( 2

Or,

0,0)=0=  lim z,Y),
9(0,0) (I,y)ﬁ(omg( Y)

donc g est continue au point (0,0).

Solution alternative 1

Nous voulons montrer que g est continue en (0,0), c’est-a-dire, par définition, que

( l)in%O O)Q(az, y) = g(0,0). On a ¢(0,0) = 0, donc nous pouvons utiliser une majoration de
m7y _> k)



lg(x,y)| pour montrer que  lim  g(x,y) = 0. Avec I'inégalité triangulaire, nous avons pour

(a,y)—(0,0)
(z,y) # (0,0) :

5 3 7
5
gloy)| = | ST
(22 +y°)
‘ :1:5y3 N ’ 5xy7
(22° + )% [(22% +y7)?

On a 222 + y? > 222 donc (222 + y?)? > (202)% = 4a? et :

|2°y?| 2% _ |y’

(222 4+ y?)2 — dat 4

De méme, comme 222 + y? > 4% on a (222 +9%)? > (y*)? = y* et :

5oyl _ [pay]
4

= 5|zy3| .
2ty =yt O

Finalement, on obtient :

3
Ty 21
o) < 0 sy = Py

Posons h(z,y) = Z|zy?. On a montré que pour tout (z,y) # (0,0), |g(z,y)| < h(z,y).
D’autre part, on a clairement , l)ln% )h(x, y) = 0. Par comparaison, on obtient donc :
z,y)—(0,0

lim z,y) =0
(r7y)—>(0,0)g( v)

cest-a-dire  lim  g(z,y) = ¢(0,0), donc g est bien continue au point (0,0).
(z,)—(0,0)

Solution alternative 2
Si (z,y) # (0,0), alors on peut borner la valeur absolue de ’évaluation de la fonction g au
point (z,y). En effet,

B 22y + 5y’
lg(z,y)| = (2x2 I y2>2
B 2Py + Say”
T st a2y
B 25y 5ay”
T2t a2+ o + drt 42y + !
. 5yB 5ay”
= 4t 4 42y 4t 4ot + 422y? + 4
3 ! 3 y'
= |y 1wt Rl e 4*y® + y*
< Jay®l - (1) +5lay’l - (1)

= 6lzy’|.

Soit € > 0. Posons § = min{1, e}. Montrons que si |z| < § et |y| < J et que (z,y) # (0,0),
alors |g(x,y) — L| < e avec L = 0. En effet, on a

lg(z,y)| < 6lzy’| =6 |z| - [y]> <6-e-1° =e.



Cela achéve de démontrer que

lim x,y) =L =0.
(I:y)%((],o)g( v)

Comme cette valeur est égale a 1’évaluation de la fonction g au point (0, 0), alors la fonction
g est continue au point (0, 0).

EXERCICE 3.
(a) |10 points| Soit la fonction de deuz variables :
4y21‘3 —y° - 227 )
f(a:,y) = 2y4+3$4 5t (I,y) ?é (0,0) ;
0 si (z,y) = (0,0).

Soit (v1,v2) un vecteur unitaire du plan. En utilisant la définition théorique de la dérivée
directionnelle, déterminer (en fonction de vy et ve) la dérivée directionnelle f'((v1,v2),(0,0))
(si elle existe) dans la direction U = (v1,v2) au point (0,0).

D’aprés la définition de la dérivée directionnelle, on a :

(0 + hvy,0+ hvg) — f(0,0)

f,((01702)7(070)) :}115% A .

Ici, on a (v1,v2) # (0,0) car c’est un vecteur unitaire, donc pour h # 0, (hvy, hve) # (0,0)
et on peut utiliser la premiére ligne de la définition de f :

4h%v2h3v3 — hSv§ — 2h7v]
2h*vy + 3htof

h(4v3v} —v3 — 2h20])
203 + v}

f(hvl, hvg) =

D’autre part f(0,0) =0, donc :

f'((v1,v2),(0,0)) = %%W

2,,3 5 2,,7
h=0 205 + 3vf

2,3 _ .5
4vzv7 — v3

21)% + 31}‘11

(b) [10 points] Soit g(x,y,2) = bry?z — 223yz? + x2y.
Calculer la dérivée directionnelle g'((—1/v/14 , 2/v/14 | 3/\/14) , (1,—1,2)) de g dans la
direction (—1/v/14 , 2/3/14 | 3/+/14) au point (1,—1,2).

La fonction g est polynomiale, donc g, ainsi que ses dérivées partielles, sont continues sur
R3. On peut donc utiliser la formule du cours pour calculer une dérivée directionnelle :

99

99 u
(a,b,c) Y 0z

(i, (0.5,)) = 22 2

(a,b,c)

Uy .
(a7b7c)




On calcule :

0
%9 _ 5y2z — 622y + 2xy
ox
@ = 10zyz — 22322 + 22
dy
0
99 _ Say? — 4xyz
0z
On obtient les valeurs suivantes :
0 0 0
99 —32 . U =7 ; Y
Oz [(1, 1.9 Y l1,-12) 92 (1,-1,2)

Donc finalement :

(G os2) - 8, ()
P\\Viw v via) T Orl1 1 \VI4) Oy
-32 54 39

+ +
Vii | VI VI
—47
V14|’

EXERCICE 4. (Application de la régle de chaines)

=13.

((1,-1,2)) (

2

V14

)

dg
" .

(1,-1,2) (

[16 points| La longueur, la largeur et la hauteur d’une boite (en forme de parallélépipede
rectangle) varient dans le temps. La longueur et la largeur croissent & raison de 5 métres par
seconde tandis que la hauteur diminue de 2 métres par seconde. A un moment donné, la hauteur
et la largeur mesurent 4 metres et la longueur mesure 7 metres. Déterminer (en utilisant la régle
de chaines) le tauz de variation, 4 cet instant, du volume de la boite, en métres cubes par seconde

(m?/s).
Soient les variables suivantes :

¢ : largeur de la boite (en métres),

L : longueur de la boite (en métres),

H : hauteur de la boite (en métres),

V' : volume de la boite (en meétres cubes),
t : temps (en secondes).

On a que
dL arl dH
E—5m/s, £—5m/s, E__Q m/s.
Bien siir le volume de la boite est donné par
V=L-¢ H,
de sorte que
ov oV oV
Z _—VH — =LH — =L/
oL tH, ov ’ 0H ¢
Par la régle de chaines, le taux de variation du volume est
v _ vdL _ovde oV dH
d¢ — OLdt ot dt OH dt
dL al dH
= EHE—FLH%%—LEE.

V14

)



Ainsi, lorsque H =¢=4 met L =7 m, on a que

av

At | 0 H)Y=(7 m,A m,4 m)

= (4dm)(4m)(5m/s)+ (7m)(4 m)(5m/s)+ (7 m)(4 m)(—2 m/s)

= 80 m3/s+ 140 m?/s — 56 m? /s
= 164 m?/s

EXERCICE 5. (Optimisation sans contrainte)

(a)

[6 points| Soit f(x,y) = —4a? + 2%y + % — % — 292, ou (z,y) € R Déterminer les points
critiques de f(z,y). On doit résoudre le systéme d’équations

of
Y e =0
of

C’est-a-dire :
1) —8x + 22y = 2z(—4 + y?) = 0.
2) 2yz? + 4% — 3y? — dy = y(22% + %> — 3y — 4) = 0.

x et y sont des facteurs dans 1) et 2) respectivement. Le point (0,0) est donc un point
critique.

Supposons = 0 et y # 0, I'équation 2) donne (y> — 3y —4) = (y —4)(y + 1) = 0.
C’est-a-dire y = 4 ou y = —1. Nous obtenons donc les points critiques (0, —1) et (0,4).

Supposons maintenant z # 0 et y = 0, 'équation 1) donne 2z(—4) = 0, une contradic-
tion.

Il reste le cas x # 0 et y # 0. L’équation 1) donne alors y? = 4, c’est-a-dire y = +2.
Substituons y = 2 dans 1’équation 2). Nous obtenons 2(2x2 4 22 — 3(2) — 4) = 0, ou encore
222 = 6, c’est-a-dire x = ++/3. Nous obtenons donc les points critiques (v/3,2) et (—/3,2).

Substituons maintenant y = —2 dans ’équation 2). Nous obtenons
—2(22% + (—2)? - 3(—2) —4) =0,
c’est-a-dire 222 = —6, une impossibilité.

Nous avons donc les cing points critiques :

(0,0), (0,—1), (0,4), (v/3,2) et (—V/3,2).

[6 points| Les points (0, —1) et (v/3, 2) sont des points critiques de f(z,y). Déterminer la
nature (mazximum local, minimum local, ou point-selle) de ces points critiques.

Les dérivées partielles d’ordre 2 sont :

_

= — = -8+ 2%
92 8+ 2y
an 2 2
02f

B = =4
Oyox vy



Lorsqu’on évalue A, B et C au point (0, —1), nous obtenons : A = B2 — AC = 0> — (-8 +
2(=1)%)(0+3+6 —4)) = —(—6)(5) = 30 > 0. Donc (0, -1) est un point-selle.

Lorsqu’on évalue A, B et C au point (1/3,2), nous obtenons : A = B? — AC = (4(v/3)2)? —
(=8 4+ 2(2)%)(2(v3)% + 3(2%) — 6(2) — 4)) = 192 — (0)(2) = 192 > 0 et nous concluons que
(v/3,2) est un point-selle.

EXERCICE 6. (Multiplicateur de Lagrange)

[12 points| Utiliser la technique du multiplicateur de Lagrange afin d’identifier les points
critiques sous contrainte (c’est-a-dire, les candidats pouvant réaliser un extremum local) de la
fonction f(x,y,2) =2 —y+ z sous la contrainte x> — y?> + 2> —4 = 0.

La fonction de Lagrange est o(z,y, 2, \) = x —y+2+ A(2? —y?+ 22 —4). Les points recherchés
sont des solutions du systéme d’équations suivant :

wz =0,
vy =0,
p, =0,
ox=0.

C’est-a-dire :

142Xz =0,
—1-2\y =0,
14+2Xz2=0,

w2—y2+22:4.

De ces trois premiéres équations, on peut conclure que z # 0, y # 0, z # 0 et A\ # 0. On
peut réécrire les trois premiéres équations comme suit :

1= -2\,
1 =-2)\y,
1=-2)\z.
Puisque A # 0, nous pouvons conclure que z =y = z = —1/(2\).

Substituons = a y et = & z dans I’équation de contrainte 22 — 32 + 22 = 4 . Nous obtenons :

22— 22422 = 4, ou encore 2> = 4. Nous obtenons les solutions z =2 =y =zetx = -2 =y = 2.

Les points recherchés sont donc (2,2,2) et (—2,—2, —2).



