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Feuille 2
Suites numériques

Exercice 1 — Indiquer avec une breve justification si chacun des énoncés suivants est vrai pour deux suites de
réels U = (un)nen et V = (Un)nen-

1. Si U est croissante et convergente, elle est majorée.

Si U est majorée et convergente, elle est croissante.

Si U est décroissante et positive, elle converge.

Si U est croissante et non majorée , elle diverge.

Si U et V sont divergentes, U 4+ V est divergente.

Si U est convergente et V divergente, U + V est divergente.
Si U est convergente et V divergente, UV est divergente.

Si U tend vers 0, UV tend vers 0.

® N o ok N

Exercice 2 — On veut montrer de plusieurs manieres différentes que la suite (uy, )pen+ définie paru, =14 = + -+ 4+ —

2
ne converge pas dans R

1. Montrer que (uy,)nen+ n’est pas une suite de Cauchy et conclure.

2. 0 S I I
. On pose v,, = .
P on " on 4] 2 4 (27 — 1)

— Montrer que pour tout n € N,v,, > —.
— En remarquant que 2" + (2" — 1) = 2"T! — 1, montrer que ugnt1_; = vg + v1 + - -+ + v, et conclure.

3. Comparer u, a une intégrale.

Exercice 3 — On consideére les deux suites de nombres réels (uy,)nens €t (vn)nen+ définies par :

1 1 1
un:1+ﬂ+~~~+ﬁet vn:un+m.
1. Montrer que :

(a) la suite (uy)nen= est croissante;

(b) la suite (vp)nen+ est décroissante ;

(¢) pour tout n > 1, u, < v,;

(d) limp—syoo(vy —up) =0.
En déduire que les suites (up )nen+ €t (v, )nen+ sont convergentes et de méme limite. Cette limite est le nombre
réel e.

2. Montrer que pour tout entier n > 0 il existe un unique nombre réel 6, vérifiant 0 < 0,, < 1 et tel que

1 16,
R (1)

=1+ — .
€ + 1! n!  n.n!

3. Montrer que e est irrationnel (on montrera que la formule (1) n’est pas possible si e = P avec p et g dans N*.
q

Exercice 4 — Soit (un)nen une suite tendant vers ! (avec { un nombre réel ou +o0o ou —o0).
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n
1. On pose, pour tout n € N, v, = —1 Zuk. Montrer que lim,,_, 4, v, = . Montrer que la réciproque n’est

k=0
pas vraie en général, mais est vraie lorsque u, est monotone.

1 & .
2. On pose pour tout n € N*, w,, = — E kug. Montrer que lim,_, o w, = é
n
k=0

Un+1

Exercice 5 — Soit (u,)nen une suite réelle a termes strictement positifs, telle que la suite converge vers une

Un

limite {. Montrer que lim,, o /u, =1I.

Exercice 6 — Soit f une fonction positive décroissante et continue sur [1,4o0[ et

Montrer que la suite (uy,)n,>1 est décroissante et minorée.

1 1
En déduire la convergence de la suite v, =1+ 5 4+ -+ o logn.

Exercice 7 — Montrer que si la fonction g est continue positive et décroissante sur ]0, +o0o, alors on a :

n+1 n n
/ g(x)dz < Zg(k) <g(1) +/ g(z)dx.
1 k=1 1

I 1
En déduire le comportement de la suite définie par u,, = — —.
ovn ; vk
Exercice 8 — Soit u,, une suite décroissante positive convergeant vers 0. On pose v, = ug —u; +ug —ug +--- +
(=1)™uy,.

Soient p et k deux entiers. Montrer que wu, > u, — Upy1 + Upra + -+ - + (= 1)Fupp > 0.
En déduire que la suite v,, est de Cauchy.

Exercice 9 — Etudier les suites u,,n € N et v,,n € N définies par ug, vy (0 < ug < vg) et

Uy, + U, + 2Up Uy,
U =———e¢tw = —-
n+1 2 n+1 u, +Un
Exercice 10 — Etudier les suites définies par
3u, — 2
Duo =1et uprr =+v2un; 2) up =0 et uprg = L;
2u, — 1
Up + 2 1—u
3) up >0 et upp1 = h; 4) up =1/3 et up41 = 3 " exp(uy).

Exercice 11 — Etudier les suites u,,n € N et v,,,n € N définies par ug,vg (0 < up < vg) et

Up + Up

Unt1 = ——5— et Upy1 = /Un+1Un-

Pour déterminer la limite, on posera ug = vg cos a.
Exercice 12 — Etudier la suite définie par ug = 0,u; = 1 et upyo = dupy1 — du, + 2.

Exercice 13 — Etudier la suite définie par ug, u; et upqo = \/iunﬂ — Uy,



