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CM 3 Groupe Concours

Feuille 4
Séries numériques

Exercice 1 — Etudier la nature des séries dont voici le terme général

1) nk}gn 2) Hvlz# 3) 327:1+151 4) nntlffb

5) n'™@) (a > 0) 6) eV 7) n?sin(55) 8) (3+1)"
9) G 10) (22)"" 1) %}4 19) Ml
13) (=2 14) {75 In(cos(3)) (a>0) 15) ™" 1 (kER) 16) nT® — 1
17) nnn 18) n! ()" (z > 0) 19) 1 — cos ( ) 20) (e

21) (nS +3)* — (n? +2)% (a € R) 22) n2e V" 23) = 1+a2 ) (a>0,a € R)

Exercice 2 — Soit a un nombre réel. Pour tout entier strictement positif n, on pose
1 1 1 . 1 2 n 1
Uy = — ,Vp=— — ——— et wy, = — —
"ope TN pa (p41)e " ne (n+1)e (n+2)

1. Pour quelles valeurs de « la suite (u,,) est-elle convergente ?

2. Pour quelles valeurs de « la série de terme général v, est-elle convergente 7 Dans ce cas,
calculer sa somme.

3. Pour quelles valeurs de « la série de terme général w,, est-elle convergente 7 Dans ce cas,
calculer sa somme.

-1 " 3
——— et v, = .
3n+1 " (6n+1)(6n+4)
1. Montrer que la série de terme général v,, est convergente.

Exercice 3 — Pour tout entier positif n, on pose u, =

2. Calculer ugy, + u2n4+1 pour n € N.

+o0o +00
3. Montrer que la série de terme général u,, est convergente et que Zun = Z Un.-
0 0
: « - , cosh(n)
Exercice 4 — Pour quelles valeurs de a € R la série de terme général u,, =

converge-
t-elle 7

Exercice 5 — Soit (uy)nen une suite de nombres réels strictement positifs. Pour tout n € N,
U
on pose Sy, = ug + -+ + Uy et v, = S—”
n

1. Montrer que si la série de terme général u,, est convergente, alors la série de terme général
vy, est convergente.



n
u
2. Montrer que pour tout n € N, on a H(l — ) = S—O.
k=1 "
3. On suppose que la série de terme général v, est convergente.
(a) Quelle est la nature de la série de terme général log(1 — v,) ?

(b) Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

Exercice 6 — Soient a et b deux nombres réels strictement positifs. Pour quelles valeurs de a

an2vn
- converge-t-elle ?

et b la série de terme général ———
& 2V 4+ b

(="
NG

Exercice 7 — Pour tout n € N*, on pose u,, =

(-)" (="
NG e"p< NG

1. Montrer que la série de terme général v,, est divergente.

) et v, = up —
2. La série de terme général u,, est-elle convergente ?

Exercice 8 — Soit (uy)nen+ une suite de nombres complexes. On pose, pour n > 0, v, =
Up + Upt1 + - - U2p-

1. On suppose que u, = a™, avec a € C.

(a) Montrer que la série de terme général u,, et la série de terme général v, sont de méme
nature.

(b) Si la série de terme général v, est convergente, calculer sa somme.

1 . (.
2. On suppose que u, = —, avec a € R. Montrer que la série de terme général v, est
n

convergente si et seulement si o > 2.

Exercice 9 — Soit (uy,)nen une suite de nombres réels. Parmi les assertions suivantes, lesquelles
sont vraies ? lesquelles sont fausses ? Justifier la réponse.

1. Si pour tout n > 0 u, > 0 et si la suite (u,) est décroissante et a pour limite 0, alors la
série de terme général u,, est convergente.

2. Si pour tout n > 0 u, > 0 et si la série de terme général u,, est convergente, alors la suite
(up,) est décroissante a partir d’un certain rang.

3. Si pour tout n > 0 u, > 0 et si la série de terme général u, est convergente, alors la série
de terme général |/u,, est convergente.

4. Si pour tout n > 0 u, > 0 et si la série de terme général u,, est convergente, alors la série
de terme général u,? est convergente.

5. Silimp—400((—1)"nuy,) = 1 alors la série de terme général u,, est convergente.

6. Si limy, . yoo((—1)"n%u,) = 1 alors la série de terme général u,, est convergente.



Exercice 10 — Démontrer, a l'aide d’un développement limité, que la suite de terme général

u, est convergente, avec u, = sin(nm + — + —2)
non

Exercice 11 — Etudier, en fonction du parametre o > 0, la convergence des séries de terme
général :
2 ]_ n+vVIlnn (_a)n

(@) n""cos(); (b) a2 5 (¢)

Exercice 12 — Soit f une fonction de classe C? sur [—1, 1] telle que f(0) = 0, f'(0) = f"(0) = 1.
Etudier les séries de terme général
1 1 (—1)"

(a) f(ﬁ)§(b) f(ﬁ);(C) f( - ); (d) f((:/l?%n)(icifest de classe C3).

Exercice 13 — Former le produit des séries de terme général u,, et v, ou

1
et v, = ——.
n\/n T on—1

Up =

Exercice 14 — Soit u, une suite positive telle que la série de terme général u,, converge. On
1

14+ n2u,
Montrer, en raisonnant par ’absurde, que la série de terme général v,, est divergente.

pose v, =

Exercice 15 — Soient u,, = et o I'application de N* dans N* définie par

(="

Vpe N o(Bp—2)=2p—1; c(Bp—1)=4p—2; o(3p) = 4p.

1. Montrer que o est une bijection.

+oo +00
2. Comparer Z Uy, €t Z Ug(n) -
n=1 n=1

Exercice 16 — Calculer, si elles existent, les sommes des séries de terme général

(a)

(0> 0)5 () In(1— %) (n>1); (0) arctan(2—7112) (n>0).

nT—y

Exercice 17 — Etudier la nature des series dont voici le terme général

1) Gy 2) (—1)"Hn 3) .G 1) snnd) (g ¢ R)
1 (=" (=" 3
5)m 6)ntn 7) 2n+cos(nm) 8) (_1)2%

9) (=1)" cosh(%)sin(L) 10) In (neosh()sin(2)) 11) \/1+ 525 —1 12) (%)"



