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Cercles de Ticker

Introduction

L’énoncé E.207 du « Coin des problemes » de
Quadrature [1] avait pour but de montrer que les six
projetés orthogonaux des sommets d’un triangle sur
ses bissectrices extérieures sont cocycliques. La solu-
tion proposée [3] introduisait la notion de cercle de
Taylor d’un triangle. Ce cercle est un cas particulier
d’une famille générale de cercles attachés a un tri-
angle, les cercles de Tiicker', dont il m’a paru inté-
ressant d’étudier quelques propriétés. Nous avons pu
en donner une définition générale qui n’est plus subor-
donnée, ainsi que je I’explique en section II, a I'intro-
duction et a une disposition particuliere de droites an-
tiparalleles, comme c’est le cas dans certains ouvrages
classiques [4].

| Mise en évidence

Considérons (voir figure 1) un triangle quel-
conque ABC de cercle circonscrit (I') de centre O, et
un point M de AB distinct de A. Menons de M la droite
antiparallele de BC par rapport a (AB,AC). C’est la
parallele a la tangente en A a (I'), donc la perpendicu-
laire a AO. Elle coupe AC en un point N. Menons la
parallele de N a AB qui coupe BC en P. Considérons
le cercle circonscrit au triangle MNP, et soient Q, R, S
ses intersections résiduelles avec AB,AC, BC. Nous
définissons ainsi, en faisant varier M, une famille de
cercles appelés cercles de Tiicker.

* Merci a Alain Esculier, I’auteur des figures, et 2 L.G. Vidiani,
celui de I’appendice.

!'1ls ont en fait été introduits par Lemoine, mais le nom de ce
dernier a été donné a deux éléments remarquables de la famille.
Tiicker est I'un de ceux qui les ont étudiés ultérieurement.

par Jacques Bouteloup”

Figure 1.

Le parallélisme de NP et M Q entraine MN = PQ.
Par antiparallélisme, on a :

(PQ, BA) = (PQ, PN)
= (MQ,MN)
= (AB, MN)
= (BC,AC).

Il en résulte que PQ est antiparallele de AC par rapport
a (BA, BC), donc parallele a la tangente en B a (I).
Ona:

(MS,AC) = (MS,MN) + (MN,AC),
(MS,MN) = (PS,PN)
= (PS,AB),

et (MN,AC) = (AB, BC) par antiparallélisme. Donc
(MS,AC) = (PS,BC) =0,

d’ou MS parallele a AC.

Un raisonnement analogue montre que RS est pa-
rallele a la tangente a (I')) en C. Le parallélisme de
MS et RN entraine que MN = RS. Il en résulte que
PQ = RS, d’ou le parallélisme de OR et BC.

On en déduit que les six points jouent des roles
analogues dans la définition du cercle de Tiicker (7)
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les contenant. Par I’'un quelconque, on mene deux
droites : la parallele a la tangente a (I') en 'un des
sommets du coté qui le porte, et la parallele a 1’autre
coté issu de ce sommet. Par tout point d’un coté dis-
tinct des sommets passent deux cercles de Tiicker ob-
tenus en considérant les tangentes a (I') aux deux som-
mets du coté qui le porte. Par exemple, tout point de
AB peut étre considéré comme point M ou comme
point Q de la figure 1.

Il Autre définition

Les six points déterminent donc trois segments,
MN, PQ, RS, paralleles aux tangentes en A, B, C a
(') et de longueurs égales. Cette propriété est sou-
vent prise comme définition (par exemple dans la
Géométrie du triangle de Lalesco [4], ou dans le dic-
tionnaire Weisstein?). L’un d’eux, par exemple MN,
étant choisi arbitrairement, on caractérise les deux
autres par leurs directions, et MN = PQ = RS. Cela
ne présente pas de difficultés si 'un des deux seg-
ments, par exemple MN, a ses extrémités intérieures
aux cotés. Les parallélismes montrent alors que P et
S sont intérieurs a BC, puis Q intérieur a AB et R
intérieur a AC. La condition sur les longueurs suffit
(voir figure 1). Mais n’oublions pas qu’il existe deux
segments ayant les directions indiquées (symétriques
par rapport au sommet considéré). Sur la figure 2, MN
étant construit, il apparait délicat de définir le choix
précis de PQ et RS. L’étude de la section I précise
aussitot ces deux segments en menant NP parallele a
AB et MS parallele a AC.

Figure 2.

2http://mathworld.wolfram.com
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lll Considérations de similitudes.
Centre du cercle de Tiicker

Soient U, V et W les milieux de MN, PQ et RS.
La droite AU est conjuguée harmonique de la tan-
gente en A a (I') par rapport a AB, AC, donc polaire
par rapport a (I') du point d’intersection de cette tan-
gente et BC, donc passe par le pdle de BC par rapport
a (). Cette propriété classique permet de démontrer
qu’elle est symétrique de la médiane issue de A par
rapport aux bissectrices de (AB, AC). C’est ainsi une
symédiane ; il en est de méme de BV et CW. Ces trois
symédianes se coupent au point de Lemoine K, iso-
gonal de I’isobarycentre G. La droite UV, joignant
les milieux des c6tés non paralleles du trapeze isocele
MNPQ, est parallele aux bases, donc a AB. On a donc

KU_KV
KA KB
et, de méme, L
LSS
KC

Le triangle UVW se déduit ainsi de ABC par une ho-
mothétie de centre K, et de rapport k. Dans cette ho-
mothétie, O a pour image €, centre du cercle circons-
crit a UVW, point de KO tel que 11% = k. La droite
UQ est parallele a AO, donc perpendiculaire 8 MN,
donc médiatrice du segment MN. De méme, VQ et
WQ sont médiatrices de RS et PQ, et Q est le centre
du cercle (7).

Un cercle de Tiicker est caractérisé par son centre
Q, point de OK distinct de O, car U est déterminé
comme intersection de AK et de la parallele menée par
Q a OA. On obtient alors MN en menant de U la per-
pendiculaire a OA. Un cercle de Tiicker est caractérisé
par une homothétie de centre K, qui caractérise U, V,
W images de A, B, C, donc MN, PQ, RS images des
tangentes a (I') en A, B, C. On peut admettre le point
Q en O, le cercle considéré étant le cercle circonscrit
(I'), qui est alors considéré comme appartenant a la
famille des cercles de Tiicker, les six points le carac-
térisant étant deux a deux confondus en A, B, C.

Les tangentes a (I')) en A, B, C forment un tri-
angle dit tangentiel de ABC. Les segments OA, OB,
OC sont perpendiculaires aux co6tés et de longueurs
égales. Le point O est donc le centre du cercle ins-
crit, ou un centre de cercle exinscrit dans ce triangle.
On démontre que c’est le premier cas lorsque ABC
est acutangle, et que si I’angle en A est obtus, O est
centre du cercle exinscrit dans I’angle formé par les
tangentes en B et C. En utilisant ’homothétie préci-
tée, on en déduit que, pour le triangle formé par les
droites MN, PQ, RS, Q est centre du cercle inscrit
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si ABC est acutangle, centre du cercle exinscrit dans
I’angle formé par PQ, RS si I’angle en A de ABC est
obtus. Dans le cas d’un angle droit en A, les tangentes
en Bet C a ('), donc PQ et RS, sont paralleles et le
triangle dégénere.

IV Autres propriétés de la figure

Il a été dit que la symédiane AUK passait par le
pdle de BC par rapport a (I'), intersection des tan-
gentes en B et C. Dans ’homothétie précitée, AK
est invariante, donc PQ et RS se coupent sur AK, de
méme RS et MN sur BK, et MN et PQ sur CK. On en
déduit une nouvelle construction ; MN étant fixée, on
obtient ainsi un point de PQ et un point de RS.

Considérons D = NP N MS, E = NP N QR et
F = QRN MS. Les parallélismes vus en section |
indiquent que DEF est directement semblable a ABC.
Dans le parallélogramme AM DN, AS passe par le mi-
lieu de MN, c’est-a-dire U, et est donc confondue
avec la symédiane AUK. Il en résulte que DEF est
homothétique de ABC par rapport a K.

1l existe d’autres segments égaux sur la figure. La
perpendiculaire menée de Q a BC est médiatrice de
PS et OR. La symétrie par rapport a cette médiatrice
entraine PR = QS. On obtient de méme MR = NS,
MP = ON.

Ona:

(AB,AC) = (MQ, MS)
= (NQ,NS),

(AB,AC) = (NP,NR)
= (MP,MR),

(BC, BA) = (PS, PN)

= (0S, ON),
(BC,BA) = (QR, OM)
= (PR, PM).

Ces égalités montrent que NQOS et M PR sont direc-
tement semblables a ABC. Les égalités écrites plus
haut montrent que ces deux triangles sont directement
égaux.

Désignons par Q’, R’, ', M’, N’, P’ les points
d’intersection relatifs de VW avec ABet AC, WU avec
BC et BA, UV avec CA et CB. La parallele UV a AB
issue du milieu U de MN passe par le milieu N’ de
AN. De méme, M’ est milieu de AM, donc M’N’ pa-
rallele a8 M N, perpendiculaire a OA. N’ P’ est UV, pa-
rallele & AB. On reconnait la le début de la construc-
tion des points caractérisant un cercle de Tiicker. Les
raisonnements sont analogues pour les autres points.
Ainsi, a partir de la similitude qui nous a donné U, V
et W, nous obtenons un deuxieme cercle de Tiicker.

Quadrature n° 63

C’est la définition que I’on trouve dans la Géométrie
du triangle de Sortais [5]. L’intersection U’ de AU et
M’N’ est le milieu de AU. Nous avons KT’ = KA;QKU.
De % = k, nous tirons % = % Introduisant
les points analogues V’ et W’, nous obtenons un tri-
angle U'V'W’ se déduisant de ABC par la similitude

de centre K ayant ce rapport.

V Premier cercle de Lemoine

C’est le cercle de Tiicker obtenu lorsque Q est le
milieu de OK, d’ou U milieu de AK ; or c’est le milieu
de AD.Donc D = K,etde méme, E = F = K. Les
droites NP, MS et QR passent par K. Ainsi, si I’on
mene par K les paralleéles aux cotés de ABC, chacune
étant limitée a ses intersections avec les deux autres
coOtés, on obtient des segments dont les six extrémités
appartiennent a un mé€me cercle centré au milieu de
OK.

VI Second cercle de Lemoine

C’est le cercle de Tiicker obtenu lorsque € est
en K. L’homothétie est alors de rapport O et inutili-
sable. Les points U, V, et W sont en K. Ainsi, si ’on
mene par K les paralleles aux tangentes a (I') en A,
B et C, chacune étant limitée a ses intersections avec
les coOtés issus du sommet considéré, on obtient des
segments dont les six extrémités appartiennent a un
méme cercle centré en K.

VIl Cercle de Taylor

Considérons (voir figure 3) les hauteurs AH, BI et
CJ de ABC, et les projections orthogonales H’, H” de
Hsur AB,AC;I’,I” de Isur BC,BA;J', J” de J sur
CA, CB.

Le quadrilatere inscriptible AH’ HH” donne :

(H'H”,AB) = (H'H”, H'A)
= (HH”,HA)
= (AC, BO).

H'H” est donc antiparalleéle de BC par rapport a AB,
AC, c’est-a-dire parallele a la tangente en A a (I'). On
obtient des propriétés analogues pour I'I” et J'J”. Les
quadrilateres inscriptibles HI’H”I et ABHI donnent :

(HI',AC) = (H’I',H’I)
= (HI',HI)
= (HB, HI)
= (AB, Al
= (AB,AC).
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Figure 3. Cercle de Tayor.

Il en résulte que H”I’ est parallele 2 AB. De méme,
I”J’ est parallele a BC et J”H’ parallele a CA.

On retrouve donc la configuration des six points
de la section I avec les notations M = H', N = H”,
P=I',0=I""R=J,S=J".

Ces six points appartiennent a un cercle de Tiicker
particulier, appelé cercle de Taylor.

Soient L et T les intersections de /J avec HH’ et
BC. La construction classique de la polaire du point
T par rapport a (AB, AC) conduit a la division harmo-
nique TH, BC, donc au faisceau harmonique J7, JH ;
JB, JC. Le parallélisme de JC et LH entraine H' mi-
lieu de LH. Les droites IJ et H'H”, antiparalleles de
BC par rapport a AB, AC, sont paralleles. Il en résulte
H’ H” homothétique (H, %) de 1J. Les propriétés ana-
logues obtenues pour I’I” et J'J” montrent que ces
droites forment les cotés du triangle médian du tri-
angle orthique H1J. Ce triangle médian est homothé-
tique du triangle orthique, avec pour centre 1’isobary-
centre de H, I, J et le rapport —%. A T'angle en H du
triangle orthique correspond 1’angle formé par I'I” et
J'J”. Les résultats de la fin de la section III conduisent
ainsi aux propriétés remarquables suivantes :

Le centre du cercle de Taylor est défini a partir du
triangle médian du triangle orthique, comme centre du
cercle inscrit si ABC est acutangle, comme centre du
cercle exinscrit dans 1’angle formé par I'I” et J'J” si
I’angle en A de ABC est obtus. D’autre part, 1’ortho-
centre étant centre du cercle inscrit dans HIJ si ABC
est acutangle, centre du cercle exinscrit dans ’angle H
si 'angle A de ABC est obtus, le centre du cercle de
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Taylor est I’intersection de OK et de la droite joignant
I’orthocentre de ABC au barycentre de H, I, J.

VIl Application (Enoncé E.207 de
Quadrature n° 48)

Considérons le triangle afy formé par les bissec-
trices extérieures de ABC. Les bissectrices intérieures
en sont les hauteurs, donc le centre du cercle inscrit a
(ABC) est orthocentre de @By. Ce point est intérieur a
ABC, donc a af}y, et ce dernier triangle est acutangle.
Les projections orthogonales de chaque sommet sur
les deux bissectrices extérieures qu’il ne contient pas
sont donc, pour afy, les six points considérés dans
la figure précédente. Ainsi, ces six points sont sur
un méme cercle (cercle de Taylor de afy), admet-
tant pour centre le centre du cercle inscrit dans le tri-
angle médian du triangle ABC, homothétique (G, —%)
du centre du cercle inscrit dans ABC.

On peut de méme considérer le triangle formé
par deux bissectrices intérieures et la bissectrice
extérieure passant par le troisieme sommet. Son
triangle orthique est encore ABC, I’orthocentre étant
un centre de cercle exinscrit dans ABC. On obtient
ainsi trois cercles de Taylor, chacun contenant les
projections orthogonales des sommets sur les cotés
d’un tel triangle. Leurs centres sont les homothétiques
(G, —%) des centres des cercles exinscrits dans (ABC).

Appendice. Quelques remarques de
L.G. Vidiani

D’apres Brocard et Lemoyne [2], on peut prou-
ver que le cercle de Tiicker a pour équation barycen-
trique :

By AA’
c2b? (@ + b* + HAK’

1 AA’
E § - =0
¢ (a2 (a* + b + ?)AK’ a

OK est le diametre du cercle dit de Brocard. On dé-
montre que les cercles de Tiicker sont bitangents a une
ellipse, dite ellipse de Brocard, tangente aux cotés de
ABC aux pieds des symédianes, et admettant comme
foyers les points de Brocard du triangle ABC>. Mais
ce bicontact n’a de sens que dans le plan complexi-
fié. Le cercle de Tiicker n’est pas réellement tangent
a cette ellipse si son centre est extérieur au segment

3 En réalité, ces points de Brocard ont été trouvés par Crelle
en 1816, et leur définition est donnée dans le paragraphe suivant.
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formé par les centres de courbure aux sommets de
I’axe secondaire de cette ellipse porté par OK. Enfin,
cette ellipse a pour équation projective en coordon-
nées normales (le point unitaire est le centre du cercle
inscrit)

Définissons maintenant les points de Brocard évoqués
dans le paragraphe précédent et considérons les trois
cercles :

— passant par B et C et tangent a AC ;

— passant par C et A et tangent a BA ;

— passant par A et B et tangent a CB.
Ils contiennent tous le point Q, appelé premier point
de Brocard. De méme, considérons les trois cercles :

— passant par C et B et tangent a AB ;

— passant par A et C et tangent a BC ;

— passant par B et A et tangent a CA.
Ils contiennent tous le point Q’, appelé second point
de Brocard. L’angle

w = CBQ
= BAQ

est appelé angle de Brocard. Il est intéréssant de sa-
voir que « si trois chiens partent des trois sommets du
triangle et courent tous apres la queue du précédent en
se déplacant a la méme vitesse, alors le combat final
se déroulera en 1’'un ou I’autre des points de Brocard,
selon le sens de la poursuite. »

On peut prouver aussi que le rayon du cercle de
Tiicker est R+/k? + (1 —k)?>tanw, ol w est I’angle
de Brocard du triangle ABC (cotanw = cotanA +
cotan B + cotan C).

On peut démontrer [2] (tome I, p. 155 et p. 434)
que le premier cercle de Lemoine a pour équation en
coordonnées barycentriques (par rapport au triangle
de référence ABC) :

ﬂz a+pB+y b? + 2 0
— a =
Z b2c?  (a* + b% + %) a?

et que le second cercle de Lemoine a pour équation en

Quadrature n° 63

coordonnées barycentriques (par rapport au triangle
de référence ABC) :

a+pB+y b+ —a?

ﬁZ
Z P22 2(a2 + b2 +¢2)? a? a@=0.

J. Casey a étendu aux polygones harmoniques la no-
tion des deux cercles de Lemoine.

On peut également démontrer [2] (tome I, p. 164)
que le cercle de Taylor a pour équation en coordon-
nées barycentriques (par rapport au triangle de réfé-
rence ABC) :

Z Z’fz—a;rge:yZacotanzA:O.
a

Le lecteur curieux peut aller voir, sur le site de
Weisstein précedemment cité ou dans le livre de
Brocard [2], les définitions des ellipses de Brocard,
Cassini, Lemoine, Mandart, Simmons, Steiner,
MacBeath, celles des hyperboles ou paraboles de
Kiepert ou de Yff, et enfin celles des cubiques de
Darboux, Brocard, Feuerbach, MacCay, avec tous les
liens que cela implique, en particulier la nomenclature
des milliers de points (2 676 pour étre précis) notés X;
par Weisstein, et que 1’on trouvera dans un document
de 712 pages dii a Clark Kimberling*.
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