g Intégration et probabilités TS Paris, 2016-2017 g

E TD 2 — Intégration et théoremes de convergence g

“Je dois payer une certaine somme ; je fouille dans mes poches et j'en sors des piéces et des billets de différentes
valeurs. Je les verse d mon créancier dans [ordre oi elles se présentent jusqu’a atteindre le total de ma dette. C'est
Uintégrale de Riemann. Mais je peux opérer autrement. Ayant sorti tout mon argent, je réunis les billets de méme
valeur, les piéces semblables, et jeffectue le paiement en donnant ensemble les signes monétaires de méme valeur.
C'est mon intégrale.”

— Lebesgue 1901.

1 — Petites questions
N N

1. Soit y une mesure finie sur ([0,1],5([0,1])). Soit (f,),>o une suite de fonctions continues de
[0,1] dans [0, 1], qui converge simplement vers 0. Montrer que

n—oo

1
lim J; fu(x)du(x) = 0.

2. On définit sur un espace mesuré (E, A, ) une suite de fonctions mesurables (f,),>o et une
fonction mesurable f telle que f,, — f p-p.p. quand n — co. On suppose que

supJ;|fn|d,u < 00.

n>0

Montrer que f est intégrable.

3. (Inégalité de Markov) Soit f € L(E, A, u). Montrer que pour tout A >0,
1
1> AN < 5 [ 11
E

4. Soit f € L'(E, A, p). Montrer que u({f = +co}) = 0. Que dire de la réciproque ?
Corrigé.
1. C’est une application immédiate du théoréme de convergence dominée.

2. 1l suffit d’utiliser le lemme de Fatou : comme |f(x)| = lim|f,,(x)|, on a

J Ifldp = j liminf|f,|du < liminfj |fuldp < supf|fn|d,u < oo.
E E n—o0o n—00 E n
3. Il suffit d’écrire :

J fldp = J FILgfizaydp > f Alypaydp = Ap((If1 2 A)).
E E E

Pour toute question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.
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4. D’apres l'inégalité de Markov,

u(llf] = n)) < f|f|dy—> 0.

On a dautre part u({f = +oo}) < p({[f] = +oo}) = lim, oo pu({lf] > n}) (en effet, les ensembles
{If| = n} sont décroissants en n, d’intersection égale a {|f| = +oo} et ils sont de mesure finie
d’apres I'inégalité de Markov).

La réciproque est clairement fausse (prendre la fonction constante égale a 1 sur N muni de la
tribu discrete et de la mesure de comptage).

2 — Théoremes de convergence
N N

Exercice 1. (Uniforme continuité de I'intégrale) Soit (E, A, u) un espace mesuré et f : (E, A, ) = (R, B(RR))
une fonction intégrable.

1. Montrer que
lim L|f|1{|f|>n}dy =0.

n—-oo

2. Montrer que
V€>O,36>O:VAEA,y(A)<6:>f|f|d]/¢<e.
A

Corrigé.
1. La fonction f étant intégrable, elle est finie y-p.p et donc 1y¢5,) — 0 p-p.p. quand n — oo.
Ainsi, |f|1{fj>n) — 0 p-p.p. quand n — oo et d’apres le théoreme de convergence dominée,

J|f|1{|f|>n} dp ——0.
E

2. Soit € > 0. Par la question 1., il existe n, € IN tel que

€
f FILyppn dp < 5.
E
Posons o, = ¢/(2n,). Alors, pour A € A de mesure p(A) <9,

j|f|du=f Ifldy+f |f|dusf|f|n{|f|>ng}du+nsum><e,
A An{|f|>n,} An{|f|<n} E

ce qui conclut la question.
—> 0=
Exercice 2. Soit u une mesure finie sur (]0,1[, 3(]0,1[)) et f: ]0,1[— R une fonction positive, mono-
tone et intégrable. Quelle est la limite de la suite (fol fx™)dp(x))pen ?

Corrigé. La fonction f étant monotone, elle admet une limite a droite en 0 que nous noterons a €
R, U {+co}. On traite séparément les cas f croissante et f décroissante.
— Si f est décroissante, alors la suite de fonctions positives (f,),>1 définies par

fu(¥) = f(x"), x€]0,1],

est croissante et converge y-p.p. vers a. Donc d’apres le théoreme de convergence monotone,

fx")dp(x) — adp=ap(]0,1[).
10,1] oo J0,1]
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— Si f est croissante (on a a < co dans ce cas), alors la suite de fonctions (f,,),>1 est décroissante
et converge A-p.p. vers a. En outre, f; = f est intégrable donc

f(x")dp(x) — adp=ap(]0,1]),
10,1] n=eo J10,1]

par le théoreme de convergence dominée.

_—— o C—ee— 44—

Zycercice 3.

1. Dans le lemme de Fatou, montrer que si l’'on remplace liminf par limsup, f, > 0 par f, <0 et
> par <, le théoreme reste vrai.

2. Donner un exemple de fonctions (f,),>o pour lesquelles I'inégalité est stricte dans le lemme
de Fatou. Montrer qu’on ne peut pas se passer de I’hypothese de positivité.

3. Dans le théoreme de convergence dominée, vérifier, en donnant des exemples et contre-exemples,
que si 'on oublie une hypothese la conclusion peut rester vraie, ou pas!

4. Reprendre la question précédente avec le théoréeme de convergence monotone.

5. Construire une suite de fonctions continues f,, sur [0,1], avec 0 < f,, < 1, et telle que

limJ1 fu(x)dx =0
0

sans toutefois que la suite (f,(x)) ne converge pour aucun x de [0, 1].

Corrigé. Tout d’abord, voici quelques exemples utiles avec la mesure de Lebesgue :
— La bosse glissante : f,, = 1[;, y41]-
— Le puits infini : f, = nl[g 1/,
— Le stroboscope infernal : f,, x(x) = 1jk_1)/n,k/n[ POUr 1 <k <n.
Les deux premiers exemples ont leur équivalent avec des mesures discrétes :
— La bosse glissante : f,, = 1}, avec la mesure de comptage sur IN.
— Le puits infini (glissant) : f, = nzﬂ{n} avec la mesure /i sur (N, P(IN)) telle que fi({n}) = 1/n?.

1. Pour la premiere partie, il suffit d’appliquer le lemme de Fatou a —f,,.
2. Pour avoir une inégalité stricte, il y a deux pathologies possibles :

(a) la liminf sous-estime la suite car sa masse est oscillante : f,, = 1o et fo,,,1 = 1) avec la
mesure de comptage sur IN.

(b) la suite converge mais une partie de la masse s’échappe a I'infini : f, = 1, avec la mesure
de comptage sur IN.

Si on oublie la positivité, la pathologie (a) ne pose pas de probleme car la liminf sous-estime
toujours la suite, mais la pathologie (b) devient génante car la masse qui s’échappe en 'infini
est négative ! Il suffit donc de considérer f,, = —1y,, avec la mesure de comptage sur IN.

3. Si on oublie la condition de domination : si on prend f, = ]l{n} avec la mesure de comptage
sur IN, la conclusion reste vraie (autre exemple : f,, = n Il{n} —(n+1)? Ly,41) avec ji définie
ci-dessus), mais si on prend la bosse glissante la conclusion est mise en défaut.

Si on oublie la convergence presque partout : f, = (=1)"1jp — (=1)"1y;; avec la mesure de
comptage sur IN, la conclusion demeure, mais si on prend f, = (=1)"1yg), la conclusion est
mise en défaut.

4. Sion oublie la croissance : si on prend f, = %]l{n} avec la mesure de comptage sur IN, la conclu-
sion reste vraie, mais si on prend le puits infini, la conclusion est mise en défaut.

Si on oublie la positivité : si on prend f, = =1, [ avec la mesure fi, la conclusion reste vraie,
mais si on prend f, = —1;, [ avec la mesure de comptage sur IN, la conclusion est mise en
défaut.
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Remarque. On pourrait souhaiter construire un exemple ou (f,),>o est croissante, pas posi-
tive et telle que ffn du » flimfn dy avec en outre f|fn|d,u < oo (ce qui nest pas le cas avec
fu = —1[ueo[ €t la mesure de comptage sur IN). C’est en fait impossible : si f; est intégrable,
alors elle est finie p-p.p. donc on peut considérer (f, — fo),>0 qui est croissante et avec des
fonctions toutes mesurables et positives, donc par le théoréme de convergence monotone on a
an — fodp » f(limfn) — fodp et donc jfn du » flimfn dy, en utilisant de nouveau que f; est
intégrable.

5. Prendre le stroboscope infernal, mais en le rendant continu : f, x(x) est la fonction affine par
morceaux reliant les points (0,0), ((k—1)/n,0), ((k—2/3)/n,1), ((k—1/3)/n,1), (k/n,0) et (1,0)
(faire un dessin!). En réindicant cette suite sous la forme (g;);>0, on a construit une suite de

fonctions continues de [0,1] dans [0, 1] telle que fol gi(x)dx — 0 mais g;(x) ne converge pour
aucun x €]0,1[ car liminfg;(x) = 0 <1 = limsup g;(x).

Remarque. On a donc construit une suite (f,),>o telle que jlfn — fldp — 0 (i.e. convergence L!)
sans avoir pour autant f,, — f u-p.p. Pour cela on a eu besoin d’une mesure diffuse. En effet si
p est une mesure discrete, donc portée sur un ensemble X dénombrable muni de P(X) comme
tribu, alors la convergence dans L! implique la convergence y-p.p. : si IX |f, — fldp — 0, alors

pour tout x € X tel que u({x}) > 0, |f,(x) — £ (x)| < p({x})~! fX|fn —fldu — Oetdonc f,, = f u-p.p.
car ’ensemble {x € X : u({x}) = 0} est de mesure nulle (car X dénombrable).

B * | G T o T ——

FExercice 4. (Quand est-ce que convergence p.p. implique convergence dans L' ?) Soit (E, A, u) un espace
mesuré avec p(E) < co. Une famille (f;);c; de fonctions mesurables de E dans R est dite uniformément
intégrable si

C—00 iel

lim supj |fildp = 0. (1)
{lfil=c}

1. Montrer que toute famille finie de L1 (E, A, u) est uniformément intégrable.

2. Montrer que la famille (f;);c; est uniformément intégrable si, et seulement si, les deux condi-
tions suivantes sont satisfaites :

(a) supidﬂfi|d,u < 00,
(b) Ve>0,dn>0:YAec A u(A)<n=Vi EI,IA|fi|d,u< €.

3. Montrer que si les familles (f;);c; et (gi)ie; sont uniformément intégrables, alors il en est de
méme pour la famille (f; + gi)ier-

4. Soit (f,),>1 une suite de fonctions qui converge y-p.p. vers une fonction f. Montrer que (f,;),>1
est uniformément intégrable si, et seulement si, f € L1 (E, A, p) et

L|fn—f|d#;:; 0.

Corrl;gé‘
1. Si I est fini, il suffit de montrer que limc_>mj“f1>6}|fi|dy = 0 pour i € I fixé. Ceci découle du
théoreme de convergence dominée, car

j fildp = J i i
{Ifil>c} E

et |fil1y5>c) converge p-p.p. vers 0 lorsque ¢ — oo en étant majoré par |[f;|, qui est intégrable.

2. Montrons d’abord I'implication. On remarque que pourie€letc>0,

_flfldﬂ < cy<E>+f Fldp.
E {Ifil>c}
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D’apres (??), il existe C > 0 tel que supielf{ }|fi|d]/t < 0. On a alors

Ifil=C
sup [ 1fldp< Cut) +sup | [fldp <,
i€l iel J{|f;|=C}

ce qui prouve (a).
Pour (b), on imite la preuve de 'uniforme continuité de I’intégrale : on fixe ¢ > 0 et on choisit

C > 0 tel que sup,; f{|f|>C}|fi|dV <¢/2.51 u(A)<e/(2Cu(E)), on a pour tout i €1 :

f fildp < f |ﬁ-|dﬂ+f fldp < ﬂ(A)Cu(EHf flduse.
A AlfilsC Ifil>C Ifil>C

1

Montrons maintenant la réciproque. Notons y = sup,; J|fi|d]4 < oo par (a). D’apres I'inégalité
de Markov, pour i € I et ¢ > 0 on a u({|f;| > c}) < y/c. Fixons € > 0 et soit 1 > 0 tel que la
condition (b) soit vérifiée. Pour ¢ > y/x on a alors , u({|f;| > c}) < 1 pour tout i € I, ce qui

implique
supf Ifildu < e
iel J{|fi|>c}

3. C’est une conséquence facile de la question 2. en utilisant I’inégalité triangulaire.

grace a (b). Le résultat s’ensuit.

4. Montrons d’abord I'implication. En écrivant |f| < |f,|+|f — f,|, on voit aisément que f € L1 (k).
Soit € > 0. On écrit, pour c>0:

[ plaws | mints—proraps | g ian

D’apres 1., f est uniformément intégrable, et donc d’apres 3. la suite (f,, — f),>1 est uniformé-
ment intégrable. Il existe donc C > 0 tel que pour tout n > 1,

j fo— fldp<e.
{Ifi=f1=C}

On a donc
Llfn—fldﬂ < Lmin(lfn—fI,C)d#H-

Mais le premier terme de la quantité de droite tend vers 0 d’apres le théoreme de convergence
d?mi?ée. On a donc IE |f, — fldpu < 2¢ pour n suffisamment grand, ce qui prouve 'implication
désirée.

Montrons finalement la réciproque. La condition fE'f” — f|dp — 0 garantit que la suite (f, —
f)u>1 est uniformément intégrable. Nous avons déja vu que f est uniformément intégrable.
Il s’ensuit que la suite (f, — f + f)u>1 = (fu)u>1 est uniformément intégrable, ce qui conclut
I’'exercice.

3 — A chercher pour la prochaine fois
ST

Exercice 5. Soit (E,&, p) un espace mesuré et f : E — R, une fonction mesurable.

1. On suppose que f est intégrable. Etudier la convergence de la suite

o ool L)

2. Méme question lorsque IE fdp=co.
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Corrigé.
1. Pour tout x € E, nIn(1 + f(x)/n) — f(x) lorsque n — oo, et de plus, on a n|In(1 + f/n)|du < |f|,
qui est une fonction intégrale positive indépendante de n. D’aprés le théoreme de convergence
dominée, I, — fEf

2. D’apres le lemme de Fatou,

liminff nln(l + i)dy > J fdp=oco.
n—o00 E n E

Ainsi [, — oo.

Remarque. On peut aussi vérifier que nln(1 + f/n) croit vers f quand n — oo, et appliquer, aussi bien
pour 1. que pour 2., le théoreme de convergence monotone.

4 — Compléments (hors TD)
T R —

FExercice 6. Soit (E, A, i) un espace mesuré. On suppose que p(E) < oo et que f est une fonction com-
plexe intégrable et telle qu’il existe S C C un fermé tel que pour tout A € A de mesure strictement
positive on ait

1
M = — dues.
A= | £
Montrer que f(x) € S pour y-presque tout x.

Corrigé. Lensemble S¢ complémentaire de S est une réunion dénombrable de disques fermés, il suffit
donc de prouver que si A est un disque fermé de centre a et de rayon r inclu dans le complémentaire
de S, on a u(f~1(A)) = 0. Dans le cas contraire en posant A= f~!(A) on a

1 1
MLfdy—aslef—algr,

c’est-a-dire M4 (f) € A C S, ce qui est impossible par hypothese.

o< ———————

Exercice 7. (Convergence en mesure) Soit (E, A, u) un espace mesuré tel que p(E) < oo. Soit (f,),>0 et f
des fonctions mesurables de (E, A) dans (R, 5(IR)). On dit que la suite (f,,) converge vers f en mesure
si pour tout € >0,

HlIf =l > &) —— 0.

1. (Convergence L' implique convergence en mesure) Montrer que si fE|f — fuldu — 0, alors f, — f
en mesure. Remarquer que la réciproque est fausse.

2. (Convergence p-p.p. implique convergence en mesure) Montrer que si f, — f u-p.p., alors f,, = f
en mesure. Remarquer que la réciproque est fausse.

3. (Convergence en mesure implique convergence p-p.p. d’une sous-suite) En utilisant le lemme de
Borel-Cantelli, montrer que si f, — f en mesure, alors on peut extraire une sous-suite de (f,)
qui converge p-p.p. vers f.

4. (Un théoréme de convergence dominée plus fort) On suppose que f, — f en mesure et qu’il existe
une fonction g : E — R intégrable telle que |f,,| < g u-p.p. pour tout n > 1.

(a) Montrer que |f| < g y-p.p-

(b) En déduire a 'aide de la propriété d’uniforme continuité de I'intégrale que

L|fn—f|dwo.
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5. (L'espace L°(E, u)) On note L°(E, ) I'ensemble des fonctions mesurables quotienté par la rela-
tion d’égalité u-p.p.
(a) Montrer que 'on définit une distance sur L(E, p) par

o(f,g)=infle >0, u(|f —g|>¢) < ¢}

et que celle-ci métrise la convergence en mesure.
(b) Montrer que (L°(E, p), §) est complet.
(c) Montrer qu’il n’existe pas de distance sur L°(E, u) qui métrise la convergence p-p.p.
Comgé.
1. On suppose que IE|f" — fldpu — 0. Soit € > 0. D’apres I'inégalité de Markov,

W~ fl> ) < f|fn fldg

ce qui implique que u(|f,, — f| >¢) — 0.
Réciproquement, considérons la suite de fonctions (f,),>; définie sur ([0, 1], B([0,1])) par
fo=11{0,1/n)-

Alors (f,),>1 converge en mesure vers 0. En effet pour tout n > 1, A(f, > 0) = 1/n. En revanche,
pour tout n > 1, f[o 1]f,,(x)dx =1.

2. On suppose que f,, — f u-p.p. Soit € > 0. Alors,

p{ﬂ U{|fm—f|>e}]=

n>1m=n

Or, la suite (Upysuflfin — f| > €})uso est décroissante pour I'inclusion et u est une mesure finie,

donc on a,
,}iggoﬂ(u{lfm—fl > e}] =0.

m2n

En particulier, lim,,_,, p({|f,, — f| > €}) =
Réciproquement, considérons la suite de fonctions (f, x),>1,1<k<n définie sur ([0,1],5([0,1]))

par
fuk = L[(k=1)/nk/n]-

Alors (f, k)n>1,1<k<n converge en mesure vers 0. En effet, pour tout n > 1 et tout 1 < k < n,
A(fux > 0) = 1/n. En revanche, limsup f,, x = 1[o 1], donc la convergence n’a pas lieu p-p.p.

3. On peut construire une suite strictement croissante d’entiers (1)~ telle que pour tout k > 1,

1> ) <2

Comme la suite des 27 est sommable, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, on a
. 1
J% hinsup{|fnk —f| > %} =0,

c’est-a-dire, pour p-presque tout x, il existe ko(x) tel que pour tout k > ko(x), |f, (x)—f (x)| < 1/k.
Cela implique que f, — f p-p.p. quand k — co.
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4. Premiere méthode : par 'absurde. On suppose qu’il existe ¢ > 0 et une suite extraite (f,, )i>o
telle que pour tout k > 0,

| 15~ flnze 2)

Or f,, — f en mesure quand k — oo donc d’apres la question 3., on peut extraire une sous-

suite (fnk,- )i»o0 de (fy,) telle que fnk]_ — f pu-p.p. Or

< g pour tout j > 0. Donc d’apres le

fnk].

théoreme de convergence dominée,

J

 —

Cela contredit l'inégalité (2).

Deuxiéme méthode : comme suggéré dans ’énoncé.

(a)

Vérifions tout d’abord que |f| < g p-p.p. Pour tout € >0, on a

pf1>g+e) < p(fI>ful +€) < pllf = ful > &)

Dongc, u(|f| > g+¢€)=0. Ainsi, y-p.p., pour tout n > 1, |[f| < g+ 1/net donc |f| < g.
Soit € >0.0On a

- fldy = - _f1d - _fld
Lv fldu j{m_ﬂg}v f ﬂ+£|fn_ﬂ>e}|f fldu

< 5#(5)+2J |gldp
Ifi—=f1>e)

La fonction g étant intégrable, on a d’apres la propriété d’uniforme continuité de l'inté-

grale,
2‘[ lgldy —— 0.
{Ifu=f1>e} nmeo

Ainsi, limsup,,_, JE|fn — fldu < eu(E) pour tout € > 0. Donc fElf” —fldpu — 0.

Montrons que o est une distance sur LY(E, p). Soit f,g € LY(E, p). Il est évident que 6(f, f) =
Oeto(f,g) =06(g f) Supposons o(f,g) = 0. Alors pour tout n > 1, u(|f —g| > 1/n) < 1/net
la suite ({|f — g| > 1/n}),>1 est croissante pour l'inclusion donc on a

uf#g) = M[U{If—gl > 1/n}] = lim p(|f -gl>1/n) =

n>1

i.e. f = g p-p.p. Soit maintenant f,g,h € L°(E, u). Posons a = §(f,g) et b = 5(g, h). Alors,
pour tout € >0, on a

u(lf —hl>a+b+2e)<u(|lf —gl+1g—h|>a+b+2e)
<plf-gl>a+e)+pu(g—hl>b+e)
<a+b+2e
Cela implique 6(f,h) < 8(f,g) + (g, h). Ainsi 6 définit bien une mesure sur L°(E, p).
Vérifions que 6 métrise la convergence en mesure. Soit f € LY(E,p) et (f,),>1 une suite
d’éléments de LY(E, p). On suppose tout d’abord que f,, — f en mesure. Soit ¢ > 0. Alors,
u(lfn — fI > €) — 0. Dong, il existe ny € IN tel que u(|f, — f| > €) < € pour tout n > ny. Ainsi,
O(fu, f) < € pour tout n > ny ce qui montre que o(f,, f) — 0. Supposons maintenant que

o(fu, f) — 0. Soit 11 > 0 fixé. Pour tout ¢ €]0,#], il existe n, tel que u(|f,, — f| > €) < € pour
tout n > ny. Ainsi, pour tout n > n,

wlfu = fl>n) < pllfu—fl>e) <L,

ce qui montre que f,, — f en mesure.
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(b) Soit (f,),>1 une suite de Cauchy pour 6. On pose 1, := 1 et, pour chaque k > 1, on choisit
ni > ny_y tel que 6(fp, fg) < 27 pour tous p,q > ny. Ainsi on a construit une suite extraite

(fu k1 telle que p(lfy, . — fu | > 27%) <27 pour tout k > 1. Notons

A= {[fus — fu > 278}

Alors ) ;-1 f(Ag) < 0. Dong, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, y(limsup; Ay) = 0. Ainsi,
la série
D (0= £ ()]

k>1

converge pour u-presque tout x. Donc la suite (fnk(x))kzl converge pour p-presque tout x.
On note f sa limite y-p.p. (on pose f = 0 sur 'ensemble de mesure nulle ou f n’est pas
définie, noter que f est bien définie y-p.p.). Alors d’apres la question 2., f, — f en mesure.
Ainsi o(f,,, f) — 0 et donc o(f,, f) — 0.

(c) Supposons qu’il existe une distance d sur L°(E, u) qui métrise la convergence y-p.p. D’apres
la question 2., on peut construire une suite de fonctions mesurables (f,),>o sur (E, A, u) qui
converge en mesure vers 0 mais pas y-p.p. Ainsi, il existe ¢ > 0 et une suite extraite (f,, )x>0
telle que d(f,,,0) > ¢ pour tout k > 0. Or f, — 0 en mesure. Donc, d’apres la question
3., on peut construire une suite extraite (fnk]_ )j>0 qui converge p-p.p. vers 0. Cela contredit

I'inégalité d(f,, ,0) > ¢ pour tout j > 0.
]

_— o C—ee—e—/ 40—

Exercice 8. (3%) Soit (E, A, p) un espace mesuré et (A,),>; une suite d’éléments de A. Soit f : (E, A, u) —
(R, B(IR)) une fonction intégrable telle que

n—-oo

L|]LA” —f|dy—> 0.

Montrer qu’il existe A € A tel que f = 14, p presque partout.

Corrigé. Montrons d’abord que |f| < 2 u-p.p. A cet effet, on remarque que d’aprés 'inégalité triangu-
laire {|f|> 2} C{|f —14,|>1}, donc d’apres 'inégalité de Markov

ullIf1>2)) < L'ﬂ*‘" i ——o.

n—-oo

Ainsi, u({|f|>2}) = 0, ce qui prouve que |f| < 2 p-p.p.
Pour prouver que f = 14, u-p.p, nous allons démontrer que f = f2 y-p.p. (et alors A = {f = 1}). A cet

effet, on écrit
f|f‘f2|df‘ﬁj|f—ﬂA,,’dﬂ+J|f2—11An
E E E

= [Ir-talawe [lr-na -l na e
S4J|]1A”—f|d;4,
E

car |[f +14 | <3 p-p.p. Ainsi, on obtient le résultat.

dp

Fin
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