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Arithmétique de base

Programme : Nombres entiers, partie entiere, divisibilité, division euclidi-
enne, décomposition en base b, pgcd, ppcm, algorithme d’Euclide, théoréme
de Bezout, lemme de Gauss. Pour le détail du cours, voir le poly d’Arithmé-
tique d”Animath.

- Enoncés des exercices vus en cours -

Exercice 1 Soit m un entier strictement positif, et soient 1y, ..., des nombres
rationnels tels que 1 4+ ... + 7, = 1. Quelles sont les valeurs minimale et
maximale atteintes par la fonction f(n) =n — > ", [rin] pour n € N*?

Exercice 2 Montrer que pour tout n, n? + n est divisible par 2.

Exercice 3

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 91%°

22012

par 8.

2. Trouver le dernier chiffre de 201

Exercice 4 (Probléeme des poids de Bachet) On dispose d'une balance a deux
plateaux avec laquelle on veut pouvoir peser tout objet d'une masse entiere
comprise entre 1 et 40kg. Quel est le nombre minimal de poids de masse en-
tiére qui sont nécessaires a cela :

1. si on ne peut poser ces poids que sur un plateau de la balance ?
2. si on peut les poser sur les deux plateaux?

2In+4
14n+3

Exercice 6 Soient m,n des entiers strictement positifs. Déterminer le pgcd de
1...1 etde 1...1

m chiffres n chiffres

Exercice 5 Montrer que pour tout n entier la fraction est irréductible.



Exercice 7 Déterminer le pgcd de tous les nombres de la forme
(a—=b)(b—c)(c—d)(d—a)(a—c)(b—d)

ou a, b, c, d sont des entiers.

Exercice 8 Soit p un nombre premier, k un entier compris entre 1 et p — 1.
Montrer que p divise (}) = ﬁik)! (qui, on le rappelle, est entier).
- Corrigé -

Solution de I'exercice 1 Commencgons par encadrer f(n) pour avoir une idée des
extréma : pour touti, rim —1 < [rin] < rn, d'oun —m < Zl“; ;Tim < n, d’ou
0 < f(n) < m — 1. Nous allons montrer qu’en fait les valeurs 0 et m — 1 sont
atteintes. Soit A un dénominateur commun pour tous les 1; (on peut avoir
I'idée de le considérer car il réalise 'égalité dans la toute premiere inégalité
écrite), alors puisque 1;A est entier pour tout i, f(A) = 0. D’autre part, f(A —
N=A-1-Y"A-1=A-1->"(mA-1)=m—1.

Solution de 'exercice 2
Méthode 1 : n et n? sont de la méme parité, donc leur somme est paire.
Méthode 2 : n? + n = n(n + 1) est le produit de deux entiers consécutifs,
dont un est nécessairement pair.

Solution de l'exercice 3

1. Puisque 9 = 1 + 8, en développant on a 9’ = (1 +8)!1% =14+ 8A ou A
est un entier. Donc le reste est 1.

2. Remarquons d’abord que cela revient a chercher le reste de la division
euclidienne de 20122"1? par 10, qui est le méme que celui de 2%°'2. Or les
derniers chiffres successifs des puissances de deux sont 2,4, 8,6,2.. ., péri-
odiques de période 4, et 2" avec n divisible par 4 a toujours pour dernier
chiffre 6, donc puisque 2012 est divisible par 4, la réponse est 6.

Solution de l'exercice 4

1. On est obligé de prendre un poids de 1kg pour pouvoir peser 1kg. En-
suite, pour pouvoir peser 2kg, on a deux possibilités : soit ajouter un
autre poids de 1kg, soit ajouter un poids de 2kg. La 2éme solution est plus
avantageuse car elle permet en méme temps de peser 3kg. De méme, pour
peser 4kg, il est plus avantageux de choisir un poids de 4kg plutdt qu'un
poids de 1 ou de 2kg, car cela permet de peser tout jusqu’a 7kg. Pour la
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méme raison, ensuite on choisit 8kg. On remarque que le choix de poids
qui apparait est en fait la suite des puissances de deux. Pour en com-
prendre la raison, reformulons un peu le probléme : nous voulons des en-
tiers py, ... px (les poids) tels que tout entier n entre 1 et 40 puisse s’écrire
n =ep1+...+expxavec e; € {0,1} (e; = 1sile poids est utilisé pour peser
n, e; = 0 sinon) de la maniére « la plus unique possible », car pour avoir
un nombre de poids optimal, il faut que chaque pesée puisse se faire de
peu de fagons différentes, voire d"une unique fagon. Or nous venons de
voir un telle possibilité de décomposition, la décomposition en base 2, qui
est méme unique ! Prendre donc des poids égaux aux puissances de deux
inférieures a 40, a savoir 1, 2, 4, 8, 16, 32, répond au probléeme. Mieux, avec
cela on peut méme mesurer tous les poids jusqu’a 1+...+32 =2°—1 = 63.

. Commencgons de méme par trouver a la main les premiers poids qu’il
faut, en commencant avec un poids de 1kg. Pour peser 2kg, on pourrait
prendre 2, mais aussi 3, et c’est cette solution-la qui s’avere la plus avan-
tageuse, car elle permet aussi de peser 4. D’autre part, on ne peut prendre
4 directement car avec 1 et 4 on ne peut peser 2. On choisit donc 1 et 3.
De méme, la meilleure solution ensuite est de choisir 9, car cela permet
de couvrir tous les poids de 5 a 13. On voit que cette fois-ci, les poids qui
apparaissent sont des puissances de 3. Pour expliquer cela, écrivons la dé-
composition unique en base 3 d'un nombre n: n = e}3° 4 ... + /3" avec
des e! € {0, 1, 2}. Comme dans notre probleme il nous faut des coefficients
dans {—1,0, 1} (pour indiquer si un poids est utilisé, et si oui, de quel coté
de la balance), nous allons appliquer a notre décomposition 1’algorithme
suivant : remplacer tous les termes de la forme 2 x 3k par 3k+l_3k puis re-
grouper par puissances de 3 et simplifier, et recommencer jusqu’a n’avoir
que des coefficients -1,0 ou 1. L’algorithme termine nécessairement car
de nouveaux 2 ne peuvent apparaitre que devant des puissances de 3 de
plus en plus grandes. Sur un exemple, cela donne :

17 = 1x3Z+2x34+2x1
= 1x324+3-3+3-1
— 2x3%2-1
= 33-32-1

Ainsi, tout entier n s’écrit comme somme de puissances de 3 avec des co-
efficients —1, 0, 1, et on prouve que celle-ci est unique de la méme maniére
que la décomposition en base 3 I'est. Donc les puissances de 3 donnent
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bien une solution a notre probléme, et il suffit de quatre poids 1, 3, 9, 27,
pour peser tous les poids entre 1 et 40, et cette fois-ci, ce systéme de poids
est méme optimal au sens ot il ne peut peser que ces poids-la (41 ne peut
étre pesé).

Solution de I'exercice 5 2(21n+4) - 3(14n+3) =-1, donc pged (2In+4,14n+3) =
1.

Solution de I'exercice 6 Supposons que m < n et écrivons n = mq-+r la division

euclidienne de n par m. Alors la division euclidienne de 1...1 par 1...1
) n chiffres m chiffres
s’écrit
_ m(g—1)+r m+r T
1...1 =1...1(10 +...10™m"4+10") + 1...1 .
n chiffres  m chiffres T chiffres
En appliquant 1’algorithme d’Euclide on voit donc que le pged cherché est
1...1.
pged(mmn)

Solution de I'exercice 7 Nous allons montrer que le pgcd cherché est 12. En effet,
par le principe des tiroirs, parmi a, b, ¢, d il y a deux nombres congrus modulo
3, et donc leur différence est divisible par 3. Maintenant si on regarde modulo
4, on a deux possibilités : soit il y a deux nombres parmi a, b, c, d congrus
modulo 4, et a ce moment-la leur différence est divisible par 4, soit a,b,c, d
sont distincts modulo 4. Mais dans ce dernier cas, deux d’entre eux sont pairs
et deux sont impairs, donc le produit qui nous intéresse a deux facteurs pairs.
Ainsi, dans tous les cas, ce produit est divisible par 3 et par 4, donc par 12.

D’autre part, prenant a =0,b =1,¢c =2, d = 3, le produit obtenu vaut —12
donc le diviseur que nous avons trouvé est bien le pgcd.

Solution de I'exercice 8 1l suffit pour cela de prouver que k!(p—k)! divise (p—1)!,
sachant que 'on sait qu’il divise p!. Or p est premier avec k! et avec (p — k)!
(onabien1 < k < p —1), donc k!(p — k)! est premier avec p, ce qui conclut.




