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Inégalités

- Enoncés-

Exercice 1 Prouver que, si n > 2 est un nombre naturel et x1, x5, ..., x, sont
des réels positifs, alors

VAN

X1 + X2 X2 + X3 X1+ X2 X1+ X2
(x1 — %)%+ (x2 = x3)% -+ + (Xn—1 — Xn)> + (%0 — x1)*.

3.3 3_.3 3_ 03 4 3_ .3
4<X1_X2_|_X2_X3+.___|_X1_X2_|_X1_Xz>

Exercice 2 (Roumanie 2012, 10e classe) Soient a et b deux nombres réels tels
que 0 < a < b. Prouver :

1. Pour tous x,y et z € [a, b], 2V ab < X+§+‘7’ + -2 < a+b.

Ixyz
+y+ b _ b
2. {X =+ Siyz} = [2Vab, 2]

Exercice 3 On note a,b et c let trois cotés d"un triangle.
1. Montrer qu’il existe un triangle de cotés /g, v'b et y/c.
2. Prouver que vab + vbc ++/ca < a+b+c <2vVab+2vbe +2¢/ca.

Exercice 4 (BMO 2012) Prouver que, pour tous nombres réels positifs x, y, z,
ona:

Z(X+y)\/(y+z)(z+x)>4(xy +Yz + zx). (1)

cyc



Exercice 5 Etant donnés trois nombres positifs a, betc telsque a+b+c =1,
montrer que :

b b /1— [1-b  [1-—
2 S22 T 622V2 Syt =)
b ¢ a a ¢ b a b C

Exercice 6 (Inégalité arithmético-géométrique) Soient x4, %y, ..., %, > 0. Mon-
trer :

X1+"'+Xn
n

3=

> (X1X2 + - - Xn) ™.

Exercice 7 Montrer que pour tous x,y,z > 0O on:

Zx3 > sz\/y_z.

cyc cyc

Exercice 8 Pour tout triplet de nombres non négatifs a, b, ¢, tels que a?, b?, ¢?
sont les cOtés d’un triangle, montrer I'inégalité :

(a+b+c)(a®+b>+cH)(a®+ b3 +c3) > 4(a® +b° + ).

- Corrigé-
Solution de l'exercice 1 En posant x,,;1 = x1, on a
+

no.3_ .3 n n

Z X —xd, Z <x2 2 XiXit1(Xit1 — Xi)) o XaXagr (X — %)
— = i~ Xin = Z :

T Xt Xi o Xi + Xit+1 = X1 TX

D’autre part, pour tout i, W < %Xi+1 (xi11 — xi). En sommant ces iné-

galités pouri=1,2,...,n, on obtient la conclusion.

Solution de l'exercice 2

1. Par l'inégalité des moyennes géométrique et arithmétique on a :

X+y+z ab ab
> > 2V ab.
3 + - Uz XYz + - Uz a




De nouveau, l'inegalité des moyennes donne :

x—l—y—i—z+ ab <x+y+z+ab(%+%+%)
3 XYz 3 3

ou f:]0, 0o[—]0, 0], f(t) =t + “Tb. Pour toutt € [a,b],ona:

(f(x) + fly) + f(2)),

Q| =

tla+b+f(t)) =(b—-t)(t—a) >0,

d’ot1 résulte f(t) < a + b pour tout t € [a,b]. En sommant, on obtient
l'inégalité demandée.

2. D’apres la premiere partie de I'exercice, il suffit de montrer que l'inter-
valle [2v/ab, 2] est contenu dans l'ensemble du membre gauche. On
montrera [2v/ab, “T“’] C f([a, b]). Pour cela, soit s € [2v/ab, %b]. L’équa-
tion f(t) = s équivaut a t>—st+ab = 0. Puisque s > 2v/ab, le discriminant
de I’équation est positif, donc on a deux racines réelles, qui appartiennent

a [a, b]. En choisissant, x = y = z = svs—dab ”';_4‘1", on obtient "+‘§+Z + \3/% —s.
Cqfd.

Solution de l'exercice 3

1. Comme a,b et c sont les cOtés d’un triangle, on sait qu’il existe u, v et
w > 0telsquea =v+w, b =u+wetc = u+v. Alors l'inégalité
Vva < vb + +/c équivaut a /v +w < Vu+ w + /u+ v, ce quon montre
vrai en élevant au carré. De maniere analogue on montre les deux autres
inégalités satisfaites par les cOtés d"un triangle.

2. La partie gauche s’obtient par a+b > v/ ab et les analogues. Pour la partie
droite, v/a < v/b + /c implique a < vab + y/ac. De maniére analogue,
on trouve deux autres inégalités et par sommation, on a le résultat.

Solution de l'exercice4 Onposea =+/y+z,b=+x+zetc=4/x+y.Ona:

b — —b 1

et les deux autres relations obtenues par permutations cycliques. En sommant
les trois égalités, on obtient :

Xy +yz +zx = ZZazb2 — Z a’.
cyc cyc




Or, l'identité suivante est connue :
Z 2a%b? — Z a*=(a+b+c)Meela+b—c).
cyc cyc
Ainsi, I'inégalité (1) n’est autre que :
abc(a+b+c) > (a+b+c)llye(a+b—c). (2)
Comme, x, y et z sont positifs, a?, b2 et c? sont les cotés d'un triangle. Alors, a,
b et c sont également les c6tés d"un triangle. Ainsi, on peut poseru = b+c—a,

v=a+c—betw = a-+ b — cetobtenir des nombres positifs. Par I'inégalité
des moyennes on a ** > \/uv et les analogues. En multipliant on a :
u+v

ﬂcyc ( T

= uvw,
2 )2

ce qui prouve (2), donc (1).

Solution de l'exercice 5 Par I'inégalité des moyennes, on a :
y

b b 1-
P8 4252/2.2 o a
a a a a

De maniére analogue on trouve deux autres inégalités qui s’obtiennent par
permutations cycliques. En sommant, on obtient le résultat.

Solution de I'exercice 6 On montre d’abord l'inégalité pour les n de la forme
n = 2% Pour cela on fait une récurrence sur k. Le cas n = 2! est bien connu.
Supposons le résultat vrai pour k — 1. Soient x4, ..., %y > 0. Par I'hypothese
de récurrence, appliquée aux 2% !-uplets (x1, ..., Xox1) et (X(px-141), ..., Xox), ON
obtient :

X1+ o+ Xok1 1
T > (X1Xg -+ - Xok1) 2% T,
sz—1+1 + .-+ Xox 1
zk_l 2 (X1+2k*1 U X2k) 2,
. 2z se 2 » X +.+X
Les deux inégalités sommées donnent : ———= =
X1+ Xok—1 Xok—1 1+ Xk I N S 1
B 2k712 4+ % +21kil 2 N (x1%p - - ‘X]2< 1)2k—1 + (X1+2k*1 Xk )T
2 ~ 2 '

_1 _1
Lecasn =2 pour (x1Xy -+ Xok-1)2% T et (X1.ok—1- X5k )21 donne :
1X2 2 142 2

1

X1+ +x - 5 3
- > \/(X1X2 P Xt ) 25T (X e X ) T = (X e X ) 2K

2k

4



Ceci prouve 1'inégalité pour les puissances de 2. Passons maintenant au cas
général. Soit n un nombre naturel et (xy, ..., x,) un n-uplet pour lequel on veut
montrer I'inégalité. Soit k tel que 2% > n. On pose y; = x; pouri=1,2,...,n
ety; = (X1 ---+xn)" pouri=n+1,...,2% On applique le cas 2¥ a (y1, .. ., Yox)
et on trouve :

3=

X1+ X+ (2 =) (xa - xn)
2k

2K-n 1
> (X1 xn(x1 - xn) 0 )F = (axg o xa)

3=

Solution de 'exercice 7 On a :

B ‘XS ‘93 Z3
Zx3_z(4.g+g+g>

cyc cyc

En appliquant I'inégalité arithmético-géométrique a (x3,x3,x3,x3,y3, z°) on ob-

tient que le membre droit est supérieura } . v/x"?y’z’ =3 X2\ /Yz.

Solution de l'exercice 8 Méthode 1. Par I'inégalité de Cauchy ona (}_ a)(}_ a®) >
(3~ a?). Il reste a montrer que pour tout triplet x,y, z de cotés de triangle véri-
fient (x +y+2z)® > 4(x>*+y>+2%). Pour celaon pose z = a+ B,y = a+yetx =
B +7v avec &, B,y = 0. En remplacant, on doit montrer 2(Y_ «)® > Y («x+ B)?,
soit 2o+ B3 +v3) +6(>" o?B+R%x) + 120y = 2(> o) +3 > o?B+3 > ap>.
Cela est évident car «, 3,y > 0.

Méthode 2. Sans perte de généralité on peut supposer que a > max{b, c}.
Ainsia > b,a>cetb?>+c?2 > a?2 Ona (> a)d a®)(> a®) > (a®>+b% +
c?) (a® + (b? + c2))2> 4a*(a® + b2+ c?) > 4a® + 4b° + 4c°.




