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Exercices d’arithmétique

- Enoncés -

Exercice 1 Montrer qu’il n’existe pas d’entiers non nuls x, y, z tels que x*+y* =

z4,

Exercice 2 Trouver tous les n € N* tels que n? | 2™ + 1.

Exercice 3 Trouver toutes les paires d’entiers strictement positifs telles que
a® =b(@),

Exercice 4 Soit P un polyndme non constant a coeficients entiers, montrer que
’ensemble E des nombres premiers divisant P(n) pour au moins un n est in-

fini.
- Solutions des exercices -

Solution de I'exercice 1 On montre en fait la propriété plus forte qu’il n’est pas
possible d’avoir x* + y* = z2.

Par I’absurde, on suppose que (x,y, z) est la solution de 1’équation avec z?
minimal. On a alors que x Ay Az = 1. D’apres la forme générale des triplets

pythagoriciens, on pose

x? =2mn (1)
y?=m?—n? 2)
z=m?+n? (3)

Avec m et n non nuls, premiers entre eux et de parité opposée. De méme,
grace a (2), on a m impair et n pair, donc on pose



m=u’+v?
n =2uv
y =122
Avec u et v non nuls, premiers entre eux et de parité opposée. Donc (1) se
réécrit
x? = duv(u? +1?)
Comme u, v et u? + v sont deux a deux premiers entre eux, chacun est un

carré. On note u = %%, v = {j? et u> +v?> = 2. On a alors

&4yt =2

et Z < x* < z, ce qui contredit la minimalité de la solution (x,y, z).

Solution de I'exercice 2 On constate que n est impair. n = 1 est solution. Si
n > 1, on pose py le plus petit diviseur premier de n. Soit wy (2) I'ordre de
2 modulo pg. On a

Wp,(2) [ 2n
(’Upo (2) 1' n
wpo (2) | Po — 1
Par minimalité de po, n est premier avec pp—1, donc 2n/A\(pp—1) =2, donc
Wp,(2) |2, donc wp,(2) = 2. Donc py | (22 —1) donc pgy = 3.
D’apres le théoréme LTE, v3(2" + 1) = v3(2 + 1) + v3(n), donc v3(n?) <
14 v3(n), donc v3(n) < 1, donc v3(n) = 1. On note n = 3m. On constate que

m = 1 donne n = 3, qui est bien solution.
. . . . . m
Sinon, on pose p1 le plus petit diviseur premier de m. m? | £55. Donc

Wy, (8) [ 2m
wp,(8) ¥ m
Wy, 8) [p1—1
donc, comme précedemment, wy, (8) =2, donc p; | 63, donc p; =7.

11 suffit alors de constater que 7 5.
Les deux seules solutions sont doncn =1etn = 3.

Solution de l'exercice 3




Lemme 1. Si a® > b9, alors b > aou b =2 ou b = 1. Dans le deuxiéme cas, on
ade plus a < 4.

Démonstration.

b a

b > pd > >
a’>b @bln(a)/aln(b)(@ln(b) Z In(a)

. X . .
La fonction f : x nx est strictement croissante pour x > e, et f(2) = f(4), ce
nx

qui conclut la preuve. ]

Sia =1, alors b =1 et réciproquement. Par la suite, on suppose que a > 2
etb > 2.

Ona (a?)® > a® = bl*), donc, d’apres le lemme, b > a2 ou (b =2 et a® = 3)
ou (b =2 et a®> = 4). a®> = 3 est absurde, et (2,2) n’est pas solution.

Sib > a?, et p est un nombre premier, ona b.v,(a) = a®.v,(b), donc v, (a) <
vp(b).

Donc a | b. On pose b = ac, on a alors a% = (ac)@), donc a® @ = ¢%. c® est
entier, doncc—a > 0. Onadonc a* * > (c—a)¢, donc, comme précedemment,
soit (c —a) < 2,soitc—a > a,donca|c.Sic— a=0,onretrouve la solution
(1,1), et c — a € {1, 2} abouti a une absurdité.

On note donc ¢ = da. On a alors a®4~1 = (ad)® soit a4? = d. Cela im-
plique d < 4.

d =2 donne 1 = 0, ce qui est absurde.

d =3 donne a = 3, on a alors b = 27, qui est bien solution.

d =4 donne a =2, on a alors b = 16, qui est bien solution.

Solution de I'exercice 4 Si P(0) =0, pour tout p, p | P(0).

Si P(0) =1, on suppose par 'absurde que E = py, p1, ..., px est fini. On note
alors TT = []pi. Comme P est non constant, P(TTX) non plus, donc il existe
s € N tel que P(ITs) ne soit ni 1 ni —1. De plus, P(I1s) = 1[p;] pour tout i. Soit
q un diviseur premier de P(ITs), q ¢ E, d’ott contradiction.

Sinon, on pose a = P(0) et on s’intéresse au polyndome P(X) = @. P est
non constant, a coeficients entiers et tout diviseur de P(n) est dans E, de plus,

P0)=1.




