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Inégalités : exercices

- Enoncés -
Exercice 1 Soient a,b > 0 tels que a + b = 1. Montrer que :

a? b2 1
THEL
a+1 b+1" 3

Exercice 2 Soient xq,...,xn > 0 avecxy...x, = 1. Montrer que
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X e T s — L —
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Exercice 3 Soient a,b,c > 0 tels que abc = 1. Montrer que —— + z7o=7 +
1
<1

atct+l
Exercice 4 Soient a, b, c les c6tés d’un triangle.

2(a®b? +b%c? + a?c?) > (a* + b+ ¢h)
(Suggestion : penser a la formule de Héron pour l’aire d'un triangle)

Exercice 5 Soit ABCDEF un hexagone convexe. On suppose que tous les cotés
sont de longueur < 1. Montrer qu’il existe une grande diagonale de longueur
< 2.

Exercice 6 Soit P, P’ deux quadrilateres convexes avec P’ a l'intérieur de P,
d (resp. d’) la somme des longueurs des diagonales de P (resp. P’). Montrer
que:

d'<2d

1



Exercice 7 Soit ABC un triangle de cotés a, b, c et d’aire A. Montrer :

aZ+b%+c% > 4V3A

- Corrigé -

Solution de I'exercice 1 1l y a beaucoup de solutions possibles, notamment par
convexité.

Solution directe : On écrit b = 1 — a, on met au méme dénominateur. L'iné-
galité est équivalente a :

3[(1—a)*(a+1)+a*2—a)]>(2—a)(a+1)
On développe et on obtient
40> —4a+1=4(a—1/2)*>0

Solution par homogénéisation : On commence par faire la simplification (la
méthode marche aussi si on ne 1’a pas vue!) :

a2 _a2—1+ 1 a1+ 1
a+1 a+1 a+1 a+1

L'inégalité se réecrit :

1 1
>4
a+1+b+1 /3

On réduit au méme
a? b?

(a1b)2b+a)  (atrbj@atb) = /3

On met au méme dénominateur, on développe et on obtient
a®+b* > 2ab

et on a gagneé.

Solution de I'exercice 2 On multiplie a droite par x; ... %y :

Xp Fxy 2 E X1... X Xn
i
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On reconnait des sommes symétriques :

1 n—1 1
(ﬂ—l)!ZX >(n—1)[ZX1X2'--Xn—1

sym sym

et on conclut par Muirhead.

Solution de l'exercice 3 On fait un changement de variable a = x>, b = y>, ¢ =
z%, ce qui permet ensuite d’homogénéiser :
1 n 1 n 1 51
¥H+y+xyz B+B+xyz P +B+Hxyz

On met au méme dénominateur, on simplifie :

X6y3+y6X3+X623-|—X326 —|—y6Z3-|—y3Z6 22(X59222+X2y522+)(2y225)

Z Xoy3 = Z Xy

sym sym

soit

qui est un cas de 1'inégalité de Muirhead.

Solution de I'exercice 4 11 est possible de résoudre cet exercice “simplement” en
1% P

faisant une transformation de Ravi et en développant le tout : on se ramene a

l'inégalité évidente :

xX*yz +xy’z +xyz’> > 0
Mais la formule de Héron donne une preuve élégante. L'inégalité triangulaire
implique :
(a+b+c)(a+b—c)la+c—Db)(b+c—a) >0
Or ceci se réecrit :
(a+b+c)la+b—c)la+c—Db)(b+c—a)=[a+b)*—c?lc*—(a—Db)?
= (a® 4+ b%> —c? +2ab)(c®* — a®> — b* + 2ab)
= 40’0? — (a® + b* — ¢?)?
= (a®4+b>+c?)?—2(a* +b* + b

Solution de I'exercice 5 On ordonne les cotés du triangle ACE, disons AC <
AE < CE. On écrit alors I'inégalité de Ptolémée dans le quadrilatere ACDE :

AD-CEXCD-AE+DE-ACKAE+ACK2CE
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donc AD < 2.

Solution de I'exercice 6 Notons A, B, C,D (resp. A’, B/, C’,D’) les sommets de P
(resp. P’) et P (resp. P’) la somme des longueurs des cotés de P (resp. P’).
Solution pédestre : On va montrer qu’en fait :

/

P
—E<d%dy<P<2d<N’

On a par inégalité triangulaire :

AC < AB + BC
AC<CD+ AD
BD < AB+ AD
BD < BC+CD

En les additionnant, on obtient 2d < 2P. D’autre part, si O est le point de
concours des diagonales, on a par inégalité triangulaire :

AB < AO + OB
BC < BO +0C
CD<0OC+0D
AD < OA + 0D

En les additionnant, on obtient P < 2d.

Les inégalités & < d’ < P’ sont exactement les mémes appliquées a P'. 11
reste donc a démontrer que P’ < P.

Soit M un point quelconque a l'intérieur de P’. On trace les droites (MA’),
(MB’), (MC’), (MD’). Par convexité de P’, elles rencontrent le bord de P’ en
A’,B’, C’,D’.Onnote A", B”, C”, D" les premiers points dintersection avec le
bord de P. Alors par inégalité triangulaire : P’ = A’'B’+ B'C' + C'D'+ D'A’ <
A//‘B// _I_ B//C// + C//D// < ‘P.

Solution astucieuse (due a Clément Lézane) : On remarque le fait suivant :
tout segment contenu dans le polygone P est de longueur inférieure a sa plus
grande diagonale. Ceci se voit en utilisant la convexité de la fonction “distance
a un point”. On l'applique ensuite aux deux diagonales de P’, ce qui conclut.

Solution de I'exercice 7 1l existe beaucoup de preuves de cette inégalité (dite de
Weitzenbdck). On renvoie au livre de Engel, Problem solving strategies, chap.”
pour un florilege. Voici celle proposée par Clément Lézane et Lucas Flam-
mant :




On fixe le périmetre p = a + b + c. Dans ce cas, le membre de gauche de
'inégalité est minimal quand a = b = ¢, alors que l'aire d'un triangle de
périmétre fixé est maximal pour un triangle équilatéral. Ceci conclut.



