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Suites et polyndmes

- Suites -

Définition 1. On appelle ug, - - - ,uy - - -, ou ux € K pour tout k € N une suite a
valeurs dans K, notée (u,) ou (un)nen. On peut en fait définir une suite (un )ner
ot I est inclus dans N, éventuellement fini, mais c’est plus rare.

La méthode de résolution d"un exercice portant sur les suites est en général
assez junglesque, mais il y a quelques idées a connaitre. Il importe de chercher
Si:

e la suite étudiée est croissante ou décroissante,

e la suite a une limite : u, se rapproche a d’une valeur 1, éventuellement in-
finie, lorsque n tend vers l'infini (si | € R, on dit alors que (u,) converge vers
b,

e la suite est périodique : il existe p € N tel que pour tout entier naturel n,
Unip = Un. Parfois, cette propriété n’est vraie qu’a partir d'un certain rang,
et la suite est alors dite ultimement périodique. Une suite (ultimement) péri-
odique de période 1 est dite stationnaire.

On dispose de quelques propriétés :

Proposition 2. Toute suite croissante majorée est convergente.
Toute suite décroissante minorée est convergente.
Toute suite périodique convergente est stationnaire.

Il existe de plus quelques types de suites assez particuliers :

Définition 3. Une suite de la forme u, = an + b avec a,b € R est dite arith-
métique de raison a.

Une suite de la forme u, = bxa™avec a,b € R est dite géométrique de raison
a.



Et il convient de noter quelques propriétés sommatoires :

N—1
Proposition 4. Soit u, := an+b pour toutn € N.Ona )} u, = aN“\é_l) +Nb.
=0
N-1 N "
Soit u, := ba™ pour toutn € N. On a Zo Uy = bll_T“a.
n—=

La démonstration, purement calculatoire, est laissée au bon plasir du lecteur.
On peut méme envisager une sorte de mélange entre ces deux types de
suites, abordé dans la rubrique suivante.

Suites et récurrence

On peut souvent démontrer une propriété voulue sur une suite, voire méme
trouver I'expression du terme général, en utilisant une récurrence. Cette récur-
rence s’exprime la plupart du temps sous forme de deux types d’équations. Le
premier est une équation de la forme

Un+1 = f(un)-
f est presque toujours continue, auquel cas

Proposition 5. si | est la limite de la suite (u,) (qui n’en a pas forcément!),

alors
f(l)=1

Exercice 1 Etudier la suite définie par up = 0 et upy; = /12 + u,, pour tout
n € N.

Concernant le second type d’équations :

Définition 6. Soit (u,) une suite réelle, on dit qu’elle satisfait une équation de
récurrence d’ordre k (linéaire) lorsqu’il existe k € N* et des réels ay, - - - , ax_1
tels que pour tout entier naturel n,

Unik + Qg 1Unik—1 + -+ Aoy =0

Définition 7. L'équation X* + a1 X! + .- + ap = 0 est appelée équation
caractéristique.



Exemple 8. Pour une suite arithmétique de raison a, un1—Un = Uni2—Uny1 =
a, donc uni2 — 2un4 + U, = 0 est une équation de récurrence vérifiée par u,,.
Pour une suite géométrique de raison a, un41 — au, = 0.

Une suite arithmético-géométrique vérifie une relation de la forme : w41 =
au, + b, et on obtient I'équation de récurrence u, > — (a + 1)un4; + auy, =0

La résolution générale d’une telle équation de récurrence (dont la démon-
stration est inutile et fastidieuse dans notre cadre) utilise la notion de polynome,
abordée dans la section suivante. Contentons-nous des ordres 1 et 2 ici.

Proposition 9. Si pour tout n € N, u,41 — au,, =0, alors u, =upa™.

Proposition 10. Si pour tout n € N, uns + ajuny + aou, = 0, on résout
I’équation caractéristique du second degré X* + ;X + ay = 0.

e Si elle a deux solutions distinctes 11 et 15, alors : u, = c1717 + c215, ol g et ¢y
sont déterminées avec, par exemple, les valeurs de ug et u;.

e Si elle a une racine double r, alors : u, = (an + b)r™, et encore une fois uy et
u; permettent de déterminer a et b.

Sauriez-vous retrouver dans la propriété précédente les suites arithmétiques,
géométriques, et arithmético-géométriques ?

Exemple 11. Une suite géométrique correspond a une équation de récurrence
d’ordre 1.

Une suite arithmétique correspond a une équation de récurrence d’ordre 2
ayant 1 pour racine double.

Une suite arithmético-géométrique de raison a correspond a une équation de
récurrence d’ordre 2 dont les solutions sont 1 et a.

Tant de théorie prometteuse n’en appelle qu’avec plus de force des exercices
permettant d’appliquer victorieusement ces nouvelles connaissances.
Exercice 2 Evariste doit monter un escalier de n > 1 marches. Pour ne pas
trop se fatiguer, il décide a chaque pas de monter une ou deux marches a la
fois, pas plus. De combien de manieres différentes peut-il monter ’escalier ?

Les exercices suivants ne se rapportent pas nécessairement a un paragraphe
précis du cours.
Exercice 3 Existe-t-il une suite d’entiers (u,)nen: strictement croissante telle
que pour tous entiers naturels n, m, on ait Uy, = un + uy ? Et simplement
croissante ?



Exercice 4 On définit la suite (a,) par ap > 0 et a1 = va, + 1 pour tout
n € N*. Montrer que la suite a au moins un terme irrationnel.

Et un petit classique pour la route :
Exercice 5 Soit (u,) la suite définie par up =5 et up1 = uy + u% pour n € N.
Montrer que wjgpp > 45.

- Polyn6mes -

Définition 12. e Soitn € N, et ap,-- -, an € K, I'expression P(X) = ap+--- +
anX™ est un polynome a coefficients dans K. Si a,, # 0, condition presque sys-
tématiquement supposée réalisée dans la suite du cours, on dit que le polynome
est de degré n, ce qui s’écrit souvent degP = n.

e On note K[X] I'ensemble des polynomes a coefficients dans K.

e Le coefficient a, est appelé coefficient dominant. Si a, = 1, le polynéme est
dit unitaire.

e Le coefficient ay est souvent appelé "terme constant".

e Le terme aX* est appelé mondme de degré k.

Remarque 13. Une fonction polyndme associe a x (généralement un réel , on
ne s’étendra pas ici au cas complexe) I’expression P(x). Par la suite, on confon-
dra classiquement et sans scrupules "polyndme" et "fonction polynome".

Remarque 14. On a P(0) = ay, petite relation trés souvent utile. A noter aussi
P

qu’en l'infini, le terme de coefficient dominant "écrase" tous les autres, d’ou

son nom ( ?) : le mondéme a,x" est arbitrairement plus grand que les autres.

Le fait que le terme dominant "écrase" les autres a l'infini et qu'un polynéme
non constant diverge en +oo ou —oo permet d’établir le théoréme essentiel
suivant :

Théoreme 15. L'écriture d"un polyndme est unique! Si on a deux expressions
pour un méme polyndme, alors on peut identifier coefficient par coefficient.

On s’apercoit qu’en additionnant ou multipliant des polyndmes, on obtient
encore des polynomes. Et,

Proposition 16. Soit P,Q € K[X]. On a deg(P + Q) < max(degP, degQ) et
deg(PQ) = degP + degQ.



Division euclidienne

Tout comme les entiers naturels, les polyndmes de K[X] forment un ensem-
ble (un algébriste dirait un anneau) muni d'une division euclidienne, donc
avec un reste :

Proposition 17. 5i P, Q € K[X], il existe S,R € K[X] tels que
P=SQ+R
et degR < degQ. Et bien sfir, si R = 0, on dit que Q divise P.

Remarques 18. Ici, c’est donc le degré du polyndme qui joue plus ou moins le
role de I'entier naturel de la division euclidienne habituelle.

Les polyndmes de degré 0 sont les fonctions constantes, excepté P = 0, le
polyndéme nul, qui est de degré —oo.

L’exercice suivant permet de se familiariser avec I’application de la division
euclidienne : si degP < degQ, S = 0et R = P, sinon, si P = a,X? + --- 4 ag
et Q = bgX9 4+ --- + by, le premier terme de S est E—ZXp_q, et on continue en
divisant P — %’SXP_qQ par Q.

Exercice 6 Effectuer la division euclidienne de 2X3+5X%2+6X-+1 par XZ—3X+2.

Racines d’un polynéme

On s’apercoit qu'une expression factorisée de la forme an (X —11) -+ (X —14)
constitue également un polyndme (on verra ultérieurement comment relier les
T; aux coefficients a; dudit polyndme). Elle a ’avantage d’étre tres maniable :
on identifie notamment les points ot elle s’annule, qui sont alors les ;.

Définition 19. On appelle racine (réelle) d'un polynéme P un réel r tel que
P(r) = 0. Leur recherche est quasi-obsessionnelle lorsqu’on étudie un polyndme.

Remarque 20. On exclura dans les énoncés suivants le cas du polynéme nul,
dont tout réel est racine.

Notons le théoréeme fondamental suivant :



Théoréme 21. Soit P un polyndme de degré n. Il admet exactement n racines
complexes (non nécessairement distinctes), donc au plus n racines réelles.

La démonstration est hors de notre propos, l'intérét est de majorer le nom-
bre de racines éventuelles. Parfois, on peut au contraire le minorer :
Exercice 7 Montrer quun polyndme de degré impair a au moins une racine
réelle.

On peut voir ce théoreme différement :

Proposition 22. Un polyndme de degré au plus n ayant au moins n+1 racines
est le polyndme nul (tous ses coefficients sont nuls).

La propriété suivante est d’'une grande utilité :

Proposition 23. Soit P un polyndme dont a est une racine. Il existe un polynéme
Qtel que P = (X —a)Q.

Ceci se démontre en divisant euclidiennement P par X — a. Obtenir des
racines d"un polyndme permet ainsi de le factoriser. Certaines racines peuvent
"plus" diviser le polyndme que d’autres :

Définition 24. Soit P un polyndme, on appelle racine k-ieme de P un réel a tel
que (X — a)* divise P, mais pas (X — a)*™. On dit que la multiplicité de ladite
racine est k.

Exemple 25. Pour le degré 2, si P(X) = aX? + bX + ¢, on distingue 3 cas :
-si le discriminant A := b? — 4ac < 0, il n’y a pas de racine réelle.

-si A = 0, il y a une racine réelle double.

-si A > 0, il y a deux racines réelles simples.

Exercice 8 Soit P un polyndme de degré 2008 tel que pour tout entier k €
{1,---2009}, P(k) = 1. Calculer P(0).

Polynomes symétriques élémentaires

On aborde ici la relation évoquée entre les coefficients et les racines d'un
polyndéme : on considere le polyndme

PX)=a X"+ ---+ag=ap(X—11) - (X—14)



Définition 26. Le k-éme polyndme symétrique élémentaire est défini par
Ox = Z Ty =Ty
1<i1<---<ik<n
Théoréeme 27. Formule de Viete Pour 0 < k < n,

(_1)kﬂ
an

Ox =

Démonstration. On développe I'expression factorisée de P et on regroupe les
termes faisant intervenir X"~ ]

Remarque 28. Une fois les racines fixées, les polyndmes symétriques élémen-
taires sont uniques. Réciproquement, une fois les polyndomes symétriques fixés,
les racines sont déterminées a permutations prés. On a ainsi un autre moyen
de manipuler les racines d’un polyndéme.

Exemple 29. Pour le degré 2, si P(X) = ax? 4+ bx +c¢ = a(x —r1)(x — 1), alors
01 =T1+T1 :—getaz :T1T2=§.

A présent, exer¢ons-nous !
Exercice 9 Exprimer x>+y>+2z%—3xyz en fonction des polyndmes symétriques
élémentaires.

Exercice 10 Soit A = \3/ 5213 + \3/ 5+ 24/13. Simplifier cette expression.

Factorisation des polynomes

On a vu que pour factoriser un polyndme, on pouvait en chercher ses racines.
Ce n’est pas toujours possible, et, de plus, elles ne sont pas forcément dans
I'ensemble de départ considéré (R, Q, Z, etc.). Dans certains cas, aucune fac-
torisation (a multiplication par un terme constant prés) n’est envisageable !

Définition 30. On dit que P € K[X] est irréductible sur K lorsque toute expres-
sion de P sous la forme Q x R avec Q,R € KI[X] entraine que Q ou R soit de
degré 0.

Exemple 31. Le polyndome X? + 1 est irréductible sur R : sinon, il s’écrirait
(X —a)(X —Db) avec a, b réels or ses racines sont complexes.



Remarque 32. S5i K C L, il est clair que tout polyndme réductible sur K l'est
sur L, mais la réciproque n’est pas toujours vraie, comme en atteste 'exemple
suivant.

Exemple 33. Le polyndme X? — 2 est irréductible sur Z et Q, mais pas sur R,
ses racines étant ++/2.

On peut conjecturer que pour un polynéme a coefficients entiers la ré-
ductibilité est la méme sur Z ou sur Q, et en effet,

Théoreme 34. Tout polynome de Z[X] est réductible sur Z si et seulement s’il
I'est sur Q.

Démonstration. Soit P € Z[X]. S'il est réductible sur Z, il I’est sur Q. Récipro-
quement, supposons que l'on aie P = RS avec R, S € Q[X]. Soit a,b € Z tels
que aR, bS € Z[X].

Pour tout polyndéme p € ZI[X], on note c(p) le pgcd de ses coefficients : le
lecteur pourra vérifier que c(pq) = c(p)c(q).

Alors c(aR)c(bS) = c(abP) = ab x ¢(P). Donc P = R’S’ avec R’ = c(P)C&%) et
qui sont bien stir des polyndmes a coefficients entiers. O

/ __ _bS
S'= c(bS)”

Pour tester la réductibilité sur Z, on dispose d"un critéere incomplet :

Théoréme 35. Critéere d’Eisenstein : Soit P = a, X"+ .- -+ ag € Z[X], s’il existe
un nombre premier p divisant tous les a; sauf a,, et tel que p? ne divise pas
agp, alors P est irréductible sur Z.

Démonstration. Supposons par l’absurde que P = QR avec Q = b X9+ - -+byg
et R = ¢, X"+ ---+cp, q,7 > 1. Sans perte de généralité, comme p, et non pas
p?, divise ag = bgcp : p divise by et pas co. Et, a,, = bgc, donc p ne divise pas
bg.

q
Soit alors g le plus grand indice tel que sii < ig, p/bi. Ona:

Qip+1 = boCip1 + - - - + by41C0
et plai,+1 donc plcy : contradiction. ]
Une petite application astucieuse, qui demande de (modestes) connaissances

arithmétiques : Exercice 11 Soit p un nombre premier, montrer que le polynéome
1+ X+ .-+ XP1estirréductible sur Z.



Exercice 12 Soitn € N*et ay, - - -, a, des entiers relatifs distincts. Montrer que
le polynéme

est irréductible sur Z.

- Solutions des exercices -

Suites
Solution de I'exercice 1
On constate, par une récurrence rapide, que la suite est bornée par 4. On mon-
tre de méme par récurrence sur n que U, 1 > U, : l'initialisation se vérifie avec
=12 > 0 = up. Sion suppose ani1 > an, il vient ano = /12 4 any >=
an-1, ce qui clot la récurrence.
La suite est croissante et majorée, elle admet donc une limite 1. La fonction
x — /12 + x est continue donc 1 = /12 + 1, soit 1> — 1 — 12 = 0. L'unique
solution positive de cette équation est 4, qui est donc la limite de la suite.

Solution de l'exercice 2

On note u, le nombre de manieéres différentes de monter un escalier de n
marches. Sin > 3, pour la premiére marche, soit on la franchit seule, ce qui
laisse u,_1 possibilités, soit on en monte 2 a la fois, ce qui laisse u,_, autres
possibilités. L'équation de récurrence obtenue est donc

Un2 —Unpl — Up = 0

pour tout n € N*. L’équation caractéristique associée X> — X —1 = 0 a pour

L5 et @ = 15Y5, donc pour n € N*,

u, = A0" + Bop™.

solutions ® =

Avecu; =letu, =2,0ontrouve: A = 12+f etB = {\}

Solution de I'exercice 3

e Si (u,) est strictement croissante, on a pour toutn > 1: un41 > uy + 1 donc
Uy = Upy — Un > M, ce qui est absurde pour n > u,. Donc une telle suite n’ex-
iste pas.

e Si (u,) est simplement croissante, c’est plus délicat. La suite nulle est claire-
ment solution. Pour montrer que c’est la seule solution, on raisonne de nou-
veau par l'absurde et on suppose ux > 0 pour un certain k. On sait que la suite
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ne peut étre strictement croissante, donc il existe m € N* tel que uy, = Um41.
Le lecteur prouvera par récurrence sur j > 1 que

Uy =] X Up.

De ceci résulte que pour tout j € N*, uj = uq, +1))-
Or ™t > 1 donc pour un certain i € N*, (m+1)" > m' x k donc par croissance
de la suite,

Um41)t 2 Ui + Uk > Ui

d’ot1 une contradiction.

On peut donc définir u,/u3. Pour tout entier strictement positif n, il existe k
tel que 3% < 2™ < 31 or par récurrence sur n, on a Uz = kuz et de méme
Uyn = nuy, donc kuz < nuy < (k+ 1)uz, d’ou

k < Uy < k+1
n = us n
Sin =uz, onau; € {k, k+ 1}, supposons u, = k. On a alors :

Uzk = Uon

Donc pour tout m > 1, ugim = Uyem. Or, pour un certain my € N*, (2"/3%)™ > 3
car 2™/3% > 1. Donc 2" > 3kmo+l donc :

uznmo > u3km0+1 2 u3 + u3km0 > LL3 —|— uzkmo > uZ“mO

car uz > u; = 0. On obtient la contradiction voulue.
On procéde de méme si uy =k + 1.

Solution de I'exercice 4
Supposons par 1'absurde que pour tout n € N, a, est rationnel, ce que I’'on

écrit a,, = E— avec pn € Z, qn € Z* premiers entre eux. On a :

p121+1 _ Pn T gn
i1 In

et pn + (n et g, sont premiers entre eux, et pi 4 et qf1 .1 aussi, donc on peut
identifier le numérateur et le dénominateur des deux fractions (au signe pres).
Il en résulte que |\/qn| = |qn+1| et finalement : |qn| = 1/2V|cﬂ € N* pour tout
entier naturel n. On en déduit que |qo| = 1 = [qn| autrement dit, la suite est
constituée d’entiers, qui sont alors positifs (car racines carrées de réels). Or
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a; > 1 donc a, > 1 par récurrence, soit a,, > 2, auquel cas on vérifie que
an, > V14 a, = an1. Donc (a,) est une suite infinie décroissante d’entiers
strictement positifs, ce qui est impossible.

Conclusion : la suite admet un terme irrationnel.

Solution de I'exercice 5 La suite (u,) étant clairement a termes positifs, il suffit
de montrer que u?;,, > 2025. Or,

1
uflﬂ :uﬁJrZ—FLTgl >u? 42
Donc u?;,, > 1000 x 2 + uy = 2025.
Il est naturel d’étre frustré et bluffé par une telle solution. Pour ceux qui voudraient
un petit peu plus de réflexion et de calcul, on peut explorer les cas uy = 4,3,
etc.

Polynémes

Solution de l'exercice 6
Avec les notations du cours : S =2X + 11 et R = 35X — 21.

Solution de I'exercice 7

En 400 et —o0, le polyndme a des limites infinies (car non constant) et de signe
opposé (car c’est le terme dominant qui I'emporte a l'infini, et c’est une puis-
sance impaire). D’apres le théoréme des valeurs intermédiaire, un polyndme
étant continu, le polyndme a une racine réelle.

Solution de I'exercice 8
On cherche un polynéme proche de P que I'on puisse déterminer en utilisant
sesracines. Si1 < k <2009,on a:

kP(k)—1=0,

donc si on pose Q(X) = XP(X) — 1, Q est de degré 2009, donc on a trouvé
toutes ses racines et il existe A € R tel que

Q(X) =A(X—1)--- (X —2009).

En faisant X = 0 on trouve —1 = A x (—1)? x 2009!, donc A = 5-=. On a

2009! *
donc
~2009! + (X—1)+---(X—2009)

2009!X
11

P(X)



(pour avoir un polyndme, on a bien pris soin par le choix de A que le dénomi-
nateur divise le numérateur!). On cherche P(0) qui est le terme constant, donc

on cherche le terme de degré 1 dans le numérateur. En développant, il vient :
P(0) = 2009/2009-+2009!/2008-+2009!/1 4 - P(()) = 2§9

1 : ’ .
000! L «. Solution de I'exercice 9

On obtient x> +y® + 2% = 01(0? — 03).

Solution de l’exercice 10

On pose a = /5 —2/13etb = v/5+2v13.0n a
A% =a®+ b’ +3ab(a+b)
A’ =10+ 3v25 —52A
A’ =10—-9A
A3 +9A —-10=0

On a affaire a un polyndme de degré 3 dont 1 est racine évidente. On factorise :
A’ +9A—10= (A —1)(A*+ A +10)

Le polyndme de degré 2 ci-dessus n’a pas de racine réelle, on en déduit A = 1.

Solution de I'exercice 11

Selon la subtile suggestion de I’enchainement du cours, I’application du critere
d’Eisenstein avec le nombre premier p permet de résoudre le probleme. No-
tons déja que l’on peut écrire P(X) = 3= puisqu’il s’agit d’une somme géométrique.
Pour faire apparaitre p, on procéde (astuce supréme) a un petit changement

de variable en posant Y = X—1 et en développant avec le bindme de Newton :

n p
P(Y) = (YHY) 1oy <E>Y“_1

k=1

On vérifie aisément que P(Y) se factorise dans Z[Y] si et seulement si P(X) se
factorise dans Z[X]. Notons donc, pour 0 < k <p —1, ¢, = (,7;). Onaco = p,
donc il est divisible par p, et pas par p®. ¢,—1 = 1 qui n’est pas multiple de p. Il
reste donc a prouver que pour 2 < k <p —1,p|(?). Or

p! = (E) % ((p — K)1K!).
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Or p, premier, divise p! et non pas (p — k)!k!, donc par le lemme d’Euclide,
pl(?), ce qui (par)acheve la démonstration.

Solution de I'exercice 12
Remarquons que sans perte de généralité, quitte a permuter les a;, on peut
supposer que

a; < -+ < dy.

Une fois n’est pas coutume, on raisonne par 1’absurde. Supposons que P = QR
avec Q,R € Z[X]. P étant de degré n, Q et R sont de degré au plus n — 1. Pour
tout i, Q(a;i)R(ai) =1, donc Q(a;) = R(a;) = £1. Autrement dit, le polyndéme
R — Q a au moins n racines distinctes, or il est de de degré au plus n — 1 (car
c’est le cas de R et Q). Donc R—Q = 0, donc P = R?+ 1. Il en découle que pour
tout réel x :

P(x) —1=R?%*x) > 0.

Or P —1 change de signe (sans s’annuler) entre | — oo, a;[ et Ja;, as[ : contradic-
tion. Donc P est irréductible sur Z.

Remarque : on a supposé a la fin du raisonnement que n > 2, maissin =1,
un polyndme de degré 1 est toujours irréductible.
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