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Inégalités : exercices

Exercice 1 Soient a, b, c trois nombres réels strictement positifs.

(a) Montrer que

btc cta atb” 2
(b) On suppose en outre que abc = 1. Montrer que
a? N b? N c? N

b+c c+a a+b”
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c) Toujours dans I’hypothese o1 abc = 1, montrer que :

1 n 1 N 1 >§
ad(b+c) bdc+a) cla+b)” 2

Exercice 2 Soient a, b, c trois réels strictement positifs vérifiant abc = 1. Mon-

trerque:
(a_1+1> (b_Hl) (C_Hl) <1
b C a

Exercice 3 Soient a, b, c les trois longueurs des cotés d'un triangle. Démontrer
que :

a’b(a—b) +b%c(b—c)+c?alc—a) =0
Dans quel cas a-t-on I’égalité ?
Exercice 4 Soient x, y, z trois nombres réels strictement positifs. En remar-
quant que six > 1, x* + 1% < x* +y? + z%, montrer que si xyz > 1,

X5—X2 95—92 25—Z2

>
x> +y2 + 22 +y5+22+x2+z5+x2+y2
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- Correction -

Solution de l'exercice 1

b _ (atb+ +b+ +b+ :
a) b:l-c + c+a + a—T—b T (a‘b—i—cC o 1) + (ac—l—ac - 1) (aa+bC o 1) I suffit donc
de démontrer que : (a + b + ) (b+c + C+a + %) < 3, ce qui résulte im-
médiatement de : (u+v+w) (£ +1+ 1) > 9 (la moyenne harmonique
est inférieure ou égale a la moyenne ar1thmet1que), en posant u = b + ¢,

v=c+aw=a+b.

b) C’est un cas particulier de 1’ "inégalité des mauvais éleves", étudiée ce
matin. On peut utiliser I'inégalité de Tchebychev:sia > b > ¢, b+ ¢ <

L2 b2 2 2 1 1 1
C+a<a+b,d0nc-ba+c+c+a+ac+b23(‘1 +b +C)(b—|—c+c+a+a+b)

2
ora’?+b%+c%> (a“Lg“LC) et &2 > Jabe =1

c) Il suffit de poser a = %L, b = %, c = vl_w pour se ramener a la question
précédente. Cette question est un probleme 2 d’Olympiade Internationale
(1995).

Solution de I'exercice 2 C’est aussi un probleme 2 d’Olympiade Internationale
(2000). Deux questions se posent : quel est le signe de chacun des facteurs?
Si le produit est négatif, il est a fortiori inférieur a 1, mais peut-on avoir deux
facteurs négatifs ? Et si chaque terme est positif, il faut majorer le produit.
Pour cela, posons A =b—1+1 B=c—1+1etC=a—1+{. Comme,
parhypotheseabc—l o —1———|—aetaB = ——a—l—l donc : ——|—aB =2,
etde méme: & +bC = 2 et <+ CA =2:si deux des termes A, B et C étaient
négatifs, 'une de ces trois sommes serait négative, ce qui n’est pas le cas. Dés
lors, soit un (et au plus un) des termes A, B et C est négatif auquel cas le
produit négatif, vérifie trivialement 1'inégalité. Soit tous trois sont positifs, et
l'ona:2xaB=1-— (——(1)2 <1,etdeméme 2 xbC <1, £ xcA <1doy,
en mult1p11ant ces trois inégalités, (ABC)? < 1 et comme ABC est supposé
positif, ABC < 1. Une autre possibilité est de poser:a = -, b =, c = 7, avec
u, v et w strictement positifs, ce qui nous ramene a une inégalité classique :
(—u+v+w)(u—v+w)(u+v—w) <uvw. Mais la démonstration n’est pas
tres différente : la somme de deux des termes —u+v+w,u—v+w,u+v—w
étant positive, au plus un seul peut étre négatif, et s’ils sont tous trois positifs,
on majore chacun des produits : (—u+v+w)(u—v+w) =nw? — (u—Vv)? <
w2, (u—v+wu+v—w < uwetu+v—-—w(—u+v+w) <2 On
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peut aussi se ramener a l'inégalité de Schur, vraie pour tout n entier naturel :
ut(u—v)(u—w) +viv—w)(v—u) + wt(w —u)(w,) > 0, et équivalente a
celle ci-dessus dans le casn = 1.

Solution de I'exercice 3 C’était le probléeme 6 de I'Olympiade Internationale de
Paris (1983). La technique la plus stire est la transformation: a =v+w, b =
w+1u,c=u+v:a,betcsontles trois cotés d"un triangle si et seulement si
u, v et w sont tous trois strictement positifs. En développant proprement (on
regroupe les termes sur différentes lignes, classés par exposants) :

a’bla—b) = (v+w)l(w+u)(v—u) = (v +2vw +w?) (vw + uv —wu —u?)

= vw + 1w’ + v’ —wou

—wuv? + 21w — 2uvn? — 21w 4+ uvw?

— UV 4+ 2P0 — w2

= (v3w —wWu+u® +vw ) +uvw (v—w —2u) + (—u2v2 + 2v*n? — quZ)

Les autres termes b?c(b—c) et c>a(c—a) s’obtiennent sans refaire le calcul, par
permutation circulaire sur u, v, w. La somme vaut donc: 2 (uv® + vw?® + wu?)—
2uvw(u + v + w) et prouver que cette somme est positive ou nulle revient a
démontrer, apres simplification par uvw :

Voow? w2

—F+—+—z2ut+v+tw

w o u v
C’est une conséquence immédiate de l’inégalité du réordonnement psiu? >
v2>w2,%<%<%donc + L —|—W\v+ —|——et81u w? > v(cecas
n’est pas identique au precedent), <l <idonc® + + T S + +

D’apres I'inégalité du réordonnement, le seul cas d’ egallte (qui n ‘était pas
demandé aux Olympiades Internationales) estu = v = w,donca =b =¢
(triangle équilatéral).

On remarquera enfin que, si a, b, c ne sont pas les longueurs des cotés d'un
triangle, il se peut que I'inégalité soit quand méme vérifiée, par exemple pour
le triplet (1,6,4), mais il y a des valeurs pour lesquelles elle n’est pas vérifiée,
par exemple le triplet (1,4, 6).

Solution de I'exercice 4 La relation signalée, évidente, suggere la solution par-
ticuliéerement élégante proposée par Iurie Boreico et primée par un prix spé-
cial du jury au cours de 1'Olympiade Internationale 2005. Dans tous les cas,
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X=X X% X% : A . 2 Yy +z
S Z 2 o 27_2 > R car si x > 1, le dénominateur x* + =

X
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. 2,2
x? + y2 + 7z? et le numérateur x* — % > 0, alors que si x < 1, x? + % =
x? 4+ y? 4+ 2% mais x> — 1 < 0. La somme cherchée est donc majorée par :
(P+y?+22)—(L+1+1)

xTy'lz

Ty 2 , or comme xyz > 1, ¢ + % +l<yzrzx+xy <x*+y*+ 722
(car (y—2z)%+ (z—x)?*+ (x—y)? > 0). Mais il existe d’autres manieéres de casser
’asymétrie des dénominateurs. Notamment 1'inégalité de Cauchy-Schwartz :
(XS +y>+ ZZ)) (,—{ +y? + Zz) < (x2 +y? + 22)2 suffit a démontrer que A < B

1,11
X2y 422 X2y 42 X2y 42 ot B — (;+g+;)+2(x2+y2+7.2)
¥Hyrz2 oy T 23 4y? - X2 +y?+z2 X

en posant : A = r
on cherche a prouver que 3 — A > 0 et, dans B, on majore le (% + % + %) <

x? 4+ y2 + z? comme précédemment.



