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Invariants, Principe des tiroirs
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Exercice 1 Trouvez le PGCD de tous les nombres de la forme n'? — n.

Exercice 2 Trouvez tous les entiers x, y, z tels que
32+ 7y? =24

39n+4
26m+3

Exercice 4 (théoréeme de Wilson) Soit p un premier.

Exercice 3 Montrez que la fraction est toujours irréductible.

1. Montrez que dans Z/pZ tous les éléments non nuls ont un inverse, c-a-d
pour tout entier k non divisible par p, il existe un entier 1 tel que

k-1=1[p].

2. Montrez que
n premier < (n—1)! = —1[n]

Exercice 5 On note [x] la partie entiere de x, et on choisit n un entier, montrez
que

Vi Vit = [Van+2]

Exercice 6 Montrez que pour tout premier p et tout entier 0 < k < p, (E) —
k!_hnpi_w est divisible par p.

Exercice 7 Calculez la somme infinie suivante :
x+1 N X+ 2 N x+4 n X+ 8 N
2 4 8 16
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Question intermédiaire : montrez que [2x] = [x] + [x + 1/2].

Exercice 8 Montrez que pour tout entier n,

- Correction -

Solution de I'exercice 1 Nous allons chercher tous les premiers qui divisent n3—
n pour tout n, c-a-d p|(n!? — 1) pour tout n premier avec p. Le petit théoréeme
de Fermat dit que p|(nP~! — 1), donc si (p — 1)[12, alors p|(n'? — 1) pour tout
n premier avec p. On a au moins p = 2,3,5,7 et 13. Maintenant montrons
que p? ne divise pas n!*> — n pour tout n avec un cas particulier : p? divise
p'® mais pas p donc p? ne divise pas p'® — p. La derniere étpe est de mon-
trer qu’il n’y a pas d’autre facteur premier. La solution idéale serait de mon-
trer la réciproque du théoreme de Fermat, mais ici il suffit d’observer que
213 -2 =8190 = 2-32.5.7-13. Le plus grand diviseur commun est donc
2-3-5-7-13 =2730.

Solution de I'exercice 2 Nous allons nous intéresser a une équation un peu plus
générale :

3x% + 7y* =n?

Si (x,y, z) est une solution de la premere équation alors (x,y,n = z?) est solu-
tion de la seconde. Rappelons-nous que le carré d"un entier est congru a 0 ou
1 modulo 4. En essayant les 8 cas possibles, on aboutit a la conclusion que x, y
et n sont tous les trois pairs.

A présent nous allons utiliser la méthode de la descente infinie : supposons
qu’il existe des solutions non nulles. Alors on peut choisir une solution (x,y, n)
ol n est minimal (et strictement positif). D’apres le paragraphe précédent, x,
y et n sont tous pairs. De plus, le triplet (x,y’,n’) = (3,3,75) est également
solution de I'équation, ce qui contredit la minimalité de (x,y,n). Il n"y a donc
pas de solutions non nulles a cette équation.

Solution de l'exercice 3 Si un entier k divise 39n + 4 et 26n + 3, alors il divise
aussi 3(26n+3) —2(39n+4) =1,donc k = 1.

Solution de I'exercice 4 Soit p un premier.




1. Soit1 < k < p—1,lafamille {0, k, 2k, ..., (p—1)k} est une famille complete
de résidus modulo p, donc il existe un (unique) entier 1 < 1 < p — 1 tel
que kl = 1 mod p.

2. Tout d’abord, si p n’est pas premier alorsil a un diviseur d € {2,...,p—1},

donc d divise (p — 1)!. Cette factorielle ne peut donc pas étre congrue a
(—1) mod p.
A présent prenons p premier. On va ranger les p — 1 entiers en couples
(k, 1) tels que kl = 1[p]. Il fau vérifier que 1’on a pas des couples (k, k) : si
k? = 1[p] cela signifie que plk? —1 = (k + 1)(k — 1) donc soit plk — 1, soit
plk+1, les seuls entiers problématiques sont donc 1 et p—1, tous les autres
peuvent se placer en couples, on en conclut que 2-3...(p —2) = 1[p]. Et
on a bien (p — 1)! = —1[pl.

Solution de I'exercice 5 Raisonnons par 1’absurde, supposons qu’il existe un en-

tier k tel que
Vn+vn+1<k<V4An 4+ 2.

En mettant ces inégalités au carré, on obtient

n+14+2y/nn+1) <k <4n+2

Ensuite on utilise n = vn? < /n(n+1)

M+1+2n<k><4n+2

Comme k? est un entier, la seule solution est que k? = 4n + 2. Mais il n’existe
pas de carré congru a 2 mod 4, contradiction!

p! = (E) K- (p—K)!

L’entier premier p divise p!, mais ni k! ni (p —k)! puisque 1 < k < p—1.Donc
p divise (})

Solution de l'exercice 6

Solution de I'exercice 7 Commencons 1’observation que cette somme est finie.
En effet, si 2 > x alors x + 2% < 2%! et finalement [’;—fﬂ = (. Passons

maintenant a la question intermédiaire. On fait simplement une disjonction
decas:sin < x <n-+1/2alors 2x] =2net [x] + [x +1/2] = n+n, et si
n+1/2<x<n+1lalors2x] =2n+1let[x]+x+1] =n+ (n+1).Surle
terme de la suite, ca permet d’avoir

x + 2% o x 1 D X X
ok+l | 2k+1+§ - { 2k+1}_{2k+1}
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<5 (57 = - D) (1) +-

et les termes son téléscopiques, a la fin il ne reste que [x].

Solution de I'exercice 8 Pour gagner de la place on note

~1
A, =1 [02"—29
0

3

z‘
|

Pour tout premier p on note v, (A, ) la valuation p-adique de A, (c-a-d I'ex-
posant de p dans sa décomposition en facteurs premiers). On veut montrer
qu’elle est supérieure a celle de n!. Utilisons la formule de Legendre :

-3 ] -

On remarque d’abord que L%} < g%, donc

n n

n,.n.
p p P p—1

Comparons avec v, (A, ). Débarassons nous du cas p = 2

vp(nl) < —+

n—1 n—1
A= -25=]]2*@ -1
k=0 k=0

donc vy (A,) = n(nz_l). Maintenant, pour p impair : (2" * — 1) est un multiple

de p a chaque fois que (n —k) est un multiple de p, ce qui arrive Lﬁ} fois. On
a donc

vp(n!) < et L%] < vp(An)

p—1
On a presque l'inégalité souhaitée, a une partie entiere prés, mais comme les
valuations sont des entiers, on est bons!



