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Inégalités

- Enoncés -

Exercice1l (Moyenne arithmétique - moyenne géométrique, 2 variables) Soient
x,y = 0.

Montrer que

x—|2-y = \/XY.

Exercice 2 Soit x > 0. Montrer que
1

X+ - = 2.
X

Pour quels x a-t-on égalité ?

Exercice 3 Déterminer les x réels tels que

x>+ 2x+2>0.

Exercice 4 Déterminer les x réels tels que

x> +3x+2>0.

Exercice 5 (Inégalité moyenne arithmétique - moyenne harmonique) Soient
X1,X2,...,%Xn > 07 Montrer que

X1 +Xp+ -+ Xn n
n 1 1°




Exercice 6 (Cauchy-Schwarz) Soient x;, y; € R. Montrer que

xm1+~-~%&yn<§VQ?+“'+X%VQ%+-~U%

Exercice 7 Déterminer tous les n € N tels que :

3" >n?—2n+91

Exercice 8 Montrer que

11 1
T4+ 44+ — <2
titgt o t<

Exercice 9 (Inégalité moyenne arithmetique - moyenne géométrique) Soient
X1,X2,...,%Xn > 0. Montrer que

X1 +Xp+ -+ Xp
n

Z X1 .. Xn.

Exercice 10 (Inégalité de Nesbitt) Soient a, b, c > 0. Montrer que

a+b+c>§
b+c c+a a+b” 2

Exercice 11 Trouver xi,Xp,...,%Xn = 0tq X1 + ...xn = 1 et x]x3x3 ... xI' est

maximal.

- Corrigé -
Solution de I'exercice 1 Cette inégalité est équivalente a

Xx+y—2yxy = (vVx—y)* = 0.

Or, un carré est toujours positif. Le cas d’égalité est obtenu exactement pour
Vvx— /4y =0, ca.d. pour les valeurs x = y.




. . o . 1Y
Solution de I'exercice 2 Cette inégalité est équivalente a (\/§ — —) > 0.

Donc, I’égalité est obtenue pour x = —, c.a.d. pour x = 1.
X

Solution de l'exercice 3 x> +2x +2 = (x+1)>+1>1> 0.

Solution de l'exercice 4 x> +3x +2 = (x +1)(x + 2).
Ce produit est strictement positif si et seulement si les deux facteurs ont le
méme signe, c.a.d., pour x < —2 et pour x > —1.

Solution de I'exercice 5 En utilisant I'inégalité de Exercice 2, on trouve :

1 1
x1+x+ - F+x) | —+...—

X1 Xn
X1 X2 Xn
= =4+ =4 ... 4+ —=
X1 X2 Xn

X X X X X X Xn— X
+<;+3>+<;+3>+m+<3+3>+m+<n1+ n)
X2 X1 X3 X1 X3 X2 Xn Xn—1

>1+14+14+2+24-- 42

:1-n—|—2-n(nT_1):n+n2—n:n2
Cas d’égalité:ﬁ =1,Vi,j,doncx; =xp =+ = xq.
Xj

Solution de l'exercice 6

G4 2T+ yd) = Gayr o Hxayn)? = Y (xay; — x5y > 0.

1<igjisn
Cas d’ égalité : Les vecteurs (x1,X2,...,%n) €t (Y1,Yz, ... Yn) sont proportion-
nels.

Solution de l'exercice 7 Si I'inégalité est vraie, on a 3" > (n — 1) +90 > 90 >
81 = 3* doncn > 4.
On peut montrer cette inégalité a partir den=5 par récurrence.

Solution de I'exercice 8§ On peut montrer par recurrence que

I IR S
4 9 n2 = n’



Solution de I'exercice 9 Si l'inégalité est vraie pour n, elle est vraie pour 2n

On applique le cas n deux fois aux variables x1, %y, ..., X, et aux variables
Xn+1, Xn+2, - - -, Xon. Apres, on applique le cas n = 2, qu’on a deja montré dans
I’exercice 1

On obtient

X1+ X2+ -+ Xn Xnt1 +Xng2 + -+ Xon
(X1 + %2+ - +%n) + (Xng1 + ... Xon) n + n
2n 2
VX1X2 o X+ Y X1 Xng2 - - - X2n
2

> \/{‘/X1X2 e X A/ X1 Xng2 - - - Xon

= RY/X1X2 .. . XnXn+1Xn42 - - - X2n

Si l'inégalité est vraie pour n > 2, elle est vraie pour n — 1
Conclusion

Solution de I'exercice 10 Cette inégalité est équivalente a

x+1y —2xy = (Vx — )2 = 0.

Or, un carré est toujours positif. Le cas d’égalité est obtenu exactement pour
Vvx—4y/y =0, cad. lorsque x =y.




