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Polyndmes cyclotomiques

- Polyn6émes cyclotomiques -

L’essentiel de ce cours provient de 1'article Elementary Properties of Cyclotomic
Polynomials de Yimin Ge.

Définition: Soit n € N*. Une racine n-ieme de 1'unité est un nombre complexe
C tel que (" =1 (autrement dit, une racine complexe du polynéme X™ —1). On
dit que c’est une racine primitive n-ieme si de plus ¢* # 1 pourk =1,...n—1.
Le plus petit k > 1 tel que ¥ = 1 est appelé 1’ordre de (, et noté ord(().

Les racines n-iemes de 1’unité sont exactement les nombres complexes e,
k = 0,...,n — 1. Les racines primitives sont celles de la forme e%, avec k
premier avec n. En particulier, il y a exactement ¢(n) racines primitives n-
iemes.

Définition: Soit n un entier strictement positif. Alors le n-ieme polynéme cy-
clotomique, noté @,,, est le polynéme unitaire qui a pour racines exactement
les racines primitives n-iémes, c’est-a-dire

o(X)= ][] x-0.

ord({)=n

Remarque : Dans le cas particulier ot n = p est premier, toutes les racines
p-iemes différentes de 1 sont primitives, et donc

XP—1

—14+... .+ XL,
. +...+

Dy (X)



Proposition: Soit n un entier strictement positif. Alors

X" —1=]]@aX). (1)

dn

Démonstration. X™ — 1 n’a que des racines simples qui sont exactement les
racines n-iemes de 1'unité. D’autre part, si € est une racine n-ieme de 1'unité et
d = ord((), alors C est une racine de @4, et comme d|n, { est une racine du coté
droit. Ainsi le coté et le co6té gauche ont les mémes racines, qui sont simples
des deux cotés. Puisqu’ils sont unitaires, ils sont égaux.

Remarque : Si on compare les degrés de ces polyndmes, on retrouve 1'identité

bien connue
n= E @(d).
dn

Lemme: Soient f et g des polyndmes unitaires a coefficients rationnels. Si fg a
des coefficients entiers, alors f et g sont en fait a coefficients entiers.

Démonstration. On écrit £(X) = X™ + ap X™ 1+ ... +aget g(X) = X" +
b X" 1+ ...+ by, etonnote M > 0le plus petit dénominateur commun des
ai, N > 0 le plus petit dénominateur commun des b;. Alors

MF(X) = AnX" 4+ ...+ A1X+ Ay
avec des entiers A; premiers entre eux dans leur ensemble, et
Ng(X) =B X" +...+B1X+ By
avec des entiers B; premiers entre eux dans leur ensemble. De plus,
MNfg(X) = ApnB X™™ 4+ ...+ (A1Bg + B1Ag) X + AgBy

a des coefficients entiers divisibles par MN, en utilisant le fait que fg est a
coefficients entiers. Supposons que MN # 1, et soit dans ce cas un diviseur
premier p de MN. Il existe alors 1i,j tels que p ne divise pas A; et p ne divise
pas B;. On note I, ] les plus grands i et j vérifiant cela. Le coefficient devant
X dans MNf(X)g(X) est alors congru a A1Bj modulo p, ce qui contredit le
fait qu’il soit divisible par MIN.



Proposition : Soit n un entier strictement positif. Alors @,, est un polynome a
coefficients entiers.

Démonstration. On raisonne par récurrence forte sur n. Le cas n = 1 est clair
puisque @®; = X — 1. Supposons que Dy est a coefficients entiers pour tout
k <. Alors X* — 1 = @, (X)gn(X) ott gn(X) = [[gn qn Pa est a coefficients
entiers par hypothese de récurrence, donc ®@,,(X) est a coefficients rationnels,
et le lemme précédent permet de conclure.

La formule (1) peut, grace a un outil appelé inversion de Mdbius, nous don-
ner une formule « explicite »pour les polyndmes cyclotomiques.

- Inversion de Mobius -

Définition: Le fonction de Mobius u: N — {—1,0, 1} est définie de la maniere
suivante :

1 sin=1
u(n) =< (—1)* sin estsans carré et produit de k diviseurs premiers distincts
0 sinon.

Proposition Soit n € N*. Alors
1l sin=1
Tr-{o5ins
dn
Démonstration. Le cas n = 1 étant clair, supposons n > 2. On pose

m:Hp

P premier

pn

le produit de tous les nombres premiers distincts divisant n. Alors par défini-
tion de , on peut éliminer les diviseurs de n qui sont divisibles par un carré,

etona
D _mld) =) wu(d).

dn dm

Soit p un facteur premier de m (il y en a au moins un car n > 2). Alors

D wld) =) (Wd)+upd) =) (u(d)—ud)=0.

m m



Théoreme : (Inversion de Mobius) Soient F,f : N — N deux fonctions telles
que

Fin)=) f(d).

dn

fn) = Y w@F(3) =3 Ham(3).
din dn

Démonstration. 1l est clair que les deux formules proposées sont les mémes,
donc il suffit de montrer la premiere. Or on a, en remplacant F par son expres-
sion en fonction de f,

Y w@F(3) =Y w@) fy=Y ft)) nla.
dm

dn dn tg tin

Alors

La proposition précédente nous dit que }_y» u(d) est non-nul si et seulement
sin =t, et égal a1l dans ce cas-la, d’ou le résultat.

L'inversion de Mobius existe aussi sous forme multiplicative, la preuve
étant la méme en remplagant les sommes par des produits.

Théoreme : (Inversion de Mobius multiplicative) Soient F,f : N — N deux
fonctions telles que

Fin) =] ] f(d).
dn
Alors @)
f(n) = HF (E> — HF(‘U”(%)-
dn dn

Exemple Appliquant I'inversion de Mobius a F = id et f = ¢ la fonction indi-
catrice d’Euler, reliées par la relation

n=> o(d),

dn

o)=Y ul@z =) du(3).

dn din

on obtient

Si par exemple n = p, on retrouve bien ¢ (p*) = p* —p*1.



De méme, appliquant l'inversion de Mobius multiplicative a la formule (1)
prise pour ¢ (n)+1 valeurs entieres distinctes de X et en utilisant un polyndéme
interpolateur de Lagrange, on trouve la formule suivante pour les polynémes
cyclotomiques :

Théoreme: Soit n un entier strictement positif. Alors
n d
O, (X) = [T (xd —1)".
dn
Grace a cette expression, on peut prouver le résultat suivant, qui permet de
relier deux polyndmes cyclotomiques dont les indices se divisent 1'un ’autre :

Proposition: Soitn € N* et p un nombre premier. Alors

@, (XP) sipn
(Dpn(x) = { D, (XP)

B1X) sinon.
Démonstration. On a
n u(d)
Opn(X) = [ <X"a - 1)

dlpn

n H(d) n H(d)

- (x%—l) H(x%—l)
d|‘ﬂ. dlpn
din

Si pln, alors dlpn et d  n impliquent que p?|d, donc n(d) = 0 et on a bien
Opn(X) = O, (XP) dans ce cas. Si maintenant p { n, alors

n n(d) n u(pd)
D, (X) = (x"d _ 1> (XELd _ 1>
dn dn
n H(d) n —u(d
- (x% - 1) (x3—1) ¢
dn dn
_ o Da(XP)
Dn(X)
Remarque: En particulier, on retrouve bien, pour p premier, ®,(X) = %1%8) =
XP—1
X1

Le corollaire suivant est alors immeédiat :
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Corollaire Soit p premier et n, k € N*. Alors

CDn(XPk) si pln
(Dpkn(x) = { CDn(ka)

—n =~ sinon.
O (XPET

- Diviseurs premiers des valeurs entiéres prises par un polynéme
cyclotomique -

Nous savons que les polyndmes cyclotomiques sont a coefficients entiers,
donc nous allons pouvoir les étudier modulo des entiers. En particulier, nous
allons classifier les diviseurs premiers de @, (x) pour n > 1 et x entiers.

Lemme: Soit p un nombre premier. Si X™ — 1 a une racine double modulo p,
alors p[n.

Démonstration. Par hypothése, X" —1 (mod p) a un pgcd de degré supérieur
a 1 avec sa dérivée nX" !, ce qui est possible seulement si cette derniére est
nulle, c’est-a-dire si pn.

Proposition : Soit n € N*, d un diviseur strict de n et x un entier. Si @, (x) et
®4(x) ont un diviseur premier commun p, alors p[n.

Démonstration Onax™—1 = [ [, ®+(x) d’apreés la formule (1). Ainsi, X" —1
a une racine double modulo p en X = x, et par le lemme précédent, p/n.

Nous arrivons a un résultat clé du cours, qui est celui qui va servir dans la
plupart des applications :

Théoreme : (Résultat fondamental) Soit n € N*, x € Z. Alors tout diviseur
premier p de @, (x) vérifie

—p=1 (mod n) si x est d’ordre n modulo p

— p/n sinon.

Démonstration. Soit p un diviseur premier de @, (x). x est premier avec p car
plOx(x)[x™ — 1, et on peut donc poser k = ord,(a) (qui divise n).

Sik =mn,alorsp =1 (mod n) par le petit théoréme de Fermat.

Sinon, 0 = x*—1 =[] ax @a(x) (mod p), doncil existe un diviseur d de k tel
que p|®4(x). Mais dlkln et d < n, donc donc d’apres la proposition précédente,
pn.

Un autre résultat qui peut étre utile est le suivant :



Proposition: Soient a et b des entiers positifs. Sil existe un entier x tel que
pged(Dq(x), Pp(x)) > 1

alors i est une puissance de p.

Démonstration. Supposons que p est un diviseur premier commun de @,(x)
et de @y (x). Nous allons montrer que ; est une puissance de p. Pour cela,
écrivons a = p*A, b = pPB avec A, B non divisibles par p et montrons que
A =B.

Premiére étape : Nous allons montrer que p|®a(x). C’est évident pour & =
0.5i o« > 1, 0on a vu que, A étant premier avec p,

p(X
q)a(x) — M/
D (XPT)
et donc ")
. . (DA xP
0= (Da(X) = m (mOd p),
ce qui implique que ®A(xP") = 0 (mod p). D’autre part, si on itere xP =
x (mod p), on obtient que x** = x (mod p), d’ott Da(x) = OA(XxP") = 0

(mod p). De méme, on a p|®@p(x).

Deuxiéme étape : Puisque p divise @, (x) et Op(x), il divise x* — 1 et x® —1,
donc il divise pged (x® — 1,x% — 1) = [xPecd(@®) — 1| Posons k = pgcd (A, B) et
supposons que A # B. Alors k est strictement inférieur a au moins 1'un des
entiers A et B, disons A. On a

0=x*—1= H Dg4(x) (mod p),
dk

doncil existe un diviseur d de k, qui est un diviseur strict de A, tel que p|®4(x).
Par la propriété précédant le résultat fondamental, on en conclut p|A, qui est
une contradiction. Donc A = B.

- Applications et exercices -

Le résultat que nous venons de voir permet de prouver un cas particulier
du théoreme de Dirichlet sur les nombres premiers dans les progressions arith-
métiques :



Théoreme : (Dirichlet) Soit n € N*. Alors il existe une infinité de nombres pre-
miers p congrus a 1 modulo n.

Démonstration Le cas n = 1 correspond a l'infinité des nombres premiers
tout court, donc est clair. Nous pouvons cependant nous en inspirer pour la
preuve du cas n > 2. En effet, la preuve de l'infinité des nombres premiers
consiste a supposer qu’il n'y a qu'un nombre fini p;, ..., px de nombres pre-
miers, et d’évaluer le polynéme X + 1 en p; ... px pour obtenir une contradic-
tion. L'idée ici est la méme : supposons qu’il n’y a qu'un nombre fini p; ... px
de nombres premiers congrus a 1 modulo n. On pose

m=7PpPi..-Pxk H P-
P pEelTrlnier

Le produit a utiliser est un peu plus complexe car il faut aussi éliminer les
facteurs premiers de n. Etant donné que n > 2, on a m > 1. Le polyndme a
utiliser va étre @,, : puisque c’est un polyndme unitaire non-constant, il existe
un entier k tel que @, (m*) > 1. Soit alors q un diviseur premier de ®,,(m*). q
divise m*"—1, donc q est premier avec m. Ainsi,  n’est pas parmi les p;, donc
n’est pas congru a 1 modulo n, et ne divise pas n. Ceci est une contradiction
avec notre résultat fondamental.
Exercice 1 (IMO Shortlist 2006) Trouver toutes les solutions entieres de I’équa-
tion

x" —1

x—1

=y’ —1.

Exercice 2 Soit a > 1 un entier fixé. Montrer que &% est non borné lorsque
P
p parcourt I'ensemble des nombres premiers.

Exercice 3 (IMO Shortlist 2002, généralisation) Soient py, ..., pn des nombres
premiers impairs. Montrer que 2P*">P~ 4 1 a au moins 22" diviseurs.

- Solution des exercices -

Solution de I'exercice 1 L'équation équivaut a

Oy(x) = (y—1D(1+...+y%.

Remarquons que le coté gauche est toujours strictement positif, et que donc
y doit étre supérieur a 2. Le résultat fondamental nous dit que tout diviseur
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premier du coté gauche soit est égal a 7, soit est congru a 1 modulo 7. Ainsi,
tout diviseur positif du coté gauche est soit divisible par 7, soit congru a 1
modulo 7. y — 1 étant un tel diviseur, onay = 1 ou 2 (mod 7). Dans ce cas,
1+y+...+y*=50u3 (mod 7), ce qui est une contradiction car il devrait
aussi étre congru a 0 ou 1 modulo 7. L’équation n’a donc pas de solutions.

Solution de I'exercice 2 La solution utilise le lemme suivant, qui a déja un in-
térét en soi :

Lemme Soitn € N*. Il existe un nombre premier p > a tel que les n entiers
p+1,2p+1,...,np+1

ne sont pas premiers.
Démonstration. Choisissons py, . .., pn des nombres premiers distincts stricte-
ment plus grands que n, et considérons le systeme de congruences

;

x+1 =0 (mod p?)
2x+1 = 0 (mod p3)

| nx+1 0  (mod p32),

qui, puisque 2,...,n, étant plus petits que les p;, sont inversibles modulo
les p;, est equivalent au systeme

(x = -1  (mod p?)
) x = —%  (mod p3)
| x = —1 (mod p2).

Soit xp une solution de ce systeme, obtenue grace au lemme chinois. Alors tout
nombre de la forme xo + kp? ... p3 est aussi solution de ce systéme. D’apres le
théoreme de Dirichlet, il existe un nombre premier p > a de cette forme-la.
Alors p +1,...,np + 1 ne sont pas premiers, étant chacun divisible par un
carré.

Revenons maintenant a l'exercice. Soit p comme dans le lemme, et q un
diviseur premier de ®,(a). Si on avait q|p, on aurait q = p, donc a% = 1
(mod q), donc a =1 (mod q), ce qui est impossible car a < p = q. Donc par
le résultat fondamental, ¢ = 1 (mod p) et ordq(a) =p.Or,p+1,...,np +1



étant composés, g > (n+1)p +1, donc O—TE% > n+ 1, ce qui conclut, puisque

n était arbitraire.
Solution de l'exercice 3 1l suffit de montrer que 2PP* + 1 a au moins 2" ! di-
viseurs premiers deux a deux. On écrit

(2P1Pr — 1)(2P1Pr 1) = 22p1-Pn _ 1

= ] 2.2

d2p;...pn
= | J[ @42 [ ©u(2
d|P1 Pn d|p1pn

Par la proposition qui suit le résultat fondamental, nous savons que si @ ,(2)
et ®y(2) ne sont pas premiers entre eux, alors ; doit étre une puissance d'un
nombre premier. Il suffit donc que nous prouvions que nous pouvons choisir
21 diviseurs de p; ... pn tels que deux d’entre eux ne different jamais d’un
seul nombre premier. On effectue cela en choisissant les diviseurs qui sont
produit d’exactement un nombre pair de facteurs premiers : il y en a bien
21 d’ot1 le résultat.
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