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Convergence de suites réelles

I) Rappels et notions de base.

Définition 1. Une suite réelle (a valeurs dans R) est une application de N (ou une partie infinie
de N) dans R. Une telle suite est notée : (u,,),cn (si elle est définie sur N) ou simplement (u,,)
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Le nombre u,, (qui dépend de I’indice n) est appelé : terme général de la suite (uy,).

Une suite (u,,) peut étre définie par une formule explicite (de la forme : Vn € N, u,, = f(n) ou
f est une fonction de R dans R) ou par récurrence (dans ce cas, on donne ug € RetVn € N,
Un+1 = F(uy,) ot F est une fonction de R dans R).

Exemples de suites : donnés par les éleves.

Définition 2. Soient r et ¢ deux réels.

On appelle suite arithmétique de raison r une suite (u,) définie par ug € RetVn € N,
Upy1l = Uy + T

On appelle suite géométrique de raison ¢ une suite (v,,) définie par vy € RetV n € N,
Un4+1 = qUn.

On vérifie facilement par récurrence qu’une suite arithmétique (u,,) de raison r et de premier
terme v a pour terme général : u,, = uy + nr et qu’une suite géométrique (v,,) de raison ¢ et
de premier terme vy a pour terme général : v, = vy X q".

Définition 3. Soit (u,),en une suite de réels. On dit que la suite (u,,) est :

constante siVn € N, u,1 = u,.

croissante sur N (resp. strictement croissante sur N) si Vn € N, u,.1 > u, (resp. Vn € N,
Upt1 > Up).

décroissante sur N (resp. strictement décroissante sur N)siVn € N, u, 1 < u, (resp.Vn € N,
Upy1 < un)-

monotone sur N si elle est croissante ou décroissante sur N.

majorée sur N si I’ensemble {u,,, n € N} est majoré i.e : s’il existe un réel M tel que V n € N,
Uy < M.

minorée sur N si I’ensemble {u,,, n € N} est minoré i.e : s’il existe un réel m tel que V n € N,




Uy > M.
bornée sur N si elle est majorée et minorée.
périodique s’il existe p € N* tel que V. n € N, w4, = wy,.

Remarque. Attention, ces définitions ont été données pour une suite définie sur N et s’ap-
pliquent seulement si la suite (u, ) vérifie une ou plusieurs de ces définitions sur 1’ensemble N
tout entier ! Il peut arriver que ce ne soit pas le cas mais par contre on pourra peut-étre démon-
trer que (u,,) est croissante a partir d’un certain rang par exemple ou qu’elle est périodique a
partir d’un certain rang.

IT) Notion de convergence d’une suite réelle.

Définition 4. Soient (u,,),cn une suite de réels et £ un réel. On dit que la suite (u,,) converge
vers ¢ (ou tend vers ¢ ou a pour limite ) si: Ve > 0,IN. € N,Vn > N, |u, — (| < e.

On notera: lim u, =f¢ouw, — /.
n—-+0o0o n—-+o0o

Exercice 1. Soit (u,),en+ la suite définie par u,, = 1 + sin(n) )

n
Montrer, en utilisant la définition 4, que la suite (u,,) converge et déterminer sa limite.

Solution de I’exercice 1. Montrons que la suite (u,,) converge vers 1. Soit ¢ > 0.

Soit N. = E'| — | +1 > 1 (ou E désigne la fonction partie entiere. La partie entiere d’un réel
€
z, notée E(x) ou |x], est le plus grand entier inférieur ou égal a ). Ona:n > N. = n >

- = —<c
€ n

1 o .

Or, pour tout n € N*, |u,, — 1| < —donc V' n > N, |u, — 1| < €. Ainsi, la suite (u,,) converge
n

vers 1.

Définition 5. Soit (u, ) une suite réelle.
On dit que la suite (u,) tend vers +00siV A € R, Ing € N,V n > ng, u, > A.
On dit que la suite (u,,) tend vers —co siV A € R, Ing € N,V n > ng, u, < A.

Exercice 2. Etudier (avec les définitions 4 et 5) la convergence d’une suite arithmétique de rai-
son r (selon les valeurs de r).

Solution de ’exercice 2. Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r € R définie sur N (on aura
les mémes cas si la suite n’est pas définie sur N tout entier). Alors, on peut écrire u,, = ug-+nr.
Il est évident que si r = 0, la suite (u,) converge vers u, (en effet, on aura pour tout ¢ > 0 et

Vn €N, |u, —up| < e). On va montrer que si > 0 alors lim wu, = +oo et quesir < 0
n—-+00

alors lim wu, = —oo.
n—-+00

Supposons dans un premier temps que > 0. Soit A € R.

A —
Posonsn():E(ﬂ)Jrl € NF(etr 2 Ocarr > 0).Ona:n >ny = n >
T



A—u
M#nrz |A —ugl = nr > A—uy = u, > A. On a montré que : V A € R,

A_
3n0:E<!_UOI

r
r > 0.
Supposons maintenant que r < 0. Soit A € R.

) +1€N,Vn > ng, u, > A donc la suite (u,) tend vers +oo quand

' A—u
Comme précédemment, on pose (en rajoutant une valeur absolue pourr) :ng = E <—‘ ] 0] ) T
r

1 et on trouve que ¥V n > ng, u, < A donc la suite (u,,) tend vers —oco quand r < 0.

Propriété 1. Soit (u, ) une suite réelle.

1. Si (u,,) converge alors sa limite est unique.

2. Si la suite (u,,) converge vers un réel ¢ alors elle est bornée (réciproque vraie ?).

3. Si pour tout entier naturel n, u, € N et si (u,) converge vers un réel ¢ alors (u,,) est con-
stante a partir d’un certain rang.

Démonstration.

1. Supposons que la suite (u,) converge vers deux réels ¢ et ¢’ avec ¢ # ¢'. On pose :
_ =7

€ > 0. Alors (par la définiton 4), a partir d’un certain rang, les termes de la suite

(uy,) seront dans les intervalles : [( — e, + ¢] et [(' — ¢, ¢ + ¢] mais ces deux intervalles sont
disjoints donc ils ne peuvent pas avoir des éléments en commun. Donc ¢ = /.

2. La suite (u,,) converge vers { € RalorsVe > 0,IN. e N,Vn > N, u, € [{ —¢e,{+¢€].
Alors, Vn € N, u,, < max{ug,...,un.—1,¢{+ec}etVn €N, u, > min{ug,...,uy._1,¢ — €}
donc (u,) est bornée.

3.S51/0 = 1ir+n u,, n’était pas entier, alors, pour ¢ suffisamment petit, I’intervalle [{ —e, /+¢| ne
n——+0o0

contiendrait aucun entier donc aucun des termes de la suite (u,,). Donc ¢ est un entier. Posons

€=3 alors I’intervalle [¢ — ¢, £ 4 €] contient un unique entier : £. Comme a partir d’un certain

rang, tous les u,, sont dans cet intervalle et qu’ils sont tous entiers, ils sont tous égaux a /.

Théoréme 1. Soient (u,,) et (v,) deux suites convergentes de limites respectives : £ et (.
Alors la suite (u,, + v,) converge vers ¢ + ¢’ et la suite (u,, X v,) converge vers ¢ x .

Démonstration. Fixons ¢ > 0. Les suites (u,) et (v,) convergent vers £ et ' respectivement
o £ £
donc il existe V. et N/ € Ntelsque:Vn > N, |u, — {| < 3 etVn > N, |v, = V| < oL

3 £
Des lors, V n > max{N., N/}, |u, — (| < 5 et v, — V'] < =.
Ainsi, V' n > max{N., N}, |u, — €| + |v, — ¥'| <e.
Or, par I’inégalité triangulaire, on a : |u,, — ¢ + v, — ¢'| < |u, — ¢| + |v, — ¢'| ainsi, on a : V
n > max{ N, N}, |u, + v, — ({ + ¢')| < e donc la suite (u, + v,) converge vers ¢ + ¢'.

Exercice 3. Démontrer la deuxieme partie du théoreme 1.

Solution de [’exercice 3. Fixons ¢ > 0.
La suite (u,) est convergente donc elle est bornée ainsi, M > Otelque : Vn € N, |u,| < M.




Les suites (u,,) et (v,) convergent vers ¢ et /' respectivement donc il existe N. et N! € N tels

£ £
que:\v’nZNg, un—ﬂﬁmetVnZNé, Un—éllgm
On écrit: Vn > max (N, N)), |u,v,— 00| = |up(v—0)+ (up—L)| < |up||v,—0|+|0||u,—¢|

donc V n > max(N., N), |u,v, — 0| < Mﬁ + |7 = |ugv, — | < e.

20+ 1
2n + cos(n)

n sin (%) ++/(n+ 1)(n+2).

Exercice 4. Soit (u,),en+ la suite telle que : Vn € N*, u, =

Déterminer la limite de la suite (u,,),en

Solution de I’exercice 4. On écrit : Vn € N*, u,, =

(i) /() ()

1 1 2
Comme ona: lim <250 _ 0. lim sin <—) —0et lim \/<1 n —> <1 n —> — 1, 0n
n—-+oo n n—-+4oo n n—-4o0o n n

en déduit que la suite (u,,) converge vers 2.

Définition 6. Etant donnée une suite (u,, ), nous appellerons borne supérieure et borne inférieure
de (u,) les quantités, si elles existent : sup{u,,n € N} etinf{u,,n € N}. Laborne supérieure,
si elle existe, de I’ensemble : {u,,n € N} est le plus petit des majorants de cet ensemble et sa
borne inférieure, si elle existe, est le plus grand des minorants de cet ensemble.

Remarque. Toute partie non vide et majorée (resp. minorée) de R admet une borne supérieure
finie (resp. une borne inférieure finie).

Théoreme 2.

1. Toute suite croissante et majorée converge vers sa borne supérieure.
2. Toute suite croissante et non majorée tend vers +oc.

3. Toute suite décroissante et minorée converge vers sa borne inférieure.
4. Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oo.

Démonstration.

1. Soit (u,,) une suite croissante et majorée.

L’ensemble {u,,n € N} C R est majoré donc il admet une borne supérieure finie que 1’on
note /. Comme / est le plus petit des majorants de la suite (u,,), pour tout ¢ > 0, £ — £ n’est
pas un majorant de la suite (u,,) donc il existe N. € N tel que : uy. > ¢ — . De plus, la suite
(uy,) est croissante donc V' n > N, u, > uy..

On a finalement, V¢ > 0, dN. € N,Vn > N, { — ¢ < u, < { < £+ €. Ceci prouve la
convergence de la suite (u,) vers le réel /.

2. Soit (v,,) une suite croissante et non majorée.

La suite (v,,) est non majorée doncV A € R, Iny € Ntqv,, > A.

La suite (v,,) est croissante donc V n > nyg, v, > vy, donc V n > ng, v, > A. Ceci prouve que




la suite (v,,) tend vers +o00. Les points 3 et 4 se démontrent en appliquant les points 1 et 2 et
sont laissés en exercice.

Définition 7. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles. On dit que les suites (u,) et (v,) sont
adjacentes si :

1. (u,) est croissante.

2. (v,,) est décroissante.

3. nl_lgloo(vn —uy) = 0.

Propriété 2. Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite.

Démonstration. (u,,) est croissante et (v,,) est décroissante donc la suite (v,, — u,,) est décrois-
sante. De plus, la suite (v,, — u,,) converge vers 0 donc V n € N, v, — u, > 0. Donc on a :
Up < Up < Uy < V.

La suite (u,,) est croissante et majorée par vy donc elle converge et la suite (v,,) est décroissante

et minorée par ug donc elle converge. Comme lim (v, —u,) =0,ona: lim u, = lim v,.
n—-+00 n—-+00 n—-+00

n

Exercice 5. Soient (u,)nen €t (v, )nen+ les suites définies par : Vn € N, u, = > ] et V
k=0 *

wael Montrer que les suites (uy,)nen €t (v, )nen sont adjacentes. (Leur
n x n!

limite commune n’est autre que le nombre e = exp(1), on peut d’ailleurs montrer avec nos
deux suites que c’est un nombre irrationnel !).

n € N v, =u, +

Solution de I’exercice 5. On a : Vn € N, upy1 — u, = > 0 donc la suite (uy,)

(n+1)!
est croissante (méme strictement croissante) sur N. D’autre part, V. n € N*, v, — v, =

< 0 donc la suite (v « est décroissante (méme strictement décroissante

nn 1 D(nt 1) (Un)nen ( )

sur N*. Enfin, on a bien : lim (v, — u,) = 0. Donc les suites (u,),en et (v, )nen+ sont adja-
n—-+4oo

centes.

Théoréme 3. Soient (u,,) et (v,,) deux suites de réels telles que (v,,) converge vers 0. Si a partir
d’un certain rang ny, |u,| < |v,| alors (u,) converge vers 0.

Exercice 6.
1) Démontrer le théoréme 3.
2) Enoncer puis démontrer (en utilisant le théoreme 3) le théoreme des gendarmes.

Solution de [’exercice 6.

1) La suite (v,) converge vers 0 donc Ve > 0, IN. € N,V n > N,
V'n > ng, [u,| < |v,|, on en déduit que : ¥V n > max(N., ng),
converge vers 0.

2) Enongons le théoreme des gendarmes : soient (u,), (v,) et (w,) trois suites réelles telles
que : (u,) et (w,) convergent vers la méme limite ¢ et a partir d’un certain rang ng, on a :

v, < e. Comme on a
u,| < e. Ainsi, la suite (uy,)




U, < v, < w, alors (v,) converge vers /.

Démonstration : OnaV n > ng, —u,, > —v, > —w, donc V n > ng, w, — u, > w, — v, > 0
ainsi, V. n > nyg, |w, — v,| < |w, — u,| et on déduit la convergence de la suite (w,, — v,,) en
utilisant le théoréme 3 et enfin, on déduit la convergence de la suite (v,,).

n—i—(—l)”-

Exercice 7. Soit (u,) la suite définie sur N par: Vn € N, u,, = o
n

Montrer que la suite (u,,) converge puis déterminer sa limite.
n JR—

Solution de 'exercice 7. Ona:Vn € N, =1 < (=1)" < 1 donc Vn € N, ) < u, <
n

ainsi, par le théoreme des gendarmes, on en déduit que la suite (u,,) tend vers 1.

n+1

Théoréme 4. Soient (u,,) et (v,) deux suites de réels telles que : V n € N, u,, < v,.
1.Si lim w, = +ocalors lim v, = 4o0.
n—+00 n——+00

2.81 lim v, = —ocalors lim wu, = —oc.
n—+00 n—-+00

La démonstration de ce théoreme est quasiment immédiate donc elle est laissée en exercice.

III) Exercices d’entrainement.

) i i 3 1
Exercice 8. Soit (uy,),en+ une suite de réels. Pour tout n € N*, onnote : ¢, = —(uy+...+u,) =
1 o "
— Z Ug.
N =1
Le nombre ¢, est la moyenne arithmétique des n premiers termes de la suite (un) La suite (cn)

est appelée : "suite des moyennes de Cesaro" de (u,).
Montrer que si la suite (u,,) converge vers un réel ¢ alors la suite (c,,) converge aussi vers /.

Solution de ’exercice 8. La suite (u,) converge vers £ donc Ve > 0, IN. € N,V n > N,

1 n 1N5 1 n
lu, — €| <e.OnaVn>N,,|c,— (] = —Z(uk—€)|§—2\uk—£\—|—— oo Jup—1£] <
n =1 n k=1 N g=N_+1
1 N 1 = 1 — N, 1 N
—Z\uk—€]+— Y, cet— Z 5:ud’oh:\cn—€|§—2|uk—f\+
n =1 N f=N.+1 n j= N+1 n T k=1
(n — N:)e

1 X
< — Z lup, — | + €. Or, Z |uj, — €| ne dépend pas de n donc il existe N € N tel
N k=1 k=1

1 2
queVn >N, — > |ux — ¢ <e. Ainsi, Vn > max(N., N), |¢, — £| < 2¢. Donc la suite (c;,)
N k=1

converge vers {.

Up—1 + 2712 — 2
5 .

Exercice 9. On considere la suite (u,,) définie par vy = 3 et pour tout n € N*, u,, =
- n

Montrer que la suite (u,,) converge vers 2.

olution de I’exercice 9. u Xerci es ouvert ! u
Solution de I’ 9. L’astuce dans ce genre d’exercice (treés ouvert!) est de calculer les
premiers termes de la suite (u,,) pour conjecturer son sens de variation. Ensuite, selon le sens




de variation conjecturé, on pourra essayer de minorer ou de majorer la suite (u,)! On com-
mence par montrer par récurrence que Vn € N, u,, > 2.
Pour n = 0, c’est clair ! Supposons qu’au rang n € N, on ait : u,, > 2. Alors : u,, —2 > 0 =

Up+2(n+ 1)2 —2 > 2(n+ 1)2 = Unpi1 > 2, ce qui acheve la récurrence. Ensuite, on montre que

(n? —1)(2 — up_1)

la suite (u,,) est décroissante sur N, eneffet:onaVn € N*, u,—u, 1 = <

2 J—
n
0. Ainsi, la suite (u,) est décroissante et minorée donc elle converge. Enfin, comme (u,,) est
.. 1+ 2n?
décroissante sur Netuy = 3,ona:Vn e N, u,_1 <3=u, < — On a finalement :
n

1 o PR ;

2 < u, < — + 2 eten utilisant le théoreme des gendarmes, on conclut que la suite (u;,)
n

converge vers 2.

Exercice 10. On donne la définition suivante : soient / un intervalle inclus dans R, f une fonc-
tion de / dans R et a € I. On dit que la fonction f est continueen asi:Ve > 0,dn > 0,V
rel,|lx—al<n=|f(x)— fla)] <e.

Démontrer le théoréme suivant : soient (u,,) une suite d’éléments de / qui converge vers un
réel ¢ et f une fonction (définie sur un intervalle / C R et a valeurs réelles) continue en /.
Alors la suite (f(u,,)) converge vers f (/).

Solution de [’exercice 10. Fixons € > (. La continuité de la fonction f en ¢ donne : dn > 0, V
rel,|lx—t <n=|f(x)— f(l)| <e. Deplus, lasuite (u,) converge vers ¢ donc IN,, € N,
Vn > Ny, |u, —£| <n.Onobtient alors : Vn > N,, | f(u,) — f(¢)] < e donc la suite (f(u,))
converge vers f (/).

Exercice 11. On donne la définition suivante : soit (u,),en une suite réelle. On appelle suite
extraite ou sous suite de la suite (u,)nen, toute suite (v, ),en définie par : v, = ) oll @ est
une fonction strictement croissante de N dans N. Montrer que si une suite (u, ) converge vers
un réel ¢ alors toute suite extraite de (u,) converge vers /.

Solution de I’exercice 11. Fixons ¢ > 0. Soit (u,) une suite qui converge vers un réel /. On
peut alors écrire : AN, € N,V n > N, |u, — {| < e. Soit (v,) = (uy()) une suite extraite de
la suite (u,,). Ona:Vn € N, p(n) > n (se montre facilement par récurrence) donc V n > N,
©o(n) > n > N ainsi, Vn > N, [uym) — £ = v, — €] < e. Donc la suite (u,(,)) converge
vers /.

Exercice 12. Démontrer la propriété suivante : soient I C R, f : I — R une fonction, (u,)
une suite d’éléments de [ définie par récurrence par : ug € I etV n € N*, w1 = f(u,) et
convergeant vers un réel /. Si f est continue en ¢ alors ¢ est un point fixe de f.

Solution de ’exercice 12. La suite (u,) converge vers ¢ et la fonction f est continue en ¢ donc
d’apres I’exercice 9, la suite (f(u,)) converge vers f(¢). De plus, d’apres 1’exercice 10, on a :

lim wu,4; = lim wu, = ¢. Ainsi, par la relation : u,, 11 = f(u,) et par unicité de la limite, on
n—-+00 n—-+o00

a:l=f(0).




Unp

Exercice 13. Soit (u,,) la suite définie par récurrence par ug = letVn € N, u, 1 = T
u’I’L

Montrer que la suite (u,,) converge et déterminer sa limite.

Solution de I’exercice 13. Apres les calculs de u; et us, on conjecture que la suite (u,,) est
décroissante et qu’elle est minorée par 0.

Montrer que (u,,) est minorée par 0 est une récurrence immédiate. Pour montrer que (u,,) est

—u2 -1
2 . un + un s A
décroissante, on calcule : Vn € N, w11 —u, = R On remarque que le trindme :
u
n
—x? + x — 1 est strictement négatif pour tout réel = car son discriminant est strictement né-
gatif. Ainsi,ona:Vn € N, u,.; — u, < 0 donc la suite (u,,) est décroissante sur N (et méme
strictement décroissante sur N !). La suite (u,,) est décroissante et minorée donc elle converge
vers un réel /.

Pour trouver /¢, on peut remarquer que : Vn € N, u,1 = f(u,) ou f est la fonction définie

. Cette fonction est une fonction rationnelle dont le dénomina-

sur R par : f(z) = oo
x
teur ne s’annule pas sur R donc elle est continue sur R. On peut alors appliquer la pro-

priété de I’exercice 11 et on en déduit que ¢ est un point fixe de f i.e: f({) = ¢. On a :

0) =1
i =te 2 +1
On obtient finalement : f({) ={ < 3 =0 (= 0.
Conclusion : la suite (u, ) converge vers 0.

= ( & (= {(£2+1) (ces équivalences logiques ont un sens car £2+1 # 0).



