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TD 2 : Construction du mouvement brownien

Lundi 26 Septembre

1 Calculs autour de la construction du mouvement brownien

Exercice 1 On rappelle que les fonctions gy, ; sont définies sur [0, 1] de la maniére suivante :

25 (1) st [BL 4]
goolt) =t et gur(t) =92 (5 —t) site [ 5
0 partout ailleurs

pour n > 1 et 1 <k < 2" avec k impair. Soient (&,1),, 1~ i-1-d. de loi N(0,1). Pour tout ¢ de la forme
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Vérifier que pour tous s et ¢ dyadiques on a bien E [BsB;] = min (s, ).

Indication : On pourra raisonner par récurrence en exprimant gy, x en fonction de g,,_1 x oude g,,_1 j_on-1.

Exercice 2 Soit ((Bf)te[o 1}> S Ume suite de mouvements browniens sur [0, 1] indépendants. Pour
) n>

tout t € R™ on pose
[t]-1
_ Lt]
B, = 2} BY' | + B,
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Vérifier que pour tous s et ¢ on a bien

E [BsB:] = min (s,t).

2 Comment identifier la loi d’un processus?

Soit T" > 0. On munit l'espace C([0,T]) des fonctions continues de [0, 7] dans R de la norme infinie,
et de la tribu borélienne B (C(]0,7T])) associée a cette norme. On rappelle (TD de la semaine derniére,
exercice 6) que la tribu borélienne est aussi la plus petite tribu sur C([0,7]) qui rend mesurables les
projections x — x; pour t € [0, 7.
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Exercice 3 Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans l’espace C([0,77]). On suppose que
pour tout k > 1 et tous t1,...,t; € [0,T], les vecteurs

(thvthv-"ath) et (}/;517Y;527"'7Y;5k)
ont la méme loi. Montrer que X et Y ont la méme loi.

Exercice 4 En déduire que si X vérifie les trois conditions suivantes :
(i) pour tous ti,...,t; > 0 le vecteur (Xy,,..., Xy, ) est un vecteur gaussien,
(ii) pour tout t > 0 on a E[X;] =0,
(iii) pour tous s,t > 0 on a E [X X;] = min (s, 1),

alors X a la loi d'un mouvement brownien.

Remarque Dans la suite, on pourra admettre que ce résultat reste vrai en remplacant C ([0,7]) par
I'espace des fonctions continues de R™ dans R muni de la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact et de la tribu borélienne associée (ce n’est pas un résultat difficile, il suffit d’adapter
I'exercice 6 du TD1 a ce cas).

3 Mouvements browniens

Exercice 5 Soit B un mouvement brownien et a > 0. Montrer que les processus suivants sont des
mouvements browniens :

X:(LB ) ,
L4 VaPat £>0

[ ] Y = (tBl/t)tZO’

t B.
o 7 — (Bt— 5 ?ds)m.

4 Processus de Poisson
Soit A > 0. On rappelle que le processus de Poisson (N¢)i>o d’intensité A est défini par
Nt:min{neN\Xg—l—Xl—l—---—i—Xn Zt},

ot (X;)i>0 est une suite de variables i.i.d. de loi exponentielle de parameétre A, c’est a dire de loi
Ae M 10 da).

On rappelle également que la loi de Poisson de paramétre A est définie par XQA(k) = e*)‘% pour
tout k € N.

Exercice 6 Montrer que pour tous s et t les variables N; et Ngiy — Ny sont indépendantes de lois
respectives )QM et )@AS.

Montrer que pour tous 0 = tg < t; < -+ < g, les variables Ny, — N, pour 0 <4 < k — 1 sont
indépendantes de lois respectives @A(ti 1t

Exercice 7 Soient N(M) et N2 deux processus de Poisson indépendants de parameétres respectifs A
et Ao. Montrer que NV + N est un processus de Poisson de parameétre A\; + Ao.
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