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Comment faire le moins d’hypotheses possibles ?

(C’est le theme général de CLASSIC!)
e Suites indinviduelles :

minimiser Z 14 [J‘i(xl, e ,x,',l),xi] , voir I’exposé de Gilles Stoltz.
i=1

e Echantillon i.i.d. (Wi, ..., W,) ~ P®" de loi inconnue.

L’indépendance peut étre assurée par le plan d’expérience, c’est une

hypothese plus réaliste que la connaissance précise des propriétés de

Pp.

Objectif : estimer 0(IP) € arg (rgni(g/L(W, 0)dP par §(W1, e, W)

€
en cherchant a minimiser

~

([3,0(P)] = / L(W,)dP — / L(W, 0)dP.

inf
6€O



Exemples :
© Classification: W = (X,Y) e X x You Y = {—1,+1}, ou plus
généralement [Y| < o0, 6 : X — Yet L(W,0) = 1[Y # 6(X)].
© Régression quadratique : W = (X,Y) e R x R, € © C R et
L(W,0) = (Y — (6,X))".
@ Estimation de densité : W € W, 0 € ML (W), 0 < 7 € ML (W)
do
et L(W,0) = —log [d(W)} SiP <, 6(P) =P.
s
Dans tous les cas, le choix d’un estimateur 6 (Wi,...,W,) estlié au
comportement du processus empirique

f|—>/f(W)dIP:SF—>IR,

n
ouP =— E Ow, et la classe de fonctions considérée est
n
i=1

F= {f@ W= R;  fo(w) =L(w,0),0 € @}.



Comment faire peu d’hypotheses sur IP ?
— Minimisation structurelle du risque (Vapnik).
0 € ©,,, modele restreint + sélection du modele m.

inf{fL(W7 8)dP; 6 @m} — inf{fL(W, 8)dPP; 6 U@k}
k
augmente quand ©,, décroit, alors que

inf{ [L(W,0)dP; 0 e @m} - inf{ [L(W,0)dP; 0 e em}

décroit quand ©,, décroit :

c’est ce que I’on appelle parfois le compromis biais variance, ou
compromis entre 1’erreur de modélisation et I’erreur d’estimation.



e Inégalités oracles (ici non asymptotiques et en déviations) : du type
P [L(W,0)dP < [L(W,0)dP + p(6,1);0 € @} >1 e

ol la pénalité p (6, n) est souvent de la forme p.(0,n) = p.(m,n),
0 € ©,, (ce qui signifie que 1’on borne uniformément les déviations
du processus empirique sur chaque ©,,).

e Le point de vue PAC-Bayésien :

@ On va borner les déviations de [ L(W,6)dP par rapport a
[ L(W,0)dP en s’aidant d’une mesure de probabilité
m™Ee ML(@) sur I’espace des parametres (a interpréter comme
une mesure de codage).

@ On considere tout d’abord des estimateurs perturbés : au lieu
d’étre une fonction déterministe de (Wy,..., W,), 6 est une
variable aléatoire dépendant de (Wi, ..., W,), dont la loi
conditionnelle £(0|W1, ..., W,) = p(Wy,..., W,) € M!(O) est
décrite par la loi a posteriori p.



e Les débuts historiques de la théorie (due a McAllester) : le cas de la
classification ou L(W, ) € {0, 1}. On s’appuie sur I’inégalité

g\/exp{sgpn)\/[fh UL(W, Q)d]P] — [L(W, Q)dIP:|dp

—X(p,m) — 1ogyA|}d]p®n <1,

ou ®y(p) = —ilog[l —p+pexp(—)\)} et

[log(dp/dr)dp, p <,
+00, sinon.

K(p,m) = {



On en déduit qu’avec probabilité au moins 1 — €, pour tout
p: W — Mﬁ_(@),
/ L(W,0)dPdp < inf P! { / L(W,0)dPdp
€

K(p, ) + log(|Al/<)
+ n\ }

REMARQUES : e Posons
K(q,p) = qlog(q/p) + (1 —q)log[(1 — q)/(1 = p)], p,q € [0,1],
1nf oy <q—|— f\) = sup{p €[0,1;K(gq,p) < (5}

AeR
q+ \/25q1— )+25(1 —2q), q€]0,1/2],
q+a/ q € [1/2,1].



e Lien avec I'information mutuelle entre 1’estimateur perturbé 0 et
I’échantillon :

inf/fK(p, 7)dP®" = /fK(p, [ pdP®")dP®"

:1[5, (Wl,...,Wn)] 5 [o@, W), £(0) @ L(W)]

= information mutuelle entre 6 et wi

= nbre de bits du codage de )
qui dépendent de I’échantillon (W, ..., W,).

La valeur de 7 optimale (théorique car non observable) est [ pdP®".
Si I’estimateur est bon, elle est concentrée autour de 6(IP), quand on
prend 7 uniforme sur © faute de mieux, on perd de la précision dans
la borne (typiquement un facteur log(n)).



Deux directions possibles :
e Minimiser la borne en p, pour 7 fixé. La valeur optimale de p est

p= 71-exp(—nAfL(W,G)d@)’

- ATexp(n) qer  exp(h)
ou =
dm [ exp(h)dm

. C’est une consequence de I’identité

log [f exp(h ] fhdp ( 77T) + :K(pa Fexp(h))'

On obtient des estimateurs perturbés appelés estimateurs de Gibbs. La
borne devient

CI)/(]{—nl)\log [/exp(—n/\/L(W, 9)a’IP>d7r] — bg(}Lj)\\\/e)}

On peut I’améliorer en remplacant 7 par T exp (_n 5 LW, 9)d]1>)’

utilisant des bornes relatives, portant sur L(W,6) — L[W,6(PP)].

eten



e Autre direction : choisir des lois 7 et p plus explicites.
Exemple : inégalités de marge pour les SVM.
Classification linéaire : ¥ € {—1,+1}, X € RY,

L(W,0) =1((6,X)Y <0).
Support Vector Machines (kernel method)
L(W,0) =1((0,¥(X))Y <0).

ou ¥ : X — K, espace de Hilbert. On a besoin uniquement de
calculer le noyau positif

k(X1,X2) = (¥ (X1), ¥(X2)),

I’espace J{ peut rester implicite.



Exemples de noyaux (o1 X € RY) :

k(X1,X2) = (14 (X1, X2))", dimH < oo,
KX, X0) = exp(— X0 = X|?),  dim3C= oo,

On va dans la suite se restreindre au cas ou dim H < oo, mais le
passage en dimension oo serait possible. On peut alors supposer que
U = identité sans perte de généralité.

Considérons (suivant Langford, Shawe-Taylor, puis McAllester)

™ = N(0, 31d), pg, = N(6o, 1d). Dans ce cas K(pg,,7) = 2||6o]|>-
Posons

1 +00 y2 x2
p(x) = \/%/ exp(—2>dy§exp<—2>, x> 0.



Le contraste L(W, 0y) ne dépendant pas de la norme de X (ni de celle
de 6), on peut supposer que PP(||X|| = 1) = 1. Avec probabilité au
moins 1 — ¢, pour tout 8y € RY,

[L(W,00)dP < [1 —o(/B)] " //]1((0,X)Y < 1)dPdp,

<[1—p(/B)] 1nf<1> {// (0,X)Y < 1)dPdpy,
N BHGOHZ +2log(|Al/e) }

2nA
< (1= oV ot 2 { [ 100007 < 2aP + (/B

BlI6oll* + 21og(|Al/€) \ aer .
I~ Sl L)




Choix de I’estimateur : € arg ming e infrepn B(A, 0).
Pour tous A\, € A et 0, déterministes fL(W, 0)dP < B(\,,0,),d ou
en majorant cette borne par une borne déterministe,

Proposition (O.C., travail en cours)

Avec probabilité au moins 1 — ¢,

/(W 0)dP inf  [1—¢(v/B)]"

)\eA HeR?
X Py {sup{pe[O 1]: K|[p, [1({0,X)Y < 2)dP]

< log[(|A] + 1)/e] /n}

2 o €
T o(/B) + 20 +212i£(|A\+ )/}}.




De la classification a la régression

On veut maintenant traiter le cas d’une fonction de contraste générale
L(W,0) € R. Idée pour remplacer la log-Laplace d’une Bernoulli ® :
introduire une fonction d’influence 1.

Soit L'(W,6,60") = L(W,0) — L(W, ) et ¢ croissante au sens large,
telle que

—log(1 —x+x%/2) < (x) < log(1 +x +x%/2).

On peut s’appuyer sur I'inégalité

/exp{n/w[)\L’(W, 0, 9’)}51]13}[11?@"

2 n
< {1 —|—)\/L’(W, 0,0")dP + ;/L’(W,G,G’)a’IP}

2
<exp [n)\/L’(W, 6,0")dP + % /L’(W, 9,9’)2511?}



En tirant 6 suivant une loi a posteriori et en prenant §' = 6(IP) = 6,
on obtient comme dans le cas de la classification, avec probabilité au
moins 1 — €, pour toute loi a posteriori p,

//L(W, 0)dPdp < /L(W, 0,)dP

+//L(W, 0)dPdp — /L(W, 0,)dP

A _
+3 // L'(W,0,0,)*(dP + dP)dp

K(p, ) + log(e ™)
+ .
ni

On peut alors choisir des lois p et m Gaussiennes et dans le cas
quadratique faire des calculs explicites en choisissant comme norme

sur R ||6 — 6,])> = /[L(W7 0) — L(W,6,)]dP, pour obtenir



Proposition (J.-Y. Audibert, O.C.)
Considérons le cas de la régression quadratique, ou

L(W,0) = ((0,X) — Y)2, avec X € R et Y € R. Soit © un convexe
fermé de RY (© = R est autorisé). Supposons que [||X||*dP < +oo
et [|1X|12 [0, X) — ¥]?dP < 400,

Soit § € arg mingeo [L(W,6)dP.

Pour tout ¢, il existe ne tel que pour tout n > ne, avec probabilité au
moins 1 — ¢,

/ L(W,8)dP < inf / L(W,6)dP
0cO

+ e88 sup / (¥ = (6.,X))P(dy | x) 2241 100010g(3/)

n
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