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Introduction

Cadre : apprentissage supervisé par minimisation d’une fonction de
colt.

On observe S = (Wi, ..., W,) ~ P® ou P € ML (W).

On dispose de L : W x © — R, ol O est un espace de parametres,
(le plus souvent © C RY).

On veut minimiser

/ L(w,0)dP(w) endc ©.



Exemples :

@ Classification linéaire a noyau (SVM).
W =X x{—1,+1}, 0otk : X — R est un noyau positif.

(i: vk (X, x) + b>y < 0]

k=1

= 1] (W), Saw(w)) +b)y < 0],

L[(x,y); (o, x)i—y ] = 1

+o0 00
ouVl: X —-H= {Z ajk(xi, ) ; Z ajzk(xj,xj) < oo}, espace
J=1 J=1

de Hilbert autoreproduisant. Exemples de noyaux :

k(x1,x2) = (14 (x1,x2))’, dim(3) < oo,
k(xl,)Cg) = exp(—||x1 —JC2||2), dim(U{) = .



© Classification linéaire simple en dimension finie.

On traitera le cas dim(3) < oo qui se ramene a x € RY,
© C RY,
L{(x,y);0] = 1({0.x)y < 0).

Les bornes indépendantes de d resteront valables dans le cas ou
dim(%H) = oo.



© Régression aux moindres carrés.
L[(x,y); 0] = ((0,x) —y)z, oix € RYyeRet® C R

. N d
Couvre le cas fonctionnel ot x = [goj (z)]jzl, le contraste

(y - jil 91901'(Z)> 2

mesurant alors I’approximation de y par une fonction de z dans
une base de fonctions.



Approche PAC-Bayésienne « perturbative »

On suppose ici que © C R

On considere une perturbation de I’origine m € MLL (©) concentrée
autour de 0, par exemple 7 = N(0, 37! 1d).

On définit les translatées my(A) = m(A — 6), si bien que
S h(0)dmg(0') = [h(0 +60")dm(6)

On introduit la fonction d’influence ¢ : R — R

log(2), 2> 1,
P(z) = ¢ —log(1 —z+272/2), 0<z<I,
_w(_z)a ZSO

qui vérifie —log(1 — z +2%/2) < ¥(z) < log(1 +z+2%/2).



Théoreme

Soit 0, € © une valeur déterministe du parametre. Avec probabilité
au moins 1 — ¢, pour tout 6 € ©,

[ ) amaf) dP)

/fw@ dmg(0') dP(w /fw@ dmg(60') dP(w)
K(mg, mp,) — log(e)
+ )
nA
= 1 - iy .
ou Py ) = . E 0w, est la mesure empirique de I’échantillon et

i=1
dp
K(p,p) = /10g<d,u> dp, quand p < i et +00 sinon.



Corollaire

Soit 0(S) un estimateur.

A1 / D[N (w,0)] drg, (67) AP (w) P (s)

A
< / < / famgdP + 2 / fPdmg, dP

K(ﬂg(s),ﬂg*) + 1

dp®”
# ) apens),




Démonstration.
C’est le résultat d’un simple contréle de moment exponentiel :

1 ™
/exp{gggn)\ [)\ /w(/\f)dm;dIPs /fdﬂngP
)‘/ 2 ®n
—3 fdmpdP — K (g, 79, ) + log(e)} dP®"(s) <'e,

par des arguments de convexité (Jensen) et d’indépendance. Le
corollaire se déduit du théoréme en utilisant I’inégalité

EGW) < EW.) = [~ POV > a)an

O

Dans le cas de la classification, nous n’aurons pas besoin d’utiliser ¢
car L € {0, 1} borné.



Interprétation en termes d’information mutuelle

/fK(ﬂ'é‘(s),ﬂ'g*)dIP®n(S)
> inf /iK ) dP®"(s)

uEMl

= /:K<7r§(s)v/ﬂé\(s/)dIP@m(S/)) dIP@n(S)

= information mutuelle

entre s et 6 sous la loi dP®" (S)dﬂ'é‘(s) (#), qui est la loi jointe du couple
échantillon, estimateur perturbé.

Role de la perturbation : diminuer I’information mutuelle entren s et
0, I’'information mutuelle étant en général infinie entre 1’estimateur
non perturbé 6(S) et I’échantillon S.



Premiere partie : classification supervisée

On peut tirer partie du fait que L(w, ) = 1((6,x)y < 0).

Introduisons
K(p,q) = plog <Z> +(1—p) log(iif) = X(By, By)
ou B, = Bernoulli de parametre p, et
Dx(p) = ~A""log 1 = p+ pexp(—))|
= —-X\"log {/ exp(—Ao) dBp(a)} .

Le résultat suivant est valable pour toute fonction de cofit binaire
L(w,0) € {0,1}.



Soit A = {Ngexp(kt),k=0,...,m},out =m log(v/2/\). Avec
probabilité au moins 1 — e, pour tout p € M! (0),

K(p,m) + log[(m + 1)/6] >

n

L(IP, p) < Ba <L(IPS, P,

ol on a utilisé la notation abrégée L(PP, p) = /L(w, 0)dPP(w) dp(6)

0
et introduit la borne By (¢, 0) = /\ln/f\ (I);l (q + )\>.
€

On peut montrer que pour tout d, ¢ € [0, 1/2] tels que
S
g S9=a(l—aq),
Ba(q,0) < g+ /26q(1 — q) cosh(1/2) +26(1 — g) cosh(t/2)?,
)
1 inf @3 (q+ %) =sup{p e (0,1]: K(g.p) <6}
alors que  inf @) <q+A> supyp € [0,1]; K(g,p) <

€ q+/2q(1 — q) + [—6¢,26(1 — g)]].



Comme 1 ({6, ax)y < 0) = 1((¢,x)y < 0), on supposera que
||lx|| = 1 P-presque stirement, quitte a remplacer x par ||x|~!x.

Choisissons une perturbation gaussienne m = N(O, ! Id) etf, =0.

Lemme

L(w,mg) = @(\/Bw,x)y), oul

1 —+o00 Z2
o(z) = \/2?/ exp<—2) dz, z€ R,
Z

. 1 1 22>
< min , = rexpl ——= |, z€ Ry4.
- {z 2m 2} p< 2 *

Introduisons Ierreur avec marge M (w, 6) = 1((0,x)y < 1), qui
indique soit que x est mal classé, soit qu’il se trouve a distance
inférieure a ||0]| ! de la frontiere.




Théoreme (J. Langford, J. Shawe-Taylor, D. McAllester, O.C.)
Avec probabilité 1 — ¢, pour tout 6 € R,

L(P,6) < [1 — o(\/B)] ' M(P,m) < [1 — p(/B)] ' C1(6),

ou

2 ozl (m .
cl(e):BA<M(PM9)7ﬁH9\ +2log ( +1)/}>‘

N’ 2n
<M(Ps,0/2)
+o(vB)



Soit § un estimateur tel que C; (5) <infycra C1(0) + C.

Théoréme
Avec probabilité au moins 1 — ¢,

L(P,§) < inf [1 — o(+/B)]~ BA[ < (P, m5). log(6_1)>7

0cR4 n

B9]1 + 21og[(m + 1)/4]
2n ’

ou

B_(q,0) = sup{p €[0,1]; K(p,q) < (5},

< g+ /20q(1 = q) +25(1 — g).



Comparaison avec un critére convexe :

M(w,m9) = o[\/B((0,x)y = 1)] < (2= (0,x)y), +»(/B).

Corollaire
Avec probabilité au moins 1 — €, pour tout § € R,

L(P,0) < [1=¢(v/B)] " jnf 3! [03(A,9)+¢(\/5)+W ,

ou )
0
L Blel

G = [ (2= (0.4), dPs(y) +

Ce résultat donne un critére pour choisir A, et donc I’intensité de la
régularisation.



Deuxieme partie : Régression aux moindres carrés

Ici L(w, 0) = ((0,x) — y)z, x,0 € R,y € R. Posons

R(6) = [ L(w,0)dP(w),
R'(0.0") = R(0) — R(¢)),
L'(w,0,0") = L(w,0) — L(w,0')
=(0—0',x)>+2(0 — 0, x)((¢/,x) — y).



Soit © un convexe fermé de RY et f, = arg ming R.

Proposition

Avec probabilité au moins 1 — ,

ANz
R/(ﬂ-@aﬂ-@*) S }’i\(ﬂ'0771'9*) + E(L/) (]P,ﬂ'@,ﬂ'@*)
N K(mp, g, ) + log(e™ 1)

n\ ’

o\ (0,0') = \7! / W[AL (w,0,0")] dPs(w).



Hypotheses : pour tout 6 tel que R'(6, 6,) < D,

( ) (IP 71'9,7r9*)§ R'(0,0,) + bp,
K(mp,ma,) < ppR'(0,04) + ap,
R'(0,0.) < R(mg, mp,) + &,
r\(mg,mg,) < ¥ (0,0,) +mp, avec probabilité 1 — e pour D fixé.



Théoreme (J.-Y. Audibert, O.C.)

Soit 6(S) € © tel que rﬁ\(g, 0,) = infpco r\ (0, 04), et 9 € © (notre
estimateur) tel que supgy g 5 (0,0") = infyce supy g 3 (6,0") + C.

Pour tout D > 0, avec probabilité au moins 1 — ,
soit max{R'(6,6,),R'(8,6,)} > D*, soit

—1
R(0,0,) < (1 _aph ”D> <sup #\(0,0)
0'cO




Théoreme (J.-Y. Audibert, O.C.)

Pour tout n tel que
n>2"x3 \/Esi,

avec probabilité au moins 1 — ¢,

[B1 57 + By \/klog(4/e)]| o} N Bj klog(4/¢)A?
n

n

R'(0,6,) < + B4,

ou
27 A2 2
B, = (1 CS“) 28+26><3c+2“(7+c)\/g<4+\/g2>S4]
n oy)n

14 2 6 A2 4
n 25, A B, :28(1 N 27cs4>’

I’lO’i ’ n

27 4 27 4
83_26<1—|— CS4>, B4_2<1+ cs“),
n n




= sup{[|6 —¢']| : (6.6') € ©2},

B [0 - 0, x)*dP(x)
" 08 [0 — 0,02 dP ()]

W o) — ) dB(c.y),

5=/ [l P o),
3
log(4)

c= <2,17.



Théoreme (J.-Y. Audibert, O.C.)

Soit § = arg Ienlél L(Ps, 0), l’estimateur des moindres carrés
€

ordinaires. 1l existe un entier N (dépendant de ) tel que pour tout
n > N et tout € €)0, 1] tels que

16
n> I\S/E 2553 + 33/ log(e )],

avec probabilité au moins 1 — ¢,

R(3.0,) < 4[25s3 + 33\/Elog(e*1)}af.
B n



Autres hypotheses sur le bruit : supposons

03 = ess sup /((&,x} —y)zdIP(y | x) < o0,
dP(x)

et /yxyy41P(x) < .

Théoreme (J.-Y. Audibert, O.C.)
11 existe un entier N tel que pour tout n > N et tout € €]0, 1] tels que

16K 1
n> F[25d+ 33log(e )],

avec probabilité au moins 1 — ¢,

R(G.0,) < 4[25d + 3310g(e_1)}a§'

n



Estimation de la matrice de Gram

On veut estimer uniformément

N(O) = / (0, %) dP(x)
=0'Gh, ou G = /xxt dP(x).

Introduisons

() = A~ /w{/\[(ﬁ,x>2 1]
(0) = sup{a € Ry, ra(ab) <

S =

}€R+U+OO,

)

N(9) = a(h)~2.



Lemme

w{)‘[<97x>2 - 1]} < /log{l +)\<<«9’,x>2 —-1- HXB‘Z)

N LR

2 2 5 2
R (1 B b,

A B




Posons

B 2 ol (1 +18c)sy
)\_\/(ﬁ—l)n[l g™+ 4./k(1 +4C)]
8= 2)\S4/<cl/4\/m7

n=(k—-—1H\= \/2(,{’;1) [log(el) + 4(\/j( 18—?:;)}

(L4 40)5y

n

=2

et choisissons 6, = 0 pour définir la loi a priori 7y, . Le lemme
précédent permet un controle PAC-Bayésien uniforme en 6 de

w{)\ [(0,x)* — 1] } et conduit au résultat suivant.



Théoreme
K1)

Pour tous n € N et ¢ €10, 1] tels que 2n +7) + 37—

<1, a

savoir tels que

n> | 45,01 + 4c

(oo e S |

avec probabilité au moins 1 — 2¢, pour tout 0 € RY,

2005y,

IN(B) = N(0)| < 2(n+)N(0) < T2+ )



Dans le cas ot dIP(x) est une gaussienne, k = 3 et s7 = d+/1 + 2/d,
on obtient donc une vitesse uniforme en +/d/n, dans le cas des bases
de fonctions, on s’attend typiquement a ce que et sﬁ soient tous les

deux d’ordre d, ce qui donne une vitesse en \/d*/2/n.

Utilisations possibles :
@ Donner une région de confiance autour de 6.

@ Calculer un préestimateur en interprétant R(6) comme le carré
d’une norme en dimension d + 1 suivant ’identité

R(0) = / (6.~ 1). (x.))> dP(x, ).

Utiliser ensuite la méthode précédente d’estimation de

arg ming, R, dans un voisinage (aléatoire) ©, de 6, de diametre
A faible (en \/d3/2 /n), la méthode d’estimation fine servant
ensuite a garantir le passage a une vitesse en \/cm pour

R(0) — R(6,.).
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