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Introduction
Nous discutons dans cet exposé deux conjectures liées au probléeme de

Schottky, dues a Van Geemen et Van der Geer [7] et précisées par Donagi [6]. Ces
auteurs proposent de caractériser les jacobiennes (parmi toutes les variétés
abéliennes) en termes de l'espace des fonctions théta d'ordre 2. Nous énong¢gons
ces conjectures au S1; dans le §2 (inspiré de [6]), nous discutons leur relation
avec d'autres approches du probléme de Schdttky. AU §3, nous traitons, dans le
style de [4], quelques exemples oU les calculs peuvent étre faits explicitement.
Enfin au §4, nous prouvons la conjecture 2 et une version affaiblie de la

conjecture 1 pour une variéte abélienne principalement polarisée générique.

1. Enoncé des conjectures

Soit A une variété abélienne complexe, et ® une polarisation principale
sur A. Par définition, © est la classe dans HQ(A,Z) d'un diviseur ample O,
verifiant dim T(A,0,(0)) =1. Le diviseur O est uniquement déterminé a
translation prés. On peut de plus lui imposer d'étre symétrique (c'est-a-dire
stable par l'involution ar> -2a), ce que nous ferons systématiquement dans la
suite; il est dés lors bien déterminé a translation prés par un point d'ordre 2 de
A. En vertu du théoréme du carré, le faisceau (‘JA(2®) est alors indépendant du
choix de O : il est canoniqguement associé a la variété abélienne principatement
polarisée (A,9). Il en est de méme de 1'espace M=r(A,0,(20)) de ses sections
globales, ainsi que du systeme linéaire |26} Nous identifierons [' a I'espace des
fonctions théta du second ordre sur le revétement universel de A.

Les éléments de " sont symétriques; cela entraine que la multiplicité en
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0 d'un tel élément est paire. Nous noterons r, 'hyperpian de [ formé des
sections s'annulant avec multiplicité > 2, et I, 1€ SOUs-espace des sections qui
s‘annulent avec multiplicité =4 Nous désignerons par |O] et O] 6 Tes sous-
espaces projectifs correspondants de |O[. Enfin, soit V(Foo) le lieu de base du
systéme linéaire |2®|00 , c'est-a-dire I'ensemble des points de A ou toutes les
sections de ' s'annulent. Pour éviter des complications sans intérét, nous
supposerons toujours que la variété abélienne principalement polarisée (A,8) est
indécomposable, c'est-a-dire qu'elle ne peut s'écrire comme produit de deux
variétés abéliennes principalement polarisées non nulles.

Conjecture 1.- Si(A,8) n'est pas une jacobienne, l'ensemble V(I ) est réduit
ao.

La conjecture 2 est une version infinitésimale de la conjecture 1. Soit
T=T,(A) I'espace tangent a l'origine de A; en associant a chaque élément de [" |
le terme de degré 4 de son développement de Taylor, on obtient un
homomorphisme « de I’ dans l'espace HO(IP(T), 9(4)) des polyndmes homogénes
de degré 4 sur T, bien défini & un scalaire prés. En particulier, o<(l‘0°) est un

systéme linéaire de quartiques dans P(T); on désigne par V, (" ) I'ensemble des

inf
points de base de ce systéme linéaire.
Conjecture 2 - 5i(A,8) n'‘est pas une jacobienne, I'ensemble V, (" ) est
vide.
Dans le cas des jacobiennes, 1a situation est trés différente :
Théoréme 1.- Soit (JC,®) Ia jacobienne d'une courbe C. On a alors :
a) V(I ) est I'image C-C de I'application & :CxC—JC
dérinie par 8(x,y)=0.(x-y),
B) Vinr

(en identifiant T a HO(C,KC)*),

sauf dans les deux cas sujivants :

(,,) est I'image de I'application canonique  : C—P(T)

a’) C est une courbe de genre 4, non hyperelliptique, avec deux 93'
distincts; on a alors V(I ) = (C-C)U(zt] , ou t est Ja
différence dans JC des deux g31 sur C.

b’) C est une courbe de genre 4 avec un seul g31 ; onh a alors
Vie(Too) = K(C)U(s]) , ou s est Je sommet du cdéne quadratique

contenant x(C).
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Les énoncés a) et a’) ont été démontrés par Welters [8]. Les énoncés b) et
b’) résultent essentiellement du théoréme de Green (sous une forme légérement
raffinée due au premier auteur), selon lequel xK(C) est l'intersection dans P(T)

des cdnes osculateurs aux points doubles du diviseur G.

2. Relation avec d'autres approches

a) Irisecantes

Le systéme linéaire I' est sans point base, donc définit un morphisme y
de A dans lVespace projectif P(I'*) (que nous noterons simplement {PN, avec
N:_2g— 1). L'image de ce morphisme est par définition la variété de Kummer K
de (A,0); sous I'hnypothése (A,Q) indécomposable, elle s'identifie au quotient de
A par l'involution ar— -2a. Elle a 22g points singuliers, image par y des points
d'ordre 2 de A.

Notons en particulier s le point y(0). Le systéme |20] est 1'image
réciproque par y du systéme des hyperplans de pN passant par s; de méme, les
éléments de |2G)l0o sont les images réciprogues par y des hyperplans de pN qui
contiennent l'espace tangent T_(K) a K en s (c'est-a-dire le sous-espace
projectif de PN engendre par le cone tangent a K en s). Le lieu de base de [20]
est donc 1'image réciproque par ¢ de T_(K)NK. Par suite la conjecture 1 signifie
que l'fntersection TS(K)OK est réduite a (s}, ou encore qu'il n'existe pas de
droite passant par s et un autre point de K qui soit contenue dans TS(K). Appelons
une telle droite une rausse trisécante (elle }rencontre K avec multiptlicité > 3).
La conjecture 1 dit que K n'admet pas de fausse trisécante si (A,8) n'est pas une
jacobienne. Cette formulation est bien sUr a rapprocher de 1'énoncé analogue
pour les trisécantes usuelles (conjecture de 1a trisécante), qui est 1'analogue
discret de la conjecture de Novikov (cf. par exemple [3]). Mise a part la
similitude de leurs énoncés, la relation entre ces deux conjectures n'est pas
claire.

Remarqguons au passage que 1a dimension de TS(K) est celle de l'espace
tangent (de Zariski) de C¥(+1) a I'origine, soit %g(g+ 1); la dimension de I" | est

donc 2° - 5g(g+ 1)~ 1.
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b) 'Big Schottky”
La forme classique du probléme de Schottky (caractérisation des

jacobiennes par les équations de Schottky -Jung) a été reformulée
géométriquement par Mumford; Donagi en a donné une généralisation audacieuse,
la "big Schottky conjecture” (conj. 2.11 de [6]). Cette conjecture implique la
conjecture 1 (loc. cit.); Donagi le démontre en interprétant V(I‘oo) en termes du
céne tangent a la variété de Schottky-Jung en un point du bord de 'espace des
modules Qg. Plus précisément, la conjecture de Donagi en dimension g entraine
la conjecture 1 en dimension g- 1. Donagi annonce dans [6] les grandes lignes

d'une démonstration de sa conjecture en dimension 5; ce résultat impliquerait 1a

conjecture 1 pour g=4.

¢) Equation K-P

Passons a la conjecture 2. Soient D un vecteur non nul de T, et D son
image dans P(T). Soit v un élément de ', considéré comme une fonction théta
du second ordre sur T; par 1a formule de Taylor, 1a valeur de «(g) en D est a une
constante preés D4Lp(0), ol D est vu comme un champ de vecteurs constant sur T.
Dire que D est un point base du systéme a(roo) signifie donc que la forme
linéaire pw~— D4lp(0) sur I" s'annule sur " ; si (Dy, .., Dg) est une base de T, cela
revient a dire qu'il existe des constantes aj; (t<ig<j<g) et b telles gu'on ait
n DY(0) = ¥ a;; D;D;p (0) + b 9(0) pour tout wer.

Ainsi, 1a conjecture 2 signifie que si (A,8) n'est pas une jacobienne, il
n'existe aucun opérateur différentiel P de 1a forme P = [D4 + termes de degré
plus bas] satisfaisant a8 Pyp(0)=0 pour tout wel. |1 est maintenant classique
qu'un énoncé de ce type se traduit en termes d'équation aux dérivées partielles,
de la maniére suivante. |1 existe une base (¢ ) de I satisfaisant a la formule
d'addition de Riemann

8(z+u) 8(z-u) = 2. 9, (2) 9, (W)

L'équation Pp(0)=0 pour tout el équivaut donc a I'équation aux dérivées

partielles P [6(z+u) 6(z-W)] oo =0. L'équation (1) devient ainsi
u =

4 3 2,42 b 42
(2) 6D"6 - 4D6 D76 + 3(D°6)° = 2 a;(6DD;6 - DBD®) + 56 .

En divisant par 62 et différentiant deux fois, cela signifie que la fonction
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méromorphe périodique u = D? log 6 vérifie I'équation non linéaire
(3) DID%u + 12uDu] = ¥ a,0Du
Supposons que (A,8) soit la jacobienne d'une courbe algébrique C. Le th.1
(§1) nous assure que la fonction 8 satisfait a une équation du type (1) (ou (2), ou
(3)), et ce pour chaque point D de 1a courbe canonique. On sait qu'on obtient ainsi
l'équétion de Kadomtsev -Petviashvili (K-P), de 1a forme
D [D3u + 12uDu] = DDu + Dgu
La conjecture de Novikov, démontrée par Shiota, affirme que cette
équation caractérise les jacobiennes. La conjecture 2 est donc une
généralisation de la éonjecture de Novikov, peut-£é&tre plus naturelle

géométriquement.

3. Exemples '

Nous allons étudier les ensembles V(I ) et V, _.(I" ) dans quelques cas
simples. Cette étude est basée sur 1a remarque suivante. Pour tout a€ A, la
fonction 6(z+a) 68(z-2a) est une fonction théta du second ordre. Si a€0, elle
appartient a Fo; si en outre aeSing O, elle appartient a I‘oo. Soit de plus D un
champ de vecteurs constant sur T; toujours pour a€Sing ©, la fonction théta du
second ordre V

D, [6(z+a) 6(z-a)] = 6(z-2a)D6(z+a) - 8(z+a) DB(Zz-a)
‘s'annule en O avec multiplicité >3, donc appartient a Foo . Ce moyen est
essentiellement le seul que nous possédions pour fabriquer explicitement des
diviseurs de I26I00 ; hous allons voir qu'il permet dans certains cas de tester les
conjectures 1 et 2. Il ne s'applique bien sGr qu'aux variétés abéliennes
principalement polarisées dont le diviseur © posséde suffisamment de
singularités.

Rappelons d'autre part (§2,a2) que 1a dimension de " est

(4) dim = 2% - %g(gﬂ) - 1.

a)g=3
Dans ce cas 1a formule (4) montre que I2@|00 est formé d'un seul diviseur.

Si C n'est pas hyperelliptique, il est facile de voir que le diviseur (réduit) C-C

appartient a |20}, et a multiplicité 4 a I'origine : c'est donc le diviseur cherché.
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Si C est hyperelliptique, le diviseur © a un unique point singulier, qui est d'ordre
2 et que 1'on peut donc prendre comme origine de A; le diviseur 20 appartient

alors a '2@’00‘ On en déduit aisément le th.1 dans ce cas.

b) Jacobiennes de genre 4

Soit C une courbe de genre 4, que nous supposerons non hyperelliptique

(1e cas hyperelliptique est facile, et laissé en exercice). Le modele canonique de
C est intersection d'une quadrique Q et d'une cubique de [P3. Supposons d'abord Q
lisse. Alors C a deux gg distincts, qui définissent deux points singuliers :a de
Q. Soit (D, ... ,D4) une base de T; la méthode ci-dessus fournit les éléments
suivants de I"_
P,(2) = 8(z+a) 6(z-a); ¢(2) = 6(z-2)D;6(z+a)- B(z+2a) D;B(z-2a) (i=1,.,4).
Ces é1éments sont linéairement indépendants : cela résulte du fait bien connu
que les fonctions D1e, ,D4e forment une base de F(@,’(‘J@(G)). Comme Foo est de
dimension 5 (formule (4)), 9,, ... ,0, forment une base de [l .

Soit ze V([ ). On a alors 8(z+a)=0 ou 6(z-a)=0.3i par exemple on a
8(z-2)=0 mais 8(z+a)=0, on trouve D,6(z-a)=0 pour tout i, c'est-a-dire
zeSing ©, = {0,2a}; si de méme on a 8(z+a)=0 mais B8(z-a)=0 , on trouve
z=0 ou z=-2a. On conclut que V(I ) est réunion de ©,NO_, et des points 2a,
-2a. La surface O,NO_, contient C-C, et ces deux surfaces ont méme classe de
cohomologie 1‘}2; elles sont donc égales. D'autre part, il existe un diviseur K sur C
tel qu'on ait 2k=K,. et que © soit I'ensemble des classes de diviseurs de la
forme E-x, avec E effectif de degré 3; si I'on désigne par DI, ID’| les deux 93' sur
C,ona a=D-k, dou2a=D-D.0na éinsi prouvé l'assertion a’) du th.1.

Considérons maintenant V. (" ). Au voisinage de T'origine, 1a fonction
8(z +a) admet un développement de Taylor

68(z+a) = q(z) + f(z) + termes de degré >4 ,
oU g et T sont des polyndmes homogénes sur T, de degré 2 et 3 respectivement.
La quadrique gq=0 dans P(T) est le cOne tangent a © en a, qui s'identifie a
l'unique quadrique Q contenant la courbe canonique. De méme le cbne osculateur
g=7=0 dans P(T) s'identifie a 1a courbe canonique.

Comme 6 est paire, le développement de Taylor de 6(z-2a) en z=0 s'écrit

6(z-a) = q(z) - f(z) + termes de degré >4 .
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Les fonctions y,, .. ,p, ont donc respectivement comme terme initial a I'origine
les polyndbmes de degré 4

q2 ; gDb;f - fDq. 7
Ces polyndmes sont linéairement indépendants, sans quoi q diviserait f (cela
donne une autre démonstration du fait que Vps o P4 sont linéairement
indép.endantes dans Foo). 1 est clair que I'ensemble de leurs zéros communs est
la courbe g=f=0. Cela prouve le th.1,b) dans ce cas.

Considérons maintenant le cas ou la quadrigue Q est singuliére. Le
diviseur © a alors un point double unique, que I'on peut prendre comme origine.
Avec les notations ci-dessus, il existe un champ de vecteurs constant non nul D
sur T tel que Dg=0. Posons y, = 62 et, pour 1 <i<4,

9, = 2 DD,[8(z+w) B(z-W],_, = 6DD,6 - DB DB .
On verifie comme ci-dessus que ces fonctions forment une base de M, - ONnen
déduit que V(T ) est 1a surface définie par les équations 8=D68=0, et I'on voit
comme précédemment que cette surface coincide avec C-C. Le développement a
I'origine de 6 s'écrit cette fois
8(z) = q(z) + g(z) + termes de degré >6,

ou g et g sont des polyndmes homogénes de degré 2 et 4 respectivement. Posons
f=Dg; on vérifie facilement que la surface f=0 dans P(T) est une cubique
irréductible contenant 1a courbe. Les termes initiaux des fonctions Wor > Pqu
sont les polyndémes q2 et gD;f - fDg (1<i<4) L'ensemble de leurs zéros
communs est formé de la courbe canonique et du sommet s du cone Q (d'ou le th.1
b")). Ceci est T'unique cas oU la fonction 8 d'une jacobienne vérifie une équation
du type (3) distincte de 1'équation K-P.

Remarque. - Soit (A,9) une variété abélienne principalement polarisée
(indécomposable) de dimension 4, qui ne soit pas une jacobienne, et soit a un
point singulier de ©. On sait alors [1] que a est un point d'ordre 2 de A, tel que la
théta-constante correspondante s'annule. Si a n'est pas un point double
ordinaire de ©, on peut appliquer le raisonnement précédent pour obtenir que
V(I ,) est une surface. La conjecture | pour g=4 entraine donc que les seules

singularités de O sont des points doubles ordinaires.
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c) La jacobienne intermédiaire d'une hypersurface cubigue dans IP4

Soit X une hypersurface cubique lisse dans [P4. La jacobienne
intermédiaire (A,9) de X est une variété abélienne principalement polarisée de
dimension 5, dont le diviseur ©® admet comme seule singularité un point triple,
que 1'on peut prendre comme origine [2] Soit (D‘, o DS) une base de T, les
fonctions 62 et 8 DiDje - D6 Dje (1<i<j<5) appartiennent a [/ . On en
déduit aussitot V(I )cSing ©, c'est-a-dire V(I ) = (0}.

Notons-f le terme initial du développement de f a 1'origine; 1'hypersurface
f=0 dans P(T) s'identifie a X (Joc. cit.). Les termes initiaux des éléments de
IN,o C1-dessus sont alors f2 et les polyndmes quartiques fij =f DiDjf - Of Djf .
Soit (X,, .. , Xg) 1a base de T* duale de (D,, .., Dg);ona 2XX,f; = -3 1% Il en
résulte que Vinr(l'oo) est contenu dans le lieu singulier de X, donc est vide. On a
donc prouvé les conjectures 1 et 2 dans cet exemple.

On montre facilement que les fon.ctions 82 et DiDje - D6 Dje
(1<i<j<S) forment une base de ' ; les polyndmes fU. forment une base de
oc(l‘oo), tandis que 62 est (a un scalaire prés) l'unique élément de I s'annulant
avec»multiplicité >6 a l'origine.

On peut traiter de la méme maniére 1'exemple de 1a jacobienne d'une
courbe hyperelliptique C de genre 5. Le gi de C fournit un point triple de © a
1'origine; le cone tangent est I'hypersurface des bisécantes a k(C), qui est une
gquartique rationnelle normale dans P On en déduit facilement le th.1 dans ce

cas.

d) Variété de Prym des ggubbgg planes

En dimension plus grand'e il n'est plus possible d'expliciter une base de
[, COMMe nous l'avons fait dans les exemples ci-dessus. On peut dans quelques
cas démontrer les conjectures 1 ou 2 a 1'aide des remarques suivantes. Soit x un
point de V(I ), et a un point de Sing ©. Comme la fonction B8(z+a) 6(z-2a)
ooy ON @ 2€0.UO _

irréductible de Sing ©. On a alors Z < O, ou Z c ©_ , si de plus Z est

appartient a I . - So0it maintenant 7 une sous-variété
symétrique, chacune de ces inclusions est vérifiée. On a donc
v ) c (xeA|Zc o, } . D'autre part V. () est contenu dans I'intersection

(dans P(T)) des cdnes tangents a © en ses points doubles.
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Nous utilisons dans [4] 1a premiére remarque pour prouver 1a conjecture 1
pour les variétés de Prym associées a des courbes planes , grace a la

description explicite de Sing © donnée dans ce cas par Mumford.

§4. Variétés abéliennes principalement polarisées génériques

~ Nous arrivons maintenant au résultat principal de cet exposé:
Théoréme 2.- Pour tout entier g=4, il existe une variété abélienne
principalement polarisée de dimension g pour laquelle V(" ) est réduit a (0}

et Vv,

lnf(roo) est vide.

Par semi-continuité, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire.- Soit (A,8) une variété abélienne principalement polarisée
' générique de dimension > 4. Alors V(I ) est fini et Vi ([ ,,) est vide.

Nous commencerons par quelques préliminaires sur les variétés
abéliennes. Fixons d'abord quelques notations. Soient A une variété abélienne, L
un fibré en droites sur A, s un €lément de H(A,L), a un point de A. Nous poserons
L,=(T)L et s,=(T),s € HYA,L,), ot T, désigne 1a transiation z+> z+a dans A.
Nous noterons comme d'habitude H(L) le sous-groupe de A formé des élements a
tels que L soit isomorphe a L, il est fini lorsque L est ample. Soient Z une
sous-variété de A, définie par un idéal J,de G, . Tout champ de vecteurs D sur A
définit des applications U, -linéaires D : J,—> 0, et Dol :J,L—L,. 51 toutes
les sections de L s'annulent sur Z on en déduit un homomorphisme
D, HAAL) — HUZ,Lp.

Lemme 1.- Soient X une variété abélienne de dimension =2 et ™M un fribré
en droites ample sur X, on suppose qu'on a ho(M)=2 et que le pinceau Ml n'a
pas de composante fixe. Notons B I'intersection des éléments de M| .

a) Soit x un élément de X qui n'est pas dans HM). Alors
I'homomorphisme de restriction HO(X,MX)—> HO(B,MX) est injectir.

b) L'homomorphisme (D,s)— D s de HO(X,TX) ® HO(X,M) dans HO(B,M)
est injectif.

L'assertion a) est une conséquence facile de 1a suite exacte

0 — MoeM? - MoMHe ™MeM ") - M — Ml — O,
et de V'annulation des espaces de cohomologie HO(X, MX®M‘1) (pour x¢H(M)) et

H'(X, MX®M'2). L'assertion b) est démontrée par exemple dans [5, lemme 12.3]. »
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Considérons maintenant deux variétés abéliennes X, et X, de dimension
>2, munies de fibrés en droites amples M, et M,, satisfaisant a
hO(M1):hO(M2):2. Soient o, et B, (resp. o, et B,) des générateurs de H(M,)
(resp. H(MQ)). 1 existe alors une variété abélienne principalement polarisée (A,3)
et une isogénie T :X,xX, — A dont le noyau est engendré par («,,&,) et (§,,8,).
On peut trouver pour i=1,2 une base (s,t,) de HO(Xi,Mi) de fagon que le diviseur
e sur ><]><X2 ait pour équation 8182+t1t2 = 0. O0n supposera que l'intersection
B, des diviseurs du pinceau IMil est réquite et de codimension 2. La sous-variété
B=n(B,xB,) est contenue dans Sing O .

Lemme 2.- a) On a

(aeA| B cO,]}=mnX)UTX,).
b) L'intersection dans T,(A) des cones tangents a © en les points de B

est la réunion des espaces tangents a X, et X, enO.

Prouvons a). L'inclusion Bc@m) pour X €X; est immédiate. Inversement,
soit a=m(a,,a,) un point de A satisfaisant a B c ©,. Pour tout élement b, de
B,, larestriction & B, de 'élément Sl,a1(b1) 52,62 + tl,a1(bl) t2,a2 de HO(X2, M2,a2)
est alors nulle. Si aQGH(MQ), on a aemn(X,); dans le cas contraire, on déduit du
lemme 1 qu'on a 51.a1(b1) = tl.a‘(bl) = 0, et ce pour tout b, €B,. Comme B, est
réduit, une nouvelle application du lemme 1 entraine alors a, €H(M,) , d'ou

aen(XQ).
Prouvons b). Pour i=1,2, soit Di un vecteur tangent a Xi en 0, que nous

considérerons aussi comme un champ de vecteurs sur Xi . Pour que le vecteur
(D,,D,) soit dans I'intersection des cones tangents a m*O aux points de B xB,, il
faut et il suffit qu'on ait, pour tout (b1,b2)€B]xB2, '

D,s,(b;) D,ys,(by) + D t,(b;) Dt (b,) = O,
ce qui signifie que pour tout b, €B, la section DIS1(b1) Sy + D,t,(b,) t, de
HO(XQ, M,) est annulée par D, . Compte tenu du lemme 1, cela entraine D,=0 ou
D,s,(by)=D,t,(b,)=0 pour tout b,eB, . Comme B, est réduit, la seconde

condition implique D, =0 (lemme 1), d'ou le lemme. =

Nous allons maintenant démontrer le théoréme en considérant un cas
particulier de la construction précédente. Pour 1<i<g, soit E, une courbe

elliptique; notons 0, son origine et M, le fibre en droites G(2oi). Choisissons deux







