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ADDENDUM

INEGALITES NUMERIQUES
POUR LES SURFACES DE TYPE GENERAL (*)

PAR

O. DEBARRE

La démonstration du théoréme 6.1 de [De], qui énonce que toute
surface minimale irréguliére de type général vérifie I'inégalité K*<2p,,
utilise un lemme de Bombieri (lemme 13, p. 210 de [Bo]) dans le cas ou le
systéme canonique est composé d’un pinceau. La démonstration de Bom-
bieri est en fait incompléte (il ne considére que le cas ou le systéme
canonique est composé d’un pinceau de courbes de genre 2) et nous
donnons ci-dessous une démonstration de ce lemme due a Xiao Gang.

ProPOSITION. — Toute surface minimale irréguliére de type général dont
le systéme canonique est composé d’un pinceau vérifie Tinégalité K*22p,.

Démonstration. — On suppose K3 <2 P, ¢t on reprend les notations du
paragraphe 2. Par(1) et(3) (Theorem 1.1, p.211 de[Ho] et
Remarque 5.4, p. 136 de [Be]), on a p,<2 et lK | composé d’un pinceau
rationnel.

Si K2 <3y (0y), par 1.7, il existe une application rationnelle de degré 2
sur une surface réglée de méme irrégularité que X, ce qui contredit 4. 1.

On a donc :

422p,>K*23%(0x)23 soit K2=3, p,=q=2.

Si {5, 5, } est une base de H° (X, Ky), on peut compléter {3, so5,, 53 }
en une base de H° (X, 2 Ky), espace vectoriel de dimension 4. Comme |2 K|
est sans point base ([Fr]), 'application bicanonique ¢ est un morphisme
de degré 6 sur un céne quadratique T dans P3, de sommet O.

(*) Addendum a larticie de O. DEBARRE paru dans le fascicule IIl, tome 110, 1982,
p. 319-346.
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Pour tout élément n non nul d’ordre 2 de Pic(X), le théoréme de
Riemann Roch donne h°(X, K+mn)21. On choisit un diviseur D, dans
|K+n| Si 2D, correspondait & une section hyperplane de £ passant
par O, on aurait :

2D,=D,+D, avec D,=F+Ze|K|

ol Z est la partie fixe de |K|. Comme D, #D,, F, et F, n’ont pas de
composante commune donc n’ont que des composantes de multiplicité
paire. En particulier KF; est pair. Mais un élément de H® (X, 2 K) qui n’est
pas dans le sous-espace vectoriel engendré par {s2, sos,, s} ne peut
s'annuler sur Z puisque |2 K| est sans point base. Donc KZ=0 et KF,=3.
Contradiction.

On a montré que 2D, correspond & une section hyperplane lisse H,
de Z.

Comme la partic mobile |F| de |K| n’a pas de point base multiple
(F*<K?=3), un élément générique F de |F| est lisse irréductible et la
droite | sur T correspondant & I'élément 2F+2Z de|2K| coupe les
15 coniques lisses H, en 15 points distincts. Chaque point !N\ H, a pour
antécédents les 3 points de D, N F (peut-étre confondus), comptés avec
multiplicité 2.

Ceci montre que le lieu de ramification R du morphisme de degré 6
@|r : F— 1 posséde au moins 3 points (comptés avec multiplicité) au-dessus
de chaque /N H, donc est de degré au moins 45. La formule de Riemann-
Hurwitz fournit alors une contradiction :

62 KF+F*=2g(F)—2=12(g()—1)+deg R2 33.
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