THEOREMES DE CONNEXITE ET VARIETES ABELIENNES

Olivier DEBARRE (*)

Cet article est consacré a la démonstration d’un théoreme de connexité pour les
variétés abéliennes, ainsi qu’a 'exposition de quelques corollaires. Les résultats analogues
pour les espaces projectifs et leurs conséquences sont connus depuis un moment déja ([FH],

[FL], [F1]) et fournissent un guide qu’il n’y a qu’a suivre.

Le théoreme principal (3.6) donne des conditions suffisantes pour que, étant donnés
une variété abélienne X et deux morphismes V — X et W — X | 'espace V xx W soit
conneze. Les conséquences de ce résultat sont nombreuses. En voici quelques cas particuliers ;

nous renvoyons le lecteur au texte pour des énoncés plus précis.

On montre au § 4 que le groupe fondamental algébrique d’une sous-variété normale
d’une variété abélienne simple X, de dimension > %dim(X), est isomorphe a celui de X

(cela résulte de [So] lorsque la sous-variété est lisse).

On étend au § 5 certains résultats de Nori ([N]) : si D est un diviseur dans une variété
abélienne X, dont aucune composante n’est une variété abélienne, et qui est a croisements
normaux en dehors d’'un fermé de codimension 2 dans D, alors le noyau du morphisme

surjectif m1(X=D) — 71(X) est abélien libre de type fini, et l'on détermine son rang.

Des résultats analogues a ceux de [L1] sont obtenus au § 6, comme par exemple
que le groupe fondamental algébrique d’une variété normale V qui est revétement fini de
degré < dim(V) d’une variété abélienne simple X, est isomorphe & celui de X. La méme
conclusion subsiste pour un revétement qui induit une bijection ensembliste au-dessus d’une

courbe, sans condition sur son degré.

On termine avec une conjecture, analogue d’un résultat démontré pour les espaces

projectifs par Lazarsfeld. Nous renvoyonsle lecteur au § 7 pour son énoncé, un peu technique.

1. Rappels et notations

Dans tout cet article, on travaille sur un corps algébriquement clos k de caractéristique
nulle. Une variété est un schéma projectif réduit de type fini sur k, pas nécessairement
irréductible, mais qu’on supposera toujours non vide.

Comme nous ne considérerons que des espaces connexes, nous écrirons simplement

ﬂ'iﬂg(X) pour le groupe fondamental algébrique d’une variété connexe X, tel qu’il est défini

dans [G1], Exp. V (¢f. aussi [Mul], p. 169).
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Lorsque k = C, le groupe ﬂ'ilg(X) est le complété du groupe fondamental topologique
71(X) pour la topologie des sous-groupes d’indices finis ([G1], Exp. XII, cor. 5.2).

(1.1) On note Pic(X) le schéma de Picard de X et Pic?(X) sa composante neutre. Lorsque
X est normal, Pic?(X),eq est une variété abélienne ([G2], Exp. VI, cor. 3.2).

Soient V et X deux variétés connexes. Tout morphisme f:V — X induit un
morphisme f, : flg(\/) — ﬂ'flg( ) ([G1], Exp. V, p. 142) et :

(1.2) f. est surjectif si et seulement si pour tout revétement étale connexe X' — X, le
revétement étale V xx X' — V est connexe ([G1], Exp. V, prop. 6.9);

(1.3) f. est injectif si et seulement si pour tout revétement étale V' — Vil existe un
revétement étale X' — X et un V-morphisme d'une composante connexe de V xx X' dans
V’'. C’est le cas en particulier si tout revétement étale connexe de V est isomorphe a un
revétement du type V xx X' =V ([G1], Exp. V, cor. 6.8 et remarque 6.12);

(1.4) si f est étale, alors f, est injectif ([G1], Exp. V, p. 142).

(1.5) Supposons V (géométriquement) unibranche, c’est-a-dire que pour tout point v de
V, le normalisé de I'anneau local Oy , est encore local. Alors, si V! — V est un revétement
étale connexe, V' est irréductible et unibranche ([GD1], 17.5.7). D’autre part, si V — V est

la normalisation ; le morphisme induit 7711 (V) — ﬂ'ilg(\/) est un isomorphisme ([G1], Exp.
IX, th. 4.10).

. 7,7 /1 al . N - 2dlm(X)
(1.6) Si X est une variété abélienne, le groupe 77 %(X) est isomorphe a Z ([G1],

Exp. XI, th. 2.1). Deux variétés abéliennes isogenes ont donc des groupes fondamentaux

algébriques isomorphes. Lorsque k = C, le groupe 71(X) est isomorphe a 72 dim(X)

(1.7) Soient X une variété abélienne, V une variété et f:V — X un morphisme. On
appelera factorisation de f la donnée d’une variété abélienne X', d'une isogénie ¢ : X' — X
et d'un morphisme f':V — X' tels que f =qf'. On dira que f est minimal si, pour
toute factorisation, ¢ est un isomorphisme. Supposons que f(V) engendre X. Le noyau
du morphisme induit f* : Pic’(X) — Pic(V) est alors fini et correspond & une isogénie
q: X" — X a travers laquelle f se factorise. Le morphisme induit f':V — X’ est alors

minimal.

Si V est unibranche et f:V — X minimal, et si n:V — V est la normalisation
de V., le morphlsme composé f = fn est encore minimal. En effet, soit V — X’ % X une
factorlsatlon de f Le morphisme 7 se factorise alors en V4V xx X' = V. Soit V' la
composante connexe de V xx X' qui contient g(V). Par (1.5), V' est irréductible, donc
égal a g(\?) . Le morphisme étale V' — V est donc un isomorphisme; f se factorise alors

a travers ¢, qui est donc un isomorphisme.

(1.8) Soient X une variété abélienne, V une sous-variété de X, et Vyi,...,V, les com-
posantes irréductibles de V. On appelle sous-variété abélienne engendrée par V , et on note
(V) , lintersection des sous-variétés abéliennes de X qui contiennent [Ji_,(V; —V;). La
variété abélienne (V) est la somme des variétés abéliennes (V;), pour 1 <i <r. On dit

que V engendre X si (V) =X.



(1.9) Soient X une variété abélienne et V une sous-variété de X. On suppose qu’il existe
un sous-espace linéaire L de ToX tel que To(V —v) CL pour v général dans V. Alors
To(V) C L. En effet, on peut supposer que V est irréductible et contient 'origine. Pour r
assez grand, 'image du morphisme somme V"™ — X est alors (V) et la conclusion découle

du fait que le morphisme induit V7 — (V) est lisse en un point général de V7.

(1.10) Soient X une variété abélienne et Vi,...,V, des sous-variétés de X. On dit que

(Vi,...,V,) remplit X si, pour toute sous-variété abélienne K de X, on a :
> dim(#(Vy)) > (r — 1) dim(X/K) |
=1

ou 7: X — X/K est la surjection canonique.

(1.11) Soient X une variété abélienne et V une sous-variété irréductible de X . On dit que V

est géométriquement non-dégénérée ([R], lemma I1.12) si pour toute sous-variété abélienne
K de X,on a:
dim(V 4 K) = min(dim(X), dim(V) + dim(K)) .

En d’autres termes, si 7 : X — X/K est la surjection canonique, #(V) est soit égal a
X /K, soit de méme dimension que V. En particulier, toute sous-variété irréductible d’une
variété abélienne simple est géométriquement non-dégénérée. Si V est géométriquement
non-dégénérée, et si W est une sous-variété de X, on vérifie que (V, W) remplit X si et

seulement si dim(V) + dim(W) > dim(X) .

2. Intersection de sous-variétés

Les premiers résultats sur lintersection de deux sous-variétés quelconques d’une
variété abélienne sont dus a Barth, qui a démontré dans [B1] le corollaire 2.4 ci-dessous

lorsque X est simple et r = 2.

Théoreme 2.1. — Soitent X wune variété abélienne et Vi,...,V, des sous-variétés

wrréductibles de X. Alors le morphisme :
d:Vix--xV, — Xr—t
(U1,...,0p) — (Vg — V1,03 — V1,...,0p — V1)
est surjectif si et seulement si (Vy,...,V,) remplit X (cf. (1.10)).

Démonstration. Si (Vy,...,V;) ne remplit pas X, il existe une sous-variété abélienne K
de X telle que >0_, dim(ﬂ'(Vﬁ) < (r—=1)dim(X/K), ot 7: X — X/K est la projection
canonique. On a alors dim(wr_lgb(vl X e X Vr)> < dim((X/K)r_1> , de sorte que ¢ n’est

pas surjective.

Supposons maintenant que (Vy,...,V,) remplisse X . On raisonne par récurrence sur
la dimension de X . Supposons ¢ non surjective et notons Z son image. Soit a = (az,...,a,)
un point général de Z. Comme Y .._, dim(V;) > dim(X"™!) > dim(Z), il existe une sous-

variété F, de Vi de dimension > 0 telle que :
qb_l(a) =1 (v1,v1 +az,...,v1 +a,) ‘ vy €F, }.
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On a alors (F,+a;) CV; pour 7 >2, de sorte que a+ u;(F, —F,) CZ, ou
w; : X — X"7! est la (i — 1)-iéme injection canonique. Soit (F,) la sous-variété abélienne

de X engendrée par F, (cf. (1.8)).
Lemme 2.2. — Pour toute sous-variété F de X, on a To(F —F) = To(F).

Démonstration. Si Fq,...,F, sont les composantes irréductibles de F et 0 € (F; — F;),
alors F; —F; CF, —F,+F; —F; C (F), de sorte que To(F —F) C To(F). Inversement,
pour tout * € F, on a To(F —2) C To(F —F), de sorte que To(F) C To(F — F) par
(1.9). =m

Le lemme entraine Ta<a + ul(<Fa>)> C T,Z pour tout 1>2, c’est-a-dire
Tola+ (F)"™1) C T.Z.

Lemme 2.3. — Soient X une variété abélienne et Z wune sous-variété irréductible de X.
On suppose que pour a général dans 7, il existe une sous-variété abélienne K, de X telle
que Ty(a+K,) CTLZ. Alors, pour tout a général dans Z, on a Z+K, =7.

Démonstration. Comme les sous-variétés abéliennes de X (contenant 0) sont rigides
dans X, la famille {K,},ez est constante égale a K au-dessus d'un ouvert dense U
de Z. Il existe un point (a,x) lisse sur U x K en lequel la différentielle du morphisme
d’addition Z x K — (Z + K) est surjective. L'image de cette différentielle est par hypothese
Tuts(Z + ), de sorte que dim(Z + K) = dim(Z) , ce qui prouve le lemme. =

Pour a général dans Z,on a donc Z + (F,)"™! = Z. Comme les images de Vy,...,V,
dans  X/(F,) remplissent  X/(F,), P'hypothese de  récurrence  entraine
Z + (F,)"~1 =X""1. Cela contredit notre hypothese Z # X"~! et entraine que ¢ est sur-
jectif. m

Corollaire 2.4. — Soient X une variété abélienne et Vy,...,V, des sous-variétés

irréductibles de X . On suppose que (Vi,...,V,) remplit X (cf. (1.10)); alors ()i, Vi £ 0.

Remarque 2.5. La conclusion du corollaire ne subsiste pas en général si les variétés sont
réductibles : si Y est une variété abélienne simple de dimension > 2, E une courbe
elliptique, C une courbe dans Y mne contenant pas l'origine, et e un point non nul de
E, alors V=Cx {0} et W= ({0} xE) U(Y x {e}) remplissent Y x E, mais ne se

rencontrent pas.

Corollaire 2.6. — Soient X wune variété abélienne et V et W deuzr sous-variétés

irréductibles de X . Alors V4+ W =X si et seulement st (V,W) remplit X (¢f. (1.10)).

Corollaire 2.7. — Soient X une variété abélienne et V et W des sous-variétés irréductibles
de X. On suppose que V est géométriquement non-dégénérée (cf. (1.11)); alors V+ W est
soit égal a X, soit de dimension dim(V) 4+ dim(W).

Démonstration. Lorsque dim(V) 4 dim(W) > dim(X), il découle de (1.11) et du corol-
laire 2.6 que V+ W = X. Supposons r = dim(X) — dim(V) — dim(W) > 0 ; soit C une

courbe qui engendre X . La somme W’ de W et de r copies de C est alors de dimension
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dim(W) + r, et le premier cas entraine V 4+ W' = X | de sorte que dim(V + W) > dim(X) —r
= dim(V) + dim(W). =

Corollaire 2.8. — Soient X une variété abélienne et V. une sous-variété irréductible de X
telle que (V,V) remplisse X (cf. (1.10)). Alors le morphisme canonique ﬂ'ilg(\/) — ﬂ'ilg(X)
est surjectif. Lorsque k= C, il en est de méme du morphisme w1 (V) — m1(X).

Démonstration. Soit X' — X une isogénie. Par (1.2), il s’agit de montrer que la sous-
variété V xx X' de X' est connexe. Cela résulte du fait que deux quelconques de ses
composantes irréductibles remplissent X', donc se rencontrent par le corollaire 2.4. Lorsque
E=0C, soit I' le Z-module libre 71(X) (1.6). Pour tout entier n > 0, le morphisme
composé m (V) = I' = I'/nD' est alors surjectif, de sorte que le conoyau Q de m (V) =T
est un groupe abélien de type fini qui vérifie Q = nQ pour tout n > 0. Il est donc nul, ce

qui termine la démonstration du corollaire. m

Remarque 2.9. Sous les hypotheses du corollaire, le morphisme d’inclusion V — X est

minimal au sens de (1.7).

3. Théoremes de connexité

Dans un second article ([B2]), Barth s’est ensuite intéressé a la connexité de
I'intersection de deux sous-variétés, soit dans une variété abélienne, soit dans 'espace pro-
jectif, obtenant ainsi des résultats qui seront ensuite généralisés et appliqués par Fulton et
Hansen dans [FH] dans le cas de 'espace projectif (¢f. [F1] et [FL] pour des compte-rendus).

Notre but est d’obtenir des résultats analogues dans le cas des variétés abéliennes.

(3.1) Soient X une variété abélienne, et V et W deux sous-variétés irréductibles de X. On

dira que le couple (V, W) satisfait a la condition (%) si, pour toute sous-variété abélienne

K de X,on a:

a) si K# X, alors dim(#(V)) 4 dim(#(W)) > dim(X/K) ;

b) si 7(V) # X/K, alors dim(7(V)) + dim(W) > dim(X) ;

c) si m(W) # X/K, alors dim(V) + dim(#(W)) > dim(X) ;
ou 7 : X — X/K est la surjection canonique. Lorsque X est simple, cette condition se réduit
a linégalité dim(V) 4 dim(W) > dim(X) .

Nous commencons par un résultat technique, dont la démonstration repose sur des

idées de Mumford telles qu’elles sont exposées dans [FL], p. 42.

Proposition 3.2. — Soient X une variété abélienne, V., W et Y des variétés irréductibles
normales, f:V =X et g: W — X deuz morphismes et p: Y =V x W un morphisme
étale. On pose V' = f(V) et W = g(W) et on suppose que (V',W') satisfait d la condition
(%) de (3.1). Soient ¢ le morphisme (f,g):VXW =V x W' et m: V' xW =X Je
morphisme défini par m(v',w') =v' —w'. Alors le morphisme 1 =me¢p se factorise en
y Loxr 4 X, ou X' est une variété abélienne, q une isogénie, et ou les fibres de h sont

conneres.



Démonstration. La partie a) de la propriété (x) entraine que (V',W') remplit X (cf.
(1.10)), de sorte que p est surjectif (théoreme 2.1); considérons sa factorisation de Stein
y Loxr 4 X, ou X' est normal, ¢ fini surjectif, et ou les fibres de h sont connexes. La

démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 3.3 — On garde les notations de la proposition, mais on suppose seulement que
dim(V') + dim(W’) > dim(X) . Soient D un diviseur de X et Z un diviseur irréductible
de Y wérifiant p(Z) =D sur lequel p ne soit pas lisse. Alors, soit il existe une
sous-variété abélienne non nulle K de X telle que D4+K =D, soit (aprés échange
de V et W s nécessaire) p(Z) =V x Wq, ot Wq est un diviseur de W tel que
dim(V’) 4+ dim(g(Wp)) < dim(X).

Démonstration. Soit z un point général de Z ; on pose p(z) = (v,w) et a = pu(z). Le
morphisme 7Z — D induit par p est lisse en z, de sorte que 'image de la différentielle

T.pu:T,Y - TyX contient T,D. Comme T.u n’est pas surjective, son image est donc
T,D.

Comme p(Z) est un diviseur dans V x W on peut supposer par exemple que la
projection p(Z) — V est surjective. Le morphisme V — V' induit par f est alors lisse en
v, donc I'image de la différentielle de ¢p en z contient T,/ (V') x {0}, ou v’ = f(v). Soit

F, la projection dans V' de m™!(a) N ép(Z) ; pour v’ général dans F,, on a alors :
T,D=T,u(T.,Y) D T(U/w/_a)m(TU/(V’) x{0}) =Ta(V +a—0v")DTe(Fy+a—2").
On déduit alors de (1.9) que T,(a+ (F,)) C T,D. Si dim(F,) > 0, le lemme 2.3.

entraine qu’il existe une sous-variété abélienne non nulle K de X telle que D4+ K =D.
Si F, est fini, le morphisme ¢p(Z) — D induit par m est génériquement fini. On a donc
dim(qbp(Z)) =dim(D) < dim(V' x W’) — 1. Mais la projection p(Z) — V est surjective;
une fibre générale est donc un diviseur de W dont l'image par ¢ est de codimension > 1

dans W'. De tels diviseurs sont en nombre fini, de sorte que p(Z) =V x Wy, ot Wy est
I'un de ces diviseurs, et dim(V') + dim(g(W0)> = dim(D) < dim(X). =

Revenons a la proposition. Supposons ¢ ramifié; par le théoreme de pureté ([Z]),
il existe un diviseur irréductible D’ de X’ contenu dans le lieu de ramification de

q. Posons D = ¢(D'). Soient Z une composante irréductible dominante de h~1(D’) et

Y i/>Y’ i/>V’ x W' la factorisation de Stein de ¢p ; soient aussi G une composante
de (mq')~1(D) qui contienne h'(Z), et Z' une composante irréductible dominante de
R'~Y(G). Comme (mq').Oy: = 11,Oy , le morphisme mq’ se factorise en Y’ ﬂ; X' 45X,
avec h = h"h'. Alors h(Z') =D’ ; de plus, ¢p(Z') = ¢'(G) est un diviseur de V' x W’. Le

lemme 3.3 entraine que la composante neutre K du stabilisateur de D est non nulle.

Le premier paragraphe de la démonstration du lemme 3.3 montre que pour z’ général

dans Z', 'application tangente a 1 en z’ a pour image T, ., D . Il s’ensuit que la composée

n(z
Y £ X 5 X/K nlest pas lisse sur Z'. Comme dim(7(V")) 4+ dim(#x(W')) > dim(X/K)
(condition () ), et que le stabilisateur du diviseur D/K est fini, le lemme 3.3 entraine que
l'on a (apres échange de V et W si nécessaire) p(Z') =V x Wy, ot Wy est un diviseur

de W tel que dim(ﬂ'(\/’)) —|—dim<ﬂ'g(Wo)> < dim(X/K).
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Par construction, ¢p(Z') = V' x g(Wy) est un diviseur de V' x W’ de sorte que :

dim(W') = d1m<g( )

< d1m<7rg ) + dlm(K) +1
< dim(X/K) — d1m< (V )) + dim(K) + 1
(X) — dim(#(V")) +1.

= dim

Comme =#(V') # X/K, cela contredit la partie b) de la condition (%) et termine la

démonstration de la proposition. =

Le théoreme suivant généralise un résultat de Barth ([B2], Satz 2).

Théoreme 3.4. — Soient X wune variété abélienne simple, V une variété irréductible,
f:V =X un morphisme et W une sous-variété irréductible de X. On suppose que
dim(f(\/)) +2dim(W) > 2dim(X) . Alors f~1(W) est conneze et, si V est de plus uni-
branche, le morphisme canonique ﬂ'iﬂg<f_1(W)> — ﬂ'iﬂg(\/) est surjectif.

Remarque 3.5. La premiere conclusion du théoreme ne subsiste pas lorsqu’on suppose
seulement dim(f(V)) + dim(W) > dim(X) , comme le montre I’exemple suivant du a Barth
([B2]) : soient X' une variété abélienne simple de dimension 7 et V' une sous-variété de
X’ lisse connexe de dimension 3. Il existe un sous-groupe fini G non trivial de X’ tel
que V' N (V' +~) soit vide pour tout élément non nul v de G. On pose X =X'/G et on
note V limage de V' dans X par la projection canonique p: X' — X. Alors V est lisse
et il existe une sous-variété irréductible W' de X’ de dimension 5 (intersection complete
de deux hypersurfaces), telle que V N p(W’) soit réunion de Card(G) courbes disjointes.
On remarquera que l'inclusion V < X n’est pas minimale au sens de (1.7) (¢f. corollaire
3.9). La méme construction donne des exemples avec X simple de dimension quelconque,
V lisse de dimension [(dim(X) —1) /2] et W de dimension [[3dim(X)/2]/2]. La borne du

théoreme est donc la meilleure possible.

Démonstration du théoréme. On peut supposer W #£X, auquel cas, (f(V),W) sat-
isfait & la condition (¥) de (3.1). On note nv : V=V et nw: W — W les normalisa-
tions. Soit V x W 2 X’ % X la factorisation du morphisme (0,w) — (fnv(v) — gnw(w)>
fournie par la proposition 3.2. On note G le noyau de ¢, on choisit un point vy de
V, un point wy de W, et on définit des morphismes f':V — X' et ¢': W — X' par
F1(9) = h(v,w0) et g () = h(vg,wo) — h(vg,w) . L’image du morphisme
(0,0) — h(v,w) — f'(0) + ¢'(w) est alors contenue dans le noyau (fini) de ¢, donc est
réduite a 0. On a donc :
h(9,®) = f'(8) — g'(@) -

Remarquons que f~1(W) est 'image par nypr; de (¢h)™1(0) = h71(G). 1l suffit
donc de montrer que prih~'(G) est connexe. Pour tout ~ € G, lensemble
prih =t (y) = 71 (¢'(W) +v) est connexe. Par le corollaire 2.4, l'intersection de f’(\?),
g (W) 4+~ et ¢'(W) est non vide, de sorte que prih~'(y) rencontre prih=1(0). Cela en-
traine que prih™'(G), donc aussi f~!(W), est connexe, ce qui termine la démonstration

du premier point du théoreme.



Supposons maintenant V unibranche. Soit 7 : V/ — V un revétement étale connexe;
V' est alors irréductible (1.5). Par (1.2), il s’agit de montrer que f~1(W) xv V' est connexe.

Or cela résulte du premier point, puisque cet ensemble est (fr)~1(W). =

Le théoreme suivant (analogue de [FL], th. 4.1) montre que, moyennant des hypotheses

supplémentaires sur les singularités des variétés, on peut obtenir des résultats plus forts.

Théoreme 3.6. — Soient X wune variété abélienne, V et W deuz variétés irréductibles
et f: V=X et g: W — X deuzr morphismes. On suppose que V est unibranche, que f
est minimal au sens de (1.7), et que (f(V),g(W)) satisfait @ la condition (x) de (3.1).
Alors V xx W est conneze. Si on suppose de plus W wunibranche, et si on note ¢ le
plongement Vxx W=V xW et u:VxW = X le morphisme (v,w) — (f(v) — g(w)) ,

alors la suite :
T8 (V xx W) =5 728(V x W) 25 7318(X) — 0
est exacte.

Remarques 3.7. 1) La premiere conclusion ne subsiste pas lorsqu’on ne fait aucune

hypothese sur les singularités de V, comme le montre ’exemple de Barth (remarque 3.5).
2) La condition (*) est satisfaite dans chacune des trois situations suivantes :

a) le morphisme f est surjectif et g(W) engendre X ;

b) les sous-variétés f(V) et g(W) sont géométriquement non-dégénérées (cf. (1.11))
et dim(V) + dim(W) > dim(X) ;

¢) la variété abélienne X est simple et dim(V) + dim(W) > dim(X).
3) La partie a) de la condition (*) est évidemment nécessaire; en revanche, je pense qu’on

devrait pouvoir démontrer le théoréme sans supposer b) et c).

Démonstration du théoréme. Soient ny : V — V et nw : W — W les normalisations
et Vx WX %X la factorisation de po (nv,nw) fournie par la proposition 3.2. Par
(1.7), le morphisme V — V = X est encore minimal, de sorte que ¢ est un isomorphisme:;
V xx W est alors 'image de h~'(0) par une application continue, donc est connexe. Cela

montre le premier point.

Lemme 3.8. — Soient X une variété abélienne, V une variété wrréductible unibranche et

f:V =X un morphisme minimal au sens de (1.7) dont 'image engendre X. Alors, le

morphisme canonique ﬂ'iﬂg(\/) — ﬂ'iﬂg(X) est surjectif.

Démonstration. Si X' — X est une isogénie, ce qui précede, appliqué a f et a l'isogénie
). m

é
X’ — X, montre que V xx X' est connexe; le lemme découle alors de (1.2

Le lemme entraine que le morphisme ﬂ'ilg(\/ x W) — ﬂ'ilg(X) est surjectif. D’autre

part, V xx W est la fibre en 0 de p, de sorte qu’on a bien un complexe.

Pour montrer 'exactitude en ﬂ'ilg(\/ x W), on peut supposer V et W normales
par (1.5) et (1.7). On se donne un revétement étale connexe p:Y — V x W, on pose
Z =V xx W et on suppose que le revétement étale induit p~!(Z) — Z a une section. Par

8



[G1], Exp. V, prop. 6.11, il s’agit de montrer qu’il existe un revétement étale X' — X et un
morphisme (V x W) xx X' = Y au-dessus de V x W. Comme Y est irréductible normale

(1.5), la proposition 3.2 fournit un diagramme commutatif :

h
Y — X

VxW#X

ou les fibres de h sont connexes et ou ¢ est une isogénie, dont on note K le noyau et k le
degré. Les morphismes p et h se factorisent a travers un morphisme p: Y — (V x W) xx X',
qui, puisque (V x W) xx X' est connexe (par le premier point, puisque V x W est uni-
branche), est étale surjectif ([G1l], Exp. V, prop. 3.5); on peut donc écrire h = h'p et
p=p'p. Dautre part, p~'(Z) = h"(K) a k composantes connexes Yi,...,Yy et les
composantes connexes de p'~1(Z) = A1 (K) sont p(Y1),...,p(Ys), avec p~! (,o(Yl)> =Y,
pour tout 7. Or par hypothese, un des revétements étales p~* (,o(Yl)> — p(Y;) a une sec-
tion; ¢’est donc un isomorphisme par [G1], Exp. I, cor. 5.3. Comme V x W et ,0_1<,0(Yi)>
sont connexes, cela prouve que p est un isomorphisme ([G1l], Exp. I, cor. 10.10) et son

inverse est le morphisme cherché. =

Corollaire 3.9. — Soient X une variété abélienne, V une variété irréductible unibranche,
f:V = X un morphisme et W wune sous-variété irréductible unibranche de X. On sup-
pose que (f(V),W) satisfait a la condition (x) de (3.1) et que linclusion W — X
est minimale au sens de (1.7). Alors f~1(W) est conneze et le morphisme canonique

Wilg<f_1(w)> — Filg(V) est surjectif.

Démonstration. Le morphisme ﬂ'ilg (W) — ﬂ'ilg(X) est surjectif par le lemme 3.8. Il suffit
alors d’appliquer le théoreme 3.6 a W — X et f. =

4. Groupe fondamental des sous-variétés

Comme dans [FL] § 5, nous appliquons le théoreme de connexité a I’étude du groupe

fondamental des sous-variétés d’une variété abélienne.

Proposition 4.1. — Soient X wune variété abélienne, V une variété irréductible unibranche
et f:V — X un morphisme non ramifié. On suppose que f(V) est géométriquement non-
dégénérée (cf. (1.11)) et de dimension > %dim(X). Alors 1l existe une variété abélienne
X", une isogénie q: X' — X et un plongement f':V — X' tels que f=qf’.

Démonstration. Soit f:V £> X’ % X une factorisation de f avec f’ minimal (1.7). On
suit la démonstration de [FL], p. 46 : le théoreme 3.6 s’applique (remarque 3.7) et entraine
que V xx/ V est connexe. Comme [’ est non ramifié, la diagonale Ay est ouverte dans
V xx: V. Etant aussi fermée, on a Ay =V xx: V, de sorte que f’ est injective. On conclut

en remarquant quun morphisme non ramifié injectif est un plongement ([GD2], 8.11.5 et

[GD1], 17.2.6). =



Corollaire 4.2. — Sotent X wune variété abélienne et V une sous-variété irréductible
unibranche géométriguement non-dégénérée (cf. (1.11)) de X de dimension > 1 dim(X).

alg

Alors, le morphisme canonique ﬂ'ilg(\/) — m 5(X) est un isomorphisme.

Démonstration. Par la remarque 2.9, I'inclusion ¢ : V < X est minimale. Soit 7 : V' —V
un revétement étale connexe; V étant irréductible et unibranche, il en est de méme de V'
(1.5). La proposition précédente s’applique au morphisme non ramifié V' = V < X , qui se
factorise donc en :

!

V/ ¢ ¢ X/

V o —— X
ou ¢/ est un plongement et ¢ une isogénie. Le morphisme induit V' — V xx X' est alors
un plongement étale. Comme V xx X' est connexe (théoreme 3.6), c’est un isomorphisme
([G1], Exp. I, cor. 5.2). Par (1.3), ceci montre l'injectivité du morphisme ﬂ'ilg (V) — ﬂ'ilg(X) ;

celui-ci est d’autre part surjectif par le corollaire 2.8. m

Remarques 4.3. 1) J’ignore si la restriction sur les singularités de V est nécessaire.

2) Sommese a obtenu dans [So] des résultats tres complets sur les groupes d’homotopie
relatifs d’une sous-variété lisse d’une variété abélienne complexe X . Les bornes qu’il obtient
font intervenir un entier k tel que le fibré normal soit k—-ample. Ses résultats s’énoncent
aisément lorsque X est simple : si V est une sous-variété lisse de X, alors 7, (X,V) =0

pour ¢ < 2dim(V) — dim(X) + 1.

5. Le probléeme de Zariski pour les variétés abéliennes

Soient X une variété abélienne et D un diviseur de X . Le probleme de Zariski est
Iétude du groupe fondamental algébrique de X=D . En suivant la démarche de [F2], on va

voir qu’il est possible de retrouver certains cas particuliers des résultats tres généraux de

[N].

On dira que le diviseur D de X est a croisements normauz en codimension 1 s’il
existe un sous-schéma fermé Z de D de codimension 2 dans D tel que D-7Z soit un

diviseur a croisements normaux dans X—7.

Théoréeme 5.1. — Soient X wune variété abélienne de dimension > 1 et D un diviseur de
X a croisements normauz en codimension 1. On suppose qu’aucune composante de D n’est
c . /7- . . 1 1
une variété abélienne ; alors le noyau du morphisme canonique 7 5(X=D) — 7"%(X) est

abélien.

Remarque 5.2. Le résultat ne subsiste pas si une composante de D est une sous-variété

abélienne K de X. En effet, notons alors E la courbe elliptique X /K ; on a des surjections :

Ker(7#8(X=D) = 7"8(X)) — Ker(n8(X-K)—=x'%(X)) — Ker(7¥(E-{0}) = =}'8(E))
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Le groupe fondamental algébrique de E—{0} est isomorphe au complété profini de

Z x 7., dont le noyau du morphisme canonique vers ﬂ'iﬂg(E) ~ 7 nest pas abélien.

Démonstration du théoréme. Soient V une variété irréductible normale et f:V — X

un revétement Galoisien de groupe G, dont le discriminant est contenu dans D . Il existe une

factorisation f:V Loxr 4 X, ol ¢ est une isogénie et o [’ est un revétement Galoisien
de groupe G’ C G, minimal au sens de (1.7). Le diviseur D' = ¢~}(D) de X’ est encore &
croisements normaux en codimension 1. Soit B une composante irréductible de D’. Nous

allons montrer que f'~'(B) est irréductible.

Soit B — B la normalisation. On vérifie & l'aide du lemme d’Abhyankar ([G1], 3.6,
Exp. X) que (B Xx/ V)ed est non singulier en codimension 1. Comme V est normale, que
/' est minimal surjectif et que B engendre X', il résulte de la remarque 3.7 et du théoréme
3.6 que B xx/ V est connexe. Comme il est de plus de Cohen-Macaulay, ce schéma est

irréductible ([H1]). Il en de méme pour sa projection f'~1(B) sur V.

Les composantes de D’ se rencontrant deux a deux, il en est de méme de leurs
images inverses dans V. Le lemme d’Abhyankar entraine que les inerties correspondantes

commutent deux a deux ([S]). Elles engendrent donc un sous-groupe abélien I de G’. Posons

X" =V/I. Le morphisme f’ se factorise en V — X" Ty X! et f" est alors non ramifié en

codimension 1, donc non ramifié d’apres le théoreme de pureté. Comme f’ est minimal,

1" est un isomorphisme et I = G’. On a un diagramme commutatif :
8(X-D) — G
U U
(X' =D —» G

D’autre part, ﬂ'ilg(X’—D’) contient le noyau N du morphisme canonique
ﬂ'iﬂg(X—D) — ﬂ'iﬂg(X) ([G1], cor. 6.7, Exp. V). Il s’ensuit que 'image de N dans G est

contenue dans G’, donc est abélienne.

Nous avons donc montré que pour tout sous-groupe ouvert distingué I' de
ﬂ'iﬂg(X—D), le groupe N/(NNT) est abélien. Comme N est fermé, il s’identifie a
@F N/(NNT) ([Bo], ITII, § 7, n°2 , prop. 3). C’est donc un groupe abélien. m

Lorsque k = C, Nori montre dans [N] que le noyau du morphisme 71 (X-D) — 71(X)
entre groupes fondamentaux topologiques est abélien de type fini, et que son centralisateur

est d'indice fini. On peut préciser son résultat de la facon suivante.

Proposition 5.3. — Sous les hypothéses du théoréme, et lorsque k = C, le noyau N du
morphisme canonique w1 (X=D) — 71(X) est abélien libre de type fini.

Remarque 5.4. Soient Di,...,D, les composantes irréductibles de la normalisation de
D, et k; le cardinal du noyau du morphisme Pic®(X) — Pic?(D;). Alors le rang de N est
>i_, ki . Lorsque les composantes du diviseur D sont normales, le rang de N est donc égal

N

a r ; Nori montre que ’extension :

0—-2Z" - m(X-D)—-m(X)—0,
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est centrale et que sa classe correspond au r—uplet des classes fondamentales des com-

posantes de D via l'isomorphisme H? (771 (X), Zr> ~ H*(X,Z)".

Démonstration de la proposition. Soit k& le nombre maximum de composantes
irréductibles de l'image inverse de D par une isogénie X' — X. On vérifie que ce nom-
bre est fini et qu’il se calcule comme dans la remarque ci-dessus. Les inerties étant cycliques,
la démonstration du théoreme montre que tout quotient fini de N (donc aussi N ) peut étre
engendré par k éléments. Soit ¢ : X’ — X une isogénie telle que D’ = ¢~ !(D) ait k com-
posantes. On vérifie que N est isomorphe au noyau N’ du morphisme 71 (X' =D’) — 71 (X').
D’autre part, il existe une surjection de N’ sur le noyau de Hy(X'-D',Z) — H,(X',Z).
Un argument classique de dualité montre que ce dernier est isomorphe au conoyau du
morphisme Hy(X',Z) — H? dim(D/)(D’, Z) ~ Z* | qui envoie ~ sur (dl(’y), o ,dk(’y)> , ou
dy,...,d sont les classes fondamentales des composantes de D’. Soit m un entier; on note
D" Timage inverse de D’ par la multiplication par m . Les composantes de D" sont les
images inverses de celles de D', donc leurs classes sont divisibles par m?. De nouveau, N’
est isomorphe au noyau N” du morphisme 7y (X' =D") — 7 (X") et il ressort de ce qui
précede qu’il existe une surjection de N sur Zk/(mz, ..,m?). Ceci étant vrai pour tout
m , il existe une surjection de N sur Z¥. Comme N est engendré par k éléments, il est

isomorphe & Z*. =

6. Revétements des sous-variétés des variétés abéliennes

Suivant toujours [FL], on s’intéresse maintenant aux variétés qui sont revétements
finis ramifiés de petit degré d’'une sous-variété d'une variété abélienne simple. Pour énoncer
notre résultat, dont la démonstration est calquée sur celle du théoreme principal de [GL],
nous utiliserons la notion de degré local d'un morphisme fini f: V — W en un point v € V,
telle qu’elle est définie dans [GL] et [Mu2]. Intuitivement, c’est le nombre de feuillets de f

qui se rejoignent en v. On le note ef(v).

Théoréeme 6.1. — Soient X une variété abélienne simple, W une sous-variété lisse de
X, V une variété wrréductible normale et f:V — W un revétement finit de degré d. On
suppose le morphisme composé V — W — X est minimal au sens de (1.7). Alors il existe

un point v €V tel que :
ef(v) > min(d,?dim(W) — dim(X) + 1) )
Démonstration. Pour tout entier [, I’ensemble :
Ri={veV|epv)>1}

est fermé dans V (|GL], lemma 1). De plus, comme W est lisse, le théoreme 2.2 de [L2] (c¢f.
aussi [GL], p. 58), entraine que R; est soit vide, soit partout de codimension <[ dans V.
Il s’agit de montrer que R; est non vide pour [ < min(d —1,2dim(W) — dim(X)) . Nous
procédons par récurrence sur [. On a Rg =V ; on suppose que R;_; est non vide, et on en
choisit une composante irréductible R. La projection V xx R — R est finie, de sorte que

la diagonale Ap est une composante irréductible de V xx R. Comme :

dim(R) > dim(V) — (I = 1) > dim(V) — 2dim(W) 4+ dim(X) + 1 > dim(X) — dim(V) ,
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le théoreme 3.6 entraine que V xx R est connexe. Si V xx R = Agr,alors RC Ry_1 C Ry,
ce qui permet de conclure. Sinon, il existe une composante irréductible T de V xx R
distincte de Ag, qui rencontre la diagonale. Comme dans [GL], p. 57, on conclut que pour
tout point (v,v) de TN AR, ona ef(v) >1, c’est-a-dire v €ER;. =

Corollaire 6.2. — Soient X wune variété abélienne simple, W une sous-variété lisse de
X, V une variété wrréductible unibranche et f:V — W un revétement fini de degré
d <2dim(W) — dim(X) . Alors, le morphisme canonique ﬂ'ilg(\/) — ﬂ'ilg(X) est ingectif et

. . M l
son 1mage est isomorphe a 7 °(X).

Démonstration. Par (1.5), on peut supposer V normale. Toute isogénie X' — X induit
une injection ﬂ'iﬂg(X’) — ﬂ'ilg(X) (1.4) dont 'image est isomorphe a ﬂ'ilg (X) (1.6). On peut
donc supposer que le morphisme composé g : V — W — X est minimal. Soit 7 : V' =V un
revétement étale connexe; V étant irréductible et normale, il en est de méme de V' (1.5).
Soit V' £ X’ % X une factorisation de g7 avec ¢’ minimal (1.7). Posons W' = ¢'(V'), et
notons f': V' — W’ le revétement induit et d’ son degré. Le théoreme s’applique a f' et
il existe v’ € V' tel que :
ef/(v’) > min(d’, 2dim(W') — dim(X') + 1) )

Comme p et 7w sont étales et que d est le degré de f.,on a :

ep(v) = epp (V) = epa(v') = ep(m(v))) <d.
Comme d < 2dim(W) — dim(X), il s’ensuit que d > d', donc que :

deg(m) < deg(pjwr) < deg(p) -

Or 7 se factorise a travers le morphisme étale V xx X' — V, qui est de méme degré que p.
Comme V xx X' est connexe (théoreme 3.6) donc irréductible (1.5), le morphisme induit

V' =V xx X' est un isomorphisme. Par (1.3), cela démontre le corollaire. m

Remarque 6.3. La conclusion du corollaire ne subsiste en général pas sans hypothese sur

les singularités de V, comme le montre la construction de [FL], note (2), p. 56.

Corollaire 6.4. — Soient X wune variété abélienne simple, W une sous-variété lisse de X,
V une variété irréductible et f:V — W un revétement fini de degré d. S1 Vi et Vy sont

deuz sous-variétés de V telles que :
dim(Vy) + dim(Vz) > 2dim(X) — dim(V) +d -1,
alors V1N Vo £ 0. En particulier, tout morphisme de V dans une variété de dimension

< 3dim(V) — 2dim(X) — d est constant.

Démonstration du corollaire. La démonstration suit celle de [L1], remarque 2.3. On
peut supposer V normale, Vi et Vy irréductibles, et d < 3dim(W) — 2dim(X). Par le
théoreme 6.1 et le résultat de [L2] utilisé plus haut, il existe une sous-variété irréductible R
de V de codimension <d —1 telle que f soit bijective au-dessus de f(R). Le corollaire
2.4 entraine alors que f(Vi), f(V2) et f(R) se rencontrent, donc aussi Vi, Vz et R.
La derniére assertion en résulte immédiatement : si V. — T est surjectif et si dim(T) >0,
il suffit de prendre pour V; l'image inverse d’'un diviseur et pour V, l'image inverse d'un

point hors de ce diviseur. m
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La démonstration du théoreme suivant suit celle d’un résultat analogue de Lazarsfeld.

Théoreme 6.5. — Soient X wune variété abélienne, V une variété irréductible uni-
branche et f:V — X un morphisme. On suppose qu’il existe une sous-variété irréductible
Z de f(V) telle que (Z,f(V)) satisfasse a la condition (%) de (3.1) et que le mor-
phisme induit f~Y(Z) — Z soit une bijection ensembliste. Alors, le morphisme canonique
ﬂ'iﬂg(\/) — ﬂ'iﬂg(X) est bijectif.

Remarque 6.6. Le théoreme reste vrai lorsque 7 est localement fermée, pourvu que f soit
fini (¢f. [F3], p. 151).
Démonstration. Le morphisme f est minimal. Soit Z la normalisation de Z ; on pose
7' =7 xx V. Nos hypotheses entrainent que le morphisme induit 74— 7 est fini et
birationnel; c’est donc un isomorphisme par le théoreme principal de Zariski ([GD2],
8.12.10.1). Le morphisme Filg(Z;ed) — ﬂ'ilg(Z’) étant surjectif (1.2), 'intersection de I'image
du morphisme :
78 (Z') = 7 B(Z x V) ~ 7' (Z) x 7} 'B(V)
alg

avec {1} x 77 %(V) est réduite a {(1,1)}. Comme cette image est le noyau du mor-

phisme canonique ﬁ“g(z x V) — ﬂ'ilg(X) (théoreme 3.6), il s’ensuit que le morphisme
ﬂ'iﬂg(\/) — ﬂ'iﬂg(X) est injectif. Il est d’autre part surjectif par le lemme 3.8, ce qui con-

clut la démonstration. =

On termine ce chapitre avec la démonstration d’un résultat analogue a un théoreme
de Ein sur les revétements des espaces projectifs. C’est une conséquence directe de résultats
puissants de Kawamata et Mori, mais je pense qu’il devrait exister une démonstration plus

simple a base de connexité.

Théoreme 6.7. — Soient X est une variété abélienne simple, V une variété lisse et
f:V = X un revétement fine ramafié. Alors la ramification de f, c¢’est-a-dire le faisceau

canonique de V , est ample.

Remarque 6.8. Le théoreme 3.6 entraine que la ramification de f rencontre toute courbe

de V.

Démonstration. Par [K1], th. 13, il existe une sous-variété abélienne Y de X, un
morphisme fini W — X/Y avec r(V)=dim(W), et des revétements étales Y — Y et
Y x W — V. Comme X est simple, on a soit Y = X, auquel cas f est étale, ce qui contredit
Ihypothese;soit Y =0, et x(V) = dim(V), de sorte que V est de type général. Le théoreme

découle alors du résultat suivant. =

Théoréeme 6.9. (Kawamata) — Soit 'V une variété projective lisse de type général qui ne

contient pas de courbe rationnelle. Alors Ky est ample.

Démonstration. On suit [Ko|. Par [M], th. 1.4, soit V contient une courbe rationnelle, soit
Ky est nef. Dans le second cas, il découle de [CKM], (9.3), que le systeme linéaire |mKy|
est sans point base pour m > 0, donc définit un morphisme ¢,, génériquement fini sur son
image. Si ¢, est fini, Ky est ample; sinon, il contracte une courbe C. qui vérifie alors

C-Kyv =0. Soit H un diviseur tres ample sur V ; son image ¢,,(H) est contenue dans une
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hypersurface de degré r ., de sorte qu’il existe un diviseur effectif E tel que rmKy = H+ E.
On a donc C-E < 0. Il existe e rationnel positif tel que le diviseur Ky + €E soit log-
canonique ([KMM], lemma 0-2-15). Comme (Kvy + €E) - C < 0, le théoreme du cone (loc.cit.,
th. 4-2-1) entraine qu’il existe un rayon extrémal et un morphisme de contraction (loc.cit.,
th. 3-2-1) g: V — W, auquel on peut appliquer [K2], th. 1 : le lieu des points o1 ¢ n’est

pas un isomorphisme est recouvert par des courbes rationnelles. =

7. Conjecture

Une démonstration de la conjecture suivante permettrait d’utiliser les résultats de
Lazarsfeld ([L1], th. 2.1, prop. 3.1), et entrainerait en particulier notre théoréeme 6.1 sur les

indices de ramification.

Conjecture 7.1. Soient X une variété abélienne simple, V une variété lisse et f:V — X
un revétement fini, minimal au sens de (1.7). On définit un faisceau localement libre E sur

X comme le dual du noyau de la trace Try x @ frOv — Ox . Alors E est ample.

La conjecture est vraie lorsque X est une courbe elliptique. En effet, par un théoreme
de Hartshorne ([H2]), il suffit de démontrer que tout faisceau inversible L quotient de E

est de degré > 0. Soit L un tel faisceau; on a alors :
0<h’(X,EY @ L)=r"X, f,Oy @ L) - h°(X,L) = h°(V, f*L) — R°(X,L) .

Cela entraine en particulier h°(V, f*L) > 0. Si deg(L) < 0, alors deg(f*L) <0 et f*L est
done trivial. On a alors RO(V, f*L) =1 et h%X,L) =0, donc L % Ox, ce qui contredit
I'injectivité de f*. On a donc deg(L) > 0.

On peut voir cette conjecture comme une forme forte d’'un théoreme de connexité :
supposons E ample;si W est une variété irréductible de dimension > 0 et si g : W — X est
un morphisme fini, alors ¢*E est ample, donc H(W, ¢*EY) = 0. Sion pose W =V xx W,
cela se traduit par hO(W' Ow:) = h%(W,Ow) = 1, qui est évidemment plus fort que la

connexité de W’ (assurée par le théoreme 3.6).
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