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Olivier DEBARRE ���

Cet article est consacr�e �a la d�emonstration d�un th�eor�eme de connexit�e pour les

vari�et�es ab�eliennes� ainsi qu��a l�exposition de quelques corollaires� Les r�esultats analogues

pour les espaces projectifs et leurs cons�equences sont connus depuis un moment d�ej�a ��FH	�

�FL	� �F
	� et fournissent un guide qu�il n�y a qu��a suivre�

Le th�eor�eme principal ����� donne des conditions su
santes pour que� �etant donn�es

une vari�et�e ab�elienne X et deux morphismes V � X et W � X � l�espace V �X W soit

connexe� Les cons�equences de ce r�esultat sont nombreuses� En voici quelques cas particuliers �

nous renvoyons le lecteur au texte pour des �enonc�es plus pr�ecis�

On montre au x � que le groupe fondamental alg�ebrique d�une sous�vari�et�e normale

d�une vari�et�e ab�elienne simple X � de dimension � �
�
dim�X� � est isomorphe �a celui de X

�cela r�esulte de �So	 lorsque la sous�vari�et�e est lisse��

On �etend au x � certains r�esultats de Nori ��N	� � si D est un diviseur dans une vari�et�e

ab�elienne X � dont aucune composante n�est une vari�et�e ab�elienne� et qui est �a croisements

normaux en dehors d�un ferm�e de codimension � dans D � alors le noyau du morphisme

surjectif ���X D�� ���X� est ab�elien libre de type �ni� et l�on d�etermine son rang�

Des r�esultats analogues �a ceux de �L
	 sont obtenus au x �� comme par exemple

que le groupe fondamental alg�ebrique d�une vari�et�e normale V qui est rev�etement �ni de

degr�e � dim�V� d�une vari�et�e ab�elienne simple X � est isomorphe �a celui de X � La m�eme

conclusion subsiste pour un rev�etement qui induit une bijection ensembliste au�dessus d�une

courbe� sans condition sur son degr�e�

On termine avec une conjecture� analogue d�un r�esultat d�emontr�e pour les espaces

projectifs par Lazarsfeld� Nous renvoyons le lecteur au x � pour son �enonc�e� un peu technique�

�� Rappels et notations

Dans tout cet article� on travaille sur un corps alg�ebriquement clos k de caract�eristique

nulle� Une vari�et�e est un sch�ema projectif r�eduit de type �ni sur k � pas n�ecessairement

irr�eductible� mais qu�on supposera toujours non vide�

Comme nous ne consid�ererons que des espaces connexes� nous �ecrirons simplement

�alg� �X� pour le groupe fondamental alg�ebrique d�une vari�et�e connexe X � tel qu�il est d�e�ni

dans �G
	� Exp� V �cf� aussi �Mu
	� p� 
����
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Lorsque k � C � le groupe �alg� �X� est le compl�et�e du groupe fondamental topologique

���X� pour la topologie des sous�groupes d�indices �nis ��G
	� Exp� XII� cor� �����

�
�
� On note Pic�X� le sch�ema de Picard de X et Pic��X� sa composante neutre� Lorsque

X est normal� Pic��X�red est une vari�et�e ab�elienne ��G�	� Exp� VI� cor� �����

Soient V et X deux vari�et�es connexes� Tout morphisme f � V� X induit un

morphisme f� � �alg� �V� � �alg� �X� ��G
	� Exp� V� p� 
��� et �

�
��� f� est surjectif si et seulement si pour tout rev�etement �etale connexe X� � X � le

rev�etement �etale V �X X� � V est connexe ��G
	� Exp� V� prop� ���� �

�
��� f� est injectif si et seulement si pour tout rev�etement �etale V� � V � il existe un

rev�etement �etale X� � X et un V�morphisme d�une composante connexe de V �X X� dans

V� � C�est le cas en particulier si tout rev�etement �etale connexe de V est isomorphe �a un

rev�etement du type V �X X� � V ��G
	� Exp� V� cor� ��� et remarque ��
�� �

�
��� si f est �etale� alors f� est injectif ��G
	� Exp� V� p� 
����

�
��� Supposons V �g�eom�etriquement� unibranche� c�est��a�dire que pour tout point v de

V � le normalis�e de l�anneau local OV�v est encore local� Alors� si V� � V est un rev�etement

�etale connexe� V� est irr�eductible et unibranche ��GD
	� 
������� D�autre part� si �V � V est

la normalisation � le morphisme induit �alg� � �V�� �alg� �V� est un isomorphisme ��G
	� Exp�

IX� th� ��
���

�
��� Si X est une vari�et�e ab�elienne� le groupe �alg� �X� est isomorphe �a �Z
� dim�X�

��G
	�

Exp� XI� th� ��
�� Deux vari�et�es ab�eliennes isog�enes ont donc des groupes fondamentaux

alg�ebriques isomorphes� Lorsque k � C � le groupe ���X� est isomorphe �a Z�dim�X� �

�
��� Soient X une vari�et�e ab�elienne� V une vari�et�e et f � V � X un morphisme� On

appelera factorisation de f la donn�ee d�une vari�et�e ab�elienne X� � d�une isog�enie q � X� � X

et d�un morphisme f � � V � X� tels que f � qf � � On dira que f est minimal si� pour

toute factorisation� q est un isomorphisme� Supposons que f�V� engendre X � Le noyau

du morphisme induit f� � Pic��X� � Pic�V� est alors �ni et correspond �a une isog�enie

q � X� � X �a travers laquelle f se factorise� Le morphisme induit f � � V� X� est alors

minimal�

Si V est unibranche et f � V � X minimal� et si � � �V � V est la normalisation

de V � le morphisme compos�e �f � f� est encore minimal� En e�et� soit �V � X� q
� X une

factorisation de �f � Le morphisme � se factorise alors en �V
g
� V �X X� � V � Soit V� la

composante connexe de V �X X� qui contient g� �V� � Par �
���� V� est irr�eductible� donc

�egal �a g� �V� � Le morphisme �etale V� � V est donc un isomorphisme� f se factorise alors

�a travers q � qui est donc un isomorphisme�

�
��� Soient X une vari�et�e ab�elienne� V une sous�vari�et�e de X � et V�� � � � �Vr les com�

posantes irr�eductibles de V � On appelle sous�vari�et�e ab�elienne engendr�ee par V � et on note

hVi � l�intersection des sous�vari�et�es ab�eliennes de X qui contiennent
Sr

i���Vi �Vi� � La

vari�et�e ab�elienne hVi est la somme des vari�et�es ab�eliennes hVii � pour 
 � i � r � On dit

que V engendre X si hVi � X �

�



�
��� Soient X une vari�et�e ab�elienne et V une sous�vari�et�e de X � On suppose qu�il existe

un sous�espace lin�eaire L de T�X tel que T��V � v� � L pour v g�en�eral dans V � Alors

T�hVi � L � En e�et� on peut supposer que V est irr�eductible et contient l�origine� Pour r

assez grand� l�image du morphisme somme Vr � X est alors hVi et la conclusion d�ecoule

du fait que le morphisme induit Vr � hVi est lisse en un point g�en�eral de Vr �

�
�
�� Soient X une vari�et�e ab�elienne et V�� � � � �Vr des sous�vari�et�es de X � On dit que

�V�� � � � �Vr� remplit X si� pour toute sous�vari�et�e ab�elienne K de X � on a �

rX

i��

dim
�
��Vi�

�
� �r � 
� dim�X�K� �

o�u � � X � X�K est la surjection canonique�

�
�

� Soient X une vari�et�e ab�elienne et V une sous�vari�et�e irr�eductible de X � On dit que V

est g�eom�etriquement non�d�eg�en�er�ee ��R	� lemma II�
�� si pour toute sous�vari�et�e ab�elienne

K de X � on a �

dim�V �K� � min
�
dim�X��dim�V� � dim�K�

�
�

En d�autres termes� si � � X� X�K est la surjection canonique� ��V� est soit �egal �a

X�K � soit de m�eme dimension que V � En particulier� toute sous�vari�et�e irr�eductible d�une

vari�et�e ab�elienne simple est g�eom�etriquement non�d�eg�en�er�ee� Si V est g�eom�etriquement

non�d�eg�en�er�ee� et si W est une sous�vari�et�e de X � on v�eri�e que �V�W� remplit X si et

seulement si dim�V� � dim�W� � dim�X� �

�� Intersection de sous�vari�et�es

Les premiers r�esultats sur l�intersection de deux sous�vari�et�es quelconques d�une

vari�et�e ab�elienne sont dus �a Barth� qui a d�emontr�e dans �B
	 le corollaire ��� ci�dessous

lorsque X est simple et r � � �

Th�eor�eme ����  Soient X une vari�et�e ab�elienne et V�� � � � �Vr des sous�vari�et�es

irr�eductibles de X � Alors le morphisme �

� � V� � � � � �Vr �� Xr��

�v�� � � � � vr� ��� �v� � v�� v� � v�� � � � � vr � v��

est surjectif si et seulement si �V�� � � � �Vr� remplit X �cf� �
�
����

D�emonstration� Si �V�� � � � �Vr� ne remplit pas X � il existe une sous�vari�et�e ab�elienne K

de X telle que
Pr

i�� dim
�
��Vi�

�
� �r � 
� dim�X�K� � o�u � � X� X�K est la projection

canonique� On a alors dim
�
�r����V� � � � � �Vr�

�
� dim

�
�X�K�r��

�
� de sorte que � n�est

pas surjective�

Supposons maintenant que �V�� � � � �Vr� remplisse X � On raisonne par r�ecurrence sur

la dimension de X � Supposons � non surjective et notons Z son image� Soit a � �a�� � � � � ar�

un point g�en�eral de Z � Comme
Pr

i�� dim�Vi� � dim�Xr��� � dim�Z� � il existe une sous�

vari�et�e Fa de V� de dimension � � telle que �

����a� � f �v�� v� � a�� � � � � v� � ar�
�� v� � Fa g �

�



On a alors �Fa � ai� � Vi pour i � � � de sorte que a� ui�Fa � Fa� � Z � o�u

ui � X� Xr�� est la �i� 
��i�eme injection canonique� Soit hFai la sous�vari�et�e ab�elienne

de X engendr�ee par Fa �cf� �
�����

Lemme ����  Pour toute sous�vari�et�e F de X � on a T��F� F� � T�hFi �

D�emonstration� Si F�� � � � �Fr sont les composantes irr�eductibles de F et � � �Fi � Fj� �

alors Fi � Fj � Fi � Fi �Fj � Fj � hFi � de sorte que T��F� F� � T�hFi � Inversement�

pour tout x � F � on a T��F� x� � T��F� F� � de sorte que T�hFi � T��F� F� par

�
����

Le lemme entra�!ne Ta

�
a� ui�hFai�

�
� TaZ pour tout i � � � c�est��a�dire

Ta�a � hFair��� � TaZ �

Lemme ����  Soient X une vari�et�e ab�elienne et Z une sous�vari�et�e irr�eductible de X �

On suppose que pour a g�en�eral dans Z � il existe une sous�vari�et�e ab�elienne Ka de X telle

que Ta�a �Ka� � TaZ � Alors� pour tout a g�en�eral dans Z � on a Z �Ka � Z �

D�emonstration� Comme les sous�vari�et�es ab�eliennes de X �contenant � � sont rigides

dans X � la famille fKaga�Z est constante �egale �a K au�dessus d�un ouvert dense U

de Z � Il existe un point �a� x� lisse sur U�K en lequel la di��erentielle du morphisme

d�addition Z �K� �Z � K� est surjective� L�image de cette di��erentielle est par hypoth�ese

Ta�x�Z � x� � de sorte que dim�Z �K� � dim�Z� � ce qui prouve le lemme�

Pour a g�en�eral dans Z � on a donc Z � hFai
r�� � Z � Comme les images de V�� � � � �Vr

dans X�hFai remplissent X�hFai � l�hypoth�ese de r�ecurrence entra�!ne

Z � hFair�� � Xr�� � Cela contredit notre hypoth�ese Z 	� Xr�� et entra�!ne que � est sur�

jectif�

Corollaire ����  Soient X une vari�et�e ab�elienne et V�� � � � �Vr des sous�vari�et�es

irr�eductibles de X � On suppose que �V�� � � � �Vr� remplit X �cf� �
�
��� � alors
Tr

i��Vi 	� 
 �

Remarque ���� La conclusion du corollaire ne subsiste pas en g�en�eral si les vari�et�es sont

r�eductibles � si Y est une vari�et�e ab�elienne simple de dimension � � � E une courbe

elliptique� C une courbe dans Y ne contenant pas l�origine� et e un point non nul de

E � alors V � C� f�g et W �
�
f�g �E

�
�
�
Y � feg

�
remplissent Y � E � mais ne se

rencontrent pas�

Corollaire ��	�  Soient X une vari�et�e ab�elienne et V et W deux sous�vari�et�es

irr�eductibles de X � Alors V �W � X si et seulement si �V�W� remplit X �cf� �
�
����

Corollaire ��
�  Soient X une vari�et�e ab�elienne et V et W des sous�vari�et�es irr�eductibles

de X � On suppose que V est g�eom�etriquement non�d�eg�en�er�ee �cf� �
�

�� � alors V�W est

soit �egal �a X � soit de dimension dim�V� � dim�W� �

D�emonstration� Lorsque dim�V� � dim�W� � dim�X� � il d�ecoule de �
�

� et du corol�

laire ��� que V �W � X � Supposons r � dim�X� � dim�V� � dim�W� � � � soit C une

courbe qui engendre X � La somme W� de W et de r copies de C est alors de dimension

�



dim�W� � r � et le premier cas entra�!ne V �W� � X � de sorte que dim�V �W� � dim�X� � r

� dim�V� � dim�W� �

Corollaire ����  Soient X une vari�et�e ab�elienne et V une sous�vari�et�e irr�eductible de X

telle que �V�V� remplisse X �cf� �
�
���� Alors le morphisme canonique �alg� �V� � �alg� �X�

est surjectif� Lorsque k � C � il en est de m�eme du morphisme ���V� � ���X� �

D�emonstration� Soit X� � X une isog�enie� Par �
���� il s�agit de montrer que la sous�

vari�et�e V �X X� de X� est connexe� Cela r�esulte du fait que deux quelconques de ses

composantes irr�eductibles remplissent X� � donc se rencontrent par le corollaire ���� Lorsque

k � C � soit " le Z  module libre ���X� �
���� Pour tout entier n � � � le morphisme

compos�e ���V� � "� "�n" est alors surjectif� de sorte que le conoyau Q de ���V� � "

est un groupe ab�elien de type �ni qui v�eri�e Q � nQ pour tout n � � � Il est donc nul� ce

qui termine la d�emonstration du corollaire�

Remarque ���� Sous les hypoth�eses du corollaire� le morphisme d�inclusion V �� X est

minimal au sens de �
����

�� Th�eor�emes de connexit�e

Dans un second article ��B�	�� Barth s�est ensuite int�eress�e �a la connexit�e de

l�intersection de deux sous�vari�et�es� soit dans une vari�et�e ab�elienne� soit dans l�espace pro�

jectif� obtenant ainsi des r�esultats qui seront ensuite g�en�eralis�es et appliqu�es par Fulton et

Hansen dans �FH	 dans le cas de l�espace projectif �cf� �F
	 et �FL	 pour des compte�rendus��

Notre but est d�obtenir des r�esultats analogues dans le cas des vari�et�es ab�eliennes�

���
� Soient X une vari�et�e ab�elienne� et V et W deux sous�vari�et�es irr�eductibles de X � On

dira que le couple �V�W� satisfait �a la condition ��� si� pour toute sous�vari�et�e ab�elienne

K de X � on a �

a� si K 	� X � alors dim
�
��V�

�
�dim

�
��W�

�
� dim�X�K� �

b� si ��V� 	� X�K � alors dim
�
��V�

�
�dim�W� � dim�X� �

c� si ��W� 	� X�K � alors dim�V� � dim
�
��W�

�
� dim�X� �

o�u � � X� X�K est la surjection canonique� Lorsque X est simple� cette condition se r�eduit

�a l�in�egalit�e dim�V� � dim�W� � dim�X� �

Nous commen#cons par un r�esultat technique� dont la d�emonstration repose sur des

id�ees de Mumford telles qu�elles sont expos�ees dans �FL	� p� ���

Proposition ����  Soient X une vari�et�e ab�elienne� V � W et Y des vari�et�es irr�eductibles

normales� f � V � X et g � W � X deux morphismes et p � Y � V �W un morphisme

�etale� On pose V� � f�V� et W� � g�W� et on suppose que �V��W�� satisfait �a la condition

��� de ���
�� Soient � le morphisme �f� g� � V �W � V� �W� et m � V� �W� � X le

morphisme d�e�ni par m�v�� w�� � v� �w� � Alors le morphisme 	 � m�p se factorise en

Y
h
� X� q

� X � o�u X� est une vari�et�e ab�elienne� q une isog�enie� et o�u les �bres de h sont

connexes�

�



D�emonstration� La partie a� de la propri�et�e ��� entra�!ne que �V��W�� remplit X �cf�

�
�
���� de sorte que 	 est surjectif �th�eor�eme ��
� � consid�erons sa factorisation de Stein

Y
h
� X� q

� X � o�u X� est normal� q �ni surjectif� et o�u les �bres de h sont connexes� La

d�emonstration repose sur le lemme suivant �

Lemme ���  On garde les notations de la proposition� mais on suppose seulement que

dim�V�� � dim�W�� � dim�X� � Soient D un diviseur de X et Z un diviseur irr�eductible

de Y v�eri�ant 	�Z� � D sur lequel 	 ne soit pas lisse� Alors� soit il existe une

sous�vari�et�e ab�elienne non nulle K de X telle que D�K � D � soit �apr�es �echange

de V et W si n�ecessaire	 p�Z� � V �W� � o�u W� est un diviseur de W tel que

dim�V�� � dim
�
g�W��

�
� dim�X� �

D�emonstration� Soit z un point g�en�eral de Z � on pose p�z� � �v�w� et a � 	�z� � Le

morphisme Z � D induit par 	 est lisse en z � de sorte que l�image de la di��erentielle

Tz	 � TzY � TaX contient TaD � Comme Tz	 n�est pas surjective� son image est donc

TaD �

Comme p�Z� est un diviseur dans V �W� on peut supposer par exemple que la

projection p�Z� � V est surjective� Le morphisme V � V� induit par f est alors lisse en

v � donc l�image de la di��erentielle de �p en z contient Tv��V��� f�g � o�u v� � f�v� � Soit

Fa la projection dans V� de m���a� 
 �p�Z� � pour v� g�en�eral dans Fa � on a alors �

TaD � Tz	�TzY� � T�v��v��a�m�Tv��V
�� � f�g� � Ta�V

� � a � v�� � Ta�Fa � a � v�� �

On d�eduit alors de �
��� que Ta�a� hFai� � TaD � Si dim�Fa� � � � le lemme ����

entra�!ne qu�il existe une sous�vari�et�e ab�elienne non nulle K de X telle que D �K � D �

Si Fa est �ni� le morphisme �p�Z� � D induit par m est g�en�eriquement �ni� On a donc

dim
�
�p�Z�

�
� dim�D� � dim�V� �W��� 
 � Mais la projection p�Z� � V est surjective �

une �bre g�en�erale est donc un diviseur de W dont l�image par g est de codimension � 


dans W� � De tels diviseurs sont en nombre �ni� de sorte que p�Z� � V �W� � o�u W� est

l�un de ces diviseurs� et dim�V�� � dim
�
g�W��

�
� dim�D� � dim�X� �

Revenons �a la proposition� Supposons q rami��e � par le th�eor�eme de puret�e ��Z	��

il existe un diviseur irr�eductible D� de X� contenu dans le lieu de rami�cation de

q � Posons D � q�D�� � Soient Z une composante irr�eductible dominante de h���D�� et

Y
h�

� Y� q�

� V� �W� la factorisation de Stein de �p � soient aussi G une composante

de �mq�����D� qui contienne h��Z� � et Z� une composante irr�eductible dominante de

h����G� � Comme �mq���OY� � 	�OY � le morphisme mq� se factorise en Y� h
��

� X� q
� X �

avec h � h��h� � Alors h�Z�� � D� � de plus� �p�Z�� � q��G� est un diviseur de V� �W� � Le

lemme ��� entra�!ne que la composante neutre K du stabilisateur de D est non nulle�

Le premier paragraphe de la d�emonstration du lemme ��� montre que pour z� g�en�eral

dans Z� � l�application tangente �a 	 en z� a pour image T��z��D � Il s�ensuit que la compos�ee

Y
�
� X

�
� X�K n�est pas lisse sur Z� � Comme dim

�
��V��

�
� dim

�
��W��

�
� dim�X�K�

�condition ��� �� et que le stabilisateur du diviseur D�K est �ni� le lemme ��� entra�!ne que

l�on a �apr�es �echange de V et W si n�ecessaire� p�Z�� � V �W� � o�u W� est un diviseur

de W tel que dim
�
��V��

�
� dim

�
�g�W��

�
� dim�X�K� �

�



Par construction� �p�Z�� � V� � g�W�� est un diviseur de V� �W� � de sorte que �

dim�W�� � dim
�
g�W��

�
� 


� dim
�
�g�W��

�
� dim�K� � 


� dim�X�K� � dim
�
��V��

�
� dim�K� � 


� dim�X� � dim
�
��V��

�
� 
 �

Comme ��V�� 	� X�K � cela contredit la partie b� de la condition ��� et termine la

d�emonstration de la proposition�

Le th�eor�eme suivant g�en�eralise un r�esultat de Barth ��B�	� Satz ���

Th�eor�eme ����  Soient X une vari�et�e ab�elienne simple� V une vari�et�e irr�eductible�

f � V � X un morphisme et W une sous�vari�et�e irr�eductible de X � On suppose que

dim
�
f�V�

�
� �dim�W� � � dim�X� � Alors f���W� est connexe et� si V est de plus uni�

branche� le morphisme canonique �alg�
�
f���W�

�
� �alg� �V� est surjectif�

Remarque ���� La premi�ere conclusion du th�eor�eme ne subsiste pas lorsqu�on suppose

seulement dim
�
f�V�

�
� dim�W� � dim�X� � comme le montre l�exemple suivant d�u �a Barth

��B�	� � soient X� une vari�et�e ab�elienne simple de dimension � et V� une sous�vari�et�e de

X� lisse connexe de dimension � � Il existe un sous�groupe �ni G non trivial de X� tel

que V� 
 �V� � 
� soit vide pour tout �el�ement non nul 
 de G � On pose X � X��G et on

note V l�image de V� dans X par la projection canonique p � X� � X � Alors V est lisse

et il existe une sous�vari�et�e irr�eductible W� de X� de dimension � �intersection compl�ete

de deux hypersurfaces�� telle que V 
 p�W�� soit r�eunion de Card�G� courbes disjointes�

On remarquera que l�inclusion V �� X n�est pas minimale au sens de �
��� �cf� corollaire

����� La m�eme construction donne des exemples avec X simple de dimension quelconque�

V lisse de dimension �
�
dim�X� � 


�
��	 et W de dimension ��� dim�X���	��	 � La borne du

th�eor�eme est donc la meilleure possible�

D�emonstration du th�eor�eme� On peut supposer W 	� X � auquel cas�
�
f�V��W

�
sat�

isfait �a la condition ��� de ���
�� On note �V � �V � V et �W � �W �W les normalisa�

tions� Soit �V � �W
h
� X� q

� X la factorisation du morphisme ��v� �w� ��
�
f�V��v� � g�W� �w�

�

fournie par la proposition ���� On note G le noyau de q � on choisit un point �v� de
�V � un point �w� de �W � et on d�e�nit des morphismes f � � �V � X� et g� � �W � X� par

f ���v� � h��v� �w�� et g�� �w� � h��v�� �w�� � h��v�� �w� � L�image du morphisme

��v� �w� �� h��v� �w�� f ���v� � g�� �w� est alors contenue dans le noyau ��ni� de q � donc est

r�eduite �a � � On a donc �

h��v� �w� � f ���v� � g�� �w� �

Remarquons que f���W� est l�image par �Vpr� de �qh������ � h���G� � Il su
t

donc de montrer que pr�h
���G� est connexe� Pour tout 
 � G � l�ensemble

pr�h
���
� � f ����g�� �W� � 
� est connexe� Par le corollaire ���� l�intersection de f �� �V� �

g�� �W� � 
 et g�� �W� est non vide� de sorte que pr�h
���
� rencontre pr�h

����� � Cela en�

tra�!ne que pr�h
���G� � donc aussi f���W� � est connexe� ce qui termine la d�emonstration

du premier point du th�eor�eme�

�



Supposons maintenant V unibranche� Soit � � V� � V un rev�etement �etale connexe �

V� est alors irr�eductible �
���� Par �
���� il s�agit de montrer que f���W� �V V� est connexe�

Or cela r�esulte du premier point� puisque cet ensemble est �f�����W� �

Le th�eor�eme suivant �analogue de �FL	� th� ��
� montre que� moyennant des hypoth�eses

suppl�ementaires sur les singularit�es des vari�et�es� on peut obtenir des r�esultats plus forts�

Th�eor�eme ��	�  Soient X une vari�et�e ab�elienne� V et W deux vari�et�es irr�eductibles

et f � V � X et g � W � X deux morphismes� On suppose que V est unibranche� que f

est minimal au sens de �
���� et que
�
f�V�� g�W�

�
satisfait �a la condition ��� de ���
��

Alors V �X W est connexe� Si on suppose de plus W unibranche� et si on note � le

plongement V �X W �� V �W et 	 � V �W � X le morphisme �v�w� ��
�
f�v� � g�w�

�
�

alors la suite �

�alg� �V �X W�
���� �alg� �V �W�

��

�� �alg� �X� �� �

est exacte�

Remarques ��
� 
� La premi�ere conclusion ne subsiste pas lorsqu�on ne fait aucune

hypoth�ese sur les singularit�es de V � comme le montre l�exemple de Barth �remarque �����

�� La condition ��� est satisfaite dans chacune des trois situations suivantes �

a� le morphisme f est surjectif et g�W� engendre X �

b� les sous�vari�et�es f�V� et g�W� sont g�eom�etriquement non�d�eg�en�er�ees �cf� �
�

��

et dim�V� � dim�W� � dim�X� �

c� la vari�et�e ab�elienne X est simple et dim�V� � dim�W� � dim�X� �

�� La partie a� de la condition ��� est �evidemment n�ecessaire � en revanche� je pense qu�on

devrait pouvoir d�emontrer le th�eor�eme sans supposer b� et c��

D�emonstration du th�eor�eme� Soient �V � �V � V et �W � �W �W les normalisations

et �V � �W
h
� X� q

� X la factorisation de 	 � ��V� �W� fournie par la proposition ���� Par

�
���� le morphisme �V � V� X est encore minimal� de sorte que q est un isomorphisme �

V �X W est alors l�image de h����� par une application continue� donc est connexe� Cela

montre le premier point�

Lemme ����  Soient X une vari�et�e ab�elienne� V une vari�et�e irr�eductible unibranche et

f � V � X un morphisme minimal au sens de �
��� dont l
image engendre X � Alors� le

morphisme canonique �alg� �V� � �alg� �X� est surjectif�

D�emonstration� Si X� � X est une isog�enie� ce qui pr�ec�ede� appliqu�e �a f et �a l�isog�enie

X� � X � montre que V �X X� est connexe � le lemme d�ecoule alors de �
����

Le lemme entra�!ne que le morphisme �alg� �V �W�� �alg� �X� est surjectif� D�autre

part� V �X W est la �bre en � de 	 � de sorte qu�on a bien un complexe�

Pour montrer l�exactitude en �alg� �V �W� � on peut supposer V et W normales

par �
��� et �
���� On se donne un rev�etement �etale connexe p � Y � V �W � on pose

Z � V �X W et on suppose que le rev�etement �etale induit p���Z� � Z a une section� Par

�



�G
	� Exp� V� prop� ��

� il s�agit de montrer qu�il existe un rev�etement �etale X� � X et un

morphisme �V �W� �X X� � Y au�dessus de V �W� Comme Y est irr�eductible normale

�
���� la proposition ��� fournit un diagramme commutatif �

Y
h

������ X�

p

����y

����y q

V �W
�

������ X

o�u les �bres de h sont connexes et o�u q est une isog�enie� dont on note K le noyau et k le

degr�e� Les morphismes p et h se factorisent �a travers unmorphisme � � Y � �V �W��X X� �

qui� puisque �V �W��X X� est connexe �par le premier point� puisque V �W est uni�

branche�� est �etale surjectif ��G
	� Exp� V� prop� ���� � on peut donc �ecrire h � h�� et

p � p�� � D�autre part� p���Z� � h���K� a k composantes connexes Y�� � � � �Yk et les

composantes connexes de p����Z� � h����K� sont ��Y��� � � � � ��Yk� � avec ���
�
��Yi�

�
� Yi

pour tout i � Or par hypoth�ese� un des rev�etements �etales ���
�
��Yi�

�
� ��Yi� a une sec�

tion � c�est donc un isomorphisme par �G
	� Exp� I� cor� ���� Comme V �W et ���
�
��Yi�

�

sont connexes� cela prouve que � est un isomorphisme ��G
	� Exp� I� cor� 
��
�� et son

inverse est le morphisme cherch�e�

Corollaire ����  Soient X une vari�et�e ab�elienne� V une vari�et�e irr�eductible unibranche�

f � V � X un morphisme et W une sous�vari�et�e irr�eductible unibranche de X � On sup�

pose que
�
f�V��W

�
satisfait �a la condition ��� de ���
� et que l
inclusion W �� X

est minimale au sens de �
���� Alors f���W� est connexe et le morphisme canonique

�alg�
�
f���W�

�
� �alg� �V� est surjectif�

D�emonstration� Le morphisme �alg� �W�� �alg� �X� est surjectif par le lemme ���� Il su
t

alors d�appliquer le th�eor�eme ��� �a W �� X et f �

�� Groupe fondamental des sous�vari�et�es

Comme dans �FL	 x �� nous appliquons le th�eor�eme de connexit�e �a l��etude du groupe

fondamental des sous�vari�et�es d�une vari�et�e ab�elienne�

Proposition ����  Soient X une vari�et�e ab�elienne� V une vari�et�e irr�eductible unibranche

et f � V � X un morphisme non rami��e� On suppose que f�V� est g�eom�etriquement non�

d�eg�en�er�ee �cf� �
�

�� et de dimension � �
� dim�X� � Alors il existe une vari�et�e ab�elienne

X� � une isog�enie q � X� � X et un plongement f � � V � X� tels que f � qf � �

D�emonstration� Soit f � V
f �

� X� q
� X une factorisation de f avec f � minimal �
���� On

suit la d�emonstration de �FL	� p� �� � le th�eor�eme ��� s�applique �remarque ���� et entra�!ne

que V �X� V est connexe� Comme f � est non rami��e� la diagonale $V est ouverte dans

V �X� V � Etant aussi ferm�ee� on a $V � V �X� V � de sorte que f � est injective� On conclut

en remarquant qu�un morphisme non rami��e injectif est un plongement ��GD�	� ��

�� et

�GD
	� 
�������

�



Corollaire ����  Soient X une vari�et�e ab�elienne et V une sous�vari�et�e irr�eductible

unibranche g�eom�etriquement non�d�eg�en�er�ee �cf� �
�

�� de X de dimension � �
�
dim�X� �

Alors� le morphisme canonique �alg� �V� � �alg� �X� est un isomorphisme�

D�emonstration� Par la remarque ���� l�inclusion � � V �� X est minimale� Soit � � V� � V

un rev�etement �etale connexe � V �etant irr�eductible et unibranche� il en est de m�eme de V�

�
���� La proposition pr�ec�edente s�applique au morphisme non rami��e V� �
� V

�
�� X � qui se

factorise donc en �

V� ��

������� X�

�

����y

����y q

V
�

������� X

o�u �� est un plongement et q une isog�enie� Le morphisme induit V� � V �X X� est alors

un plongement �etale� Comme V �X X� est connexe �th�eor�eme ����� c�est un isomorphisme

��G
	� Exp� I� cor� ����� Par �
���� ceci montre l�injectivit�e du morphisme �alg� �V�� �alg� �X� �

celui�ci est d�autre part surjectif par le corollaire ����

Remarques ���� 
� J�ignore si la restriction sur les singularit�es de V est n�ecessaire�

�� Sommese a obtenu dans �So	 des r�esultats tr�es complets sur les groupes d�homotopie

relatifs d�une sous�vari�et�e lisse d�une vari�et�e ab�elienne complexe X � Les bornes qu�il obtient

font intervenir un entier k tel que le �br�e normal soit k�ample� Ses r�esultats s��enoncent

ais�ement lorsque X est simple � si V est une sous�vari�et�e lisse de X � alors �q�X�V� � �

pour q � � dim�V� � dim�X� � 
 �

�� Le probl�eme de Zariski pour les vari�et�es ab�eliennes

Soient X une vari�et�e ab�elienne et D un diviseur de X � Le probl�eme de Zariski est

l��etude du groupe fondamental alg�ebrique de X D � En suivant la d�emarche de �F�	� on va

voir qu�il est possible de retrouver certains cas particuliers des r�esultats tr�es g�en�eraux de

�N	�

On dira que le diviseur D de X est �a croisements normaux en codimension 
 s�il

existe un sous�sch�ema ferm�e Z de D de codimension � dans D tel que D Z soit un

diviseur �a croisements normaux dans X Z �

Th�eor�eme ����  Soient X une vari�et�e ab�elienne de dimension � 
 et D un diviseur de

X �a croisements normaux en codimension 
 � On suppose qu
aucune composante de D n
est

une vari�et�e ab�elienne � alors le noyau du morphisme canonique �alg� �X D� � �alg� �X� est

ab�elien�

Remarque ���� Le r�esultat ne subsiste pas si une composante de D est une sous�vari�et�e

ab�elienne K de X � En e�et� notons alors E la courbe elliptique X�K � on a des surjections �

Ker
�
�alg� �X D���alg� �X�

�
�� Ker

�
�alg� �X K���alg� �X�

�
�� Ker

�
�alg� �E f�g���alg� �E�

�


�



Le groupe fondamental alg�ebrique de E f�g est isomorphe au compl�et�e pro�ni de

Z � Z � dont le noyau du morphisme canonique vers �alg� �E� � �Z n�est pas ab�elien�

D�emonstration du th�eor�eme� Soient V une vari�et�e irr�eductible normale et f � V � X

un rev�etement Galoisien de groupe G � dont le discriminant est contenu dans D � Il existe une

factorisation f � V
f �

� X� q
� X � o�u q est une isog�enie et o�u f � est un rev�etement Galoisien

de groupe G� � G � minimal au sens de �
���� Le diviseur D� � q���D� de X� est encore �a

croisements normaux en codimension 
 � Soit B une composante irr�eductible de D� � Nous

allons montrer que f ����B� est irr�eductible�

Soit �B� B la normalisation� On v�eri�e �a l�aide du lemme d�Abhyankar ��G
	� ����

Exp� X� que ��B �X� V�red est non singulier en codimension 
 � Comme V est normale� que

f � est minimal surjectif et que B engendre X� � il r�esulte de la remarque ��� et du th�eor�eme

��� que �B �X� V est connexe� Comme il est de plus de Cohen�Macaulay� ce sch�ema est

irr�eductible ��H
	�� Il en de m�eme pour sa projection f ����B� sur V �

Les composantes de D� se rencontrant deux �a deux� il en est de m�eme de leurs

images inverses dans V � Le lemme d�Abhyankar entra�!ne que les inerties correspondantes

commutent deux �a deux ��S	�� Elles engendrent donc un sous�groupe ab�elien I de G� � Posons

X�� � V�I � Le morphisme f � se factorise en V � X�� f
��

� X� et f �� est alors non rami��e en

codimension 
 � donc non rami��e d�apr�es le th�eor�eme de puret�e� Comme f � est minimal�

f �� est un isomorphisme et I � G� � On a un diagramme commutatif �

�alg� �X D� ��� G

� �

�alg� �X� D�� ��� G�

D�autre part� �alg� �X� D�� contient le noyau N du morphisme canonique

�alg� �X D�� �alg� �X� ��G
	� cor� ���� Exp� V�� Il s�ensuit que l�image de N dans G est

contenue dans G� � donc est ab�elienne�

Nous avons donc montr�e que pour tout sous�groupe ouvert distingu�e " de

�alg� �X D� � le groupe N��N 
 "� est ab�elien� Comme N est ferm�e� il s�identi�e �a

lim���
N��N 
 "� ��Bo	� III� x �� no� � prop� ��� C�est donc un groupe ab�elien�

Lorsque k � C � Nori montre dans �N	 que le noyau du morphisme ���X D�� ���X�

entre groupes fondamentaux topologiques est ab�elien de type �ni� et que son centralisateur

est d�indice �ni� On peut pr�eciser son r�esultat de la fa#con suivante�

Proposition ����  Sous les hypoth�eses du th�eor�eme� et lorsque k � C � le noyau N du

morphisme canonique ���X D�� ���X� est ab�elien libre de type �ni�

Remarque ���� Soient �D�� � � � � �Dr les composantes irr�eductibles de la normalisation de

D � et ki le cardinal du noyau du morphisme Pic��X� � Pic�� �Di� � Alors le rang de N estPr
i�� ki � Lorsque les composantes du diviseur D sont normales� le rang de N est donc �egal

�a r � Nori montre que l�extension �

�� Zr � ���X D�� ���X� � � �







est centrale et que sa classe correspond au r  uplet des classes fondamentales des com�

posantes de D via l�isomorphisme H�
�
���X��Z

r
�
� H��X�Z�r �

D�emonstration de la proposition� Soit k le nombre maximum de composantes

irr�eductibles de l�image inverse de D par une isog�enie X� � X � On v�eri�e que ce nom�

bre est �ni et qu�il se calcule comme dans la remarque ci�dessus� Les inerties �etant cycliques�

la d�emonstration du th�eor�eme montre que tout quotient �ni de N �donc aussi N � peut �etre

engendr�e par k �el�ements� Soit q � X� � X une isog�enie telle que D� � q���D� ait k com�

posantes� On v�eri�e que N est isomorphe au noyau N� du morphisme ���X� D�� � ���X�� �

D�autre part� il existe une surjection de N� sur le noyau de H��X� D��Z�� H��X��Z� �

Un argument classique de dualit�e montre que ce dernier est isomorphe au conoyau du

morphisme H��X
��Z�� H� dim�D���D��Z� � Zk � qui envoie 
 sur

�
d��
�� � � � � dk�
�

�
� o�u

d�� � � � � dk sont les classes fondamentales des composantes de D� � Soit m un entier � on note

D�� l�image inverse de D� par la multiplication par m � Les composantes de D�� sont les

images inverses de celles de D� � donc leurs classes sont divisibles par m� � De nouveau� N�

est isomorphe au noyau N�� du morphisme ���X
� D���� ���X

�� et il ressort de ce qui

pr�ec�ede qu�il existe une surjection de N�� sur Zk��m�� � � � �m�� � Ceci �etant vrai pour tout

m � il existe une surjection de N sur Zk � Comme N est engendr�e par k �el�ements� il est

isomorphe �a Zk �

	� Rev
etements des sous�vari�et�es des vari�et�es ab�eliennes

Suivant toujours �FL	� on s�int�eresse maintenant aux vari�et�es qui sont rev�etements

�nis rami��es de petit degr�e d�une sous�vari�et�e d�une vari�et�e ab�elienne simple� Pour �enoncer

notre r�esultat� dont la d�emonstration est calqu�ee sur celle du th�eor�eme principal de �GL	�

nous utiliserons la notion de degr�e local d�un morphisme �ni f � V �W en un point v � V �

telle qu�elle est d�e�nie dans �GL	 et �Mu�	� Intuitivement� c�est le nombre de feuillets de f

qui se rejoignent en v � On le note ef �v� �

Th�eor�eme 	���  Soient X une vari�et�e ab�elienne simple� W une sous�vari�et�e lisse de

X � V une vari�et�e irr�eductible normale et f � V �W un rev�etement �ni de degr�e d � On

suppose le morphisme compos�e V �W �� X est minimal au sens de �
���� Alors il existe

un point v � V tel que �

ef �v� � min
�
d� � dim�W� � dim�X� � 


�
�

D�emonstration� Pour tout entier l � l�ensemble �

Rl � fv � V
�� ef �v� � lg

est ferm�e dans V ��GL	� lemma 
�� De plus� comme W est lisse� le th�eor�eme ��� de �L�	 �cf�

aussi �GL	� p� ���� entra�!ne que Rl est soit vide� soit partout de codimension � l dans V �

Il s�agit de montrer que Rl est non vide pour l � min
�
d� 
� � dim�W� � dim�X�

�
� Nous

proc�edons par r�ecurrence sur l � On a R� � V � on suppose que Rl�� est non vide� et on en

choisit une composante irr�eductible R � La projection V �X R� R est �nie� de sorte que

la diagonale $R est une composante irr�eductible de V �X R � Comme �

dim�R� � dim�V� � �l � 
� � dim�V� � � dim�W� � dim�X� � 
 � dim�X� � dim�V� �


�



le th�eor�eme ��� entra�!ne que V �X R est connexe� Si V �X R � $R � alors R � Rd�� � Rl �

ce qui permet de conclure� Sinon� il existe une composante irr�eductible T de V �X R

distincte de $R � qui rencontre la diagonale� Comme dans �GL	� p� ��� on conclut que pour

tout point �v� v� de T 
$R � on a ef �v� � l � c�est��a�dire v � Rl �

Corollaire 	���  Soient X une vari�et�e ab�elienne simple� W une sous�vari�et�e lisse de

X � V une vari�et�e irr�eductible unibranche et f � V �W un rev�etement �ni de degr�e

d � � dim�W� � dim�X� � Alors� le morphisme canonique �alg� �V� � �alg� �X� est injectif et

son image est isomorphe �a �alg� �X� �

D�emonstration� Par �
���� on peut supposer V normale� Toute isog�enie X� � X induit

une injection �alg� �X��� �alg� �X� �
��� dont l�image est isomorphe �a �alg� �X� �
���� On peut

donc supposer que le morphisme compos�e g � V �W �� X est minimal� Soit � � V� � V un

rev�etement �etale connexe � V �etant irr�eductible et normale� il en est de m�eme de V� �
����

Soit V� g�

� X� p
� X une factorisation de g� avec g� minimal �
���� Posons W� � g��V�� � et

notons f � � V� �W� le rev�etement induit et d� son degr�e� Le th�eor�eme s�applique �a f � et

il existe v� � V� tel que �

ef ��v
�� � min

�
d�� � dim�W��� dim�X�� � 


�
�

Comme p et � sont �etales et que d est le degr�e de f � on a �

ef ��v
�� � epf ��v

�� � ef��v
�� � ef

�
��v��

�
� d �

Comme d � � dim�W� � dim�X� � il s�ensuit que d � d� � donc que �

deg��� � deg�pjW�� � deg�p� �

Or � se factorise �a travers le morphisme �etale V �X X� � V � qui est de m�eme degr�e que p �

Comme V �X X� est connexe �th�eor�eme ���� donc irr�eductible �
���� le morphisme induit

V� � V �X X� est un isomorphisme� Par �
���� cela d�emontre le corollaire�

Remarque 	��� La conclusion du corollaire ne subsiste en g�en�eral pas sans hypoth�ese sur

les singularit�es de V � comme le montre la construction de �FL	� note ���� p� ���

Corollaire 	���  Soient X une vari�et�e ab�elienne simple� W une sous�vari�et�e lisse de X �

V une vari�et�e irr�eductible et f � V �W un rev�etement �ni de degr�e d � Si V� et V� sont

deux sous�vari�et�es de V telles que �

dim�V�� � dim�V�� � � dim�X� � dim�V� � d� 
 �

alors V� 
V� 	� 
 � En particulier� tout morphisme de V dans une vari�et�e de dimension

� � dim�V� � � dim�X� � d est constant�

D�emonstration du corollaire� La d�emonstration suit celle de �L
	� remarque ���� On

peut supposer V normale� V� et V� irr�eductibles� et d � � dim�W� � � dim�X� � Par le

th�eor�eme ��
 et le r�esultat de �L�	 utilis�e plus haut� il existe une sous�vari�et�e irr�eductible R

de V de codimension � d� 
 telle que f soit bijective au�dessus de f�R� � Le corollaire

��� entra�!ne alors que f�V�� � f�V�� et f�R� se rencontrent� donc aussi V� � V� et R �

La derni�ere assertion en r�esulte imm�ediatement � si V � T est surjectif et si dim�T� � � �

il su
t de prendre pour V� l�image inverse d�un diviseur et pour V� l�image inverse d�un

point hors de ce diviseur�


�



La d�emonstration du th�eor�eme suivant suit celle d�un r�esultat analogue de Lazarsfeld�

Th�eor�eme 	���  Soient X une vari�et�e ab�elienne� V une vari�et�e irr�eductible uni�

branche et f � V � X un morphisme� On suppose qu
il existe une sous�vari�et�e irr�eductible

Z de f�V� telle que
�
Z� f�V�

�
satisfasse �a la condition ��� de ���
� et que le mor�

phisme induit f���Z� � Z soit une bijection ensembliste� Alors� le morphisme canonique

�alg� �V� � �alg� �X� est bijectif�

Remarque 	�	� Le th�eor�eme reste vrai lorsque Z est localement ferm�ee� pourvu que f soit

�ni �cf� �F�	� p� 
�
��

D�emonstration� Le morphisme f est minimal� Soit �Z la normalisation de Z � on pose

Z� � �Z�X V � Nos hypoth�eses entra�!nent que le morphisme induit Z�red �
�Z est �ni et

birationnel � c�est donc un isomorphisme par le th�eor�eme principal de Zariski ��GD�	�

��
��
��
�� Le morphisme �alg� �Z�red�� �alg� �Z�� �etant surjectif �
���� l�intersection de l�image

du morphisme �

�alg� �Z��� �alg� ��Z�V� � �alg� ��Z� � �alg� �V�

avec f
g � �alg� �V� est r�eduite �a f�
� 
�g � Comme cette image est le noyau du mor�

phisme canonique �alg� ��Z �V�� �alg� �X� �th�eor�eme ����� il s�ensuit que le morphisme

�alg� �V� � �alg� �X� est injectif� Il est d�autre part surjectif par le lemme ���� ce qui con�

clut la d�emonstration�

On termine ce chapitre avec la d�emonstration d�un r�esultat analogue �a un th�eor�eme

de Ein sur les rev�etements des espaces projectifs� C�est une cons�equence directe de r�esultats

puissants de Kawamata et Mori� mais je pense qu�il devrait exister une d�emonstration plus

simple �a base de connexit�e�

Th�eor�eme 	�
�  Soient X est une vari�et�e ab�elienne simple� V une vari�et�e lisse et

f � V � X un rev�etement �ni rami��e� Alors la rami�cation de f � c
est��a�dire le faisceau

canonique de V � est ample�

Remarque 	��� Le th�eor�eme ��� entra�!ne que la rami�cation de f rencontre toute courbe

de V �

D�emonstration� Par �K
	� th� 
�� il existe une sous�vari�et�e ab�elienne Y de X � un

morphisme �ni W � X�Y avec 
�V� � dim�W� � et des rev�etements �etales �Y � Y et
�Y �W� V � Comme X est simple� on a soit Y � X � auquel cas f est �etale� ce qui contredit

l�hypoth�ese � soit Y � � � et 
�V� � dim�V� � de sorte que V est de type g�en�eral� Le th�eor�eme

d�ecoule alors du r�esultat suivant�

Th�eor�eme 	��� �Kawamata�  Soit V une vari�et�e projective lisse de type g�en�eral qui ne

contient pas de courbe rationnelle� Alors KV est ample�

D�emonstration�On suit �Ko	� Par �M	� th� 
��� soit V contient une courbe rationnelle� soit

KV est nef� Dans le second cas� il d�ecoule de �CKM	� ������ que le syst�eme lin�eaire jmKVj

est sans point base pour m� � � donc d�e�nit un morphisme �m g�en�eriquement �ni sur son

image� Si �m est �ni� KV est ample � sinon� il contracte une courbe C � qui v�eri�e alors

C �KV � � � Soit H un diviseur tr�es ample sur V � son image �m�H� est contenue dans une


�



hypersurface de degr�e r � de sorte qu�il existe un diviseur e�ectif E tel que rmKV � H� E �

On a donc C � E � � � Il existe � rationnel positif tel que le diviseur KV � �E soit log�

canonique ��KMM	� lemma ����
��� Comme �KV � �E� � C � � � le th�eor�eme du c�one �loc�cit��

th� ����
� entra�!ne qu�il existe un rayon extr�emal et un morphisme de contraction �loc�cit��

th� ����
� g � V �W � auquel on peut appliquer �K�	� th� 
 � le lieu des points o�u g n�est

pas un isomorphisme est recouvert par des courbes rationnelles�


� Conjecture

Une d�emonstration de la conjecture suivante permettrait d�utiliser les r�esultats de

Lazarsfeld ��L
	� th� ��
� prop� ��
�� et entra�!nerait en particulier notre th�eor�eme ��
 sur les

indices de rami�cation�

Conjecture 
��� Soient X une vari�et�e ab�elienne simple� V une vari�et�e lisse et f � V � X

un rev�etement �ni� minimal au sens de �
���� On d�e�nit un faisceau localement libre E sur

X comme le dual du noyau de la trace TrV�X � f�OV �� OX � Alors E est ample�

La conjecture est vraie lorsque X est une courbe elliptique� En e�et� par un th�eor�eme

de Hartshorne ��H�	�� il su
t de d�emontrer que tout faisceau inversible L quotient de E

est de degr�e � � � Soit L un tel faisceau � on a alors �

� � h��X�E� � L� � h��X� f�OV � L�� h��X�L� � h��V� f�L� � h��X�L� �

Cela entra�!ne en particulier h��V� f�L� � � � Si deg�L� � � � alors deg�f�L� � � et f�L est

donc trivial� On a alors h��V� f�L� � 
 et h��X�L� � � � donc L 	� OX � ce qui contredit

l�injectivit�e de f� � On a donc deg�L� � � �

On peut voir cette conjecture comme une forme forte d�un th�eor�eme de connexit�e �

supposons E ample � si W est une vari�et�e irr�eductible de dimension � � et si g � W � X est

un morphisme �ni� alors g�E est ample� donc H��W� g�E�� � � � Si on pose W� � V �X W �

cela se traduit par h��W��OW�� � h��W�OW� � 
 � qui est �evidemment plus fort que la

connexit�e de W� �assur�ee par le th�eor�eme �����


�
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