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R�esum�e � Soit �X� �� une vari�et�e ab�elienne principalement polaris�ee complexe� On �etudie les
sous�vari�et�es V de X dont la classe est d���� �d entier�� Supposons �X� �� g�en�erale de dimension
� �� � lorsque d est impair� V est �tr�es� singuli�ere � lorsque d est pair � �� et que V est lisse� V
est �presque� une intersection compl�ete�

Subvarieties of codimension � of an abelian variety

Abstract � Let �X� �� be a complex principally polarized abelian variety� Subvarieties of X with
class d���� �d integer� are studied� Assume �X� �� is general of dimension � �� � when d is odd�
V is �very� singular � when d is even � �� and V is smooth� V is �almost� a complete intersection�

Soit �X� �� une vari�et�e ab�elienne principalement polaris�ee complexe de dimension n �

Pour tout entier j � on note �j la classe de cohomologie enti�ere �j�j� 	 on s
int�eresse aux

sous�vari�et�es de X de classe d�� �d entier�� Quand �X� �� est g�en�erale� toute sous�vari�et�e de

X de codimension � a cette propri�et�e ��
��� On trouve de telles sous�vari�et�es avec d impair

sur les jacobiennes de courbes 	 par ailleurs� si X contient une courbe irr�eductible C de classe

c�n�� avec c impair �il existe des exemples qui ne sont pas des jacobiennes�� la somme de

n� � copies de C dans X a pour classe cn���� et son lieu singulier est de dimension

� n� � ����� prop� ����� Pour �X� �� g�en�erale� la question de l
existence pour d impair

peut se reformuler de fa�con plus frappante � �� est�elle la classe d�un cycle alg�ebrique�

Sans r�epondre �a cette question� on montre dans cette Note que� pour �X� �� g�en�erale de

dimension n � � � toute sous�vari�et�e de X de classe d�� � d impair� est singuli�ere et son lieu

singulier est de dimension � n��� � log� n � On montre aussi que sur une vari�et�e ab�elienne

principalement polaris�ee �X� �� quelconque de dimension � 
 � il n�y a pas de �br�e vectoriel

topologique de rang � et seconde classe de Chern d�� � d impair�

Pour d pair� on cherche un analogue de la conjecture de Hartshorne sur les sous�vari�et�es

de l
espace projectif� On dira qu
une sous�vari�et�e de X de codimension � est une intersection

presque compl�ete si c
est le lieu des z�eros d
une section d
un �br�e sur X extension de deux

�br�es en droites� On montre que� pour �X� �� g�en�erale de dimension � �� � toute sous�vari�et�e

lisse de X de classe e�� � e � 
 � est une intersection presque compl�ete�

�� PR�ELIMINAIRES � Soit A� une alg�ebre gradu�ee sur Q � Si c� � A� et c� � A� � on note

pn�c�� c�� le terme de degr�e n du caract�ere de Chern � si on �ecrit formellement c� � � � �

et c� � �� � on a pn�c�� c�� � ��n � �n��n� � Fixons � � A� 	 pour tous entiers j � d et t � et

� � A� � on pose �j � �j�j� et pn��� d� t� � pn��� �t�� d�� � t�� � t���� � Pour tout r�eel x �

on note �x� le plus grand entier � x et dxe le plus petit entier � x � Soient R le localis�e de

Note pr�esent�ee par Jean�Pierre SERRE

�



Z en l
id�eal premier ��� � vu comme un sous�anneau de Q � et �R son id�eal maximal� Un

calcul fastideux montre la formule suivante
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o�u �j�n�h est dans �R� sauf lorsque h � n � auquel cas il vaut � �

Soient �X� �� une vari�et�e ab�elienne principalement polaris�ee de dimension n � � un

diviseur th�eta et X� une intersection compl�ete g�en�erale dans X de s �el�ements de j��j �

PROPOSITION ��� Soit � � H��X�Z� � S�il existe un �br�e vectoriel topologique E de rang � sur

X� avec c��E� � �jX� et c��E� � �d���jX� � le rationnel �spn��� d� �
Ps

i������i
�
s
i

�
pn��� d� �i�

est entier�

Le caract�ere de Chern ch�E� est la restriction �a X� d
une classe chX�E� � H��X�Z� �

L
analogue du th�eor�eme de Riemann�Roch pour les �br�es topologiques ����� th� ������� mon�

tre que
R
X� td�TX��ch�E� est entier 	 or ce nombre vaut
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Puisque
R
X
chX�E�ch

�
OX���i��

�
� pn��� d� �i� � ceci d�emontre le lemme�

Soient maintenant V une sous�vari�et�e de X de classe d�� et s un entier � dim
�

Sing�V�
�

�

de sorte que l
intersection V� � V �X� est lisse� contenue dans le lieu lisse de V �

PROPOSITION ��� Si NS�X� � Z� et � � s � n� � � il existe un �br�e vectoriel �alg�ebrique�

E de rang � sur X� v�eri�ant c��E� � �d���jX� �

Puisque X est simple� le �br�e normal NV��X� � restriction de NV�X �a V� � est ample �cf�

���� prop� ����� Puisque s � n� � � le th�eor�eme ��� de loc�cit� entra� ne qu
il existe un �br�e

en droites L sur X dont la restriction �a V� est ��NV��X� � L
hypoth�ese NS�X� � Z� assure

que H��X��L�
jX�� � �� On peut donc e!ectuer la construction de Serre ����� p� �����

Remarque �� � Dans une jacobienne g�en�erale �JC� �� de dimension n � � � la sous�vari�et�e

V � Wn���C� a pour classe �� et son lieu singulier est de dimension n� � � Pour � � n � � �

V est lisse� mais n
est pas sous�canonique dans X � on a c���V� � x � � � o�u x est la classe

de Wn���C� dans V ������

�� SOUS�VARI�ET�ES DE CLASSE d�� � d IMPAIR � Soient comme ci�dessus �X� �� une

vari�et�e ab�elienne principalement polaris�ee de dimension n � � un diviseur th�eta et X� une

intersection compl�ete g�en�erale dans X de s �el�ements de j��j �

TH�EOR	EME ��� Pour n � � � n �� �� � et s � n� ��n
 � � il n�existe pas sur X� de �br�e vectoriel

topologique de seconde classe de Chern �d���jX� � d impair�

Soit E un tel �br�e 	 d
apr�es le th�eor�eme de Lefschetz� il existe � � H��X�Z� avec

c��E� � �jX� � Par la proposition �� �s�pn��� d� est entier pour s � s� � n � en particulier

pour s� � n� ��n
 � � En utilisant la formule ���� on montre qu
il existe 	�n� � � tel que

l
entier �pair� ���n��s�pn��� d� soit congru �a d modulo �R� ce qui contredit le fait que d

est impair�

TH�EOR	EME ��� Soit �X� �� une vari�et�e ab�elienne principalement polaris�ee de dimension

n � � v�eri�ant NS�X� � Z� � Toute sous�vari�et�e V de X de classe d�� � d impair� est

singuli�ere et son lieu singulier est de dimension � n��� � log� n �

�



Supposons n � �� 	 posons tn � dn��� � log� ne et supposons dim
�

Sing�V�
�

 tn �

Posons m � ��n � tn���� et s � n� �m 	 on a s � dim
�

Sing�V�
�

et s � n� � � Soit E le

�br�e vectoriel sur X� fourni par la proposition �� On a c��E� � a�jX� � et� par la proposition ��

�spn�a�� d� est entier� On peut v�eri�er que s � �m� log���m� �� � ce qui contredit le

lemme suivant�

LEMME ��� Si m � � et s � �m� log���m� �� � �sp
m�s�a�� d� n�est pas entier�

La formule ��� exprime �sp
m�s�a�� d� comme une somme dont une analyse minutieuse

des termes montre qu
il n
y en a qu
un de valuation en � minimale � il correspond �a

h � �m � s et j � �m et est le produit de ���m � s�����m��� ���m�� par une unit�e de

R� L
hypoth�ese sur s entra� ne que ��m�� ne divise pas ��m � s�����m�� � de sorte que cette

valuation est strictement n�egative�

Pour les petites valeurs de n � des arguments similaires donnent les bornes inf�erieures

suivantes sn sur la dimension du lieu singulier de V �

n sn n sn n sn n sn n sn n sn n sn n sn
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En particulier� V est singuli�ere pour n � �� � Puisque tn � � pour n 
 �� et tn � �

pour n � �� � cela montre le th�eor�eme�

�� SOUS�VARI�ET�ES DE CLASSE d�� � d PAIR � Soit �X� �� une vari�et�e ab�elienne princi�

palement polaris�ee 	 une sous�vari�et�e V de X de codimension � est une intersection presque

compl�ete si c
est le lieu des z�eros d
une section � d
un �br�e E extension de �br�es en droites

M� et M sur X� Si M �� M� � l
extension est scind�ee et V est une intersection compl�ete�

Si M � M� � que eE � H��X�OX� � Ext��M�M� est la classe de l
extension� et que s est

l
image de � dans H��X�M� � V est contenue dans le diviseur Z�s� de s et est le lieu des

z�eros d
une section de MjZ�s� � Une telle section peut s
�ecrire s� � Ds � avec s� � H��X�M� et

D � H��X�TX� �cf� ��� pour la d�e�nition de Ds �� et V peut �etre d�ecrite par les hh�equations ii

s � s� � Ds � �� o�u D � c��M� � CeE �

TH�EOR	EME 
�� Soient �X� �� une vari�et�e ab�elienne principalement polaris�ee v�eri�ant

NS�X� � Z� � et V une sous�vari�et�e lisse de X de classe e�� � avec e � 
 � On suppose

la dimension n de X minor�ee de la fa	con suivante

e � � 
 � � � � 


n � � � � � 
 � �� 


Si e � � � on suppose de plus les diviseurs th
eta non singuliers en codimension � � alors

V est une intersection presque compl�ete�

Comme X est simple� le �br�e normal N de V dans X est ample 	 puisque n � � � il

existe d
apr�es ���� th� ��� un entier a et un diviseur th�eta �� tels que �V � OV�a��� � La

�



construction de Serre fournit un �br�e vectoriel E sur X de classes de Chern a� et e�� �

dont la restriction �a V est N� Comme N est ample� on a a� � �e cos� �
n�� ������ et� vu les

valeurs de n et e � a� � �e �

LEMME "�� Il existe un entier b � a�� v�eri�ant b�a � b� � e � et un diviseur th
eta � � tels

que H�
�

X�E��b��
�
�� � � Si b�a � b� � e � V est une intersection presque compl�ete�

Si a� � �e � le �br�e E n
est pas ��semi�stable ����� �"�� th� ����� Si a� � �e � a est pair et

les classes de Chern de E���a������ sont nulles� Comme 
��X� n
a pas de repr�esentation

irr�eductible de dimension � � le �br�e E���a������ n
est pas ��stable ��"�� th� ����� Dans les

deux cas� il existe un entier b � a�� � un diviseur th�eta � et une section non nulle s de

E��b�� � Si b est maximal avec cette propri�et�e� Z�s� est vide ou de codimension � � On en

d�eduit � � c�
�

E��b��
�
� �n�� �

�
e� b�a � b�

�
n� 	 s
il y a �egalit�e� Z�s� est vide et E��b��

est extension de deux �br�es en droites� d
o�u le lemme�

Supposons b�a � b� 
 e 	 si a� b � � � on a a��� � e � �b � �da��e � d
o�u a � � et

e � ��a� �� � 
 � ce qui contredit l
hypoth�ese� D
autre part� la suite exacte de la construction

de Serre �cf� ���� donne H�
�

X�IV�a�� � b��
�
�� �� On en d�eduit b � a� � � de sorte que

a � � 
 e � a��� et e � a � � � et qu
un diviseur th�eta ��� contient V � Il est non singulier

en codimension � � donc localement factoriel ������ et V est un diviseur de Cartier dans ��� �

Comme la classe de V est e�� � on a �V 	 �e � ���jV � donc a � e � �� contradiction� On a

donc e � b�a � b� � et le lemme " entra� ne le th�eor�eme�
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