
G�eom�etrie alg�ebrique�Algebraic Geometry

Polarisations sur les vari�et�es ab�eliennes produits

Olivier Debarre �

R�esum�e � On montre qu�une vari�et�e ab�elienne polaris�ee d�e�nie sur un corps alg�ebriquement
clos se d�ecompose de fa�con unique en produit de vari�et�es ab�eliennes polaris�ees ind�ecomposables� On

donne aussi un crit�ere pour qu�une polarisation sur une vari�et�e ab�elienne produit se d�ecompose en
produit de polarisations�

Polarizations on products of abelian varieties

Abstract � We show that a polarized abelian variety de�ned over an algebraically closed �eld
splits uniquely as a product of indecomposable polarized abelian varieties� We also give a necessary
and su�cient condition for a polarization on a product of abelian varieties to split as a product of

polarizations�

Soient X une vari�et�e ab�elienne d�e�nie sur un corps alg�ebriquement clos et bX sa
vari�et�e ab�elienne duale ��M�� x ��	 
 une polarisation sur X est une classe d��equivalence
alg�ebrique de �br�es en droites amples sur X � Etant donn�e un tel �br�e L � on note �L�
la polarisation associ�ee� et �L 
 X� bX le morphisme construit dans �M�� cor� �� p� ����
d�e�ni ensemblistement par �L�x	 � ��xL� L�� � o�u �x est la translation par x � Il ne
d�epend que de �L� � et on le notera aussi ��L� � Si �X�� �L��	 et �X�� �L��	 sont des vari�et�es
ab�eliennes polaris�ees� on note �X�� �L��	� �X�� �L��	 la vari�et�e ab�elienne X� �X� munie
de la polarisation �L� � L�� � On dit qu�une vari�et�e ab�elienne polaris�ee est ind�ecomposable

si elle n�est ni nulle� ni isomorphe au produit de deux vari�et�es ab�eliennes polaris�ees non
nulles� Toute vari�et�e ab�elienne polaris�ee non nulle se d�ecompose en produit de sous�vari�et�es
ab�eliennes polaris�ees ind�ecomposables� Le but de cette note est de montrer que cette
d�ecomposition est unique� Ce r�esultat pourtant bien naturel semble nouveau� bien qu�il soit
d�ej�a connu lorsqu�on consid�ere une vari�et�e ab�elienne principalement polaris�ee �X� �O��	�	
�c�est��a�dire telle que h�

�
X�O��	

�
� � 	 
 les facteurs ind�ecomposables de X sont les sous�

vari�et�es ab�eliennes engendr�ees par les composantes irr�eductibles de � � Plus g�en�eralement�
si l�on part d�une vari�et�e ab�elienne polaris�ee quelconque �X� �L�	 � on sait que les facteurs
ind�ecomposables principalement polaris�es sont les sous�vari�et�es ab�eliennes engendr�ees par
les composantes irr�eductibles de la partie �xe du syst�eme lin�eaire jLj �th� ���� p� �� de �LB�	�
Nous n�obtenons pas de caract�erisation g�eom�etrique des facteurs ind�ecomposables dans le
cas g�en�eral�

Dans une deuxi�eme partie� nous d�emontrons un crit�ere pour qu�une polarisation sur une
vari�et�e ab�elienne produit se d�ecompose en produit de polarisations�

J��P� Serre� que je remercie d�avoir pos�e la question de l�unicit�e de la d�ecomposition
d�une vari�et�e ab�elienne polaris�ee en facteurs ind�ecomposables� a ind�ependamment obtenu
une d�emonstration di��erente du th�eor�eme �� qui est publi�ee �a la suite de cette Note�
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�� D�ecomposition d�une vari�et�e ab�elienne polaris�ee

Th�eor�eme ��� Soit �X� �	 une vari�et�e ab�elienne polaris�ee contenant des sous�vari�et�es

ab�eliennes X� � X� � Y� et Y� telles que

�X� �	 � �X�� �jX�	� �X�� �jX� 	 � �Y�� �jY�	� �Y�� �jY� 	 �

Pour i � � � � � on a

�Xi� �jXi
	 � �Xi �Y�� �jXi�Y� 	� �Xi �Y�� �jXi�Y� 	 �

Posons Zij � �Xi � Yj	� et Z � Z�� � Z�� � Z�� � Z�� � Soit K le noyau de l�appli�
cation bX� bZ 
 la composante neutre X� de ���� �K	 est un compl�ement de Z dans
X ��M�� th� �� p� ���	� Or� si Ki est le noyau de l�application bXi � bZi� � bZi� � on
a K � K� �K� � Comme �� 
 X� �X� � bX� � bX� n�est autre que ��jX� � ��jX� � on a

�X�� �jX�	 � �X�
�� �jX�

�
	 � �X�

�� �jX�
�
	 � o�u X�

i est la sous�vari�et�e ab�elienne
�
���
�jXi

�Ki	
��

de

Xi � On montre de fa�con analogue que l�on a une d�ecomposition �X�� �jX� 	 � �Y�
�� �jY�

�
	�

�Y�
�� �jY�

�
	 � o�u Y�

j est une sous�vari�et�e ab�elienne de Yj telle que X�
i � Y�

j soit �ni�

Ceci nous ram�ene au cas o�u Xi �Yj est �ni pour tous i � j � f�� �g � ce qui entra��ne
en particulier que X� � X� � Y� et Y� ont m�eme dimension m � Il s�agit de montrer que
m est nul� Soit N un �br�e en droites ample sur X repr�esentant la polarisation � � Notons
Li � NjXi

et Mj � NjYj

 on a

�Xi� �Li�	 � �Xi� �Mi� �Mi��	 �

o�u Mij est l�image inverse de Mj par l�application compos�ee pij 
 Xi � X � Y� �Y�

prj
�� Yj �

Comme le noyau de celle�ci est �ni� Mij est ample sur Xi � Supposons m non nul � on a
��M�� x ��	

h��Xi�Li	 �
�Li�

m

m�
�

��Mi�� � �Mi��	
m

m�
�

�Mi��
m

m�
�

�Mi��
m

m�
� h��Xi�Mi�	 � h��Xi�Mi�	 �

de sorte que

��	 h��X�N	 � h��X��L�	h
��X��L�	 �

�
h��M��	 � h��M��	

��
h��M��	 � h��M��	

�
�

Comme Mij est l�image inverse de Mj par l�isog�enie pij � on a d�autre part h��Yj �Mj	 	
h��Xi�Mij	 � pour tous i � j � de sorte que

h��X�N	 � h��Y��M�	h
��Y��M�	 	 h��M��	h

��M��	 �

Comme les h��Mij	 sont tous strictement positifs� on arrive �a une contradiction avec
��	 � ce qui termine la d�emonstration du th�eor�eme�

Corollaire ��� Soit �X� �	 une vari�et�e ab�elienne polaris�ee contenant des sous�vari�et�es

ab�eliennes X�� � � � �Xr et Y�� � � � �Ys telles que

�X� �	 �
rY

i��

�Yj � �jYj
	 �

sY
j��

�Yj � �jYj
	 �

�



a	 Si �X�� �jX� 	� � � � � �Xr � �jXr
	 sont ind�ecomposables� il existe une partition I� t 
 
 
 t Is

de f�� � � � � rg telle que �Yj � �jYj
	 �

Q
i�Ij

�Xi� �jXi
	 � pour tout j � �� � � � � s �

b	 Si �X�� �jX� 	� � � � � �Xr � �jXr
	 et �Y�� �jY�	� � � � � �Ys� �jYs

	 sont ind�ecomposables� on a

r � s et il existe une permutation � de f�� � � � � sg telle que Yj � X��j� pour tout j �

�� Polarisations sur un produit de vari�et�es ab�eliennes

Th�eor�eme ��� Soit L un �br�e en droites ample sur une vari�et�e ab�elienne produit

X �
Qr

i��Xi � On a h��X�L	 	
Qr

i�� h
��Xi�LjXi

	 � Pour qu�il y ait �egalit�e� il faut et il su�t

que L soit isomorphe �a LjX� � 
 
 
� LjXr
�

Il su�t de traiter le cas r � � � Pour k � � � � � notons Lk la restriction de L �a Xk � On
d�e�nit des endomorphismes p� � p� et u de X par

p��x�� x�	 � �x�� �	 � p��x�� x�	 � ��� x�	 et u�x�� x�	 � �x���x�	 �

pour tous x� � X� et x� � X� � Le morphisme �L 
 X� �X� � bX� � bX� s��ecrit

�L �

�
�L� bv
v �L�

�
�

o�u v est un morphisme de X� dans bX� � On a alors

�u�L �

�
�L� �bv
�v �L�

�
et �u�L�L �

�
��L� �
� ��L�

�
�

de sorte que �u�L�L � �p�
�
L��p�

�
L� 
 les �br�es en droites u�L � L et p��L

� � p��L
� sont

alg�ebriquement �equivalents� Pour tout rationnel t � posons

P�t	 � n� �
�
X� �p��L

� � p��L
�	�t � L��

�
�
�
�p��L

� � p��L
�	�t � L��

�n
�

o�u n est la dimension de X � On a

P�t	 � u�
�
�p��L� p��L	

�t � L��
�n

�
�
�p��L� p��L	

�t � u�L��
�n

�
�
�p��L� p��L	

��t��� � L
�n

� ���	n
�
�p��L� p��L	

����t� � L��
�n

� ���	nP��� t	 �

Par �K�� th� �� les racines de P sont r�eelles positives 
 comme ��� � �	 	 � pour
tout r�eel � � le produit des racines de P � c�est��a�dire ��X�L		��X� p��L� p��L	 � est
plus petit que � � Comme L et p��L � p��L sont amples� on a ��X�L	 � h��X�L	 et
��X� p��L� p��L	 � h��X� p��L� p��L	 
 ceci prouve l�in�egalit�e du th�eor�eme� S�il y a �egalit�e�
les racines du polyn�ome P�t� �	 sont toutes nulles� de sorte que L et p��L � p��L sont
alg�ebriquement �equivalents �loc�cit�	� Comme ils ont m�emes images inverses par p� et p� �
ils sont isomorphes ��M�� �ii	 p� ��	�

Si X� et X� sont des sous�vari�et�es ab�eliennes d�une vari�et�e ab�elienne X � on d�e�nit
X� 
X� comme le degr�e de l�application X� �X� � X qui �a �x�� x�	 associe x� � x� �
C�est aussi le degr�e du produit d�intersection des classes de X� et X� dans l�anneau de
Chow de X �

�



Corollaire  �� Soient X une vari�et�e ab�elienne� et X� et X� des sous�vari�et�es ab�eliennes

de X � Si L est un �br�e en droites ample sur X � on a

�X� 
X�	 h
��X�L	 	 h��X��LjX� 	 h

��X��LjX�	 �

On peut supposer d � X� 
X� non nul� de sorte que l�application 
 
 X� �X� � X est
une isog�enie de degr�e d � Le th�eor�eme donne

h��X� �X�� 

�L	 	 h��X��LjX�	 h

��X��LjX� 	 �

Ceci montre le corollaire puisque h��X� �X�� 

�L	 � dh��X�L	 �
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