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Résumé — On monire qu’une variété abélienne polarisée définie sur un corps algébriquement
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clos se décompose de fagon unique en produit de variétés abéliennes polarisées indécomposables. On
donne ausst un critere pour qu’une polarisation sur une variété abélienne produit se décompose en
produit de polarisations.

Polarizations on products of abelian varieties

Abstract — We show that a polarized abelian variety defined over an algebraically closed field
splits uniquely as a product of indecomposable polarized abelian varieties. We also give a necessary
and sufficient condition for a polarization on a product of abelian varieties to split as a product of
polarizations.

Soient X une variété abélienne définie sur un corps algébriquement clos et X sa
variété abélienne duale ([M], §13); une polarisation sur X est une classe d’équivalence

algébrique de fibrés en droites amples sur X. Etant donné un tel fibré L, on note [L]
la polarisation associée, et ¢1, : X — X le morphisme construit dans [M], cor. 5, p. 131,

défini ensemblistement par ¢p(z) =L@ L', ot 7, est la translation par z. Il ne
dépend que de [L], et on le notera aussi o). Si (Xy,[L1]) et (Xg,[L2]) sont des variétés
abéliennes polarisées, on note (Xj,[L1]) x (Xz,[Lz]) la variété abélienne X; x X, munie
de la polarisation [L; K Ls]. On dit qu'une variété abélienne polarisée est indécomposable
si elle n’est ni nulle, ni isomorphe au produit de deux variétés abéliennes polarisées non
nulles. Toute variété abélienne polarisée non nulle se décompose en produit de sous-variétés
abéliennes polarisées indécomposables. Le but de cette note est de montrer que cette
décomposition est unique. Ce résultat pourtant bien naturel semble nouveau, bien qu’il soit
déja connu lorsqu’on consideére une variété abélienne principalement polarisée (X, [O(0)])
(c’est-a-dire telle que hO<X, (’)(@)) = 1) : les facteurs indécomposables de X sont les sous-
variétés abéliennes engendrées par les composantes irréductibles de O . Plus généralement,
si l'on part d’une variété abélienne polarisée quelconque (X,[L]), on sait que les facteurs
indécomposables principalement polarisés sont les sous-variétés abéliennes engendrées par
les composantes irréductibles de la partie fixe du systeme linéaire |L| (th. 3.1, p. 78 de [LB]).
Nous n’obtenons pas de caractérisation géométrique des facteurs indécomposables dans le
cas général.

Dans une deuxieme partie, nous démontrons un critere pour qu’une polarisation sur une
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variété abélienne produit se décompose en produit de polarisations.

J.-P. Serre, que je remercie d’avoir posé la question de l'unicité de la décomposition
d’une variété abélienne polarisée en facteurs indécomposables, a indépendamment obtenu
une démonstration différente du théoreme 1, qui est publiée a la suite de cette Note.
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1. Décomposition d’une variété abélienne polarisée

Théoréeme 1.— Soit (X, \) une variété abélienne polarisée contenant des sous-variétés
abéliennes Xy, Xo, Y1 et Yo telles que

(Xv /\) = (le/\|x1) X (X27/\|X2) = (Ylv/\|Y1) X (Y27/\|Y2) :
Pour 1=1, 2, on a

(Xi,/\|xi) ~ (Xz N Yl,/\

X;nv:) X (X MYz, A

X,'OYQ) .

Posons Z;; = (X; NY;)? et Z=17Z11 x Z12 X Za1 X Za2 . Soit K le noyau de l'appli-
cation X — Z; la composante neutre X' de qb;l(K) est un complément de Z dans
X ([M], th. 1, p. 173). Or, si K, est le noyau de l'application X; — Z;1 X Z;2, on
a K=Ky xK;. Comme ¢y :X; x Xy = Xy x Xy n’est autre que ¢>‘|X1 X ¢>\|x2v on a

(X Alxr) = (X, Alxr) X (X3, A[xy ), ot X} est la sous-variété abélienne <¢;|1X(Kz)>0 de

X;. On montre de fagon analogue que l'on a une décomposition (X', A[x/) = (Y], Alys)x
(Y5, Alyz), ott Y est une sous-variété abélienne de Y telle que X; N Y’ soit fini.

Ceci nous ramene au cas ou X; NY; est fini pour tous ¢, j € {1,2}, ce qui entraine
en particulier que X;, Xz, Y1 et Yy ont méme dimension m. Il s’agit de montrer que
m est nul. Soit N un fibré en droites ample sur X représentant la polarisation A. Notons

L; =N|x, et M; =Nly, ;ona

(X, [Li]) ~ (X4, [Mir @ My2])

ou M;; est 'image inverse de M; par ’application composée p;; : X; C X =Y X Y, Py Y.
Comme le noyau de celle-ci est fini, M;; est ample sur X;. Supposons m non nul; on a

(M], §16)

oLy = " (Ma] + M)

m! m!

[Mi1] n Ma]™ hO(Xi, Mir ) + h°(Xi, Miz)

m! m!

Y

de sorte que
(%) RO(X,N) = h%(X;y,L; )R (X3, Ly) > (ho(l\/[u) + hO(M12)> (ho(l\/[21) + hO(M22)> .

Comme M;; est I'image inverse de M; par l'isogénie p;; , on a d’autre part h%(Y;,M;) <
hO(X;,M;;), pour tous ¢, j, de sorte que

RO(X,N) = RO (Y1, M1)h®(Yz, M) < 2%(My1)R°%(Ma2)

Comme les h°(M;;) sont tous strictement positifs, on arrive & une contradiction avec
(%), ce qui termine la démonstration du théoréme. =

Corollaire 2.— Soit (X,\) wune variété abélienne polarisée contenant des sous-variétés
abéliennes Xy,..., X, et Yq,..., Y, telles que

r S

(XA = [T A, ) =TT Al -

i=1 j=1



a) St (X1, A|xy )y (Xp, Alx, ) sont indécomposables, il existe une partition Iy U--- U1,
de {1,...,7} telle que (Y;,Ay;) = Hielj (X5, Alx;), pour tout 3 =1,...,5.

b) S1 (X1, Alx, ), (X Alx, ) et (Y1, My, ).+, (Ys, Ay, ) sont indécomposables, on a

r = s et il existe une permutation o de {1,...,s} telle que Y; = X, ;) pour tout j.

2. Polarisations sur un produit de variétés abéliennes

Théoreme 3.— Soit L wun fibré en droites ample sur une variété abélienne produit
X =]l Xi. Ona R°(X,L) <[z, h°%(Xi,L|x,) . Pour qu’il y ait égalité, il faut et il suffit
que L soit isomorphe ¢ L|x, K- KL

X, -

Il suffit de traiter le cas r = 2. Pour k=1, 2, notons L la restriction de L a Xj. On
définit des endomorphismes py, ps et u de X par

pl(x17x2):(x170) ’ p2(x17x2):(07x2) et u(l’l,xz):(l'l,—l'z) ’

pour tous ¥y € X; et x5 € X5 . Le morphisme ¢, : X; x Xo — }21 X }22 s’écrit

_ (¢, v
qu_(U ¢L2>7

ou v est un morphisme de X; dans X5 . On a alors

o qb 1 _6 _ 2¢ 1 0
Dur1, = <—Lv ¢L2> et durLoL = < OL 2¢L2> )

de sorte que ¢yl = Gprrzeprr2 : les fibrés en droites u*L @ L et piL? @ p3L? sont
algébriquement équivalents. Pour tout rationnel ¢, posons

P(t) = n! x(X, (piL? @ psL2)* @ L7Y) = ((piL> @ psL2)®" o L7 ",
ou n est la dimension de X. On a

P(t) = u*((piL @ psL)*" @ L71)" = ((piL @ p;L)** @ «*L7")"
= ((piLepL)®2 oL)" = (~1)"(PLop;L)*C 0 o L™H)" = (-1)"P(2 — 1) .

Par [K], th. 2, les racines de P sont réelles positives; comme «(2 —a) <1 pour
tout réel «, le produit des racines de P, cest-a-dire Y (X,L)/x(X,piL® piL), est
plus petit que 1. Comme L et piL ®piL sont amples, on a y(X,L) =h"X,L) et
(X, piL @ piL) = RO(X, pfL @ piL) ; ceci prouve l'inégalité du théoréme. S’il y a égalité,
les racines du polynome P(¢+ 1) sont toutes nulles, de sorte que L et piL @ p5L sont
algébriquement équivalents (loc.cit.). Comme ils ont mémes images inverses par p; et pa,
ils sont isomorphes ([M], (ii) p. 75). =

Si Xy et X5 sont des sous-variétés abéliennes d’une variété abélienne X, on définit
X; - Xy comme le degré de l'application X; x Xy — X qui & (a1,22) associe x1 — a2 .
C’est aussi le degré du produit d’intersection des classes de X; et X; dans l'anneau de

Chow de X.



Corollaire 4.— Soient X une variété abélienne, et X; et Xy des sous-variétés abéliennes
de X. S1 L est un fibré en droites ample sur X, on a

(Xl X2) hO(XvL) < hO(X17L|X1) hO(X27L|X2) :

On peut supposer d = X - Xy non nul, de sorte que "application 7 : X3 x Xy — X est
une isogénie de degré d. Le théoreme donne

hO(X1 X XQ,F*L) S hO(X17L|X1) hO(X27L|X2) .

Ceci montre le corollaire puisque h%(Xy x Xz, 7*L) = dh*(X,L). =
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