THEOREMES DE LEFSCHETZ POUR LES LIEUX DE DEGENERESCENCE
O. Debarre

Soient X une variété complexe projective lisse connexe et Y le lieu des zéros d’une
section d’un fibré en droites ample sur X. Le théoreme de Lefschetz énonce que la restriction
HP(X,Z) — HP(Y,Z) est bijective pour p < dimX — 1, injective pour p=dimX — 1. Cela
entraine le théoreme de Bertini : Y est connexe si sa dimension est au moins 1. Dans le méme
ordre d’idées, Grothendieck a montré que les groupes de Picard de X et de Y sont isomorphes

(quelles que soient les singularités de Y !) si dimY > 3.

Etant donnés des fibrés vectoriels E et F sur X de rangs respectifs e et f, et un

morphisme u : E — F, on considere les lieux de dégénérescence
D, ={reX|rg(uy) <r},

munis de leur structure réduite. Fulton et Lazarsfeld ont démontré dans [FL] l'analogue du
théoreme de Bertini : si Hom(E,F) est ample, D, est connexe si sa dimension attendue
O(r) = dim(X) — (f —r)(e —r) est au moins 1. Nous poursuivons leurs méthodes pour obtenir
des extensions des théoremes de Lefschetz et Grothendieck mentionnés plus haut. Il y a plusieurs

cas de figure :

e si D,_; est vide, on peut complétement décrire (¢f. (1.1)) la cohomologie entiere de
D, jusqu’en degré §(r) —1. Si D, est normal, et que 'on a les inégalités 0 < r < min{e, f}
et §(r) > 3, le groupe de Picard de D, est isomorphe & Pic(X) G Z.

e Si au contraire suffisament des lieux Dy, pour s < r, sont non vides, la restriction
HP(X,Z) — HP(D,,Z) est un isomorphisme pour p assez petit (¢f. th. 2.2 pour un énoncé
précis). Par exemple, si D, est normal, que D,_; n’est pas vide ou que r = 0, et que §(r) > 3,
les groupes de Picard de X et de D, sont isomorphes (cor. 3.4).

Dans [E]|, Ein montre ces résultats sur le groupe de Picard dans le cas ou E est
trivial, en supposant seulement J(r) = 2 mais aussi F «suffisamment ample» et u général
(c’est une extension du théoreéme de Noether-Lefschetz sur le groupe de Picard d’une surface
générale dans P? ). Lépez ([Lo]), puis Ellingsrud et Peskine ([EP]), étudient le cas des surfaces
générales de P* projectivement de Cohen-Macaulay (qui sont des lieux de dégénérescence
avec r =e — 1= f —2). D’autre part, pour r = min{e, f} —1 et D,_; vide, toujours sous
les hypotheses F «suffisamment ample » et u général, Spandaw détermine dans sa these les
classes algébriques de H*"(D, Z).

Nous nous intéressons ensuite au cas d’'un morphisme u : E — E* @ L antisymétrique.

Tu a démontré que si A2E* @ L est ample, le lieu de dégénérescence

A, = {z € X |rg(u,) < 2r}
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des extensions des théorémes de Grothendieck et Lefschetz dans ce cadre : la restriction
Pic(X) — Pic(A;) est bijective si A, est normale et a(r) > 3, et

est connexe si sa dimension attendue a(r) = dim(X) — ( ) est au moins 1. Nous obtenons

e si A, est vide, on peut décrire (th. 4.1) la cohomologie entiere de A, jusqu’en degré
alr)—1;
e si au contraire suffisament des lieux Ag, pour s < r, sont non vides (¢f. th. 5.1 pour

un énoncé précis), la restriction HP(X,Z) — HP(A,,Z) est un isomorphisme pour p assez petit.

Nous terminons par ’étude du cas des fibrés orthogonauz (dont le cas des morphismes
antisymétriques est un cas particulier) : on se donne un fibré vectoriel V de rang pair sur
X muni d’une forme quadratique non dégénérée a valeurs dans un fibré en droites L et des
sous-fibrés E et F totalement isotropes maximaux de V. On montre un théoreme de Bertini

pour les lieux de dégénérescence

O"={e e X|dimE, NF;)>r et dim(E;NF,)=r (mod 2)};

r
2

moins 1. Cela entraine en particulier que les lieux de Brill-Noether d’une variété de Prym

si E*QF*®@L est ample, O" est connexe si sa dimension attendue dim(X) — ( ) est au

P (définis dans [W]) sont connexes dés que leur dimension attendue est strictement positive,

et irréductibles lorsque P est générale.

Il est probable que les résultats de type Lefschetz obtenus dans le cas antisymétrique

subsistent dans ce cas, mais je ne sais pas le démontrer (¢f. (6.3)).

Dans cet article, tous les schémas sont de type fini sur le corps des nombres complexes.

On désigne par F un corps fini ou égal a Q.

Je remercie R. Laterveer et W. Fulton de leurs conseils, ainsi que P. Pragacz pour sa

lecture attentive d’une premiere version de cet article et ses remarques pertinentes.

I. Lieux de dégénérescence

1. Le résultat de Fulton et Lazarsfeld

Soient X une variété complexe projective irréductible et E et F des fibrés vectoriels sur

X de rangs respectifs e et f. Soit v :E — F un morphisme; on considere
DT = {l’ € X | rg(ul’) S r}red y

on note ¢, l'inclusion D, < X et on pose §(r) = dim(X) — (f — r)(e — r). Par la suite, nous

supposerons toujours e < f (ce que l'on peut toujours faire quitte a remplacer u par son dual).

(1.1)  Soient 7 : G = G(e —r,E) = X le fibré en grassmanniennes et S le fibré tautologique

de rang e —r sur G. Soit Y le lieu des zéros de la composée
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S 7B Y 2*F .
Le morphisme 7 induit par restriction un morphisme =':Y — D, propre surjec-
tif, birationnel au-dessus de D,-D,_;, de fibre G(e —r,e —1) au-dessus de D;-D;_;.
Fulton et Lazarsfeld montrent que si Hom(E,F) est ample, HI(G-Y,F) s’annule pour
g > dim(X) + (f + r)(e — r) . Par dualité de Lefschetz, on en déduit, si X est lisse, H?(G,Y;F) =0
pour p < 4(r).

La dualité de Lefschetz n’est valable que lorsque G—=Y est lisse. Elle est remplacée dans

le cas général par une suite spectrale
EX =HP(G-Y,H_,(G.F))=H_,_,(G,Y;F),

ou H,(G,F) est le faisceau de fibre H,(G,G—{2};F) en un point = de G ([H1], p. 548).
Lorsque G-=Y est localement intersection complete, le support de Hgim(a)+i(G,F) est de
dimension au plus 7, pour tout ¢ € Z ([H1], lemma 4, p. 550). Or la démonstration de Fulton

et Lazarsfeld montre que pour tout fermé Z de X, la dimension cohomologique de #~1(Z)=-Y

est au plus dim(7~1(Z)) + f(e —r) — 1. On en déduit!

Ef*=0 pour p>-—q—dim(G)+ fle—r)—1,
d’ou de nouveau
(1.2) H,(G,Y;F)=0 pour p<dim(G)— fle —r)=4(r),
sous l'hypothése que X=Dg est localement intersection compléte? .

(1.3) Supposons D,_; vide et notons ¢ 'inverse dans H*(D,,Z) de la classe de Chern totale
du fibré vectoriel Ker(u|p,). La discussion ci-dessus entraine que la cohomologie de D, est,
en degré < p, celle du fibré en grassmanniennes G. Comme cette derniere est calculée par

exemple dans [F1], prop. 14.6.5, on en déduit que "application

b P F) — H?(D,,F)

> an — TaAxa(e) - ay

Les faisceaux H4 ne sont localement constants que sur chaque strate d’une stratification de Whitney

1
de G, et il faut en fait raisonner strate par strate comme dans [H2], Lemma 3, p. 134.
On a une autre suite spectrale

EYY = HP(G,Y;H—g(G,F)) = H_p—¢(G=Y,F) ,

qui permet de montrer que ’on a une inclusion H!(G,Y;Q) — H, dim(G)—1(G =Y, Q) sous la seule
hypothése que G est normale ([FL], lemma 1.3). Il en résulte que D, est connexe dés que é(r) > 0|

sans hypothese sur les singularités de X.



est injective pour p < §(r), bijective pour p < §(r). On a employé les notations standard
A=A+ 4 Ay : Ax(e) = det(en4j—i)i<ij<e—r -

Exemple 1.4. Soient C une courbe projective lisse de genre g et Jy la jacobienne des classes
d’isomorphisme de fibrés en droites de degré d sur C. Il est montré dans [FL] que la sous-
varieté W37 de J4 qui parametre les classes d’isomorphisme de fibrés en droites L sur C tels
que h(C,L) > s peut s’interpréter comme le lieu D, pour un morphisme u : E — F de fibrés
vectoriels sur Jg, avec r=e—s—1 et f=e+g—1—d, et que Hom(E,F) est ample. La
variété Y correspondante est habituellement notée Gj ([ACGH], IV, § 3); elle parametre les
paires (A, [L]), ou L est un fibré en droites de degré d sur C et A un sous-espace vectoriel
de H°(C,L) de dimension s+ 1. Par exemple, GJ n’est autre que le produit symétrique Cg4,

et on déduit de (1.3) un isomorphisme

H(Cq,Z) = €D [Caea]! - *HP~2(JC, Z)
0<25<p
pour p < d. C’est un cas particulier de [M], (6.3). On peut calculer de la méme fagon les groupes

HP(G5,Z) pour p<g—(s+1)(g—d+s).

Nous aurons besoin d’une généralisation (basée sur les idées de [S]) du résultat de
connexité de Fulton et Lazarsfeld, qui fait intervenir la notion de d-connexité. Rappelons qu’'un
schéma X est dit d-connexe s’il est de dimension > d et si, pour tout sous-schéma fermé 7 de

X de dimension < d, le schéma X -7 est connexe. Les propriétés suivantes sont classiques :

1) un schéma est (—1)-connexe si et seulement s’il est non vide; il est 0-connexe si et

seulement s’il est connexe.

2) Un schéma irréductible de dimension d est (d— 1)-connexe. Toute composante

irréductible d’un schéma d-connexe est de dimension > d.

3) Si X est réunion de sous-schémas fermés d-connexes Xy,...,X,,, il est d-connexe si
et seulement si, pour tous 7 et 7, il existe des indices 1g,21,...,1,, avec ig =1 et 1, = j tels
que dim(X;, NX

iu+1)2dpourtout v=0,...,m—1.

Proposition 1.5.— Soient X un schéma projectif d-connexe, E et F des fibrés vectoriels sur
X de rangs respectifs e et f, avec Hom(E,F) ample, et u:E — F wun morphisme partout de
rang < k.

Pour tout r <k, le liew D, est (d—(f —r)(e—r)+ (e —k)(f —k))-conneze. En par-
ticulier, si X est irréductible de dimension > (f —r)(e —r) — (e — k)(f — k), le liew D, est

conneze.
Démonstration. Il suffit de traiter le cas kK =r + 1 ; posons
d=d—(f-r)e=r)+(e—k)(f-k)=d—e—f+2r+1.
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Notons Xi,...,X,, les composantes irréductibles de X ; elles sont toutes de dimension
> d par 2). Par [S], Lemma 4.1.3 (qui se démontre aussi a partir de [ACGH], prop. (1.3), p. 307,
en prenant des sections hyperplanes), chaque intersection X; N D, est d’-connexe. Pour tous 1
et j, il existe par 3) des indices ig =1,i1,...,0m = J tels que dim(X;, N X;, ., ) > d pour tout

v=20,...,m—1. On a par loc.cit.
dim(XiU N Xiu+1 N Dr) > d ,
pour tout v, de sorte que D, = U;(X; N D,) est d’-connexe par 3). =

2. Un théoréme de Lefschetz

(2.1) Restons dans la situation du §1, dont nous gardons les notations. Comme remarqué
dans [FL], Uapplication H?(¢,,F) est injective pour p < 4(r). On posera £(0) =1, (1) =2
et, pour tout entier k strictement positif, £(2k) =0 et ¢(2k +1)=1.

Théoreme 2.2.— Soit X une variété projective irréductible localement intersection compléte.
Soient E et F des fibrés vectoriels sur X, avec Hom(E,F) ample, et v : E — F un morphisme.
Supposons [F] < r et 8(r —[F]) = e(m) ; Uapplication HP(v,,Z) est bijective pour p < m.

Démonstration. Elle consiste a comparer les suites spectrales de Leray pour 'application
7: G — X et sa restriction 7’ : Y — D,.. Les fibres de ces deux applications étant des grass-
manniennes, les faisceaux R77,Z et Ri7,Z sont nuls pour ¢ impair, de sorte que "EL'? = "EL

et ”/Eg’q = ”/Eg’q. D’autre part, par le théoreme de Leray-Hirsch, la suite spectrale
"BEX! = HP(X,Ri7,.Z) = H'YG,Z)

dégénere en Ey et les applications HY(G(e — r,P¢),Z) — HY(X,Ri7,Z) sont surjectives, de
sorte que les faisceaux R?7,Z sont constants. Soit  un point de X, on a
(R¥7,Z), ~ H*(G(e —r,€),Z) ~ - 7

P>A1> > AL, 20
At Ae_r=q

et, st + € D;=D;_1,
(R¥7'Z), ~ H*(G(e —r,e — 1), Z) ~ - Z .

PI2A12 2N 20
M4 HAe_p=q

En particulier, la restriction R*¢x,Z — R?‘7lZ est surjective pour tout ¢. Son noyau
Koy est nul sur D,_, et, comme R%7,Z, il est constant®sur chaque D;-D;_;. Plus

précisément, il existe une filtration

Ozfocf1C"'quCFq+1:IC2q,

3 Alternativement, on peut faire tout le raisonnement avec des faisceaux localement constants a la
place de Z, puisque le résultat de Fulton et Lazarsfeld que 1’on utilise plus bas est aussi valable

avec ces falsceaux.



vérifiant Fiyq /F; o~ Z;{_DT_q_H pour 0 < < ¢, oules r; sont des entiers.

L’assertion & démontrer découle de (1.2) pour m = 0 ; supposons-la vraie pour tout entier
< m. On peut supposer aussi r < e ; on vérifie que dans ce cas, on a pour tous entiers ¢t > s > 0

les inégalités
(2.3) O(t) > 0(t—s)+ s(s+2)

(2.4 (1) + 15l +2) > ¢

Premier pas. Supposons 0 <p<m et g+ [5] <r. Ona

H%(Kq,) =0 si 0(r—q)>0;
B (Ky) =0 s 8(r—gq—[5]) > e(p).

Considérons la suite de cohomologie associée a la suite exacte

0—>ZX—D —>Zx—>ZD — 0.

r—q+i r—q+i

Le théoreme de Fulton et Lazarsfeld (¢f. (1.2)) entraine que HO(ZX_DT_(H_i)
lorsque 6(r — ¢ +14) > 0. Comme la fonction § est croissante, on en déduit H?(Ks,) = 0 lorsque

d(r—gq)>0.

est nul

D’autre part, on a par (2.1) des suites exactes

0 — HP(Zx) — H?(Zp ) — HPTY(Zx —p ) =0

r—q+i r—q+i

lorsque p < §(r — ¢ + i) ; 'hypothese de récurrence entraine alors HP*!(Zx —p,_ ;) = 0 sil’on
a de plus 6(r —q+1i—[5]) > e(p) et p <m. Comme la fonction § est croissante, on a donc

HP T (Kyq) = 0 lorsque &(r — g — [5]) > e(p) et p < m, puisque l'on a alors, par (2.3) et (2.4),

8(r—q) 2 8(t =g = [5) + 51 +2) Zep) + [SHE1+2) > p.

Ceci montre le premier pas.

Deuxieme pas. Supposons [F]<r et 6(r—[F])>e(m). Lapplication naturelle

(o4 TERd — ”/E&q est  injective  pour p<m et p+qg<m. Dautre part,
"Em0 ~ "Ey? ~H™(D,,Z).

Supposons p 4 2¢ < m. L’hypothese d(r — [F]) > e(m) entraine

et, sl p+2g<m,



en effet, si ¢+ [L] < [F], cela découle de (2.3), et si g+ [£] =[%F], on a ¢(p) < e(m). On

considere le diagramme commutatif :

HP(ICZq)
HP(X,R¥7m,Z) 2>  HPH(X,R¥2m,Z)
l L??q l L1§+3,2q—2

HP(D,,R¥x'Z) =5  HrH3(D,,R272rx!Z)

l

HPH(IC?q) )

il résulte du premier pas que 'application L3’2q est injective, et bijective si p 4 2g < m.
Supposons maintenant p+ ¢ < m ; comme "dy'?Y =0, on a ”ldg’q =0 pour p+qg<m.

En particulier, "Ef'? est un sous-groupe de "EL'? qui lui est égal pour p =m et, le méme

raisonnement s’appliquant a chaque cran de la suite spectrale, "E2:Y est un sous-groupe de

”/Eg’q qui lui est égal pour p = m, de sorte que (29 est injective.

Conclusion. Supposons p+q < m et §(r — [5]) = ¢(m) ; on en déduit §(r) > m par (2.3) et
(2.4), de sorte que la restriction p: HPTY(G,Z) — HPT4(Y,Z) est bijective par (1.2). Comme
(1 est injective (deuxiéme pas), il en résulte que Grp est bijective, ainsi donc que /™9, qui,

par le deuxieme pas, n’est autre que H™(¢,,Z). =

Remarque 2.5. On a R?*7.Z ~Zp _,, d’ott un diagramme commutatif & lignes exactes, ot

tous les groupes de cohomologie sont a coefficients dans Z :

0= m2X) 9 me) - Bx) % B 9 ma) - HY(X)

le(L,,) l \LHO(Lr—l)/ N lHS(“’) l lHl(Lr_l)

H?(Y) — HO(D,_;) -2 HD,) -5 H3(Y) = H'Y(D, )

~—

Supposons 0 <r < e et §(r) >3.Si D,_1 n’est pas vide, on en déduit le diagramme

0 — HMX) T HYG) —  H'(X)

l L l [N

0 — Z' —» HD,) & H(Y) — HY(D,..),



ou ¢ est le nombre de composantes connexes de D,_; . En particulier, le conoyau de I'injection
H3(¢r, Z) contient Z°~! :il peut étre arbitrairement grand et ne peut étre controlé seulement

par une condition sur §(r).

Exemple 2.6. On garde les notations de lexemple 1.4. et on suppose
g—(s+1+[F)g—d+[F]) >e(m). Le théoreme entraine que la restriction
H?(J4,Z) — HP(W},Z) est bijective pour tout p < m. Soit a: Cq — Jq Papplication d’Abel-
Jacobi. La variété C§=a '(W$) parametre les diviseurs effectifs D sur C tels que

R°(C,0c(D)) > s ([ACGH], IV, § 1). Avec les notations de § 1, on a un diagrame commutatif

PS ", PE
L l

G=G(+1,E) 5 Jy

qui induit par restriction le diagrame commutatif

UG T

l le

!

Y=G; T W

La fibre de 7 en un point D est la grassmannienne G(s, H°(C,Oc(D))/C -sp).
Le raisonnement de la démonstration du th. 2.2 s’applique aux morphismes 7 et 7
st g— (s +14+[5])(g—d+[F]) =e(m), la restriction H?(PE,Z) — HP(Cj},Z) est bijective
pour p < m ; comme la restriction HP(PE,Z) — HP(Cy4,Z) est bijective pour p < d (ex. 1.4),
on en déduit que la restriction HP(Cq,Z) — HP(C3,Z) est bijective pour p < m.

3. Groupes de Picard et cohomologie du faisceau structural

Pour obtenir des informations sur la cohomologie de Op, connaissant celle du faisceau
Cp, , il est utile d’avoir des informations sur les applications naturelles

Oz% : Hp(]:)r7 CDT) — Hp(]:)r7 ODT) .

r

La théorie de Hodge entraine qu’elles sont surjectives si D, est lisse, ce qui n’est
malheureusement que rarement le cas. Par les travaux de du Bois, Kollar et Steenbrink ([K],
cor. 12.9), cela reste vrai si D, n’a que des singularités rationnelles, ce qui n’est le cas que dans
la situation générique (les singularités déterminantielles sont rationnelles). Nous démontrons
un résultat similaire avec des hypotheses plus faibles; nous dirons qu'un schéma X wvérifie la
propriété (P,) s'il est régulier en codimension p et de profondeur > p en ses points fermés de

codimension > p. Un schéma normal vérifie (Py).
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Proposition 3.1.— Soit X une variété projective vérifiant la propriété (P,). L application o
est surjective et

H?(X, Ox) ~ Gr} Gr,' H(X,C) .

Démonstration. Si X est de dimension < p, il est régulier et la proposition est claire. Supposons
donc X de dimension > p. Soit L un faisceau inversible ample sur X. Comme X est de
profondeur > p en ses points fermés, il existe par [G2], Exp. XII, cor. 1.4, un entier mg tel
que HY(X,L™™) =0 pour i < p et m > mg. Le sous-schéma Y de X défini par 'annulation
de p sections générales de L0 est régulier et, si ¢ est 'inclusion de Y dans X, la restriction
HP(:, O) est injective.

Considérons les complexes Q% et Q) construits par du Bois dans [dB]. On a un

diagramme commutatif
H/(X,C) 2% HA(X.0x) 25 H/(X.0%)

! [ o) !

HY(Y,C) =% HI(Y,0y) 25 HP(Y.0%).

ou B3 est bijective car Y est lisse, et HP (¢, O) est injective comme on vient de le voir, de sorte

que (% est injective. Mais (3% o a% est surjective car X est propre, donc (3% est surjective,

donc bijective, et ok est surjective.

Soit 7 : X — X une désingularisation de X. Comme ¢ se factorise a travers =, on a un

diagramme commutatif

HP (7,C) ~
H/(X,C) —— Hr(X,C)

ak l o l
X
HP (,0) N
HP(1,0): HP(X,0x) —— HP(X,05) — HP(Y,Ov),
qui entraine que HP(7,O) est injective. Le noyau de H? (7, C) est W,_1HP(X,C) ([De], prop.
8.2.5); on en déduit of (W,_1H?(X,C)) =0 et un diagramme
Gry H/(X,C) —  HP(X,C)
o | o2 |
HP (,0) N
HP(X, Ox) E— HP(X, Og) .
Le noyau de a% est donc

Gr)¥ H? (X, C) N Ker of = Gr)Y H?(X,C)NF'H’(X,C) .

Comme les morphismes de structures de Hodge sont stricts, le membre de droite est

! Grzv HP(X,C), ce qui prouve la proposition. =
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Corollaire 3.2.— Soitent X et Y des variétés projectives et f:Y — X wun morphisme. On
suppose que X vérifie la propriété (P,).

a) St HP(f,C) est injective, il en est de méme de HP(f,O).

b) Si Y wvérifie la propriété (P,) et que HP(f, C) est bijective, il en est de méme de
HP(f,0).

Démonstration. Soit 7:Y = Y une désingularisation de Y . La composée
Gr)' HP(X,C) — Gr)) HP(Y,C) — HP(Y,C)

est injective car le morphisme de droite l'est par [De], prop. 8.2.5.2 et le morphisme de gauche
par hypothese, puisque les morphismes de structures de Hodge mixtes sont stricts. On en déduit

que 'application induite
Grl Gr)' HP(X,C) — Gi H'(Y,C) ,

qui par la proposition s’identifie & HP (7 o f, O), est aussi injective, d’ou1 a). Le b) résulte du

fait que les morphismes de structures de Hodge mixtes sont stricts. m

On veut maintenant montrer un résultat analogue pour les groupes de Picard. Si X
est une variété projective, on note Pic(X) son groupe de Picard, Pic’(X) la composante
connexe de 1’élément neutre, et NS(X) le quotient Pic(X)/Pic?(X) ; c’est un sous-groupe de
H2(X,Z), il est abélien de type fini. Si X est normale, Pic’(X) est une variété abélienne ([G1],
cor. 3.2) dont l'espace tangent & l'origine est H' (X, Ox) et le groupe Pic(X) est isomorphe a
Pic’(X) @ NS(X).

Proposition 3.3.— Soient X et Y des variétés projectives irréductibles, avec X normale, et

f:Y — X un morphisme.

a) Si HY(f,Z/(Z) est injective pour tout entier { premier, Pic’(f) est injective.

b) Si HY(f,Z) est bijective et que H?(f,Z/(Z) est injective pour tout entier { premier,
Pic(f) est injective et son conoyau est sans torsion; si de plus Y est normale, Pic®(f) est
bijective.

c) Si X wvérifie (P2), que Y est normale et que H'(f,Z) et H%(f,Z) sont bijectives,
Pic(f) est bijective.

Démonstration. Pour tout entier premier ¢, on a un diagramme commutatif issu des suites

N
exactes 0—}/,Lg—>GmQ>Gm—>O pour X et Y :

HO(X,0%) — HYX,Z/(Z) — Pie(X) =5 Pie(X) — H2(X,Z/(Z)

LHocr0m) Lutrz/ez) L pictr) L pictr) Lu2er,z/02)
HO(Y,0%) — HYY,Z/0Z) — Pic(Y) =% Pie(Y) — HXY,Z/(Z)
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Les hypothéses de a) entrainent que la multiplication par ¢ est injective sur le noyau de
Pic(f), donc sur celui de Pic®(f), qui est ainsi sans torsion. Comme c’est un sous-groupe d’une
variété abélienne, il est nul, d’ou a).

Sous les hypotheses de b), NS(f) est injective, donc aussi Pic(f) par a). Le diagramme
ci-dessus montre que la multiplication par ¢ est injective sur le conoyau de Pic(f), qui est
donc sans torsion. Si Y est normale, le cor. 3.2 montre que 'application tangente a Pico(f)
est bijective, d’ou b).

Sous les hypotheses de ¢), le cor. 3.2 entraine que H'(f, O) est bijective et H(f, O) in-
jective. Une chasse au diagramme issu des suites exactes exponentielles 0 - Z — O — O* — 0

pour X et Y permet de conclure. m

Placons-nous dans la situation du §1, en supposant pour simplifier X lisse. Le cor. 3.2
et (2.1) entrainent que HP(¢,, O) est injective pour p < é(r). Si D, est normal et §(r) > 2,
Papplication H!(¢,, Q) est bijective par le th. 2.2 et le cor. 3.2. Plus généralement, si
d(r —[p/2]) > e(p) et que D, est non singulier en codimension p et a la dimension attendue
(donc qu’il est de Cohen-Macaulay), HP(¢,, O) est bijective. C’est aussi le cas pour p < §(r)
lorsque D, est lisse et D,_; vide par (1.3).

Il est tentant de conjecturer (comme dans [Ma], p. 415) que HP(:,,O) est bijective
pour p < §(r). Laytimi a obtenu dans [L] des résultats dans ce sens en utilisant des théoremes
d’annulation ; sous ’hypothese que D, a la dimension attendue, ils entrainent la conjecture
lorsque X est une variété torique ou abélienne, ou lorsque r = min{e, f} — 1, ou lorsque
e = f =r+42 (c¢f aussi [Ma], o, sous des hypotheses plus restrictives sur E et F, la conjecture

est montrée avec les mémes méthodes).

Corollaire 3.4.— On se place dans la situation du § 1, avec X localement intersection compléte

normale.
a) Si 8(r) > 1, Uapplication Pic®(r,) est injective.
b) Si 6(r) > 2, Uapplication Pic(c,) est injective et son conoyaw est sans torsion ; si de

plus D, est normale, Pic®(1,) est bijective.
¢) St D, est normale, X non singuliére en codimension 2, et §(r) >3,
e 51 D,y estuwide et 0 <r <e, ona Pic(D,)~ Pic(X) ¢ Z[det(Ker(ulp,))] ;
e s1 D,y n'est pas vide ou si r =0, Uapplication Pic(c,) est bijective.
Démonstration. Les points a) et b), ainsi que le deuxieme cas du point ¢), découlent de la

proposition, du th. 2.2 et de la rem. 2.5. Pour le premier cas du point ¢), on applique le

raisonnement de la démonstration de la proposition au diagramme commutatif a lignes exactes

Hl(X,Z) — Hl(X, Ox) — Pie(X)dZ — Hz(X,Z) o7z — H2(X, Ox)
l H(:r,Z) l H(:r,0) l l l H2(.,,0)
Hl(Dr,Z) — Hl(Dr,ODT) —  Pie(D,) — HZ(D,,,Z) — Hz(Dr,ODT)

11



Ceci démontre le corollaire. =

Ce résultat est bien str a rapprocher du théoreme de Lefschetz de Grothendieck ([G2],
Exp. XII, cor. 3.6) qui démontre le point ¢) dans le cas e=f=1 et r=0, en toute
caractéristique (moyennant une hypothese d’annulation de certains groupes de cohomologie qui
découle du théoreme de Kodaira en caractéristique 0 et pour X lisse) et sans hypothese sur les
singularités de Dy . La méthode de Grothendieck semble difficile a généraliser, méme dans le cas
E trivial (et F ample); on aurait en effet besoin de 'annulation des groupes de cohomologie
H!(X,S*F*) pour i = 1,2 et k>0, alors que seuls les groupes H!(X,S*F* @ det(F*)) sont

nuls en général.

Exemple 3.5. Soient C une courbe projective lisse de genre ¢ et d un entier vérifiant
3<d<g-1.Lavariété WY définie dans I'exemple 1.4 est normale, de la dimension attendue
d.Si C n’apasde g}, ona Pic(W9) ~ Pic(Jyg) & Z[W9_,].

Supposons & partir de maintenant que C a un g . La restriction Pic(Jy) — Pic(W9) est

bijective par le cor. 3.4.

Si C n’est pas hyperelliptique, cela entraine que pour tout point = de C, le di-
viseur de Weil W9 | +a2 de WY n’est pas Q-Cartier : en effet, si a:Cyqy— WY est
Papplication d’Abel-Jacobi, il découle de [M] (ou de l'exemple 1.4) qu’aucun multiple non
nul de o ' (WY_ |, +a2)=Cy_1 +2 n'est dans o*Pic(Jy). Comme le complémentaire de
a " (W9)lisse) dans C4 est de codimension au moins 2, le groupe de Picard de (W9 )jisse
est isomorphe & celui de Cy4, de sorte que la restriction Pic(W9) — Pic((W9)iisse) est injective

de conoyau isomorphe a Z .

En revanche, si C est hyperelliptique d’involution associée 7, que © est un diviseur

théta convenable sur J;, et que = est un point de C tel que 7(x) # «, on a
(O 42— 7(e) WS = (g —dt 1)(WI_, +2)

En particulier, WY | + 2 n’est pas un diviseur de Cartier dans WY (puisque la
classe de © n’est pas divisible dans Pic(J;)), mais est Q-Cartier. Comme le complémen-
taire de a '((W9)isse) dans Cy; est un diviseur irréductible, le noyau de la restriction
Pic(Cq) — Pic(r H((W9)iisse)) est engendré par la classe de ce diviseur, et la restriction
Pic(W9) — Pic((WY)jisse) est injective de conoyau isomorphe & Z/(g —d + 1)Z.

II. Lieux de dégénérescence antisymétriques

4. Le résultat de Tu

Soit X une variété complexe projective irréductible. Soient L un fibré en droites et E
un fibré vectoriel de rang e sur X muni d’une forme antisymétrique v: E® E — L, c’est-a-

dire d'une section de A2E* @ L, ou encore d’un morphisme antisymétrique v : E — E* @ L. On

12



considere
A, = {l’ eX | I'g(ux) < 2r}red

e—2r
2

seulement s’il existe un sous-espace isotrope de E, de dimension e —r. On introduit donc

et on pose a(r) = dim(X) —( ) La forme antisymétrique u, est de rang < 2r si ef

de nouveau le fibré en grassmanniennes 7 : G = G(e —r,E) — X et le lieu des zéros Y de la

rest.

composée Og LAk P 0 @ 7L —= A?S* @ 7*L. Le morphisme 7 induit par restriction un
morphisme 7' :' Y — A, propre surjectif. En appliquant la méthode de [FL] & une construction
de Pragacz ([P1]), Tu démontre dans [T], p. 391 (il fait 'hypothese que L est trivial, mais sa
démonstration marche en général) que si A*E* @ L est ample, H(G=Y,F) s’annule pour
g > dim(X) + (;) + 7. On en déduit, comme dans le §1, si X est localement intersection
compléte, HP(G,Y;F) =0 pour p < a(r). Notons ¢, U'injection de A, dans X et ¢ celle de
Y dans G. Dans le diagramme commutatif (ou les groupes de cohomologie sont a coefficients
dans F) HP ()

H?(X) —— HP(G)

HP (ur) l H? (') l HP (1)

HP(A,) 0 B(Y),

HP(7) est injective; pour p < a(r), le résultat de Tu montre que HP(¢) lest aussi, et il en

donc de méme de HP(¢,).

On suppose A,_; vide. On note ¢ Uinverse dans H*(A,,Z) de la classe de Chern totale
du fibré vectoriel Ker(v|a,) (on montrera dans la prop. 6.4 que ¢q,¢3,¢5,... sont dans le
sous-anneau (fH®*(X,Z)[ca,cq,...] de H*(A,,Z)). Puisque Ker(v|a,) est de rang e —2r, on
a Ax(c) =0 si Ae—2p41 #0. Enfin, si A et p sont des partitions, on notera Au la partition

obtenue en réarrangeant les parts de A et de p en ordre décroissant.

Théoreme 4.1.— Soit X une variété projective wrréductible localement intersection compléte.
Soient E un fibré vectoriel et L wun fibré en droites sur X, avec A’E* @ L ample, et
E —- E*®@L un morphisme antisymétrique. Supposons A,_1 = @ ; Uapplication

b X FE) — H? (A, F)

A=(A1,A,...)
r>ZA12A22-- 20

EAOQ\ — EAA)\)\(C)'LiOO\

est injective pour p < a(r), bijective pour p < a(r).

Démonstration. On a
F/*(Z Axx(e) - tray) =17 <Z Axxr(e) - 7T*Oé)\> :
A A

* est

Papplication ), ax — >, Axx(c) - 7*ay, a valeurs dans H*(G,F), est injective, ¢
injective pour p < a(r), donc aussi 'application du théoreme. On conclut avec le lemme suivant,

ou les groupes de cohomologie sont a valeurs dans F. =
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Lemme 4.2.— On a pour p < o(r)

> X)) =R(A,)

P> > Ao > >0

Démonstration. Puisque A,_1 est vide, 7’ : Y — A, est le fibré en grassmanniennes isotropes

GO(r, *E/ Ker(v]a, )) . Notons
Pl ={ =0 ) [rzhi 2l 220, [N =4}

et
S(@)={p=(1,ops) [ r>p1 > >p, >0, ju=¢q, s>0}.
On a ’égalité (cf. (9.1))

hP(Y) = hP7?(A,) Card(S(q)) -

q2>0

Procédant par récurrence sur p, on obtient

hP(A,) th’ 24(A,) Card(S(q))
=mP(Y)— Y RPT2(X) Card(S(q)) Card(P(q')) -

On construit une bijection entre Uq+2q,:q,, (S(q) X P(q’)) et P(q") en associant & un

couple (u,\) la partition A\, la bijection réciproque envoyant une partition de P(¢”) qui

sécrit (ap)® -+ ()™, avec r > ag > -+ > ay > 0, sur la partition stricte composée des «;
pour lesquels a; est impair et la partition (ay)1/2 ... (ap)l*/2 On en déduit
hP(A,) — ) (X)) Card(P(¢") + Y kP (X) Card(P(q))
q'' >0 q' >0
= hP(Y) )+ Y aPTH(X) Card(P(q))
q' >0

ce qui, avec le résultat de Tu selon lequel AP(G) = hP(Y), prouve le lemme. =

5. Un théoréme de Lefschetz

On a de nouveau un théoreme analogue au th. 2.2. Soit m un entier; on définit &'(m)
comme le reste de la division de m par 4 si m > 4, et comme m + 1 si 0 < m < 4. Rappelons

que ¢, désigne l'injection de A, dans X.
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Théoreme 5.1.— Soit X une variété projective irréductible localement intersection compléte.
Soient E un fibré vectoriel et L wun fibré en droites sur X, avec A’E* @ L ample, et
E — E*®L un morphisme antisymétrique. Supposons [F] <r et a(r —[F]) > &'(m) ; lap-
plication HP (1, Z) est bijective pour p < m.

Démonstration. Elle suit celle du th. 2.2 : on compare de nouveau les suites spectrales pour
7: G — X et sarestriction ©' : Y — A, . La fibre de ' au-dessus d'un point de Aj—A;_; est
la Grassmannienne LG des sous-espaces isotropes de dimension e —r d’un espace vectoriel de
dimension e muni d’une forme antisymétrique de rang 2/, dont la cohomologie est étudiée dans
le §8. Elle est en particulier nulle en degré impair. Les faisceaux Riw,Z et Rin.Z sont donc
nuls pour ¢ impair. De plus, il découle de la prop. 8.2 que la restriction R*¢w,Z — R*‘7.Z est
surjective et que son noyau Ky, est nul sur A,,_[%] . La démonstration procede par récurrence

sur m ; on peut supposer e > 2r + 2, auquel cas on a les inégalités

(5.2) a(t) > alt —s) + s(2s + 3)
, bt
(5.3) e'(t) + [Z](Q[Z] +3)>t.

Les étapes de la démonstration sont les mémes que celles du th. 2.2.

Premier pas. Supposons 0 <p <m et [I] - [2]<r. Ona
HO(Kz) =0 si a(r—[5])=0:
B (Ky) =0 sia(r=[]-15D) 2 ().

On procede comme dans la démonstration du th. 2.2. La seule chose a vérifier est que

a(r —[2] = [£]) = &'(p) entraine ofr — [£]) > p, mais cela découle de (5.2) et (5.3).

Deuxieme pas. Supposons [F]<r et ofr—[F])>¢c(m). L’application naturelle
(Kot TERY — ”/E&q est injective lorsque p<m et p+qg<m. Dlautre part,
"EmO ~ TEMY ~ HM(A,, Z).

On procede comme dans la démonstration du th. 2.2. La seule chose a vérifier est que si
p+2q < m, I'hypothese a(r — [F]) > &'(m) entraine a(r —[1]) >0 et, si p+2¢ <m,

si [2] + [4] < [F], cela découle de (5.2), et si [Z] 4[] =[], ona &'(p) < &'(m).

Conclusion. On conclut comme dans la démonstration du th. 2.2, en vérifiant que si p+ g < 'm
et a(r—[F]) =¢c'(m),ona a(r) >m, ce qui résulte de (5.2) et (5.3). =
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Comme dans I, le cor. 3.2 entraine que HP(¢,,O) est injective pour p < afr). Si
afr —[4]) 2 ¢'(p) et que A, est non singulier en codimension p et a la dimension attendue,
H?(:,,O) est bijective. C’est aussi le cas pour p < a(r) lorsque D, est lisse et D,_; vide par
le th. 4.1. On peut conjecturer (comme dans [Ma], p. 415) que HP(¢,, O) est bijective pour

p < a(r) (¢f [Ma], ou cette conjecture est montrée sous des hypotheses plus restrictives).

Corollaire 5.4.— On conserve les hypothéses du théoréme, et on suppose en outre X normale.
a) Si a(r) > 1, Uapplication Pic®(s,) est injective.
b) Si «afr) > 2, Uapplication Pic(c,) est injective et son conoyau est sans torsion ; si de
plus A, est normale, Pic®(1,) est bijective.

¢) Si A, est normale et X non singuliére en codimension 2, et si or) > 3, Uapplication

Pic(c,) est bigective.

ITI. Lieux de dégénérescence orthogonaux

6. Un théoréeme de Bertinil

Solent X un schéma connexe et V un fibré vectoriel de rang 2n sur X muni d’une forme
quadratique non dégénérée a valeurs dans un fibré en droites L. Soient E et F des sous-fibrés

totalement isotropes maximaux de V. On considere les lieux
O"={e eX|dim(E, NF;) >r et dim(E, NF,)=r (mod 2)}ed -

On notera que la parité de dim(E, NF,) reste constante; en particulier, soit X = Q°
et O¥*! =@ pour tout r, soit X =0! et O =@ pour tout r. Le cas des lieux de
dégénérescence antisymétriques est un cas particulier de celui-ci : si v: E— E*®@L est un

morphisme antisymétrique, on munit le fibré V=E & (E* @ L) de la forme quadratique de
matrice <(1) é) a valeurs dans L. Les sous-fibrés E @ {0} et Im(Idg,v) sont totalement

isotropes maximaux et A, = O¢72",

;) . On aimerait obtenir des résultats analogues

a ceux du § 4. Commencons par la connexité (dans le cas des lieux de dégénérescence

La « codimension attendue » de O est (

antisymétriques, on notera que I’hypothese « E* @ E* @ L ample » de la proposition ci-dessous

est plus forte que 'hypotheése « A?’E* @ L ample » du résultat de Tu).

Proposition 6.1.— Dans la situation ci-dessus, on suppose de plus que X est d-connexe,
que BE*@F*®@L est ample, et que X = O0F. Pour tout r >k avec r—k pair, O" est
(d— (;) + (’;))-connewe.

En particulier, s1 X est irréductible de dimension > (;), le liew O7 est conneze.
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Démonstration. La démonstration est inspirée de [B]. Il suffit de traiter le cas r =k + 2.
Comme E,NF, est le noyau en a de la composée u:ECV =5 V/F~F*®L, on a
O" =Dy —r(u) = Dp—yg1(u), puisque la parité de dim(E,; NF,) est cellede r. Ona X =D, _42(u) ;

la proposition 1.5 entraine alors que O" est

_9
d—(r—1)2+(r—2)2:d—2r—|—3:d—<;>—|—<r2 >
coinnexe. | |

Exemples 6.2. 1) Variétés de Prym. Soit C une courbe projective lisse de genre g
munie d’'une involution ¢ sans point fixe. Le lien P ={[L] € J,_; |[L® c*L =wc} a deux
composantes connexes, la variété de Prym PY, qui est une variété abélienne de dimension
p=1(g—1)/2, et sa translatée P!, définies par P/ = {[L] € P | h°(C,L) =j (mod 2)}.
Welters définit dans [W] les lieux V® = {[L] € P | R°(C,L) > s} *, qui sont donc les traces
dans P des lieux ng__lz définis dans 'exemple 1.4; en tant que tels, ce sont des lieux de
dégénérescence associés a un morphisme v : E —F ou E et F sont des fibrés vectoriels sur
P de méme rang n et Hom(E,F) est ample (ex. 1.4). I est montré dans [Mu] que l'on peut
construire un fibré vectoriel V de rang 2n sur P, muni d’une forme quadratique non dégénérée
a valeurs dans Op, de facon que E et F* soient des sous-fibrés totalement isotropes maximaux
de V et que u soit la composée E CV — V/F* ~ F. Les lieux V*® apparaissent alors comme
des lieux de dégénérescence orthogonaux O° auxquels on peut appliquer la proposition. On
obtient que V° est conneze (et méme (p — (;) — 1) -connexe) dés que sa dimension attendue

p— (;) est strictement positive ° .

Welters montre dans [W] que lorsque la paire (C,0) est générale et s > 2, le lieu
V*® a la dimension attendue et son lieu singulier est VT2, qui est donc de codimension

(*7*) = () =2s+1>1. Comme V* est (p— () — 1) -connexe, il est irréductible.

2) Théta-caractéristiques. Soit 7 : C — S une famille plate de courbes projectives réduites
munie d’une théta-caractéristique, c¢’est-a-dire d'un fibré inversible £ sur C tel que £%? ~ we/s

et d'un diviseur effectif relatif D contenu dans le lieu ot 7 est lisse. Il résulte de [Ha] que les
{s €S| hO(CS,,CS) >, hO(CS,ES) =r (mod 2)}

sont des lieux de dégénérescence orthogonaux construits a partir des fibrés vectoriels
V =m.(L(mD)/L(—mD)), E =7, (L(mD)) et F =r, (L/L(—mD)), ol m est un entier assez

grand. Je ne connais cependant pas d’exemple intéressant ou E* @ F* est ample.

(6.3) Ilest probable que les théoremes de type Lefschetz 4.1 et 5.1 s’étendent au cas orthogonal.
Je ne sais pas le démontrer et me contenterai de présenter deux indices qui laissent soupconner

que c’est en effet le cas.

4 La sousvariété V2 de P est un diviseur qui définit une polarisation principale.

> 11 est montré dans [B] que V* n’est pas vide dés que sa dimension attendue est positive.
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Dans toute la suite, on suppose O"% = & ; on note ¢, l'injection de O" dans X. Sur

O", on a une suite exacte de fibrés vectoriels
0 —-K—¢E— FrogL—K®;L—0,

ou K est de rang r. Comme dans § 4, on écrit 1/¢(K) = > ¢; € H*(O",Z). Si 'analogue du
th. 4.1 est vrai, les composantes de degré impair de ¢ doivent étre dans le sous-anneau engendré
par la cohomologie de X et les composantes de degré pair. Nous allons montrer que c’est le cas,

meéme au niveau des groupes de Chow.
Proposition 6.4.— Tous les ¢; sont dans le sous-anneau (FA*(X)[ez,ca,...] de A*(O7).

Démonstration. On peut supposer, par le principe de scindage de [F2], §2, que tous les fibrés en
présence sont sommes directes de fibrés en droites, et enfin, en raisonnant comme dans loc. cit.

p- 257, que X est un produit d’espaces projectifs. On a

E/K :ZCZ Cm—i ) F/K :Zcz Cm—i et F/KQ(E/K)*

1=0 1=0

Si m est un entier impair, on a les congruences suivantes modulo A*(X)[e1,...,¢m-1] :
m = en(F/K) = enl(E/K)* ©1) = en((B/K)") = —en(B/K) =~

c’est-a-dire ¢, =0 puisque A®*(X) est sans torsion. La proposition s’en déduit par récurrence.

Remarques 6.5. 1) Si L est trivial, on peut montrer que pour tout entier m impair, on a
dans A™(O") Dégalité Y 1" tid; - cpei =0, ol les d; € AYX) (avec dy = 1) sont les classes
introduites dans [EG].

2) Supposons X =0°. Localement, on peut représenter le morphisme associé

u:E—=V = V/F~F®L par une matrice antisymétrique dont le pfaffien définit le diviseur
de Cartier O%. Sur 0%, on a det(K) ~ L9 @ (’)025(—02).

Enfin, je sais montrer l’analogue du th. 4.1 dans le cas tres particulier des lieux O” pour

r < 4, mais seulement pour la cohomologie de degré p < dim(X) — (r — 1)? (alors qu’on attend

p < dim(X) — (5)).

IV. Cohomologie des grassmanniennes isotropes

Soit V un espace vectoriel complexe de dimension n muni d’une forme antisymétrique
de rang 2r. On note LG(d,V;2r), ou simplement LG, la grassmannienne des sous-espaces

vectoriels isotropes de V de dimension d et S le sous-fibré tautologique de rang d sur LG.
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7. Cas ou la forme antisymétrique est non dégénérée (n = 2r)

L’anneau de cohomologie de LG est décrit dans [PR1], th. 1.4 : si xy,...,24 sont les

racines de Chern de S et hg, k1, ha, ... les fonctions symétriques homogenes completes définies
par la série génératrice
d
Zh]‘tj = H(l — tl‘i)_l ,
>0 i=1

on a
H?*(LG(d,V),Z) ~ Z[z, . .. ,xd]Gd/(hj(xf, conxd), g>r—d) .
Cela signifie que H?*(LG(d,V),Z) est 'algeébre engendrée par c1(S),...,cq(S), avec la

relation

1
c(S)e(5*)
qui provient du fait que le fibré S+/S est de rang 2(r — d).
(7.1)  On a d’autre part

=0 en degré >2(r—d+1),

H2*(G(d,V),Z) ~ Z]x1,...,24)%" /(hj(x1,...,24), ] >2r —d),

de sorte que la restriction
H*(G(d, V), Z) = H*(LG(d, V), Z)

est surjective pour tout p et bijective pour p < 2(r —d) + 1 (et pour tout p si d < 11!), tandis

que les groupes de cohomologie d’ordre impair sont tous nuls.

8. Cas général

On note & =n — 2r la dimension du noyau K de la forme antisymétrique. On choisit
un drapeau
OZVOCV1 C"'Cvn—l Cvnzv
de facon que Vi =K et V,_; = V,ﬂ‘_i_j pour 0 < j <r, auquel est associé un groupe unipotent
' qui agit sur LG de facon que les orbites soient ceux des sous-ensembles suivants qui ne sont

pas vides :

O ={A € LG |dim(ANV;)=¢; pour j=1,...,n},
ol ¢ = (e1,...,¢,) est une suite croissante d’entiers positifs. On a une surjection

Te © Ocl,...,cn — Ock+1—ck,...,cn—ck
A —  (A+K)/K

ott 'orbite de droite est dans LG(d — ¢x, V/K), et de nouveau une surjection de 77 '(Ag) sur

Vorbite O, . . ., dans la grassmannienne usuelle G(cg,K), dont la fibre en Ay s’identifie a

Hom(K/A1,A0). On en déduit
(8.1) dim O¢ = dim O¢,y; —¢,.oen—c, T dimO¢, ¢, + (k —ecr)(d —cx) .
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Posons, pour tout entier p >0,

LG, = [|J Oc.

dim O<p

Chaque O, est stable par T'; ¢’est donc une réunion d’orbites qui est contenue dans
Oc ULGdimo.—1. Il s'ensuit que chaque LG, est fermé; d’autre part, le groupe I' étant
unipotent, les orbites sont des espaces affines. On obtient ainsi une décomposition cellulaire
de LG au sens de [RX], p. 223. Les groupes d’homologie de LG d’ordre impair sont donc
nuls, application classe de cycles Aq(LG) — H2e(LG,Z) est un isomorphisme et le groupe de
Chow de LG est abélien libre engendré par les classes des adhérences des orbites (loc.cit., cor.,

p. 223). Cela entraine, grace a la formule (8.1),

c=min(d,k)

ALG) = P P (Ap(C(e.K) B Ap(LG(d - ¢, V/K))) .

c=max(0,d—r) p'+p"’=p—(k—c)(d—c)

On peut décrire le groupe de Chow de G = G(d,V) de facon analogue. Il découle de
(7.1) que l'application
p:AJLG) — AL(G)

est surjective; elle est injective en degré p si
Ap//(LG(d — C, V/K, 27“)) — Ap//(G(d — C, V/K))

lest pour tout ¢ compris entre max(0,d —r) et min(d, k) et tout p” <p—(k—¢)(d—e¢)

c’est-a-dire, toujours par (7.1), pour

: | k—c)(d—c)+2(r—d 1) .
b= max(O,d—r)rélclrglmin(d_ch)(( C)( C) + (T + C) + )

Apres un petit calcul, on obtient le résultat suivant.

Proposition 8.2.— La restriction H*'(G(d,V),Z) — H*’(LG(d,V;2r),Z) est surjective pour
tout p, ingective pour p < 2(dimV —d—r)+1.

9. Cas relatif
On a vu que la cohomologie de LG(d,V;2r) est le groupe abélien libre dont les

générateurs sont les adhérences des orbites non vides de I'. Pour chaque suite ¢, posons

Aj =min{i | ¢; = j}. Par [P2], pp. 173-175, l'orbite O, n’est pas vide si et seulement si
1§/\1</\2<"'</\ck§k</\ck+1<"'</\d§n

et \i —k+ X, —k#2r+1 pour ¢ <1 <35 <d.
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Dans le cas d = r = n/2, on obtient une bijection en associant & chaque générateur [O]
la suite 0 < Ay <Ay <--- <Ay <7 (ou s =max{j|A; <r}), ou encore la partition stricte
p= (g1, ps) de 7, ot p;=r+1—X\;; la codimension de O, dans LG est |u| ([P2],
p. 177). Lorsque s = 1, on obtient la variété de Schubert spéciale

{A e LG | AN V27’+1—N1 7£ 0}

dont la classe est ¢, (S*). Pour chaque partition stricte p de r, il existe un polynéme Qu a

coefficients entiers (défini p. 21 de [PR2]), tel que [O.] = QN(C(S*)).

(9.1) On se donne maintenant un schéma X, un fibré en droites L sur X et un fibré vectoriel
E de rang 2r sur X muni une forme antisymétrique non dégénérée sur E a valeurs dans L.
On note LG(r,E) la grassmannienne relative des sous-espaces vectoriels isotropes maximaux

des fibres de E et S le sous-fibré tautologique de rang r sur LG(r,E). L’application

b wPHxz) —  H(LG(r.E),Z)

p=(p, o ms)
m>py>>pue >0

Eu Oy — Eu Qu(c(S*)) - 7 ay
est bijective ([P2], dernier paragraphe de la p. 22, ou [F2], pp. 255-256).
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