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Résumé. Soit X une sous-variété algébrique réellelfe Nous montrons que si est assez grand
devant les degrés des équations qui définisséntes degrés étant supposés impairs,
la variété des-plans réels contenus dad§ est non vide et de la dimension attendue.
Cette variété peut cependant ne pas étre connexe, eplesis qu’elle paramétre peuvent
ne couvrir qu’'un sous-ensemble semi-algébrique propre(déintérieur non vide. En
revanche, il passe par un point généralXeine conique réelle contenue dakis 0 2000
Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On real complete intersections

Abstract. Let X be a real algebraic subvariety @f;. We prove that if: is large enough with respect
to the degrees of the equations definikg these degrees being odd, the variety of real
r-planes contained inX is not empty and has the expected dimension. This variety can
be disconnected, and theplanes it parametrizes may cover only a proper semi-algebraic
subset ofX’ with a non-empty interior. However, through a general poinkopasses a real
conic contained inX. O 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Abridged English version

A real projective variety with a defining equation of even degree may very well contain no line. We prov
that if the degrees of the defining equations are all odd, there are “as many” real lines as complex lines.

ProPOSITION 1. —Let e be a sequence of positive integers andXetoe a subvariety o} whose
defining equations have multidegrae— 1. If

R (;j) (e—j;l—i—r)’

j<r/2
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the varietyF,.(X) of real r-planes contained itX is not empty, and iteeal) dimension is at least equal to
the expected dimensiditn, 2e — 1,r).

See the French version for the notation. To prove this proposition, we notg,th¥t ) is the zero locus
of a section of a vector bundle on a Grassmann variety. We compute the top Chern class of this vec
bundle and we check that far large enough, it is non-zero ma&q which implies the non-emptiness of
F,.(X). The assertion on the dimension easily follows.

Contrary to the complex cask, (X ) may be disconnected even when the expected dimension is positive
Moreover, the locus iX covered by reat-planes can very well be a proper subsefofvith non-empty
interior.

We illustrate this with the case of real cubic hypersurface®jin whose equation has the form
z3+P(x1,...,24) =0, where the polynomiaP defines a smooth cubic surfacefif. These hypersurfaces
are quite special, in particular they are homeomorphitoBy [1], 1 (X¢) is smooth of dimensios and
X is uniruled. We check that; (X) is also smooth and connected. The real lines cover a semi-algebrai
closed subset ok with non-empty interior, but we prove that they do cover the whol& ainly in a very
special case.

PrROPOSITION 3. —A smooth real cubic hypersurfacé in Pg with equationzy + P(x1,...,24) =0is
uniruled by real lines if and only if the cubic surface definedrbis equianharmonic.

Recall from [5] that thequianharmonicubic surface has equationzs(z1 + z2) + x324(x3 +24) =0
in suitable coordinates. To prove this proposition, we use the existertgtt points onX, thatis, points
at which the Hessian of the defining equation is a definite quadratic form. Obviously, there can be no li
contained inX passing through an elliptic point.

We check in Proposition 2 that if the surfaPe= 0 has an elliptic point, this also holds true f&r. Then
we use the assertion of [5], § 108, p. 162, that every smooth real cubic surface has elliptic points, exc
the Clebsch cubic, whose equationis+ z3 + 23 + z3 = (21 + 22 + 23 + 24) in suitable coordinates,
and the equianharmonic cubic. In the former case, we nevertheless find an elliptic pdintrothe latter
case, a careful study is needed to prove tXias indeed uniruled.

Finally, we prove the following result aboreal conicsthrough a general point of a real variety.

PROPOSITION 4. —Let X be a subvariety Py defined by real general equations of multidegdesuch
that|d| < n. Through a general point ok passes a smooth real conic or a real line containe&in

1. Espaces linéaires contenus dans une variété réelle

Il est clair qu’une variété réelle projective dont I'une des équations qui la définit est de degré pair pe
trés bien ne contenir aucune droite. Nous allons voir que dans le cas contraire, il y a «autant» de dro
réelles que de droites complexes.

On adopte les notations suivantes : pour toute suite dirie(d,, . . ., d,) d’entiers positifs et tout entier
positif , on note

s . = d d;
|d|:;di, d+r=(di+r,...,ds+7), d:;di’ (T>ZZ<T)

et

§(n,d,r) = (r+ 1) (n —r) — (d”).

r
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C’est la «dimension attendue » de la famille dgslans contenus dans une sous-variét@geléfinie par
des équations de multidegd&([2], th. 2.1).

PROPOSITION 1. —Soiente une suite d’entiers positifs eX’ une sous-variété dBp définie par des
équations réelles de multideg2é — 1. Si

r\[e—j—1+r
e 2 ) C)

la variété I, (X') desr-plans réels contenus dan$ n’est pas vide et sa dimension (réelle) est au moins
égale ad(n,2e — 1,r).

Démonstration. Posons] = 2e — 1 et introduisons comme dans [2] des polyndmestal variables

Qra(x)= H (aozo + -+ +arz,),

ap+-tar=d

PUISQr.a(z) = Qra, (7) - - Qr.q, (), qui est homogene de degh&(d,r) = (¢17).
La variété F,.(X¢) est le lieu des zéros d'une section d’'un fibré vectaofiede rangN(d,r) sur la

Grassmannienn&(r, P¢). On a montré dans [2], Prop. 4.4, que si I'on é@ita(z) =), ¢a2", les
coefficients de la décompositicmd =2 |\=N(a,r frox de la classe de Chern de degré maximaEde
sur les classes des cycles de Schubert, ou I'on sgtia classe du cycle de codimensipy) associé a la
partition A = (Ao, ..., A.), sont donnés par la formule

f)x = Z E(U)QU(AJrn)flm

€S, 41

ou k désigne la suitér, ..., 1,0).

Pour montrer qué’.(X) n'est pas vide et de dimension réelle au moins égétetal ) (n —r) — N(d, ),
il suffit de montrer que pour une partition, le coefficientf,, estimpair. En effet, si c’est le cas, et &
est un cycle de Schubert réel d’intersectioaveco,,, la classe de Stiefel-Whitney de degré maximal
de la restriction d&€ a X est alors non nulle. Ceci signifie que toute sectiorffiea un zéro, ou encore
que F,.(X) rencontreX, donc aussi toute image de par I'action de groupé&sL(n,R). La restriction
p:GL(n,R) x £ — G(r,P}) de I'action du groupe estL(n, R)-équivariante. En particulier,

dim(p~ " (F(X))) = dim(F,(X)) + dim(GL(n, R)) 4 dim(X) — dim (G (r, P§)).

On vient de voir quep—!(F,.(X)) se projette surjectivement sGL(n,R), donc est de dimension plus
grande. Cela montre les propriétés cherchées.
Il nous reste a montrer que sous les hypotheses du théoreme, au moingfyesiEspair. Dans chaque

terme du produit définissant le polynérfe o1, I'ensemblel des indices pour lesquels:; est impair a
. . 1z . . . Ao s e—1—|1I]
un nombre impair d’éléments puisque la sommedesst impaire. Al fixé, ily a (2 >

adonc

) termes. On

e—j—1+7‘)

(77
Qr2e—1(x) = H H (sz> mod 2.
)

0<j<r/2 1c{o0,..., i€l
Card(I)=2j+1

Dans le second produit, le plus grand terme dans I'ordre lexicographiquige8t; " .. 22V; ") avec

s(g, k) = (’"2‘]’“) et son coefficient vadt. Cela entraine que le plus grand mondomexe._; modulo2
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dans I'ordre lexicographique est

i . . . e—j—1+r r r—i)(e—j—1+r
H (x8(3’0)$i(ﬂ71) » _xs(m;—?]))( ) _ Hxiz2_ng_i ( 2j ) )
=0

r—2)
i<r/2

Notonsa; I'exposant dex; dans ce produit. Commiey, . . ., a,) estla plus grande suite d’exposants classés
en ordre décroissant qui apparait dans,.—1 modulo2, il s’ensuit quef,, .. .. est impair. La classe
«,. €st non nulle dans la Grassmannienne dés que

r\[fe—j—1+r

—r> .

e 2 (%)( r )
J<r/2

Ceci termine la démonstration

geeey

.....

Remarque— Sous les hypothéses du théoréme, lorsgest de plus générale, la varigig( X ) est lisse
de dimension exactemefifn, 2e — 1, ), puisqueF,.(Xc) a la méme propriété ([2], th. 2.1.b)).

En revanche, il se peut trés bien gig(X) ne soit pas connexe (alors qiig(X¢) I'est dés que sa
dimension attendue est strictement positive), comme le montre I'exemple suivant, dG a V. Kharlamc
Soit X I'hypersurface cubique d’équation homogengz? + 27 — 23 — --- — 22) = 0 dansP%, avec
n > 4. Elle est réunion d’'un hyperplad et d’une quadriqué&) contenant une famille lisse connexe de
dimension2n — 5 de droites dont aucune n’est contenue dansla variétéF; (X)) a deux composantes
connexes. On peut rend’e lisse en ajoutant a son équation un petit multiple de I'équation d’une cubique
lisse C' contenant une droite contenue dapsCette droite reste contenue daks ainsi que toutes les
droites contenues dadsn H, de sorte qué’; (X ) reste non connexe.

2. Le cas des hypersurfaces cubiques

Soit X une hypersurface cubique réelle lisse d&fis avecn > 4. La variété '} (Xc) estlisse de
dimension2n — 3 ([1], Prop. 5), donc ausdi; (X) par la proposition. De plus, la variété compleXe
est uniréglée en droites, c’est-a-dire qu'’il passe par chaque poiaicdene droite contenue damsc
([2], th. 5.1). En d’'autres termes, la variéie = {(p,A) € Xc x G(r,P¢) | p € A C Xc} est lisse et la
premiéere projectiorr : I — X¢ est surjective. Au-dessus d’'un point généralXigla différentielle de
m est surjective, donc aussi celle de la projection> X. Il s’ensuit que la réunion des droites réelles
contenues dan¥ est un fermé semi-algébriqaéntérieur non vide' .

Ce fermé peut trés bien étre distinct de: pour la cubique de Fermat d’équatiop + - - - + 22 =0,
la Hessienne en un poipt= (1, 1,...,x,) est la restriction de la forme quadratiqugt? + - - - + x,t2
a I'hyperplanz?t; + --- + x2t,, = 0. Lorsque tous les; sont strictement négatifs, celle-ci est définie
négative et le point est elliptique sutX ; la cubique de Fermat n’est donc pas uniréglée en droites réelles
On montre plus généralement le résultat suivant.

PROPOSITION 2. —Si le polyndmeP(z1, . . ., x,,) définit une cubique lisse avec des points elliptiques, il
en est de méme du polyndmg+ P(z1, ..., z,).

Remarque- Ces hypersurfaces cubiqueskg sont trés particuliéres; elles sont par exemple homéo-
morphes & .

Démonstration. -Soit X la cubique d’équatiof?(x) = 0, soitS la cubique définie par, = P(x) =0 et
soitp un pointelliptiquesur S. On fait tous les calculs dans I'ouvert défini pgr= 1 avec les coordonnées
(zo,-..,xn—1); 0N peut supposer= (0,...,0) et

P(xl,...,xn,l,l) =1x1 + (lel(xl,...,xn,l)—i—x% +"'+x3171) +P3(.T1,...,{,Cn,1),
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ou P; est un polynéme homogéne de degr@oure petit, considérons le point

p(e) = (e/1—€3P1(1,0,...,0) +£6P5(1,0,...,0), —%,0,...,0)

de X voisin dep. Au premier ordre, on a(c) = (¢,0,...,0), I'espace tangent est défini par = 0 et la
Hessienne esi=t? + t2 + - - +t2_,. Elle est donc définie positive pospetit strictement positif. O

Remarque— On peut aisément déterminer les droites contenues Eagispassant par un poitd, x)
deS; elles s’écrivent

{(=BYV=Py),ax+By) | (o, 8) €Pp} avec dP(z)(y)=d*P(z)(y)=0.

En d’autres termes, la droitey dansP™~! a un contact d’ordr8 enz avecS. Pour qu'’il existe une telle
droite, il faut et il suffit que le point ne soit pas elliptique su§. L'application rationnelle; (X )¢ --+ Sc,
qui associe a une droite contenue dafsmais pas dan$ son point d’intersection avec I'hyperplan
xo = 0, se prolonge & un morphisme apres éclatement de la sous-variétéiligse de codimensior2
dansF; (X)c.

Lorsquen = 4, la partie réelle de I'éclaté dé&; (X )¢ est ainsi revétement double du lieu des points
hyperboliques d¢&, ramifié sur le lieu des points paraboliques. Le lieu hyperbolique est toujours connex
([5], 8 73, p. 106; 8 79, p. 116 ; § 83, p. 123); il en est donc de méme BAuy).

Si I'on en croit [5], § 108, p. 162, toutes les surfaces réelles cubiques lisses ont des points elliptiques
I'exception de la cubique de Clebsch, d’équation

o34 a3+l 42t = (21 +wo + a3+ 1),
et de la cubigue « équianharmonique », d’équation
x122(x1 + x2) + w3wye (T3 + 24) = 0.

On vérifie que le poin{1, X\, A\, )\, \), avec A = 1/+/60 est elliptique sur le solide cubique d’équation
o3 + 23 + 23 + 23 + 23 = (z1 + 22 + 23 + 24)3. En revanche, on obtient & partir de la seconde équation
un solide cubique uniréglé en droites.

PROPOSITION 3. —Une hypersurface cubique lisse réelle ddtfsdont I'équation peut s’écrirecy +
P(x1,...,24) = 0 est uniréglée en droites réelles si et seulement si la surface cubique définie gir
équianharmonique.

Démonstration. -€Compte tenu des remarques précédentes, il nous faut démontrer que I'’hyper&urface
dePg d’équationz + z1z2(z1 + x2) + z3za(23 + 4) = 0 est uniréglée en droites réelles. D’aprés les
remarques qui viennent d'étre faites, le lieu des pgirde X par lesquels passe une droite réelle est non
vide et contient la surfacg. Plagcons-nous en un point hors 8let supposons, = 1. Une droite passant
par un tel point est donnée par un point d’intersection de la quadrigtfe+ x1t3 + 2(z1 + x2)t1ta +
wath + w3t + 2(z3 + 24)tsts = 0 €t de la cubique; ta(t1 + t2) + tsta(ts + ta) = 0 dans le plan projectif
d’équationzs (s + 2x1)t1 + x1(x1 + 222)te + x4(x4 + 223)t3 + x3(23 + 224)t4 = 0 . NotonsQ,, etC,,
cette quadrique et cette cubique planes.

L'idée de la démonstration est simplement qu’un point d’intersection transversg, det C,. doit
persister localement. Pour démontrer gueest uniréglée, il suffit donc de vérifier qu’en un point par ou
passe une droite multiple (correspondant a une intersection non transverse de la quadrique et de la cuk
précédentes) passe également une droite simple, ou au moins une droite qui subsiste localement. Po
faire, on vérifie d’abord qu’un point par lequel passe une droite multiple est tetaus¢x; + z2) =0 ou
xsx4(zs + x4) = 0. On peut donc supposer, quitte & changer de coordonnges). L'intersection de cet
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hyperplan avecX contient un point de&5' en lequel on s’assure que passe une droite simple. Enfin, cette
droite ne peut devenir multiple qu’en un autre point¥jeou bien en un point tel que; = =4 = 0. Dans
les deux cas, on s’assure qu'’il existe une droite passant garpersiste localement.

3. Coniques contenues dans une variété réelle

PROPOSITION 4. —Soit X une sous-variété d@®} définie par des équations réellegnéralesde
multidegréd vérifiant|d| < n. Par tout pointgénéralde X passe une conique réelle lisse ou une droite
réelle contenue dan¥'.

Démonstration. Par [2], th. 5.1, passent par chaque paintle X une droite complexeD™ et sa
conjuguéeD~. On considére en suivant [3] trois courbes rationnellgs C* et C~, puis la courbe
nodaleC' obtenue en identifiant le poiritl, +i) sur C;, avec le point(1,0) sur C* et le morphisme
f:C — Xc défini en contractan®, surz et en envoyanf’® sur D*. Ce morphisme estéfini surR.

Soit T une courbe affine réelle lisse avec un point rgeket soitS — 7' x P! I'éclatement des points
(to,(1,)) et(to, (1,—17)), de sorte que la fibre ey deh : S — T s'identifie aC'.

D’apres [4], pourX et DT générales, le fibré vectoriély | ,+ est isomorphe a

Op=(2) & Op= (1)*4 & OF 1%,

Commef*T x|, est trivial, il ressort du lemme 2.4 de [3] qtié (C, f* T x(—p)) s'annule, olp désigne
le point(¢g, (1,0)) de S. On peut appliquer la proposition 2.2 de [3] avec le sous-scHemd” x {(1,0)}
de S : il existe une courbe liss€” avec un point réef;, un morphisme étal&” — T" envoyant, surt, et
unT’-morphismeS x T" — X x T prolongeantf et contractanf surz. Si on choisit un point réel de
T’ autre quéy,, on obtient une déformation lisse réelle de la coutbleU D~ passant par, qui fournitla
conique cherchée.

10On peut faire le méme raisonnement avec n'importe quelle variété ¥elemme dans la proposition, dés que
I'on sait queF,.(X¢) a la dimension attendue.
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