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Résumé. SoitX une sous-variété algébrique réelle dePnR. Nous montrons que sin est assez grand
devant les degrés des équations qui définissentX, ces degrés étant supposés impairs,
la variété desr-plans réels contenus dansX est non vide et de la dimension attendue.
Cette variété peut cependant ne pas être connexe, et lesr-plans qu’elle paramètre peuvent
ne couvrir qu’un sous-ensemble semi-algébrique propre deX d’intérieur non vide. En
revanche, il passe par un point général deX une conique réelle contenue dansX.  2000
Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On real complete intersections

Abstract. LetX be a real algebraic subvariety ofPnR. We prove that ifn is large enough with respect
to the degrees of the equations definingX, these degrees being odd, the variety of real
r-planes contained inX is not empty and has the expected dimension. This variety can
be disconnected, and ther-planes it parametrizes may cover only a proper semi-algebraic
subset ofX with a non-empty interior. However, through a general point ofX passes a real
conic contained inX.  2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Abridged English version

A real projective variety with a defining equation of even degree may very well contain no line. We prove
that if the degrees of the defining equations are all odd, there are “as many” real lines as complex lines.

PROPOSITION 1. –Let e be a sequence of positive integers and letX be a subvariety ofPnR whose
defining equations have multidegree2e− 1. If

n− r >
∑
j6r/2

(
r

2j

)(
e− j − 1 + r

r

)
,
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the varietyFr(X) of realr-planes contained inX is not empty, and its(real) dimension is at least equal to
the expected dimensionδ(n,2e− 1, r).

See the French version for the notation. To prove this proposition, we note thatFr(XC) is the zero locus
of a section of a vector bundle on a Grassmann variety. We compute the top Chern class of this vector
bundle and we check that forn large enough, it is non-zero mod2, which implies the non-emptiness of
Fr(X). The assertion on the dimension easily follows.

Contrary to the complex case,Fr(X) may be disconnected even when the expected dimension is positive.
Moreover, the locus inX covered by realr-planes can very well be a proper subset ofX with non-empty
interior.

We illustrate this with the case of real cubic hypersurfaces inP4
R, whose equation has the form

x3
0 +P (x1, . . . , x4) = 0, where the polynomialP defines a smooth cubic surface inP3

R. These hypersurfaces
are quite special, in particular they are homeomorphic toP3

R. By [1], F1(XC) is smooth of dimension5 and
XC is uniruled. We check thatF1(X) is also smooth and connected. The real lines cover a semi-algebraic
closed subset ofX with non-empty interior, but we prove that they do cover the whole ofX only in a very
special case.

PROPOSITION 3. –A smooth real cubic hypersurfaceX in P4
R with equationx3

0 +P (x1, . . . , x4) = 0 is
uniruled by real lines if and only if the cubic surface defined byP is equianharmonic.

Recall from [5] that theequianharmoniccubic surface has equationx1x2(x1 +x2) +x3x4(x3 +x4) = 0
in suitable coordinates. To prove this proposition, we use the existence ofelliptic points onX , that is, points
at which the Hessian of the defining equation is a definite quadratic form. Obviously, there can be no line
contained inX passing through an elliptic point.

We check in Proposition 2 that if the surfaceP = 0 has an elliptic point, this also holds true forX . Then
we use the assertion of [5], § 108, p. 162, that every smooth real cubic surface has elliptic points, except
the Clebsch cubic, whose equation isx3

1 + x3
2 + x3

3 + x3
4 = (x1 + x2 + x3 + x4)3 in suitable coordinates,

and the equianharmonic cubic. In the former case, we nevertheless find an elliptic point onX . In the latter
case, a careful study is needed to prove thatX is indeed uniruled.

Finally, we prove the following result aboutreal conicsthrough a general point of a real variety.

PROPOSITION 4. –LetX be a subvariety ofPnR defined by real general equations of multidegreed such
that |d|< n. Through a general point ofX passes a smooth real conic or a real line contained inX .

1. Espaces linéaires contenus dans une variété réelle

Il est clair qu’une variété réelle projective dont l’une des équations qui la définit est de degré pair peut
très bien ne contenir aucune droite. Nous allons voir que dans le cas contraire, il y a « autant » de droites
réelles que de droites complexes.

On adopte les notations suivantes : pour toute suite finied = (d1, . . . , ds) d’entiers positifs et tout entier
positif r, on note

|d|=
s∑
i=1

di, d + r = (d1 + r, . . . , ds + r), dr =

s∑
i=1

dri ,

(
d

r

)
=

s∑
i=1

(
di
r

)
et

δ(n,d, r) = (r+ 1)(n− r)−
(

d + r

r

)
.
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C’est la « dimension attendue » de la famille desr-plans contenus dans une sous-variété dePnC définie par
des équations de multidegréd ([2], th. 2.1).

PROPOSITION 1. –Soiente une suite d’entiers positifs etX une sous-variété dePnR définie par des
équations réelles de multidegré2e− 1. Si

n− r >
∑
j6r/2

(
r

2j

)(
e− j − 1 + r

r

)
,

la variétéFr(X) desr-plans réels contenus dansX n’est pas vide et sa dimension (réelle) est au moins
égale àδ(n,2e− 1, r).

Démonstration. –Posonsd = 2e− 1 et introduisons comme dans [2] des polynômes àr+ 1 variables

Qr,d(x) =
∏

a0+···+ar=d

(a0x0 + · · ·+ arxr),

puisQr,d(x) =Qr,d1(x) · · ·Qr,ds(x), qui est homogène de degréN(d, r) =
(

d+r
r

)
.

La variétéFr(XC) est le lieu des zéros d’une section d’un fibré vectorielE de rangN(d, r) sur la
GrassmannienneG(r,PnC). On a montré dans [2], Prop. 4.4, que si l’on écritQr,d(x) =

∑
α qαx

α, les
coefficients de la décompositioncr,d =

∑
|λ|=N(d,r) fλσλ de la classe de Chern de degré maximal deE

sur les classes des cycles de Schubert, où l’on noteσλ la classe du cycle de codimension|λ| associé à la
partitionλ= (λ0, . . . , λr), sont donnés par la formule

fλ =
∑

σ∈Sr+1

ε(σ)qσ(λ+κ)−κ,

oùκ désigne la suite(r, . . . ,1,0).
Pour montrer queFr(X) n’est pas vide et de dimension réelle au moins égale à(r+1)(n−r)−N(d, r),

il suffit de montrer que pour une partitionλ0, le coefficientfλ0 estimpair. En effet, si c’est le cas, et siΣ
est un cycle de Schubert réel d’intersection1 avecσλ0 , la classe de Stiefel–Whitney de degré maximal
de la restriction deE à Σ est alors non nulle. Ceci signifie que toute section deE|Σ a un zéro, ou encore
queFr(X) rencontreΣ, donc aussi toute image deΣ par l’action de groupeGL(n,R). La restriction
ρ : GL(n,R)×Σ→G(r,PnR) de l’action du groupe estGL(n,R)-équivariante. En particulier,

dim
(
ρ−1

(
Fr(X)

))
= dim

(
Fr(X)

)
+ dim

(
GL(n,R)

)
+ dim(Σ)− dim

(
G
(
r,PnR

))
.

On vient de voir queρ−1(Fr(X)) se projette surjectivement surGL(n,R), donc est de dimension plus
grande. Cela montre les propriétés cherchées.

Il nous reste à montrer que sous les hypothèses du théorème, au moins un desfλ est impair. Dans chaque
terme du produit définissant le polynômeQr,2e−1, l’ensembleI des indicesi pour lesquelsai est impair a

un nombre impair d’éléments puisque la somme desai est impaire. ÀI fixé, il y a
( 2e−1−|I|

2 +r
r

)
termes. On

a donc

Qr,2e−1(x)≡
∏

06j6r/2

∏
I⊂{0,...,r}

Card(I)=2j+1

(∑
i∈I

xi

)(e−j−1+r
r )

mod 2.

Dans le second produit, le plus grand terme dans l’ordre lexicographique estx
s(j,0)
0 x

s(j,1)
1 · · ·xs(j,r−2j)

r−2j avec

s(j, k) =
(
r−k
2j

)
, et son coefficient vaut1. Cela entraîne que le plus grand monôme deQr,2e−1 modulo2
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dans l’ordre lexicographique est

∏
j6r/2

(
x
s(j,0)
0 x

s(j,1)
1 · · ·xs(j,r−2j)

r−2j

)(e−j−1+r
r )

=
r∏
i=0

x

∑
2j6r−i (

r−i
2j )(e−j−1+r

r )
i .

Notonsai l’exposant dexi dans ce produit. Comme(a0, . . . , ar) est la plus grande suite d’exposants classés
en ordre décroissant qui apparaît dansQr,2e−1 modulo2, il s’ensuit quefa0,...,ar est impair. La classe
correspondanteσa0,...,ar est non nulle dans la Grassmannienne dès que

n− r >
∑
j6r/2

(
r

2j

)(
e− j − 1 + r

r

)
.

Ceci termine la démonstration.2
Remarque. – Sous les hypothèses du théorème, lorsqueX est de plus générale, la variétéFr(X) est lisse

de dimension exactementδ(n,2e− 1, r), puisqueFr(XC) a la même propriété ([2], th. 2.1.b)).
En revanche, il se peut très bien queFr(X) ne soit pas connexe (alors queFr(XC) l’est dès que sa

dimension attendue est strictement positive), comme le montre l’exemple suivant, dû à V. Kharlamov.
Soit X l’hypersurface cubique d’équation homogènex0(x2

0 + x2
1 − x2

2 − · · · − x2
n) = 0 dansPnR, avec

n > 4. Elle est réunion d’un hyperplanH et d’une quadriqueQ contenant une famille lisse connexe de
dimension2n− 5 de droites dont aucune n’est contenue dansH : la variétéF1(X) a deux composantes
connexes. On peut rendreX lisse en ajoutant à son équation un petit multiple de l’équation d’une cubique
lisseC contenant une droite contenue dansQ. Cette droite reste contenue dansX , ainsi que toutes les
droites contenues dansC ∩H , de sorte queF1(X) reste non connexe.

2. Le cas des hypersurfaces cubiques

Soit X une hypersurface cubique réelle lisse dansPnR, avecn > 4. La variétéF1(XC) est lisse de
dimension2n− 3 ([1], Prop. 5), donc aussiF1(X) par la proposition. De plus, la variété complexeXC
est uniréglée en droites, c’est-à-dire qu’il passe par chaque point deXC une droite contenue dansXC
([2], th. 5.1). En d’autres termes, la variétéIC = {(p,Λ) ∈ XC × G(r,PnC) | p ∈ Λ ⊂ XC} est lisse et la
première projectionπ : IC → XC est surjective. Au-dessus d’un point général deX , la différentielle de
π est surjective, donc aussi celle de la projectionI → X . Il s’ensuit que la réunion des droites réelles
contenues dansX est un fermé semi-algébriqued’intérieur non vide1 .

Ce fermé peut très bien être distinct deX : pour la cubique de Fermat d’équationx3
0 + · · ·+ x3

n = 0,
la Hessienne en un pointp = (1, x1, . . . , xn) est la restriction de la forme quadratiquex1t

2
1 + · · ·+ xnt

2
n

à l’hyperplanx2
1t1 + · · · + x2

ntn = 0. Lorsque tous lesxi sont strictement négatifs, celle-ci est définie
négative et le pointp est elliptique surX ; la cubique de Fermat n’est donc pas uniréglée en droites réelles.
On montre plus généralement le résultat suivant.

PROPOSITION 2. –Si le polynômeP (x1, . . . , xn) définit une cubique lisse avec des points elliptiques, il
en est de même du polynômex3

0 + P (x1, . . . , xn).

Remarque. – Ces hypersurfaces cubiques dePnR sont très particulières ; elles sont par exemple homéo-
morphes àPn−1

R .

Démonstration. –SoitX la cubique d’équationP (x) = 0, soitS la cubique définie parx0 = P (x) = 0 et
soitp un pointelliptiquesurS. On fait tous les calculs dans l’ouvert défini parxn = 1 avec les coordonnées
(x0, . . . , xn−1) ; on peut supposerp= (0, . . . ,0) et

P (x1, . . . , xn−1,1) = x1 +
(
x1P1(x1, . . . , xn−1) + x2

2 + · · ·+ x2
n−1

)
+ P3(x1, . . . , xn−1),
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oùPj est un polynôme homogène de degréj. Pourε petit, considérons le point

p(ε) =
(
ε 3
√

1− ε3P1(1,0, . . . ,0) + ε6P3(1,0, . . . ,0),−ε3,0, . . . ,0
)

deX voisin dep. Au premier ordre, on ap(ε) = (ε,0, . . . ,0), l’espace tangent est défini parx1 = 0 et la
Hessienne est6εt20 + t22 + · · ·+ t2n−1. Elle est donc définie positive pourε petit strictement positif. 2

Remarque. – On peut aisément déterminer les droites contenues dansX et passant par un point(0, x)
deS ; elles s’écrivent{

(−β 3
√
−P (y), αx+ βy) | (α,β) ∈ P1

R
}

avec dP (x)(y) = d2P (x)(y) = 0.

En d’autres termes, la droitexy dansPn−1 a un contact d’ordre3 enx avecS. Pour qu’il existe une telle
droite, il faut et il suffit que le pointx ne soit pas elliptique surS. L’application rationnelleF1(X)C 99K SC,
qui associe à une droite contenue dansX mais pas dansS son point d’intersection avec l’hyperplan
x0 = 0, se prolonge à un morphisme après éclatement de la sous-variété lisseF1(S)C de codimension2
dansF1(X)C.

Lorsquen = 4, la partie réelle de l’éclaté deF1(X)C est ainsi revêtement double du lieu des points
hyperboliques deS, ramifié sur le lieu des points paraboliques. Le lieu hyperbolique est toujours connexe
([5], § 73, p. 106 ; § 79, p. 116 ; § 83, p. 123) ; il en est donc de même pourF1(X).

Si l’on en croit [5], § 108, p. 162, toutes les surfaces réelles cubiques lisses ont des points elliptiques, à
l’exception de la cubique de Clebsch, d’équation

x3
1 + x3

2 + x3
3 + x3

4 = (x1 + x2 + x3 + x4)3,

et de la cubique « équianharmonique », d’équation

x1x2(x1 + x2) + x3x4(x3 + x4) = 0.

On vérifie que le point(1, λ, λ, λ,λ), avecλ = 1/ 3
√

60 est elliptique sur le solide cubique d’équation
x3

0 + x3
1 + x3

2 + x3
3 + x3

4 = (x1 + x2 + x3 + x4)3. En revanche, on obtient à partir de la seconde équation
un solide cubique uniréglé en droites.

PROPOSITION 3. –Une hypersurface cubique lisse réelle dansP4
R dont l’équation peut s’écrirex3

0 +
P (x1, . . . , x4) = 0 est uniréglée en droites réelles si et seulement si la surface cubique définie parP est
équianharmonique.

Démonstration. –Compte tenu des remarques précédentes, il nous faut démontrer que l’hypersurfaceX
deP4

R d’équationx3
0 + x1x2(x1 + x2) + x3x4(x3 + x4) = 0 est uniréglée en droites réelles. D’après les

remarques qui viennent d’être faites, le lieu des pointsp deX par lesquels passe une droite réelle est non
vide et contient la surfaceS. Plaçons-nous en un point hors deS et supposonsx0 = 1. Une droite passant
par un tel point est donnée par un point d’intersection de la quadriquex2t

2
1 + x1t

2
2 + 2(x1 + x2)t1t2 +

x4t
2
3 + x3t

2
4 + 2(x3 + x4)t3t4 = 0 et de la cubiquet1t2(t1 + t2) + t3t4(t3 + t4) = 0 dans le plan projectif

d’équationx2(x2 + 2x1)t1 + x1(x1 + 2x2)t2 + x4(x4 + 2x3)t3 + x3(x3 + 2x4)t4 = 0 . NotonsQx etCx
cette quadrique et cette cubique planes.

L’idée de la démonstration est simplement qu’un point d’intersection transverse deQx et Cx doit
persister localement. Pour démontrer queX est uniréglée, il suffit donc de vérifier qu’en un point par où
passe une droite multiple (correspondant à une intersection non transverse de la quadrique et de la cubique
précédentes) passe également une droite simple, ou au moins une droite qui subsiste localement. Pour ce
faire, on vérifie d’abord qu’un point par lequel passe une droite multiple est tel quex1x2(x1 + x2) = 0 ou
x3x4(x3 + x4) = 0. On peut donc supposer, quitte à changer de coordonnées,x4 = 0. L’intersection de cet
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hyperplan avecX contient un point deS en lequel on s’assure que passe une droite simple. Enfin, cette
droite ne peut devenir multiple qu’en un autre point deS, ou bien en un point tel quex3 = x4 = 0. Dans
les deux cas, on s’assure qu’il existe une droite passant parx qui persiste localement.2
3. Coniques contenues dans une variété réelle

PROPOSITION 4. –Soit X une sous-variété dePnR définie par des équations réellesgénéralesde
multidegréd vérifiant |d| < n. Par tout pointgénéraldeX passe une conique réelle lisse ou une droite
réelle contenue dansX .

Démonstration. –Par [2], th. 5.1, passent par chaque pointx de X une droite complexeD+ et sa
conjuguéeD−. On considére en suivant [3] trois courbes rationnellesC0, C+ et C−, puis la courbe
nodaleC obtenue en identifiant le point(1,±i) sur C0 avec le point(1,0) sur C± et le morphisme
f :C→XC défini en contractantC0 surx et en envoyantC± surD±. Ce morphisme estdéfini surR.

Soit T une courbe affine réelle lisse avec un point réelt0, et soitS → T × P1 l’éclatement des points
(t0, (1, i)) et (t0, (1,−i)), de sorte que la fibre ent0 deh : S→ T s’identifie àC.

D’après [4], pourX etD+ générales, le fibré vectorielTX |D± est isomorphe à

OD±(2)⊕OD±(1)⊕(d−1)⊕O⊕(n−1−d)
D± .

Commef∗TX |C0 est trivial, il ressort du lemme 2.4 de [3] queH1(C,f∗TX(−p)) s’annule, oùp désigne
le point(t0, (1,0)) deS. On peut appliquer la proposition 2.2 de [3] avec le sous-schémaZ = T ×{(1,0)}
deS : il existe une courbe lisseT ′ avec un point réelt′0, un morphisme étaleT ′→ T envoyantt′0 surt0 et
unT ′-morphismeS ×T T ′→X × T ′ prolongeantf et contractantZ surx. Si on choisit un point réel de
T ′ autre quet′0, on obtient une déformation lisse réelle de la courbeD+ ∪D− passant parx, qui fournit la
conique cherchée.2

1 On peut faire le même raisonnement avec n’importe quelle variété réelleX comme dans la proposition, dès que
l’on sait queFr(XC) a la dimension attendue.
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