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Résumé. Un polytope est 'enveloppe convexe d’un ensemble fini de points de I’espace. 11
est dit entier si ces points peuvent étre choisis a coordonnées entieres. Le theme général
du minicours est le comptage du nombre de points a coordonnées entieres dans un polytope
entier et la finitude du nombre de types de polytopes entiers pour lesquels ce nombre est fixé
non nul. Les techniques utilisées sont complétement élémentaires. Outre leur intérét propre,
ces problémes ont un lien trés étroit avec des problemes de géométrie.
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2 OLIVIER DEBARRE

INTRODUCTION

Dans tout ce texte, un polytope est 'enveloppe convexe! d'un sous-ensemble fini
de l'espace euclidien R™. C’est donc un compact (fermé et borné). Sa dimension
est celle de I'espace affine qu’il engendre.

On appelle intérieur relatif d'un polytope P son intérieur dans ’espace affine
qu’il engendre. On le note P’.

Un point de P est un sommet s’il n’est intérieur a aucun segment entierement
contenu dans P.

Soit X un sous-ensemble de R". Le théoréeme de Carathéodory énonce que
tout point de ’enveloppe convexe Conv(X) est dans [’enveloppe convexe d’un sous-
ensemble de Y de points affinement indépendants.

Proposition 1. Les sommets d’un polytope P sont en nombre fini et leur enveloppe
convexe est P.

DEMONSTRATION. Soit 3 un ensemble (fini) de cardinal minimal dont P soit I'en-
veloppe convexe. Nous allons montrer que Y est exactement I’ensemble des sommets

de P.

Soit s un sommet de P. Par le théoreme de Carathéodory, on peut écrire

S = A181+ -+ AnSm, avec Sy, ..., S, points de ¥ affinement indépendants, \; > 0
et \{+---+ N\, =1. Sim > 1, le point s est dans l'intérieur du segment joignant
(1—)\3—"'—)\m)81+)\3$3+"'+)\m8m

a
(1—=A3 == Ap)sa+Azsg+ -+ Ansi,

ce qui est absurde. On a donc m = 1, c¢’est-a-dire s € X..

Inversement, pour tout point s de X, notons ¢ C P l’enveloppe convexe de
Y -{s}. Notons z le point de @ le plus proche de s et H I’hyperplan affine passant
par = et orthogonal au segment xs. Son équation est p(y) = (y —x,s —x) = 0
et  est négative sur @), strictement positive en s. On en déduit que ¢ atteint son
maximum sur P en le seul point s, qui est par conséquent un sommet de P. 0

Plus généralement, on appelle face d’'un polytope P tout sous-ensemble de P
défini comme PN H, ou H est un hyperplan affine tel que P soit entierement contenu
dans un des deux demi-espaces qu’il définit. En particulier @ est une face de P. 1l
est aussi pratique de décréter que P est une face de P. Ces deux faces sont dites
impropres.

1 enveloppe conveze d’un sous-ensemble S de R™ est Pintersection des sous-ensembles convexes
de R™ qui contiennent S: c’est le plus petit sous-ensemble convexe de R™ qui contient S. C’est
aussi ’ensemble des barycentres a coefficients positifs de points de S.
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On montre que P n’a qu'un nombre fini de faces, et que chaque face est elle-méme
un polytope, enveloppe convexe des sommets de P qu’elle contient. Une facette est
une face de dimension dim(P) — 1. Enfin, un polytope est réunion disjointe des
intérieurs relatifs de ses faces.

1. LES SIMPLEXES

On appelle r-simpleze 'enveloppe convexe de r + 1 points affinement indépen-
dants dans R". Les r-simplexes sont donc exactement les polytopes de dimension r
avec r + 1 sommets.

On appelle r-simplexe ouvert 'intérieur relatif d’un simplexe. En particulier, un
point est un simplexe et un simplexe ouvert.

Proposition 2. Tout polytope P est réunion disjointe de simplexes ouverts dont les
sommets sont des sommets de P.

DEMONSTRATION. Soit s un sommet de P, soient Fi, ..., F, les faces (propres) de
P ne contenant pas s et soient Fj,...,F! leurs intérieurs relatifs. Les ensembles
{s},Conv({s} U F])-{s},...,Conv({s} U F/)-{s} forment une partition de P.

En raisonnant par récurrence sur la dimension de P, on sait décomposer chaque
F; en réunion disjointe de simplexes ouverts dont les sommets sont des sommets
de F;, donc de P. En excluant les simplexes contenus dans F;- F/, on obtient une
décomposition de chaque F; en réunion disjointe de simplexes ouverts, donc aussi
une telle décomposition de chaque Conv({s} U F})-{s}. O

Le volume euclidien d'un n-simplexe de sommets sg, ..., s, dans R" est

(1) %dét(go—s_{, 5

Soit K un convexe compact dans R"™. La fonction qui a n 4+ 1 points de K associe
le volume du simplexe (peut-étre dégénéré) engendré est donc continue. Elle atteint
donc son maximum et on peut parler d’'un simplexe de volume maximal contenu
dans K.

Un polytope P contient un simplexe de volume maximal dont les sommets sont
des sommets de P. En effet, soit s un sommet d’un simplexe S de volume maximal
contenu dans P. Considérons I’hyperplan affine H engendré par les autres sommets
de S. Le point s est un point de P a distance maximale de H. L’intersection avec P
de 'hyperplan affine parallele a H et passant par s est par définition une face de P
donc contient un sommet de P. On peut donc changer s en un sommet de P (sans
changer les autres sommets de S). On procede ainsi pour chaque sommet de S.
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Proposition 3. Soit K un convexe compact dans R™ et soit S un simplexe de
volume mazximal contenu dans K, de centre de gravité go. On a

DEMONSTRATION. On peut supposer go = 0. Soient sg,...,s, les sommets de S.
Pour chaque ¢, on note H; 'hyperplan affine passant par les sommets de S autres que
s;. Le convexe K est tout entier contenu dans la région R; composée des points de
R" situés a distance moindre que d(s;, H;) de H;. Nous allons montrer que (;_, R;
est contenu dans —n.S. En coordonnées barycentriques, on a

Ri:{zn:aij zn:ajzl, |sz|§1}
j=0 j=0

puisque la distance d’un point Z?:o a;s; A H; est |o;|d(s;, H;). Posons 3; = 1fnaj
On a Z?:o B; =1et B >0 et comme Z;L:o s; =0,
Rec{=n> | 38 =1 620
3=0 j=0
de sorte que l'on a [, R; C —nS. .

2. POLYTOPES ET POINTS ENTIERS

On appelle point entier dans R™ un point dont toutes les coordonnées sont
entieres, c’est-a-dire un point de Z". On appelle polytope entier un polytope dont
tous les sommets sont entiers. C’est un tres vieux probleme que d’estimer ou de
relier le nombre de points entiers d’un tel polytope, le nombre de points entiers dans
son intérieur relatif P’ et le volume de P.

Il est utile d’introduire le concept de base de Z". La définition est la méme que
pour un espace vectoriel.

Définition 1. Une famille (z1,...,x,) de vecteurs de Z"™ en est une base si tout
vecteur de Z" peut s’écrire comme combinaison linéaire de x1,...,x, a coefficients
entiers.

Attention, n vecteurs de Z"™ peuvent étre libres dans I'espace vectoriel R™ sans
former une base de Z™. On a les caractérisations suivantes.

Proposition 4. Soient x,...,x, des vecteurs de Z™ qui forment une base de
l’espace vectoriel R™. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la famille (xq,...,x,) est une base de Z™ ;

(i) le déterminant de (x1,...,x,) dans la base canonique est +1 ;
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(iii) le parallélépipéde construit sur les vecteurs x1, . . ., x, ne contient aucun point
entier autre que les 2™ points e1x1 + - -+ + £,p, &; € {0,1}.

DEMONSTRATION. Soient A la matrice (entiere) dont les colonnes sont les coor-

données des vecteurs (zy,...,x,) dans la base canonique et B son inverse, c’est-
a-dire la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la base
canonique dans la base (z1,...,x,) de l'espace vectoriel R".

Si (i) est vérifié, la matrice B est a coefficients entiers et AB = I,,. En prenant les
déterminants (entiers), on obtient (ii). Inversement, si le déterminant de A est +1,
la formule donnant les coefficients de I'inverse A1 & partir des cofacteurs (entiers)
de A montre que B est aussi a coefficients entiers. On en déduit (i). Donc (i) et (ii)
sont équivalents.

Supposons (iii) vérifié. Tout vecteur de Z" peut s’écrire \yzy + - - - + Ay, avec
AL, ..., A\, € R. Le point entier

(M =MDz 4+ 4+ (A = [Aa])zn

est dans le parallélépipede construit sur les vecteurs 1, ..., x,, donc A\; — [N;] = 0
pour tout i et (i) est vérifié. Inversement, si (i) est vérifié, tout point entier dans
le parallélépipede construit sur les vecteurs xy,...,x, est combinaison linéaire de
ceux-ci a coefficients entiers, qui valent donc nécessairement 0 ou 1. Donc (i) et (iii)
sont équivalents. 0

Lorsque I'on étudie les polytopes entiers, il faut tenir compte des transformations
de 'espace euclidien R™ préservant le réseau Z" (et donc les notions de point entier
et de polytope entier) : ces transformations sont les translations par un vecteur a
coordonnées entieres et les transformations linéaires x — Az, ou A est une matrice
de GL,(Z) c’est-a-dire, par la proposition 4, une matrice n xn a coefficients entiers et
de déterminant £1. Une telle transformation préserve donc aussi le volume euclidien.
Deux polytopes qui different par une telle transformation seront dits équivalents.

Attention, des polytopes équivalents peuvent sembler tres différents, mais de
notre point de vue, leurs propriétés sont les mémes : méme volume, méme nombre
de points entiers, méme nombre de points entiers intérieurs. Les triangles suivants
sont équivalents
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Ils sont chacun d’aire 3 et contiennent chacun 7 points entiers dont un seul
intérieur.

L’inégalité suivante majore le nombre de points entiers en fonction du volume.
C’est tres important de notre point de vue : il nous «suffira)» de majorer le volume
d’un polytope entier ayant un nombre de points entiers intérieurs fixé.

Théoréme 1 (Blichfeldt). Soit K un compact conveze de lespace euclidien R™ tel
que K NZ" ne soit pas inclus dans un hyperplan. On a

Card(K NZ") < n+ nlvol(K)

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer K par I'enveloppe convexe de ses points en-
tiers, on voit qu’il suffit de traiter le cas d’un polytope entier P de dimension n.

On procede par récurrence sur la quantité Card(P NZ™), qui est au moins égale
an+1. SiCard(PNZ") =n+ 1, le polytope P est un simplexe entier, donc de
volume au moins égal & = par la formule (1).

Si P n’est pas un simplexe, il existe un sommet s de P tel que le polytope (entier)
@ enveloppe convexe des autres sommets de P soit de dimension n. Le polytope @)
est intersection de demi-espaces définis par ses facettes. Comme s ¢ @), il existe une
de ces facettes, F' = Q N H, telle que s et () soient de part et d’autre de H. Soit R
le polytope Conv({s} U F'). Les polytopes @ et R sont chacun de dimension n, ont
strictement moins de points entiers que P et ont au moins n sommets (entiers) en
commun (ceux de F'). De plus, P=QUR et ' =Q N R. On en déduit, a I'aide de
I’hypothese de récurrence,

Card(PNZ") < Card(QNZ")+ Card(RNZ")—n
< n+nlvol(Q) + n!vol(R)

= n+nlvol(P)
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d’ou le théoreme. U

Il n’y a bien str pas de majoration générale dans 'autre sens, puisqu’il existe
des convexes compacts arbitrairement grands sans point entier. En revanche, pour
certains polytopes, on peut obtenir une telle majoration. Ce sera l'objet du § 5.

3. POLYGONES ENTIERS

Examinons tout d’abord le cas beaucoup plus simple des polygones (convexes),
c’est-a-dire des polytopes de dimension 2. On souhaite estimer le nombre de points
entiers sur le bord d’un polygone entier en fonction du nombre de points entiers a
I'intérieur. Le premier résultat dans cette direction est le célebre théoreme de Pick.

Théoréme 2 (Pick, 1900). Si P C R? est un polygone convexe entier,

(2) vol(P) = Card(P N Z?) — %Card(@P NnZz?* -1

DEMONSTRATION. Considérons d’abord un triangle entier 7" dont les seuls points
entiers sont les sommets. Les seuls points entiers du parallélogramme obtenu par
symétrie de T" par rapport au milieu d'un de ses cotés en sont les quatre sommets.
Par la proposition 4, l'aire de T" est donc 1/2 et la formule (2) est vérifiée dans ce
cas.

On traite maintenant le cas d’'un triangle entier quelconque, en procédant par
récurrence sur le nombre de points entiers qu’il contient. Si T est un triangle entier
avec au moins 4 points entiers, on choisit un point entier x dans 7' qui ne soit pas
un sommet. En le joignant aux 3 sommets, on décompose 7' en la réunion de 2 ou 3
triangles, selon que z est sur le bord de T ou non, triangles pour lesquels la formule
(2) est connue. Dans le premier cas, si T} et Ty sont ces triangles et s le sommet de
T opposé a x, on a ainsi

vol(T') = wvol(Ty) + vol(Tz)
= Card(T}; NZ?) + Card(Ty N Z*)

_ % Card(9T; N Z2) — % Card(9Ty N Z2) — 2
= Card(T N Z*) + Card([sz] N Z*)
- %(Card(@T NZ*) + 2 Card(Jsz[ N Z*) + 2) — 2

1
= Card(T NZ?) — 5 Card(0T NZ?*) — 1

On procede de fagon analogue si 'on a 3 triangles.
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Enfin, on peut traiter le cas des polygones entiers généraux par récurrence sur
le nombre de sommets. Si s est un sommet d'un polygone entier P, on écrit P
comme la réunion du triangle de sommets s et les sommets de P voisins de s, et
du polygone Conv(P-{s}), qui a un sommet de moins que P. On utilise ensuite le
méme raisonnement que celui employé ci-dessus. U

Si les seuls points entiers d’un polygone entier P sont sur son bord, on déduit
de la formule de Pick 1'égalité Card(P N Z?) = 2vol(P) + 2 et cette quantité n’est
pas bornée comme le montre ’exemple du triangle de sommets (0,0), (0,1) et (d,0)
(d entier positif quelconque).

La situation est completement différente pour les polygones entiers ayant au
moins un point entier intérieur, comme le montre le résultat suivant.

Théoréme 3 (Scott, 1976). Soit P un polygone dont le nombre k de points entiers
intérieurs n’est pas nul. On a

Card(PNZ* <3k+6

sauf st P est équivalent au triangle

avec un point entier intérieur et 10 points entiers.
On déduit de la formule de Pick la majoration
vol(P) < 2k + 2

sauf dans le cas exceptionnel ci-dessus.

DEMONSTRATION. Il s’agit de montrer que la quantité

§ = Card(P N Z2) — 3 Card(P NZ2) = 2(Card(9P N Z2) — vol(P) — 1)

est majorée par 6, sauf dans le cas du triangle ci-dessus.

On peut supposer que P est contenu entre les droites horizontales d’équation
y =0et y=h > 2, rencontre la droite y = 0 le long du segment (entier) Sy = [0, a
et la droite y = h le long d’un segment (entier) S, de longueur b > a.

On a

Card(OPNZ*) <a+b+2h , vol(P)> ~h(a+b)

N | —

donc
0<2(a+b+2h)—h(a+b)—2=6—(a+b—4)(h—2)
On a h > 2 car P contient un point intérieur entier.
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Si h =2, on a terminé. Si h = 3 aussi, sauf sia+b < 3. Sia+b <2, ona

Card(OP NZ?) < 8 et 6 = Card(9P N Z?*) — 2 Card(P NZ?) < 6 puisque P contient
(au moins) un point intérieur entier. Si a+b =3, on a Card(OPNZ?*) <9et § <7,
avec égalité si et seulement si

Card(0PNZ*) =9, Card(PNZ*) =1, vol(P)= g = %h(a +b)
Cette derniére égalité montre que P est un trapeze de bases Sy et Sp,. Sia =1 (et
b=2),il y a au plus 7 points entiers sur le bord. Donc a = 0 et P est un triangle,
équivalent au triangle ci-dessus.

Supposons donc h > 4 et a +b < 3. On peut aussi supposer que la plus
grande différence h’' entre abcisses de points de P est > h (sinon, on échange les
coordonnées). Appliquons une équivalence A : (x,y) — (x +my,y), avec m € Z, de
fagon que le segment entier A(Sy) — (0, h), porté par 'axe des x, soit le plus proche
possible de Sy. La distance d entre ces deux segments entiers est alors < %(h—a— b).
Si par hasard, h' est devenu < h, on échange les coordonnées et on recommence le
processus (qui doit s’arréter, puisqu’a chaque pas, U'entier h+h' décroit strictement).

On minore alors le volume de P par celui d'un quadrilatere pour obtenir

vol(P) > %h(h’ —d) > %h(h —d) > éllh(h +a+b)
de sorte que
b < 2(a+b+2h) —%h(h+a+b) -2
_ %h(S—h) —latb)(h—4) 2
< 6
Ceci termine la démonstration. U

4. LE POLYNOME D’EHRHART

Ce paragraphe est de nature un peu différente et n’est pas nécessaire pour la
suite. Il est consacré a un tres joli résultat qui généralise la formule de Pick en toute
dimension et ne peut étre passé sous silence.

Théoréme 4 (Ehrhart, 1967). Soit P un polytope entier dans R™. La fonction

pop : N — N~
m — Card(mPNZ")
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est polynomiale, de degré la dimension r de P et de coefficient dominant le volume
r-dimensionnel de P. On a d’autre part, pour tout entier m > 0,

Card(mP' NZ") = (—1)"pp(—m)

Un polytope entier P dans R est un intervalle [p, g]. Il contient ¢ — p+ 1 points
entiers, et

ep(m) = mg—mp+1

ep(m) = mg—mp—1=—pp(—m)

On a de méme ¢y, 5(m) = mg — mp = my),4(1). On a la méme formule pour un
segment entier semi-ouvert dans le plan. Lorsque P est de dimension 2, on en déduit
wap(m) = mpyp(1) d’ou, en utilisant la formule de Pick,
ep(m) = m?vol(P) + % Card(OPNZ") +1
ep(m) = @p(m)— Card(0(mP)NZ")
= m?vol(P) — % Card(OPNZ") +1
= pp(-m)

Inversement, on peut déduire la formule de Pick du théoreme.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4. Grace & la proposition 2, il suffit pour montrer
la premiere moitié du théoreme de traiter le cas d’un r-simplexe entier S, de sommets

0,81,...,8.. L’ensemble mS est la réunion disjointe de ses sous-ensembles
Sm7j:{>\181+“'+)\,a8r )\1207 Z)\lgm, [)\Z]Im—j}
i=1 i=1
pour j € {0,...,m}. Le nombre de points entiers dans S,,; est le nombre de

r—1

. PEN o . 92 . ™ _ . ) \ .
solutions entieres positives de I'équation ) ), x; = m — j, c’est-a-dire Cm_j 15

fois le nombre a; de points entiers de

{M151+"‘+Mr5r p€ (0,10, ) p Sj}
=1
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Comme a; = a, pour tout j > r, on en déduit

Card(mSNZ") = Za] Cm o1

= Zajcm —j+r— 1+arzcm —j+r—1
=0

r—1

= Z(aj—ar) Cm jtr— 1+arzcm j+r—1

— r—1 T
= Z(aj - (Zr) Cm—j—i—r—l +a, Cm+r

=0

C’est donc bien un polynome en m de degré r et de coefficient dominant %ar
Pour tout convexe compact K dans R”, on a d’autre part

Card(mK NZ")

m’I’L

= vol CKL Card (K N iZ")

ou ‘51 est un cube de cote —. Lorsque m tend vers +00, cette quantité est supérieure

au Volume de la réunion des cubes de coté % et de sommets dans T{LZ” qui sont

contenus dans K, et inférieure au volume de la réunion de ces cubes dont un sommet
est dans K. On en déduit facilement que la limite est le volume (n-dimensionnel)
de K.

Montrons maintenant la seconde partie du théoreme, dite formule de réciprocité.
Lorsque P est un r-simplexe, on vérifie directement, de fagon analogue a ci-dessus, la
formule pp(m) = (—1)"pp(—m). Si P n’est pas un simplexe, on I’écrit comme dans
la démonstration du théoreme 1 comme Q U R, ou @) et R sont des polytopes avec
strictement moins de points entiers que P qui se rencontrent le long d’une facette
commune F. On a alors

ep(m) = ¢q(m)+pr(m) — pr(m)
ep(m) = @q(m)+er(m)+ ep(m)
En faisant une récurrence sur le nombre des points entiers du polytope, on obtient
pp(m) = @g(m)+or(m)+ or(m)
(1) po(=m) + (1) pr(=m) + (=1)" " pp(~m)
= (=1)"¢p(—m)

Ceci termine la démonstration. O
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5. POINTS ENTIERS DANS DES CONVEXES COMPACTS ASSEZ SYMETRIQUES

Compter des points entiers dans des polytopes est a l'origine une question liée
a «l’approximation diophantienne» (on désigne par cette expression les techniques
fines permettant entre autres d’approcher un nombre irrationnel par une suite de
nombres rationnels). Cette théorie ancienne progressa tout particulierement grace
a Minkowski a la fin du dix-neuvieme siecle. Elle permet de montrer 'existence
de points entiers dans des compacts convexes symétriques de volume assez grand
et, plus généralement, de montrer l'existence de points entiers intérieurs dans des
compacts convexes de volume assez grand, en fonction d’un coefficient de symétrie
que nous définissons plus bas.

Comme on l'a déja remarqué, un compact convexe de grand volume peut ne
contenir aucun point entier. En revanche, un translaté convenable contiendra obli-
gatoirement de nombreux tels points. C’est 'objet du résultat suivant, élémentaire
mais crucial.

Théoréme 5 (Blichfeldt, 1914). Soient K un compact de ’espace euclidien R™ et
k un entier positif. Si vol(K) > k, il existe des points distincts vy, ..., v, de K tels
que v; —v; € Z" pour tous i et j.

DEMONSTRATION. Posons
¢ =[0,1"CR"
Lorsque u décrit Z™, les u + € forment une partition de R™. Si on pose K, = {x €
¢ |u+x € K}, onadonc vol(K) =} 7. vol(Ky,).
Supposons d’abord vol(K) > k. On a

k < vol(K) = Z/ 1Kudﬂz/ > g,du

ueZn ¢ wezn

Comme le volume de € est 1, il existe un point x de € vérifiant ) . 1x, (z) >k,
c’est-a-dire appartenant a au moins k£ + 1 ensembles K,. Autrement dit, il existe
U, - . . , uy distincts dans Z" tels que v; = x +u; € K, d’ou le résultat dans ce cas.
Le cas vol(K) = k se traite en remplacant K par AK, A > 1. Il existe des points
distincts vg(A), ..., v(A) de K tels que v;(A) —v;(A) € Z™ pour tous i et j. Comme
K est compact, on peut supposer que les limites v; = limy_,; v;(\) existent et cela
prouve le théoreme. O

Le résultat suivant semble da a Minkowski pour k£ =1 (1891), et a Blichfeldt en
général.

Corollaire 1. Soit K un compact convezxe de ’espace euclidien R™ symétrique par
rapport a 0 et soit k un entier positif. Si vol(K) > k2", il existe k paires disjointes
+u; de points non nuls appartenant a K NZ".
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Pour tout réel x, notons [x]- le plus grand entier strictement inférieur & z. Le
corollaire peut aussi s’exprimer ainsi: si K est un compact convexe symétrique par
rapport a un point entier, on peut minorer de fagon effective le nombre de points
entiers intérieurs a K en fonction de son volume:

Card(K NZ") > 2 [Vogf)} +1
<

vol(K)
2n

(il suffit d’appliquer ’énoncé a MK, avec k = [
vol(AK) > k2™).

} , o A € ]0,1[ est tel que
<

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1. Appliquons le théoréme de Blichfeldt & %K ,
compact de volume > k: il existe des points distincts vg,...,vr de K tels que
%vi — %’Uj € Z". Quitte a réordonner les v; et a changer les coordonnées, on peut
supposer que la premiere coordonnée de v, est strictement inférieure a celle de chacun
des autres v;.

Pour i =1,...,k, les u; = %(vZ + (—vo)) sont dans K NZ". Ils sont distincts,
et si w; = —uj, on a v; +v; = 2vp, ce qui est impossible puisque les premicres
coordonnées sont différentes. O

Nous allons étendre le résultat de Minkowski a des convexes quelconques. Pour
cela, il sera pratique d’introduire la notion suivante. Soient K un convexe compact
de l'espace euclidien R™ et x un point intérieur a K. Toute demi-droite affine /¢
passant par = coupe le bord de K en un points z;; on note z, le point analogue
défini par la demi-droite opposée. On définit le coefficient de symétrie de K par
rapport a x par
a(K,x) = mln e = 21| il
[l — 2]

Ona0<a(K,z) <leta(K,z)=1siet seulement si K est symétrique par rapport
a x. Plus z est pres du bord, plus a(K, x) est petit. On a aussi, lorsque z = 0,

a(K,0) =max{a > 0| —aK C K}
En particulier, si P est un polytope de sommets s1, ..., s,,
a(P,0) = min{a > 0 | —as; € P pour tout 7}

Revenant au cas général d'un point intérieur x quelconque, si on note y;, pour chaque
i€ {l,...,r}, Pautre point d’intersection de la droite s;z avec le bord de P, on a

(3) a(P,x) = min ————

On obtient facilement la généralisation suivante du corollaire 1.
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Corollaire 2. Soit K un compact convexe de l’espace euclidien R™ contenant au
moins un point entier intérieur x. On a

Card(K NZ") > 2 {vol(K) (%ﬂ e

On utilisera ce corollaire sous la forme plus faible

Card(K NZ") = vol(K) (%)

DEMONSTRATION. La démonstration est exactement semblable a celle du corollaire

1. On peut supposer = 0. Posons a = a(K,0) et k = |:V01(K) (% . Pour
’ <

A € ]0, 1] suffisamment proche de 1, le convexe compact K, = %HK est de volume

> k. Le théoreme 5 fournit I'existence de 2k 4 1 points distincts vy, ..., v, de Ky
tels que v; —v; € Z" pour tous i et j. Comme —ak, C K et que K est convexe,
les points

vi—v;  t(—av;) + v

1 = 1

-+ 1 -+ 1

sont dans K, donc les points entiers 0, £(vy —yp), . . . , (vp—vp) sont dans (£ +1) K,

qui est contenu dans K. Si on choisit vy comme dans la démonstration du corollaire
1, on obtient ainsi 2k + 1 points distincts, ce qui montre le corollaire. U

6. ENONCE DU THEOREME DE HENSLEY SUR LES POINTS ENTIERS DANS LES
POLYTOPES ENTIERS

Dans ce paragraphe, nous souhaitons estimer le nombre de points entiers sur
le bord d'un polytope entier en fonction du nombre de points entiers a l'intérieur,
généralisant ainsi en toute dimension le résultat de Scott (th. 3).

Théoréme 6 (Hensley, 1983). Il existe une constante B(k,n) ne dépendant que
des entiers strictement positifs k et n, telle que, pour tout un polytope entier P de
dimension n avec exactement k points entiers intérieurs, on ait vol(P) < B(k,n).

On en déduit immédiatement le résultat suivant a I’aide de I'inégalité de Blich-
feldt.

Corollaire 3. Soit P un polytope entier de dimension n avec exactement k > 0
points entiers intérieurs. On a

Card(PNZ") <n+n!B(k,n)
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Autrement dit, le nombre de points entiers sur le bord d’un polytope entier de
dimension n est controlé par le nombre de points entiers a I'intérieur de ce polytope...
silyena!

Une constante B(k,n) est explicitement calculée par Hensley dans [H]. Elle est
améliorée dans [LZ] par Lagarias et Ziegler en B(k,n) = k(7(k+ 1))"2""", qui n’est
pas loin d’étre optimal : il y a des exemples de polytopes entiers P de dimension n
avec un unique point intérieur et

]. n—1 n—2
vol(P) > —22 , Card(PNZ") >2?

n!

(voir [ZPW] et [LZ]).

7. LE THEOREME DE HENSLEY POUR LES SIMPLEXES

On commence par montrer que les points entiers intérieurs d’un simplexe entier
ne peuvent pas étre trop pres du bord. En d’autres termes, le coefficient de symétrie
d’un simplexe entier par rapport a un point entier intérieur n’est pas trop petit.

Proposition 5. Pour tous entiers strictement positifs n et k, il existe une constante
strictement positive e(k,n) telle que, pour tout n-simplexe entier S avec exactement
k points intérieurs, et tout point entier intérieur x de S, on ait

a(S,x) > e(k,n)

La constante (k,n) est explicite. La valeur obtenue par Hensley (dont nous
suivons la démonstration plus bas) est de I'ordre de (4k)~2™. C’est cette proposition
que Lagarias & Ziegler améliorent, obtenant (k,n) > (7k +7)"2""". 1l existe des
exemples ol £(1,n) est de 'ordre de 272".

Le théoreme de Hensley pour les simplexes se déduit immédiatement de la propo-
sition grace au corollaire 2.

Corollaire 4. Pour tout n-simplexe entier S avec exactement k points intérieurs,

N wol9) <k (7 n>)n

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5. Celle-ci nécessite plusieurs lemmes d’ap-
proximation. Le premier est classique.

Lemme 1 (Hermite, 1847). Soient (z1,...,z,) € R" et N un entier strictement
positif fixé. Il existe des entiers py,...,pn,q avec 1l < g < N™ tels que |xz — % < Niq
pour chaque i € {1,...,n}.
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DEMONSTRATION. Pour tout réel z, on note {x} = x — [z] la partie fractionnaire de
z. Au moins deux des N+ 1 vecteurs ({kx1}, ..., {kz,}) de [0, 1]", lorsque k décrit
{0,..., N"}, tombent dans le méme cube de c6té % et a sommets dans %Z". Notons
k1 et ko > kq les valeurs correspondantes, et ¢ = ko — k1. Ona 0 < q < ky < N™
Soit p; 'entier le plus proche de gz;. On a

1
lqzi — pi|l < |koxy — krwy — [koxi] + [Faas]| = [{kaws} — {Fwai}| < N

d’ou le lemme. O

Le lemme suivant n’est qu’'une petite adaptation.

Lemme 2. Soient (z1,...,x,) € (R™)", avec Y !, x; = 1, et N > n un entier.
Il existe des entiers py,...,pn,q, avec p; >0, g =" p;, 1 < g < N"1 tels que
lgzy — 1| < &, et |qz; — pi| < + pour chaque i € {2,...,n}.

DEMONSTRATION. On applique le lemme 1 & (z3,...,2,). Pouri € {2,...,n}, on
a lqgr; — pi| < % et gx; > 0, donc en particulier p; > 0. Posons p; = ¢ — Z?:_ll Di.
On a
n—1 n—1 n
g1 — pa| = ‘q—qzwi +) pi —q‘ <%
i=1 i=1
De nouveau, comme gz; > 0 et & <1, on ap; > 0. 0

Voici maintenant le point essentiel.

Lemme 3. Pour tous entiers strictement positifs n et k, il existe a(k,n) > 0 tel
que, pour tout (z1,...,x,) € (RT*)" tel que 1 > "7 x; > 1—a(k,n), i existe des
entiers pi,...,pn,q, avec p; > 0 et g = . p; > 0, vérifiant (kq + 1)z; > kp; pour
chaque i € {1,...,n}.

Avant de démontrer ce lemme, montrons comment il entraine la proposition 5.
Rappelons que nous avons affaire & un n-simplexe entier S (dont on peut supposer
que les sommets sont 0, s1, ..., S, ) contenant un point entier intérieur x = Z:.L:l ;S;,
avec x; > 0 et > »  x; < 1. Montrons Y ", x; <1 — a(k,n). Sice n’est pas le cas,
on applique le lemme 3 et on considere pour chaque entier 7 > 0 le point entier

g+ Dz =35> pisi=Y_((ig+ Lz — jpi)s;
i=1 i=1
On a 337 ((jg + Dai — jpi) < jg+1—jg = 1. De plus, si gz; —p; > 0, on a
(g + Vx; —jpi > ¥ > 0. Sigr; —p; < 0et j <k, ona (jg+ )z — jp; >
x; + k(qx; — p;) > 0. On obtient donc ainsi k + 1 points entiers intérieurs a S, ce
qui est absurde.
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Onadonc ), ; < 1—a(k,n). Siy est autre point d'intersection de la droite
0z avec S, cela signifie ||| < (1 — a(k,n))||ly|. Comme cela vaut pour tout choix
de sommet de S, on déduit de la formule (3) I'estimation

alk,n)
a(S,r) > T(k,n)

Ceci termine donc la démonstration de la proposition 5. U

DEMONSTRATION DU LEMME 3. On procéde par récurrence sur n. Si n =1, on
cherche un entier ¢ > 0 tel que x > C’est possible des que x > k+1 = a(k,1).

k+1
Posons
4k
(k) = —— < alkn—1)
ol = e = ol

Prenons x; > --- > x, > 0, posons ZZ 1% =1 —a, et supposons 0 < a < a(k,n).
Slmn<a(k3 n—l)—a onadr' e, =1-a—x,>1—alkmn—1). On peut
appliquer 'hypothese de récurrence et prendre py,...,p,-1,0 et q.
Supposons donc z,, > a(k,n — 1) — « et appliquons le lemme 2 & -*-. On a

(kq+1)xy —kpr = 1+ k(qz1 —p1)
_ g X 1
o 1;1(1 kql—oz) —i—k(q a pl)

1_
kn
> $1(1_2kqa)_w
k
> (1 — 2kN"L )—Wn
1 kn
== —Xr1T — —
271N
S 1 kn>0
~ 2(n+1) N
car x; > 1=¢ aZnH Pour i > 2, on a de méme
1 k
kq+1)x; —kpi > Zan— —
(kg + 1)x; — kp 5 =
1 k
> La(kn-1)—a)- &
1 k
> Za(k,n—l)—ﬁ>0

et le lemme est démontré. O
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8. LE CAS GENERAL DU THEOREME DE HENSLEY

On a déja fait la partie la plus difficile : il est facile de déduire le cas général du
cas des simplexes.

On rappelle qu’il suffit de minorer le coefficient de symétrie de P par rapport a
un point entier intérieur x. 11 découle de la formule (3) que celui-ci est « atteint » en
un sommet s : si F' est une facette de P contenant I’autre point d’intersection y de
la droite sz avec le bord de P, on a

|z — y]|
a(P,x) = -—
|z — s]]
Par le théoreme de Carathéodory, il existe des sommets $s1,...,s, de F' (donc de

P) affinement indépendants (donc avec r < n), tels que y se trouve dans I'intérieur
relatif du (r — 1)-simplexe qu’ils engendrent. Soit S le r-simplexe de sommets

o
$,81,...,5.. Son intérieur relatif est contenu dans P et contient exactement &' < k
points entiers, dont x. La proposition 5 entraine

a(P,x) > a(S,z) > e(k',r)

d’ot1, en utilisant le corollaire 2,

2 n
vol(P) < k | —
(P)= (mlnlgkfgk, 1<r<n E(k”,r))

ce qui montre le théoreme 6.

9. UN RESULTAT DE FINITUDE

Théoreme 7 (Lagarias & Ziegler, 1991). Pour tous entiers strictement positifs k
et n, il n'y a qu’un nombre fini de classes d’équivalence de polytopes entiers de
dimension n avec exactement k points entiers intérieurs.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que tout simplexe entier S est équivalent a un
simplexe contenu dans un parallélépipede « rectangle) de volume inférieur ou égal a
n!vol(S). Par translation entiére, on peut supposer que l’origine est un sommet de
S. Soient si,...,s, les autres sommets et M = (m;;)1<; j<n la matrice (entiere) de
leurs composantes dans la base canonique (e, ..., e,). Nous allons démontrer deux
lemmes sur les matrices entieres.

Pour 1 <7 < j <n, notons E;; la matrice carrée d’ordre n dont tous les coeffi-
cients sont nuls, sauf celui de la 7eme ligne et jeme colonne, qui vaut 1. Multiplier
une matrice carrée d’ordre n a droite (resp. a gauche) par I + mE;; (élément de
GL,(Z)) revient a ajouter a la jeme colonne (resp. ligne) m fois la iéme colonne
(resp. ligne). On peut aussi changer le signe d’une colonne en multipliant a droite
par un élément de GL,(Z).
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Lemme 4. FEtant donnés des entiers aq,...,a, premiers entre eux, il existe une
matrice de GL,(Z) dont la premiére colonne est ay,. .., a,.

DEMONSTRATION. On peut supposer tous les a; positifs et on procede par récurrence
sur leur somme. Si celle-ci vaut 1, ¢’est évident. Si elle est > 1, au moins deux des
a; sont non nuls, et on peut supposer par exemple a; > ap > 0. Il existe alors par
hypothese de récurrence A € GL,(Z) dont la premiere colonne est a; —as, as, . .., a,.
La matrice (I, + FE12)A convient alors. d

Lemme 5. Etant donnée une matrice entiere M a déterminant non nul, il existe

A € GL,(Z) telle que

c11 Cla -+ -+ Cip

0 Coyg *++ o+ Cop
MA=|: 0

0 0 -+ 0 cum

avec 0 < ¢ < ¢y pour tout 1 <1< j < n.

DEMONSTRATION. Les n vecteurs s, ...,s! de Z"™! formés des (n — 1) dernieres
coordonnées des s; sont liés dans Q" ': il existe donc des rationnels ay, .. ., a, non
tous nuls vérifiant a;8) + -+ + a,s, = 0. En chassant les dénominateurs, on peut
supposer les a; entiers, puis premiers entre eux. On applique le lemme précédent,
qui fournit une matrice A € GL,(Z) de premieére colonne ay,...,a,. La matrice
M A est alors du type

Ci1 Ci2 -+ Cin
0 c2 -+ cCop
0 Cp2 - Cnn

On peut supposer c;; > 0 et, en faisant une récurrence sur n, que cette matrice est
triangulaire supérieure avec 0 < ¢;; < ¢;; pour 2 <7 < j < n.

Si on effectue la division euclidienne ¢;; = gje11 + 7, avec 0 < r; < ¢1q, on
obtient, apres avoir ajouté a la jeme colonne g; fois la premiere, 0 < ¢;; < ¢11, ce
qui termine la démonstration du lemme. 0

On a s; =) . mye;, dou

A(Sj) = Z mUA(&) = Z My Z Qi€ = Z CkjCk
i i k k
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Les colonnes de la matrice M A sont donc, avec 'origine, les sommets du simplexe
A(S). La i-eme composante d'un élément de A(S) s’écrit alors

Z )\jcij
J

avec \; > 0 et > ;A; < 1. Celleci est inférieure a > i Ajcii, donc & ¢;;. Cela signifie
que le simplexe A(S) est contenu dans un parallélépipede de sommet 'origine et de
cOtés paralleles aux axes, de longueurs c¢y1, ..., Cyy,, donc de volume

C11° Cpp = dét(AM) = | dét(M)| = n! vol(S)

ce qui montre ce que 'on voulait.

Pour traiter le cas général, on considere un simplexe S de volume maximal
contenu dans notre polytope entier P. Comme on l'a vu en § 1, on peut choisir
S de facon que ses sommets soient des sommets de P, donc entiers. Il existe une
transformation A € GL,(Z) telle que A(S) soit contenu dans un parallélépipede de
volume < n!vol(S) a cotés paralleles aux axes. La proposition 3 entraine que A(P)
est contenu dans un cube de c6té < nn!vol(S) < nn!vol(P) < nn!B(k,n) a cotés
paralleles aux axes. Un tel cube ne contient qu'un nombre fini de points entiers,
donc un nombre fini de polytopes entiers modulo les translations entieres. [l

En dimension deux, il y a, modulo les translations entieres et 'action de GLy(Z),
exactement 16 polygones entiers possédant exactement un point entier intérieur. Ce

SOt otat
o INJENGMET
VAL NSNS

Il n’y a pas de classification en dimension supérieure ou égale a 3 (il faut
s’attendre a une liste trés longue, rapidement inaccessible !).
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10. LES POLYTOPES DE FANO
Nous nous intéressons maintenant a une classe de polytopes entiers tres simples.

Définition 2. Un polytope entier de dimension n est dit de Fano s’il posséde 0
comme seul point intérieur et si toutes ses facettes ont exactement n sommets for-
mant une base de Z".

Nous laissons au lecteur le soin de déterminer les 5 types de polygones de Fano
parmi les 16 types de polygones entiers de la liste (4) ci-dessus.

Si P est un polytope de Fano et si f est le nombre de ses facettes, P est réunion
de f n-simplexes ayant 0 comme sommet commun. De plus, les points entiers
du bord de P sont exactement les sommets. Il résulte des résultats de finitude
précédents qu’il n’y a qu'un nombre fini de classes d’équivalence de polytopes de
Fano de dimension n ; en particulier, le nombre de sommets d'un tel polytope est
majoré par une constante ne dépendant que de n.

En utilisant des résultats de classification, on montre qu’un polytope de Fano de
dimension 1, 2, 3 ou 4 possede au plus 2, 6, 8 ou 12 sommets respectivement. Ces
nombres ont inspiré une conjecture d’Ewald récemment montrée par C. Casagrande.

Théoréme 8 (Casagrande, 2004). Le nombre de sommets d’un polytope de Fano
P de dimension n est plus 3n. Il y a €éqgalité si et seulement si n est pair et P est
équivalent au produit de n/2 copies du polytope de Fano plan a 6 sommets®.

Cette borne est bien plus petite que celle donnée par le résultat de Hensley. Elle
est en fait valable pour tous les polytopes entiers dont les facettes sont toutes des
simplexes et dont le polytope dual (voir ci-dessous) est aussi entier.

DEMONSTRATION. Pour la démonstration, nous avons besoin d’introduire le poly-
tope dual de P, défini par

P ={yeR"| (z,y) <1 pour tout x € P}

ou (,-,-) est le produit scalaire usuel sur R" (cette définition a un sens pour tout
polytope, de Fano ou pas)®. On montre que c’est bien un polytope et que ses
sommets sont en bijection avec les facettes de P par la correspondance

s* sommet de P* «— I, ={x e R"| (z,s") =1}

Si P est un polytope de Fano, P* est encore un polytope entier, pas nécessairement
de Fano, mais qui n’a qu'un seul point entier intérieur (I’origine)®.

2Le cinquiéme de la premiére ligne du tableau (4).

30n peut aussi se placer dans l'espace dual (R™)* et remplacer le produit scalaire par la dualité,
d’out la terminologie.

4Nous laissons au lecteur le soin de déterminer les duaux des 5 types de polygones de Fano
parmi les 16 types de polygones entiers de la liste (4) ci-dessus.
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Soit s* un sommet de P*. Comme les facettes de P contiennent n sommets, il
y a exactement n sommets s de P qui vérifient (s, s*) = 1.

Si s est un sommet de P qui vérifie (s, s*) = 0, on vérifie facilement que s forme
avec n — 1 des sommets de Fy une facette de P (adjacente & Fy). On a donc au
plus n de ces sommets.

On peut maintenant commencer la démonstration. Comme ’origine est intérieure
a P*, on a une relation

0=mys] + - +m,s,

ou les m; sont des entiers strictement positifs et s7,..., s’ des sommets de P*. Pour
tout sommet s de P, on a

0 = i m;(s, s7)
=1

i

= Z m;(s, s;) + Z m;(s, s;)
s,87)=1

<’*

< Zmi_zmi

(s,87)=1 (s,87)<~1

de sorte que

En sommant sur tous les sommets s et en notant S le nombre de sommets de
P, on obtient

SYm <N Y Y Y om
i=1 s (s,s7)=1 s (s,87)<=0

QZmi Card{s | (s,s/) =1} + Zmi Card{s | (s, s;) = 0}
< 3n2mi

d’ou le théoreme. Pour le cas d’égalité, consulter [C]. O
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