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Résumé. Pragacz, Srinivas et Pati étudient dans une prépublication électroni-
que de 2006 les variétés algébriques X qui satisfont ce qu’ils appellent la « propriété
de la diagonale » : il existe sur X x X un fibré vectoriel de rang la dimension de
X avec une section qui s’annule simplement sur la diagonale. Cette propriété est
vérifiée si X est une variété de drapeaux SL,, /P. Elle entraine la propriété plus
faible suivante : pour chaque point z de X, il existe sur X un fibré vectoriel de
rang la dimension de X avec une section qui s’annule simplement sur z. Si X
est un groupe algébrique, ces deux propriétés sont équivalentes. J’étudierai ces
deux propriétés (équivalentes) lorsque X est une variété abélienne, montrant en
particulier qu’elles sont vérifiées pour les produits de jacobiennes de courbes.

Dans la prépublication électronique arXiv math.AG/0609381, Pragacz,
Srinivas et Pati étudient ce qu’ils appellent la « propriété de la diagonale »
(notée (D)) pour une variété (lisse)! X (a priori algébrique ou différentiable,
mais nous ne considérerons ici que le cas algébrique, souvent propre, sur un
corps algébriquement clos, souvent C) de dimension n, a savoir : il existe sur
X x X un fibré vectoriel de rang n avec une section dont le schéma des zéros
est la diagonale.

L’existence d’un tel fibré induit une résolution de l'idéal de la diagonale
par des fibrés vectoriels a ’aide d’un complexe de Koszul. Une telle résolution
a été utilisée pour donner une description de la catégorie dérivée D(X) de
X (Kapranov), et s’est révélée utile pour étudier la K-théorie algébrique des
espaces homogenes (Brion).

1Si X vérifie la propriété (D) pour un fibré vectoriel E,
QA = In/ I3 ~ EY|a

est localement libre donc X est lisse.



1 Quelques exemples

Il est clair que les courbes lisses ont la propriété (D), et que tout produit
fini de variétés qui ont la propriété (D) a encore cette propriété. Il y a d’autres
exemples plus intéressants.

1.1 Les grassmanniennes

Soit GG la grassmannienne des r-plans dans un espace vectoriel V. On a
une suite exacte « tautologique » de fibrés vectoriels

0—-5S—->Veg—Q—0

ou rang(S) = r. Posons G; = G5 = G et notons py,py : G1 X Gy — G les
deux projections. La diagonale est le schéma des zéros de la section du fibré
S om(p; Sy, p5Q2) de rang dim(G) sur Gy x Gy induite par le morphisme

P1S1 — P1Va, = Vaixa, = P5Va, — psQ2

Les grassmanniennes ont donc la propriété (D). Des résultats de Fulton en-
trainent que plus généralement, toute variété de drapeaux SL,, /P possede
aussi cette propriété.

1.2 Les groupes algébriques

La propriété (D) pour une variété lisse X de dimension n entraine, pour
chaque point x de X, la propriété plus faible suivante, notée (P,) : il existe
un fibré vectoriel E, de rang n sur X avec une section dont le schéma des
2€ros est x.

Lorsque X est un groupe algébrique, ces deux propriétés sont équivalentes
a la propriété (Py), notée simplement (P). En effet, il suffit de considérer le
morphisme f : X x X — X défini par f(z,y) = zy~! et le fibré vectoriel
f*E().

On en déduit par exemple que tout groupe affine a la propriété (D) (un
résultat de M. P. Murthy dit que X a la propriété (P,) pour tout point lisse
x de X).



2 Un critére pour la propriété (D)

Un fibré en droites M sur X est cohomologiquement trivial si H (X, M) =
0 pour tout 7. Si M est cohomologiquement trivial sur une variété propre et
lisse X, il en est de méme pour M~ @ wy.

Le résultat principal de Pragacz, Srinivas et Pati est le suivant.

Théoreme 1 Soit X une variété propre et lisse.

(i) Si X posséde la propriété (D) pour un fibré vectoriel E et que son
groupe de Picard est de type fini, il existe un fibré en droites cohomo-
logiquement trivial M sur X tel que det(E) = piM~' @ ps(M @ wy').

(i) Sidim(X) = 2 et qu’il existe un fibré en droites cohomologiquement
trivial sur X, alors X a la propriété (D).

La propriété « Pic(X) de type fini » sert a assurer 'isomorphisme
Pic(X x X) ~ p} Pic(X) @ p; Pic(X)
Elle est vérifiée des que H'(X, Ox) = 0.

DEMONSTRATION. Soit s une section de E qui s’annule sur la diagonale A.
Au complexe de Koszul

0—>det(Ev)—>--~HEVS—V>JA—>O

est associée une classe [s] € Exty ' (Fa, LY), o L = det(E). Considérons

la suite exacte
Ext? L (Fa, LY) 5 Extl, ((Oa, 1Y) S HM(X x X, LY)
La classe (3([s]) est associée au complexe
O—>det(Ev)—>~~~—>EVS—V>@’XXX—>6’A—>O

donc est non nulle. D’autre part, comme EY|p ~ Qa, on a L|a >~ wX et, par
dualité de Serre

Ext, x(Oa, L") ~ H"(A, (L ® wxxx)|a)' = H"(A,wa)” ~ C

de sorte que (3([s]) engendre la droite Ext’y, (Oa, L) et que a est nul, donc
aussi son dual

H'(X x X, L)Y % C
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Sous 'hypothese HY(X, Ox) = 0, il existe un fibré en droites M sur X
tel que L = piM ! @ p3(M ® wy'), et on vérifie que o n’est autre que la
dualité de Serre

PE (X, M ®wy)® H(X,M) — C
=0

On en déduit H (X, M) = 0 pour tout i, ce qui prouve (i).
Pour (ii), on utilise la construction de Serre pour exhiber EY comme une

extension
0= piM@py(M*tRuwx) — EY — Fr — 0

2.1 Les surfaces

Corollaire 1 Toute surface abélienne a la propriété (D).
Corollaire 2 Une surface K3 complexe générale n’a pas la propriété (D).

DEMONSTRATION. On a Pic(X) = Z - [L], avec L ample donc L? > 0, de
sorte que, pour tout entier m,

2L2
(X L") = T 4222

et L™ n’est jamais cohomologiquement trivial. Comme H'(X, Ox) = 0, le
théoreme permet de conclure. 0

Corollaire 3 Toute surface projective lisse a un éclaté qui vérifie la propriété

(D).



2.2 Variétés de groupe de Picard Z

Proposition 1 Soit X une variété projective lisse. On suppose Pic(X) ~ Z,
que le générateur ample de Pic(X) a une section non nulle et que X a la
propriété (D). Alors X est une variété de Fano d’indice > 2.

DEMONSTRATION. Soit L un générateur ample de Pic(X) et soit r l'entier
tel que wyx ~ L". Comme Pic(X) = Z, on a H (X, Ox) = 0 et le théoreme
s’applique. Si L™ est cohomologiquement trivial, on a

0=h%X,L™) =h"(X,L™) = (X, L"™™)

Comme L a une section non nulle, on en déduit que m et r — m sont stric-
tement négatifs, donc r < —2 et X est une variété de Fano d’indice > 2.
O

Corollaire 4 Une intersection compleéte lisse de multidegré (dy, ..., d,) dans
P, avec 1 <r <n-—3et)  di>n, n'a pas la propriété (D).

On sait déja que les quadriques lisses dans P? ont la propriété (D) (elles
sont isomorphes & P! x P!) ainsi que les quadriques lisses dans P? (elles sont
isomorphes & la grassmannienne G(2,C*)). Il est montré dans [?], Theorem
3.1.4), par un argument numérique faisant intervenir les classes de Chern,
qu’aucune quadrique lisse de dimension impaire > 3 n’a la propriété (D).
Pour les quadriques lisses de dimension 3, cet argument est particulierement
simple.

Proposition 2 Une quadrique lisse dans P* n’a pas la propriété (D).
DEMONSTRATION. Les seuls fibrés en droites cohomologiquement triviaux

sur X sont L = Ox(—1) et Ly = Ox(—2) = L' ®@wy. Comme HY(X, Ox) =
0, si X ala propriété (D), on a par le théoreme, quitte a échanger les facteurs,

det(E) = piL;" ® piLy"
Soit z un point de X. Notons E, la restriction de £ a X x {z}; on a

c(E,) = 1+ ¢1]quadrique] + ¢;[droite] + c3[point|
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avec ¢; € Z et ¢y = c3 = 1. Par Grothendieck-Hirzebruch-Riemann-Roch,
1 . 3 13 15
X(X,E,) = 6(2@1 — 3c109 + 3c3) + §(c§ — ) + Sat3=5 20

ce qui est absurde. 0

Questions. 1) Une cubique lisse dans P* a-t-elle la propriété (D) ?
2) Les quadriques lisses de dimension paire ont-elles la propriété (D) ?

3 Variétés abéliennes

On rappelle que pour une variété abélienne (de dimension g), la propriété
(D) est équivalente a la propriété (P), c’est-a-dire a l'existence d'un fibré
vectoriel E' de rang g avec une section s dont le schéma des zéros est 'origine
0. On a en particulier ¢,(E) = (0) dans le groupe de Chow de X.

Par Grothendieck-Hirzebruch-Riemann-Roch,

WX, E) = /X chy (E)

3.1 Variétés abéliennes non-principalement polarisées

Si (X, ) est une variété abélienne polarisée de type (01 | --- | §,) tres
générale, ¢;(E) est, en cohomologie, un multiple rationel de ¢*. Comme ﬁ
est une classe entiere non-divisible dans H*(X,Z), on peut écrire

¢i(E) = azﬁ avec a; € Z.

“ (X,E)=6,---0 D(@ % )

XL R A TR R

ou
b, 1 0 - e 0
by by 1 :
O by /2! by

by/3! b3/ 3! .0
: : S |
by/(g =D bg-1/(g— 1)t -+ b3/3! by/2! b
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Comme x(X, F) doit étre entier, on voit que lorsque 6; = 1 (ce que 1'on peut
toujours supposer), a, = deg(c,(E)) est divisible par pged((g — 1)!,d,).

Proposition 3 Une variété abélienne non-principalement polarisée tres gé-
nérale de type (1| 92 | -+ | 6,) dont la dimension g est strictement supérieure
a un facteur premier de d, n'a pas la propriété (P).

3.2 Jacobiennes de courbes

Soit C' une courbe (projective lisse connexe) de genre g > 2 et soit (JC, 6)
sa jacobienne. On fixe un point ¢ de C, ce qui permet de plonger la courbe
C dans JC par © — Oc(x — ¢). On définit W; comme la somme des i termes
C+---+C,avec Wy = {o}.

Chaque élément & de JC définit un fibré en droites numériquement trivial
P sur C'. Plus précisément, on a un fibré en droites universel & sur C' x JC,
uniquement défini par les propriétés

Pligxic > Ogc et Ploxge ~ P pour tout £ € JC.

Posons
F = R'q.(Z @ p*Oc(—c))

oup:CxJC —Cetq:CxJC — JC sont les projections. Dans la termi-
nologie de Mukai, le faisceau 0x(—c), vu comme un faisceau de torsion sur
JC, est IT et I est sa transformée de Mukai. C’est un faisceau localement
libre de rang g sur JC' et

cg—i(F)=[W;]  pour tout i € {0,...,g}
dans le groupe de Chow de JC.

Théoréme 2 Pour tout i € {0,...,g}, on a

g—1 C .
0 SInon.

De plus, le schéma des zéros de toute section non nulle de F est Wy = {o}.



Corollaire 5 Tout produit fini de jacobiennes de courbes satisfait la pro-
priété (P).

Le fibré F est stable (Kempf). En dimension 2, Mukai a montré que sur
une surface abélienne principalement polarisée (X,0), tout fibré stable de
rang 2 avec ¢ = 0 et co = 1 est un translaté de F' tensorisé par un Pe.

On remarquera que le fibré E construit plus haut pour prouver la pro-
priété (P) pour les surfaces abéliennes apparait comme une extension

0— Py —E —.7,—0

Il est donc différent de F.

On peut montrer que le fibré F' ne se déforme pas hors du lieu jacobien.
Cependant, le sous-ensemble de 'espace de modules %7 constitué des variétés
abéliennes principalement polarisées de dimension g qui ont la propriété (P)
est dense. Cela peut se voir ainsi : si E' est une courbe elliptique a multipli-
cation complexe, toute variété abélienne isogene a FY est en fait isomorphe
a un produit de courbes elliptiques deux a deux isogenes et ayant multipli-
cation complexe. Les variétés abéliennes principalement polarisées que l'on
peut construire ainsi sont denses dans .27, (elles correspondent aux matrices
de périodes a coefficients dans des extensions quadratiques imaginaires de
Q). On connait d’ailleurs des exemples explicites de telles variétés abéliennes
principalement polarisées irréductibles qui ne sont pas des jacobiennes.

e Le quotient C*/Z[i]* est une variété abélienne de dimension 4, que
I’on munit de la polarisation principale irréductible qui, vue comme
forme hermitienne positive unimodulaire sur Z[i]?, a pour partie réelle
la forme quadratique canonique sur le réseau du systeme de racines Eg.
Elle a la propriété (D), mais ce n’est pas une jacobienne de courbe.

e Roulleau a montré que les jacobiennes intermédiaires des hypersurfaces
cubiques d’équation

e+l rad a2l =0 (Fermat)
et
2 2 2 2 2 _ :
Toxy + 125 + Xoxs + 3wy + 45 =0 (Klein)

dans P* sont isomorphes & des produits de courbes elliptiques. Ce sont
des variétés abéliennes principalement polarisées irréductibles de di-
mension 5 qui ont donc la propriété (D), mais ne sont pas des jaco-
biennes de courbes.



On peut toujours espérer que les jacobiennes soient les seules variétés abélien-
nes principalement polarisées de nombre de Picard 1 qui aient la propriété

(P).

3.3 Une condition nécessaire

Proposition 4 Soit X une variété projective lisse dimension g et soit E un
fibré vectoriel de rang g sur X avec une section s dont le schéma des zéros
est un unique point x. Toutes les sections de det(F) ® wx s’annulent en x.

DEMONSTRATION. Posons .Z = det(E) = AYE. Au complexe de Koszul
0—>/\9Ev—>---—>/\2Ev—>Evi>fx—>O

est associée une classe [s] € Ext} '(#,,.Z"Y). Comme précédemment, dans
la suite exacte

Exty (7, £Y) 2 Extd(C,, £Y) — HY(X, 2Y) D Extl (L, L) — 0

B([s]) engendre 'espace vectoriel Ext% (C,, £"), de sorte que [ is surjective,
et 7y est bijective, de dual

HO(X,$®WX ®fx) l> HO(X,.,S/ﬂ@LU)()

En d’autres termes, toutes les sections de . ® wyx s’annulent en x. 0

3.4 Variétés abéliennes principalement polarisées

Si (X, 0) est une variété abélienne principalement polarisée tres générale
de dimension g, et £ un fibré vectoriel de rang g sur X, on peut écrire en
cohomologie ¢;(F) = a;0'/i!, avec a; € Z. On a x(X, E) = D(ay, ..., a,) (cf.



§77), et en particulier

1

g=3 x(X,E)= §(a3 — 3ajay) (mod Z)
1

g=4 x(X,FE)= 6(—a4 + 4aia3 + 3a3) (mod Z)
1

g = 5 X(X, E) = ﬂ(a5 — 5@1@4 — 10&2&3

+ 20a3az + 30a,a3 — 60aiay) (mod Z)
1
g==5 X(X,FE) = 5(—% + 6ajas — 3Oafa4
+ 270a3a3 — 30a3 + 15a9a4 + 10a3) (mod Z)

Cela entraine tout un tas de congruences. On a en particulier le résultat
général suivant.

Proposition 5 Sip:= g — 1 est premier,
a1ay_1 =a, (mod p)
En particulier, si ay = 1, l'entier a; est premier a p.

DEMONSTRATION. En développant le déterminant le long de sa derniere
ligne, on obtient

1
X, E)=(-1)9"'"—(a, — a1a,1) + a
X( ) ) ( ) (g_1)|(9 191)
ol a est un rationnel dont le dénominateur n’a que des facteurs premiers < p.
Comme (X, E) est entier, le lemme est démontré. O

Corollaire 6 Soit (X, 0) une variété abélienne principalement polarisée trés
générale de dimension g et soit E un fibré vectoriel de rang g sur X avec
une section dont le schéma des zéros est l’origine.

Si E est stable, ou si E' est semi-stable et que g—1 est premier, ¢,(E) = 6.

En particulier, si g = 2 et E est stable, le résultat de Mukai mentionné
plus haut entraine que E est un translaté du fibré F' construit précédemment,
tensorisé par un fibré en droites numériquement trivial.
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