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1. L’EXPONENTIELLE COMME SOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Une des fagons de définir I'exponentielle est de la construire comme solution
d’une équation différentielle.

Théoréme 1. [ existe une unique fonction dérivable f : R — R vérifiant f(0) =1
et f'=f.
On notera cette fonction « exp ». On 'appelle la fonction exponentielle.

DEMONSTRATION. Nous allons tout d’abord construire une fonction f qui convient.
On veut définir f(z) comme la limite de la suite (1 + )" (définie pour n > |z|). Le
plus rapide (méme si ce n’est pas tres naturel) est de montrer que les deux suites

1

U (—1)

X

up(z) = (1 + %)n et vy () = <1 _ _>7n _

n

(définies pour n > |z|) sont adjacentes.
Lemme 1. Pour tout entier naturel n et tout réel x > —1, on a (1+x)" > 1+ nz.

DEMONSTRATION. On démontre le lemme par récurence sur n. Pour n =0, il n’y a
rien & montrer. Si (1 + x)™ > 1+ nz, on a, puisque 1 + x est positif,
(1+z)" > (1+n2)(1+2)
= 1+ nx+x+ na?
> 1+ (n+1)z
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ce qui montre le lemme. O

Montrons que la suite (u,(z)) est croissante. On a pour n > |z|

Upi1(z) = (l—l— - >n+1

n+1
n+1
n+1
O e
n n(n+1) (1 + %)
n+1
> (1 + f) 1-— v par le lemme 1
n

n(1+2)

On en déduit que la suite (v,(x)) est décroissante puisque v, (z) = 7- De plus

u(m
2

w12y

U () n?

d’ot, en utilisant le lemme 1, toujours pour n > |z|,
|2 ()
n = v(z)

<1

ce qui montre que les deux suites (u,(z)) et (v,(x)) sont adjacentes. On note f(z)
leur limite commune. On a bien f(0) = 1. Pour étudier la dérivée de la fonction f,

on étudie le taux d’accroissement £+ })L . On a, pour |h| <1letn>|z|+1,

%u+hy=@+xzhy/= @+§y11+—_ﬁ__

n h
> (1 + ﬁ) 1+ —— par le lemme 1

soit, en passant a la limite, f(x + h) > (1 + h)f(z). En remplagant h par —h,
on obtient f(z — h) > (1 — h)f(z) puis, en remplagant x par = + h, on obtient
f(z) > (1 =h)f(x+ h), d’ou, pour h > 0,
flz+h)—flx) _ flz)
< <

et pour h < 0,

f@)<f®+m—f®)
1—h = h
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On obtient en faisant tendre h vers 0 que f est dérivable en z, de dérivée f(x).

La fonction f que nous avons construit vérifie donc les propriétés demandées.
Pour montrer que c’est la seule, on prend une fonction quelconque g vérifiant les
propriétés demandées. La fonction h : xz +— g(z)f(—x) est dérivable et

W(x) =g'(x)f(=z) = g(2)f'(—x) = g(x) f(—z) — g(x) f(—x) = 0
La fonction h est donc constante égale a h(0) = 1. On peut aussi appliquer ce
raisonnement a la fonction z — f(x)f(—xz). On a donc montré

g(@) f(—x) = flx) f(—z) =1
pour tout x. En particulier, f(—x) n’est pas nul, et on obtient en simplifiant f(x) =

g(z) pour tout x. Cela montre que la fonction f est la seule fonction vérifiant les
propriétés demandées. Ceci termine la démonstration du théoreme. O

Remarque 1. La valeur u,(z) est celle obtenue en appliquant la méthode d’Euler
pour résoudre ’équation différentielle 3/ = y sur l'intervalle d’extrémités 0 et x en
le subdivisant en n parties égales (voir §6).

Proposition 1. Pour tous réels x et y, on a
(1) exp(z + y) = exp(z) exp(y)
DEMONSTRATION. Fixons x et y. La dérivée de la fonction
g:z—exp(r+y—z)exp(z)
est
gd(x) = —exp'(z+y—2)exp(z) +exp(r+y— 2)exp’(2)
= —exp(x+y—2z2)exp(z) +exp(r+y—2)exp(z) =0
La fonction g est donc constante, égale a g(0) = exp(z + y). On a donc
exp(x +y — 2) exp(z) = exp(z + y)

pour tous réels x, y et z. En faisant z = y, on obtient la proposition. [l

La relation (1) entraine exp(z)exp(—z) = exp(0) = 1, de sorte que I'expo-
nentielle ne s’annule pas. De plus, exp(z) = (exp(oc/Q))2 > 0 pour tout réel z :
I’exponentielle ne prend que des valeurs strictement positives.

Proposition 2. Soit a un réel et soit g : R — R une fonction dérivable vérifiant
g =ag. On a alors

g(x) = g(0) exp(ax)
pour tout réel x.
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DEMONSTRATION. Posons h(z) = g(x)exp(—az). On a

W(z) = g'(z) exp(—ax) — ag(z) exp’(—ax) = ag(z) exp(—ax) — ag(z) exp(—az) = 0
La fonction h est donc constante, égale a h(0) = g(0). O

Notation exponentielle. Pour tout réel a > 0 et tout rationnel p/q, I'expression
aP/9 est déja définie comme la racine gieme! de a”.

On déduit facilement de (1) que, pour tout entier n et tout réel x, on a exp(nx) =
exp(x)", puis, pour tout rationnel p/q,

expla)” = exp(pr) = exp (0 %) = (exp (P )

Puisque exp(gx) est positif, c’est la racine gieme de exp(z)?, c’est-a-dire
exp(l—g.it) — exp(z)P/4
q

En particulier, si on pose e = exp(1), on a exp(g) = ¢eP/9. On peut donc poser sans
conflit e = exp(x) pour tout réel x (c’est une notation).
Remarquons que 1’'on n’a pas défini ici a® pour tout réel a > 0 et tout réel x.

2. CARACTERISATION DE L’EXPONENTIELLE PAR UNE EQUATION
FONCTIONNELLE

On caractérise la fonction exponentielle par I’équation fonctionnelle (1).

Théoreme 2. Soit f: R — R une fonction non identiquement nulle, continue en
0 et vérifiant f(z +vy) = f(x)f(y) pour tous réels x et y. Il existe un réel a tel que

flz) = e
pour tout réel x.

La continuité de f en un point est essentielle (en fait, I'intégrabilité de f suffit,
comme le montre la démonstration ci-dessous). Cependant, la construction de fonc-
tions autres que les exponentielles vérifiant (1) est délicate (elle fait appel a ’axiome
du choix).

DEMONSTRATION. Le premier pas est de montrer que f est dérivable. Remarquons
tout d’abord que la continuité de f en 0 et la relation (1) entrainent la continuité de f
sur tout R. D’autre part, si f s’annule en un point o, on a f(z) = f(x—x0) f(x9) =0
pour tout x, ce qui contredit I'hypotheése. Donc f ne s’annule pas, et comme f(x) =
f(x/2)% elle ne prend que des valeurs strictement positives. On a en particulier

fol f(y)dy > 0. Comme f(0) = f(0)2, on a aussi f(0) = 1.

1On rappelle que la racine giéme d’'un réel positif = est définie comme 1'unique réel positif dont
la puissance gieme est x ; son existence découle du théoréeme des valeurs intermédiaires.
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Intégrons entre 0 et 1 la relation (1), ol les deux membres sont considérés comme
des fonctions de y. On obtient

/fx+y ‘/f

En faisant un changement de variables, on obtient

L@ de 7T fR)dz - 5 f(z)dz
Jo T()dy Jo Fy)d

Comme l'intégrale d’une fonction continue est une fonction dérivable de ses bornes,
f est dérivable. En dérivant (1) par rapport a y, puis en faisant y = 0, on obtient

f'(z) = f(z)f'(0)
La proposition 2 entraine f(x) = f(0)e*/'(©) = ¢2/'(0), (]

fz) =

3. LE LOGARITHME NEPERIEN COMME FONCTION RECIPROQUE DE
L’EXPONENTIELLE

La fonction exp est dérivable a dérivée strictement positive, donc strictement
croissante, de limites 0 en —oo et +00 en +o0o. Elle admet une fonction réciproque
10, +00], que l'on appelle le logarithme népérien et que I'on note « log », ou « In ».
Elle vérifie

log(1) =0 , log(e)=1 , log(zy)=log(x)+logly) , €@ =2z

pour tous réels x, y strictement positifs. En dérivant e'°8(*) = z, on obtient

log/(z)€!8®) = 1

c’est-a-dire log'(z) = 1.

La construction du logarithme présentée ci-dessus est indirecte : on a d’abord
construit 'exponentielle comme solution d'une équation différentielle, puis on a
défini le logarithme comme sa fonction réciproque.

On peut aussi définir directement la fonction logarithme en posant

1 Y

pour tout x > 0, mais on a besoin pour cela de la théorie de I'intégration. Inspiré par
la construction de I’exponentielle, le lecteur pourrait tenter une construction directe
du logarithme basée sur la méthode d’Euler. Apres tout, il vérifie aussi une équation

log(z) =
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différentielle, & savoir log'(x) = 1/x. Si on subdivise I'intervalle d’extrémités 1 et
1+ x en n parties égales, on obtient des valeurs a; en 1+ L& qui vérifient

T 1

ﬁ(l—i—%)

CL():O y CLj+1ICLj+

c’est-a-dire aj11 = a; + ﬁjx, soit pour valeur en 1+ x
(@) =2+ ——+. 4 -
U (r) = — e -
" n n+x n+(n—1)x

(C’est aussi une somme de Riemann.) Il s’agit alors de montrer :

a) que pour tout x > —1, la suite (u,(x)),>o converge vers une limite que 'on

note f(1+z);

b) que la fonction f ainsi définie sur R™ est dérivable, de dérivée 1/z.

Pas si simple!

On verra dans le §5 une construction directe (un peu technique) qui ne fait
pas non plus appel a la théorie de l'intégration, basée sur la propriété log(zy) =
log(x) + log(y).

Nous récapitulons a la fin du numéro suivant les diverses fagons possibles d’in-
troduire les fonctions logarithmes.

4. DIVERSES CARACTERISATIONS DES FONCTIONS LOGARITHME
On s’intéresse aux fonctions f :]0, +o00[ — R vérifiant la propriété suivante :
(2) flzy) = f(z) + f(y) pour tous z et y strictement positifs.

Théoréme 3. Soit f :]0,+oo[— R wune fonction non identiquement nulle. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est dérivable sur 0,+o0[, f(1) = 0 et il existe un réel X\ # 0 tel que

f’(:C) — %;

(ii) f est dérivable sur |0, +oo[ et vérifie (2);

(ii") f est dérivable en x =1 et vérifie (2);

(iii) f est continue sur |0, +oo] et vérifie (2);

(iii") f est continue en x =1 et vérifie (2);

(iv) f est strictement monotone sur ]0,4o00| et vérifie (2).
DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que si f vérifie (2) alors f(1) = 0.
(iii) <= (iil’) Si f vérifie (2) on a, pour x > 0 et |h| assez petit,

h h
floth) — fl) = FL+ ) = F1+ )~ 7)

Si la fonction f est continue en 1, elle est donc continue en tout point x > 0 et la
réiproque est triviale.
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(ii) <= (ii’) Si f vérifie (2) on a pour = > 0 et |h| assez petit

flx+h) —fz) 1 <f<1+ L) —f(1)>
h x h '

Si la fonction f est dérivable en 1, elle est donc dérivable en tout point z > 0 et la
réciproque est triviale.

(i) <= (ii) Si f vérifie (ii), on obtient, en faisant tendre h vers 0 dans la relation
montrée ci-dessus, que pour tout x > 0 on a
f(1)
fi() = —==

x
ce qui montre bien, puisque f(1) =0, que f vérifie (i) avec A = f'(1).
Réciproquement si f vérifie (i), considérons la fonction ¢ : x — f(xy) — f(x) —
f(y) pour y > 0. La fonction ¢ est dérivable et on a

Fa)=yx =2 —0=0
xy

Par conséquent ¢ est une constante (qui dépend a priori de y). Comme elle s’annule
en 0, on en déduit que ¢ est identiquement nulle, c’est-a-dire que f vérifie la propriété
(2).

(ii) <= (iii) Il s’agit de montrer que si f est continue et vérifie (2), elle est dérivable.
Pour cela, on integre la relation (2) entre y = 1 et y = 2; cette intégration est bien
définie puisque les fonctions y — f(z) + f(y) et y — f(xy) sont continues. On
obtient ainsi pour tout x > 0

[ s dy=1@+ [ 50 ay

En utilisant le changement de variable u = zy, on peut écrire le premier membre de

cette égalité sous la forme = fjx f(u) du et on obtient

f) =2 ( O%f(U) w- [ fl) du) -/ " f) dy

X

Comme l'intégrale d'une fonction continue est une fonction dérivable de ses bornes,
la fonction f est dérivable?.

(iv) = (iii) Supposons par exemple f strictement croissante sur [0, +o0o[. Comme
f(1) =0, on a f(a) > 0 pour tout a > 1. Choisissons un tel a. Nous allons utiliser
les deux propriétés suivantes :

20On pourra remarquer que l'on a largement utilisé les résultats de la théorie de l'intégrale de
Riemann dans cette démonstration.
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e la suite (a'/") tend vers 1 3;

o flan) = L f(a), qui est conséquence de (2).
Montrons que f est continue en un point zy > 0. Pour cela, on remarque si x > 0
est tel que

(3) a <
la croissance de f implique

1 1
——f(a) < f(x) = f(zo) < —f(a)
n n
Or les inégalités (3) sont équivalentes a
xo(a_% —1)<z—120< xo(a% —1)

Soit € > 0, et soit n € N tel que
1
0<—f(a)<e
n
Définissons 7 par
. 1 1
7 = min <a:0(an —1),z0(1—a n))
On déduit des inégalités ci-dessus
|z — x| <n = [f(z) — f(zo)] <&

ce qui prouve la continuité de f en xg.

Dans le cas ou f est strictement décroissante, il suffit de choisir a > 1 tel que
f(a) < 0 et de renverser les inégalités ou intervient la fonction f pour obtenir le
résultat.

Pour conclure la démonstration du théoreme, on remarque que si une fonction
f vérifie (i), sa dérivée a un signe constant et par conséquent elle est strictement
monotone. Comme nous avons d’autre part montré que dans ce cas f vérifie la
relation fonctionnelle (2), nous en concluons que (iv) est bien équivalent aux autres
assertions. U

Pour définir le logarithme népérien, plusieurs options sont possibles :
e Chercher une fonction vérifiant (i) avec A = 1. C’est ce qui est fait en terminale.
L’existence d’une telle fonction se déduit de I'existence d’une primitive pour
une fonction continue.

3Pour le démontrer sans utiliser les fonctions exponentielle ou logarithme il suffit d’utiliser le
lemme 1 et d’écrire a = (14 (a7 —1))" = 1+ n(an —1).
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e Chercher une fonction vérifiant (ii), puis montrer (ii) = (i). Cela demande
aussi d’admettre 'existence d’une primitive mais c’est plus satisfaisant d'un
point de vue historique de partir de I’équation fonctionnelle. On peut alors
caractériser le logarithme népérien par A = 1 et parler naturellement des
autres logarithmes en particulier de celui de base 10. C’est toutefois un peu
restrictif de supposer a priori que la fonction est dérivable.

e Chercher une fonction vérifiant (iii), puis montrer (iii) = (ii) et se ramener
au cas précédent. Cela nous semble le plus intéressant pour une lecon de
CAPES, bien qu’il faille considérer comme connus les résultats de la théorie
de l'intégration.

e Le plus satisfaisant serait d’étre le moins restrictif possible sur les propriétés
de la fonction et donc de chercher directement une fonction vérifiant (iv) puis
de montrer son existence sans utiliser la théorie de I'intégration. C’est ce qui
est fait au numéro suivant, mais la démonstration est sans doute trop difficile
pour une lecon de CAPES.

5. CONSTRUCTION DIRECTE DES FONCTIONS LOGARITHME

On peut définir directement la fonction « log » de facon tout-a-fait élémentaire,
sans faire appel a la théorie de I'intégration. On recherche simplement les fonctions
f 10, +oo[ — R qui vérifient la propriété (iv) du théoreme 3.

Proposition 3. Pour tout réel a > 1, il existe une unique fonction strictement
croissante [ : ]0,+oo[ — R telle que

a) f(zy) = f(x) + f(y) pour tous réels strictement positifs x et y ;

b) fla) =1

La fonction f ainsi définie est appelée « logarithme de base a », noté log,.

DEMONSTRATION. Supposons qu’'une telle fonction existe. On aura alors
) = fAx1) = 1)+ f(1)
donc f(1) =0, et
fa") = f@" ! xz) = f(@"7") + f(2) = nf(w)
(par récurrence sur n). En particulier,
fl@")=nf(a) =n

Pour construire une fonction f comme dans I’énoncé de la proposition, on commence
donc par comparer les nombres réels positifs aux puissances de a.

Lemme 2. Pour tout réel x > 0, il existe un entier relatif m tel que a™ < v < a™*L.
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DEMONSTRATION. Comme a > 1, on a lim,_, . a” = +oo et lim,_,_,a™ = 0. 1
existe donc un plus petit entier relatif m tel que z < a™*. On a alors a™ < x, d’olt
le lemme. U

Fixons un réel x > 0 et considérons la partie A, de R définie par

Ax:{l—)eQ|q>0 et apgxq}
q

(il faut remarquer que a? < 29 équivaut a a*? < 2 pour tout entier k de sorte que
cette propriété dépend de la fraction § seulement, et pas du choix de p et q).

La partie A, est une partie non vide et majorée de R : I'entier m donné par le
lemme est dans A, et m+ 1 majore A,. En effet, si § € A,,ona § < m+ 1 puisque

a? < 29 < a™tV4 Donc A, a une borne supérieure dans R.

Supposons qu’il existe une fonction f vérifiant les conditions de la proposition.
Si § € A, onaa? <29 done p= f(aP) < f(z?) = qf(z) puisque f est croissante.
On en déduit f(z) > sup A4,.

De plus, puisque Q est dense dans R, pour tout € > 0, il existe un rationnel
Z—; tel que sup A, + ¢ > Zi: > sup A,. On a alors f]i: ¢ A, de sorte que a? > z7,
et o' = f(a”) > f(z9) = ¢'f(x) puisque f est strictement croissante. On a donc
flx) < fli: < sup A, + &, ceci pour tout . Ceci implique que nécessairement, on a
f(z) = sup A, pour tout x > 0. Cela montre déja I'unicité de la fonction f.

On définit maintenant une fonction f ainsi, et il faut vérifier qu’elle satisfait
bien aux conditions de la proposition.

Tout d’abord, puisque a > 1, des entiers p et ¢ vérifient a? < a? si et seulement
si p < q. Ensuite, on a

Aa:{geQ\aP<aq}:{§eQ\p<q}

de sorte que f(a) =sup 4, = 1.

Remarquons que, si a? < 2?7 < aPt") alors 2 € A, de sorte que f(x) >

SIS
ESHLS]

Ensuite, pour tout % dans A,, on a a? < xq', et
@ < a1 = (29) < (@) = alt
de sorte que p'q < (p+7)q et & < P On adone & < f(x) < EE.

Montrons maintenant que cette fonction vérifie « I’équation fonctionnelle » (2).
Donnons-nous des réels x et y. Pour tout entier ¢ > 1, il existe par le lemme des
entiers p et p’ tels que

/ /
apgxqgapﬂ : aP qu<ap+1
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de sorte que
aPt?’ < (zy)? < PP +2

Mais alors, on a par ce qui précede

p p+1 P p+1 p+7 p+p+2
“<fle)<—— , =< fly) < : S floy) S ———
q q q q q q

En ajoutant les deux premieres inégalités, on obtient

L < )+ pl) < P
de sorte que
Fey) - f(2) - F)] < 3

ceci pour tout entier ¢ > 1. Donc f(zy) = f(z) + f(y).

Montrons a présent que f est strictement croissante. Comme elle transforme
multiplication en addition, il est naturel de considérer, si 0 < x < y, le rapport
z=42>1.

Comme lim, ., 2" = 400, il existe un entier n > 1 tel que a < 2". Alors
1€ A, et done f(z) >+ > 0. Enfin

fly) = fzx) = f(2) + f(x) > f(x)

On a ainsi fini la démonstration de la proposition. O

Sia € ]0,1], la fonction —log, /, vérifie I'équation fonctionnelle a) de la propo-
sition 3 et prend la valeur 1 en a, ce qui justifie de la noter aussi log,. Elle est, bien
stir, strictement décroissante.

Pour tout a strictement positif différent de 1, la fonction log, est strictement
monotone et s’annule en 1. On a donc log, b # 0 pour tout b strictement positif
différent de 1.

Proposition 4. Si a et b sont strictement positifs et différents de 1, on a log, x =
(log, b)(log, x) pour tout x > 0.

, : lo : e :
DEMONSTRATION. La fonction z +— & est bien définie puisque b # 1, donc

log, b
log, b # 0. Elle vérifie I’équation fonctionnelle (2), elle est strictement monotone, et
vaut 1 en b. C’est donc la fonction log;,. U

Proposition 5. La fonction log, est continue sur |0, 4+00].
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DEMONSTRATION. II suffit de traiter le cas a > 1. Soit o un point de 0, +oo.
Fixons un entier n > 0. Le réel {/a vérifie log,({/a) = < et {/a > 1, puisque a > 1.
Soit x un réel strictement positif tel que

1
$0( {L/a

—1) <z —29<2o(Va—1);

on a alors

< — < Va

C/E h i = \/_
d’ot, comme la fonction log, est croissante, — < log,(x/z9) < =, soit encore
| log, (z) — log,(x9)| < L. Ceci acheve la démonstration de la proposition. O

La fonction log, est continue et strictement monotone, de sorte qu’elle possede
une fonction réciproque continue appelée « exponentielle de base a » et notée exp,,,
définie sur tout R et prenant toutes les valeurs strictement positives. La boucle est
ainsi bouclée : on retrouve les fonctions exponentielles comme fonctions réciproques
des fonctions logarithmes. Cependant, 'exponentielle (de base e) ne joue pas de role
particulier dans cette approche, car on n’a pas étudié la dérivée de ces fonctions.

6. LA METHODE D’EULER

Il s’agit d’'une méthode générale pour construire une solution approchée d’une
équation différentielle. On se donne donc un intervalle I de R et un point ¢, de I,
ainsi qu'une fonction f : I x R — R, pour l'instant simplement supposée continue.
On cherche a résoudre 1’équation

(4) y =f(ty)

avec condition initiale y(tg) = yo. Cela inclut par exemple la recherche d’une primi-
tive d’une fonction continue (cas ou f ne dépend pas de la deuxieme variable).

Pour approcher la valeur de y en ¢ty + 7' (avec par exemple T' > 0), on subdivise
I'intervalle [to, to+ 7] (contenu dans I) en n parties égales (pour simplifier). On pose
donc t; = to + %T et on construit une fonction y,, continue affine par morceaux telle
que, sur U'intervalle |¢;,¢;41[, on ait y,,(t) = f(t;, yn(t;)), en posant

Yn(t) = ynlts) + (t = ;) f (L), yn(ts)) pour t € [t;, ;1]

de sorte que si l'on pose y, ; = y,(t;), on a

T
Yn,j+1 = Ynyj + Ef(tja Yn.j)
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Pour montrer que la suite de fonctions (y,,) converge vers une solution de 1’équa-
tion (4), nous allons faire I’hypothese (forte)* que f est K -lipschitzienne en chacune
des variables, c’est-a-dire que 'on a

() [f (W, 2") = fu, )] < K(Ju' —u| +[2" — z])

pour u,u’ € [to,to + T] et x,2" € R. C’est le cas si chacune des dérivées partielles
de f existe et est bornée sur [tg,to + 7] x R. Elle est par exemple réalisée pour
I’équation y = y étudiée dans le théoreme 1 et pour 'équation y' = 1/t qui peut
servir a définir le logarithme.

Majoration de |f(t,y,(t))|. L'inégalité (5) entraine
T
Ynj+1 = Ynjl = E‘f(tjayn,j)‘
T
< = (1t yng) — Ft90)l + £ (5, 90)])

< _(K|yn,j _yO’ +M)

S|3

ou M est un majorant de |f| sur [to, o + 1] X {yo}. On en déduit
KT MT
[Ynjr1 — Yo| < (1 + —> [Ynj — Yo| + ——
n n
On a donc pour tout j € {0,...,n} 'inégalité |y, j+1 — vo| < alyn,; — Yo| + b, avec
a=1+ % et b= % On en déduit, par récurrence sur 7,

n

@ -1 _ aer (1+52)

KT
n
On a ainsi borné uniformément les valeurs de la fonction y, en les points ¢;. Cette
fonction étant affine entre ces points, on se convainc facilement que cette majoration
est valable sur tout U'intervalle [to, to+ 7. Il apparait dans cette majoration le terme
(1 + %)n On sait depuis §1 qu'il est lui-méme majoré® par 7. On obtient donc,
pour tout ¢ € [to,to + T,

M
|y (t) — yo| < — "7

K
et aussi, en utilisant & nouveau (5), la majoration uniforme
(6) (s yn ()] < [F(y0)| + Klyn(t) = yol < M(e"T +1)

1 faut de toute facon faire une hypothése de ce genre si on veut étre assuré qu'il existe une
solution définie sur I'intervalle [tg, to+T'] tout entier, car ce n’est pas le cas en général. Par exemple,
1

la solution de I'’équation différentielle 3’ = y? prenant en 0 la valeur 1 est la fonction y(t) = -

Elle n’est définie que sur l'intervalle [0,1].
5Attention de ne pas tourner en rond dans les raisonnements! Noter que n’importe quelle ma-
joration suffit ici.
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La fonction y, est une solution « approchée ». On a, pour t € |t;,t;11],

() = F(Lyn)] = [f (g, yng) = T ya(D)]

< Kt —15) + Klyn; — ya()] par (5),

= K(t—t;)+ K(@t—1t;)|f(tj,yn;)| cary, est affine,
T T

< K=+ K=M(E*T+1) par (6).
n n

|y;(t> — f(t, yn(t)\ = ’f(tﬁyn,j) - f(t7yn(t)‘
< K(t—1t) + Klyn; — yn(1)]
= K(t—t;) + K@= t;)[f (), ynj)l

T T
K—+K=M(E"" +1) par (6).
n n

N

En intégrant, on obtient, pour ¢ € [ty, o + T,

i) == [ f)a] < [ = ()] d

< %(1 + M (" +1))(t — to)

On en déduit que si la suite de fonctions (y,) (ou une sous-suite) converge uni-
formément sur lintervalle [ty,to + T'] vers une fonction y, celle-ci vérifie

v =+ | ' Flu,y(w)) du

c'est-a-dire y(tg) = yo et, en dérivant, y'(t) = f(t,y(t)). C’est bien la solution
cherchée.

La suite de fonctions (y,m) converge uniformément vers une solution. Nous
choisissons cette sous-suite parce les subdivisions successives consistent simplement
a diviser chaque intervalle en 2. Cela simplifie les notations, et suffit & montrer ’exis-
tence d’une solution. Un entier n étant donné, nous allons comparer les fonctions y,
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et Yo Posons e; = [yu(t;) — yon(t;)|, avec t; =ty + LT. Onaegg = 0 et

€2j+1

= |yn(t2j+1) — yon(tojt1)|

9 (823) + 5 (b2 9 (t37)) = vanltg) = 5t o (12)

€95 + %\f(tzpyn(hj)) — f(t2), yan(te;))]

T
€25 + %Klyn(%)) — Yan(t2))]

(1 + KT)
= — | E9.
o )Y

N

N

N

ton tonr1 Tong2

De la méme facon,

€25+2

N

N

N

N

Yn(t2j4+2) — Yon(tojr2)|

T T
|y (toj+1) + %f(t% Un(ta;)) — Yon(tojs1) — %f(?fzjﬂa Yon (t2j41))|

T
€9j+1 %|f(t2j> Yn(to;)) — f(tajsr, Yon(tajs1))]

T
eaj1 + = (K ltoje1 — toj] + Kyn(t2;) — yon(t2j41)])

2n
KT /T
€541 + o <% + [yn(te;) — ynltojs1)| + |yn(tej1) — y2n(t2j+1)|>
KT /T T
€2j+1 + %<% + %|f(t2ja Yn(to)] + 82j+1)
KT KT*(M(eXT +1)+1)
(1 5 e yoE par (6).
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On a donc pour tout j € {0,...,2n} I'inégalité ;11 < ag; + b, avec a = 1+ EL et
p = KEEMEETADED  On en déduit comme plus haut
2n
' KT
@ =1 KT(M(eRT 1) +1) (”%)
E; BN ~X
J a—1 4n? }2<_7:1r

On a ainsi majoré uniformément les différences des valeurs des fonctions ¥, et o,
en les points ¢;. Ces fonctions étant affines entre ces points, cette majoration est
valable sur tout l'intervalle [tg, ¢y + T]. On obtient donc, pour tout t € [to, to + T,
KT
() — yon()] < T(M(e : +1)+1) oKT
n
Le critere de Cauchy entraine que la suite de fonctions (yam) converge uniformément

sur lintervalle [tg,%o + 7). On a vu plus haut que sa limite est bien solution de
I'équation différentielle (4), avec condition initiale y(ty) = yo.
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