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1 Polytopes et convexes compacts dans R”

Je voudrais présenter quelques problemes d’énoncés élémentaires relatifs
aux solides convexes dans R", pour expliquer ensuite comment la géométrie
algébrique, via la construction des variétés toriques, permet de les résoudre.

1.1 Polytopes simpliciaux

Un polytope est ’enveloppe convexe dans R™ d’un ensemble fini qui en-
gendre R"™. On note f; le nombre de faces de dimension ¢ et f_; = 1.

Un polytope étant contractile, on a ’égalité d’Euler

fo—fitfom ()" T+ ()" =1

Pour les polytopes simpliciauz, dont les facettes (c’est-a-dire les faces de
dimension n—1) ont toutes n sommets, il y a des contraintes supplémentaires :
si on pose, pour 0 < k < mn,

hy = Z(—l)z k <k> Fr1-i (1)
i=k
on a les relations de Dehn—Sommerville
hiy = hp_k pour 0<k<nm (2)
(on vérifie que hy = h,, est la relation d’Euler), les inégalités
hg1<h; pour 1<k<n/2 (3)

ainsi qu’une autre série d’inégalités que je ne préciserai pas et dont on
sait montrer qu’elles caractérisent, avec les relations (2) et (3), tous les
(foy-- -, fn_1) possibles.

Un des buts de ce cours sera de démontrer les relations (2) et (3), ou plus
exactement de les déduire de théorémes « classiques » de topologie algébrique
(la dualité de Poincaré) et de géométrie algébrique (le théoreme de Lefschetz
« difficile »). Nous obtiendrons ces résultats en 4.1.
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Exemple 1 En dimension 3, la relation d’Euler s’écrit

fo—fitfa=2

Comme chaque face a trois cotés et que chaque coté est sur deux faces, on a
aussi

3fa=2f

Tout est donc déterminé par le nombre de sommets fy, qui doit par ailleurs
étre au moins 4. Comme hy = fo— fi+ fo—1, hy = fi —2fo+3, ho = fo —3
et hg = 1, ces relations équivalent a hy = hs, hy = hsy et hy < h;. Ce sont les
seules conditions.

Exercice 2 Montrer que pour tout polytope de dimension n, on a les inégalités

— fo (fo—k k B
fi < ;m( k >(i+1—k> quand n = 2m

Tl (42 (fo—k>( E+1 )
Z . quand n =2m + 1
k:ofo_k k+1)\e+1—-k

et qu’il y a égalité pour tout polytope dont les sommets sont situés sur la
courbe image de t — (t,t2,... t").

1.2 Points entiers dans les polytopes

Soit P un polytope dans R" & sommets dans Z". Ehrhart a démontré
qu’il existe un polynome fp de degré au plus n tel que

Card(mPNZ") = fp(m)
Card(Int(mP)NZ") = (—1)"fp(—m)

pour tout entier m > (. Le terme dominant de ce polynome est bien siir le
volume du polytope P. Nous expliquerons comment déduire ces formules du
théoreme de Riemann-Roch et de la dualité de Serre. Nous obtiendrons ces
résultats respectivement en 4.3 (th. 20) et 4.4.



1.3 Volumes mixtes

On considere des convexes compacts K, ..., K, dans R" et on pose, pour
t1,...,t, réels positifs,

t1K1+"'+tnKn:{t1$1+"'+tnl’n|.’Ez‘€Ki}

Nous montrerons que le volume de cet ensemble est un polynéme homogene

de degré n en ty,...,t, dont on note n!vol(Ky,...,K,) le coefficient de
t;...t,; on appelle ce nombre le volume mixte de Kq,..., K,. Cest un réel
positif, et

vol(K,...,K) = vol(K)

1 fois n—i fois

vol(K +tK') = }:(7) vol(K',... K"K, ..., K)t (4)
1
=0

Un des buts de ce cours sera de montrer 'inégalité

vol(Ky, ..., K,) > {/vol(Ky) - - -vol(K,) (5)

Nous obtiendrons ce résultat a la fin de 4.3.

Exemple 3 Si B est la boule unité dans R™, il ressort de (4) que le coefficient
de t dans le polynéme vol(K + tB), c’est-a-dire

d
% VOl(K + tB)|t:0

est nvol(B, K, ..., K). Lorsque la frontiere 0K de K est lisse, c’est sa me-
sure; sinon, c’en est une bonne définition. La formule (5) s’écrit

vol(dK) > nvol(B)Y" vol(K)'~1/n

C’est I'inégalité isopérimétrique. Il y a égalité si et seulement si K est une
boule.

Soit K un convexe compact dans R2, de périmétre L et d’aire S. On a

donc
L? > 478 (6)
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On peut affiner cette inégalité. Soient r le rayon du plus petit disque inscrit
dans K et R celui du plus grand disque circonscrit & K. On a

L++L2—4xS L —+L2—4xS
2T I 2T (7)

On retrouve le fait qu’il y a égalité dans (6) si et seulement si K est une
boule. Nous obtiendrons ce résultat a la fin de 4.3.

2 Variétés toriques affines

On explique ici comment construire une variété algébrique affine (c’est-
a-dire une sous-variété d’'un C*® définie par des équations polynomiales) &
partir de la donnée dans R™ d’un céne convexe engendré par un nombre fini
de vecteurs de Z" et ne contenant aucune droite. Voici un tel céne dans R? :

on| o

2.1 Cones polyédraux convexes

Un coéne o dans un espace vectoriel réel Ng de dimension n est polyédral
conveze s’il s’écrit

0':{>\1’l)1+"'+)\r’0r|)\1,...,)\r20}

avec v, ..., € Ngr. On appelle dimension de o la dimension de 'espace
vectoriel o + (—o) qu’il engendre.



On définit le cone dual dans Mg = (Ngr)* par

0" ={u € Mg | (u,v) > 0 pour tout v € o}

Passons en revue quelques résultats importants quoiqu’élémentaires sur ces
cones.

(a)

Siv ¢ o, il existe u € 0¥ tel que (u,v) <0. On a (¢")" =0.

En effet, on peut considérer (apreés choix d’une structure euclidienne
sur Nr) la projection orthogonale 7(v) de v sur o et prendre pour u
I'hyperplan passant par 7(v) et orthogonal & v — 7(v).

On appelle face de o toute intersection o Nu*, pour u € oV (en particulier,
o est une face). Une facette est une face de codimension 1.

(b)

Toute face est un cone polyédral convexe et il n’y a qu’un nombre fini
de faces.

Si o est engendré par vy, ..., v,, toute face c Nu' est engendrée par les
v; qu’elle contient : en effet, si v € o Nut s'écrit v = A\vy + -+ + Aoy
avec \; > 0, on a

0= (u,v) = M (u,v1) + -+ A\(u,v,) = Z Aiu, v;)

<’u,’Ui>:0

puisque A; = 0 si (u,v;) > 0.

Toute intersection de faces est une face. Toute face d’une face est
une face. Toute face autre que o est lintersection des facettes qui la
contiennent.

On a en effet (,(c Nui) = o N (3, wi)* (car chaque u; est positif sur
o).

D’autre part, si 0/ = 0 Nut (avec u € o) contient vy,...,v, mais
Pas Vsi1,.--, U, 00 & w(Vsi1)...,u(v,) > 0. Si 0" = o' N (u')* (avec
v € (o)), on a (Au+ u)(vsy1)...,(Au+ u')(v,) > 0 pour \ assez
grand, de sorte que Au + u' est dans 0" et 0" = o N (Au +u')*t.

Nous admettrons le dernier point.

Si o engendre Ng, il existe pour chaque facette 7 de o un vecteur u, de
oV, unique & multiplication par un scalaire pres, tel que 7 = o Nu;-.



(d) Sio engendre Ng, on a

o= m {v € Nr | {u,,v) >0} (8)

7 facette
Soit v un point hors de o. Les générateurs vy, ..., v, de o engendrent
Pespace vectoriel Ngr, donc on peut supposer que (vy,...,v,) en est

une base. Le vecteur v/ = v; + - -- + v,, est alors dans l'intérieur de o.
Le segment vv' coupe la frontiere de o en un point v” qui est limite
d’une suite (v,) de points de vv’'-o. Par (a), il existe une suite (uy,)
de vecteurs unitaires de oV tels que (un,v,) < 0. Quitte & passer &
une suite extraite, on peut supposer que cette suite converge vers un
vecteur u non nul de ¢¥ qui vérifie (u,v") < 0. Comme v" est dans
o, il y a égalité et v" est sur la face (propre) de o définie par u, donc
aussi, par (c), sur une facette 7. On a alors (u,,v") =0 et (u,,v') >0
puisque v’ est dans 'intérieur de o, donc (u,,v) < 0 : le point v n’est
pas dans l'intersection.

(e) Le cone o est aussi polyédral convexe.
Si o engendre Ng, on obtient en dualisant 1’égalité (8)

o' = (MNveNal ) >0})

T

= > ({ve Nr| (ur,v) > 0})"
= ZR+UT

Le cone o est donc engendré par les u,.

Si o engendre un sous-espace vectoriel N, g de Ng, ona o’ D N, JL,R et
o’ /Nj,R C Ny g est le dual du cone o C N, r. On obtient un ensemble
de générateurs de o en prenant des relevés quelconque d’un ensemble
(fini) de générateurs de 0” dans N} g ainsi que les vecteurs d’une base
de NUL,R et leurs inverses.

Lorsque o engendre Ng, la démonstration fournit méme un algorithme
pour trouver des générateurs de o : pour chaque ensemble de n — 1 vecteurs
indépendants parmi les générateurs de o, qui engendrent un hyperplan u™,

on regarde si u ou —u est positif sur tous les générateurs de o. Si ce n’est



pas le cas, on le jette et on passe au sous-ensemble suivant; si c’est le cas,
on garde le vecteur correspondant.

On a aussi le point suivant, que nous admettrons.

(f) L’application T — o N1t induit une bijection décroissante entre I’en-
semble des faces de o et celui des faces de 0¥. On a dim(7)+ dim(c¥ N
L
T+) = n.

On demandera ensuite a nos cones o d’étre saillants, c’est-a-dire de vérifier
I'une des conditions équivalentes suivantes :

(i) {0} est une face de o;
(ii) o ne contient pas de droite;

(iii) 0¥ engendre Mg.

(g) Si o est un cone polyédral convexe saillant, les faces de dimension 1
de o sont les demi-droites engendrées par les éléments d’un ensemble
minimal de générateurs.

En effet, si 7 est une telle face, c’est une demi-droite par (ii) et elle est
engendrée par les générateurs qu’elle contient (cf. la preuve de (b)).
Inversement, si {vy,...,v,} est un ensemble minimal de générateurs, il
existe par (a) un élément u de Mg positif sur vs, . .., v, tel que (u,v;) <
0. I existe par (i) un élément v’ de Mg tel que (u’,v;) > 0 pour tout i.
Pour A > 0 convenable, on a (u+ Au/,v;) = 0. Comme (u+ Au,v;) > 0
pour 2 < ¢ < r, la demi-droite R*v; est une face de o.

On ne s’intéressera en fait qu’aux cones polyédraux convexes rationnels,
c’est-a-dire aux cones convexes o de Ngr engendrés par des vecteurs de N.
L’algorithme ci-dessus montre que oV est aussi un cone polyédral convexe
rationnel.

(h) Sio est un cone polyédral conveze rationnel, le semi-groupe ¥ N M est
de type fini.



Prenons des générateurs uy,...,u, de 0¥ dans M. L’intersection
S
i=1

est finie et engendre le semi-groupe ¢V N M. En effet, tout v dans ¥ N M
s'écrit w =Y., \iu;, avec A, ..., As dans R, de sorte que

dans le semi—
groupe engendré
par ui,...,us dans K

i=1 i=1 =1

2.2 Construction de la variété associée a un cone polyé-
dral convexe saillant rationnel

Soit o € Ng un cone polyédral convexe saillant rationnel (on dira sim-
plement, & partir de maintenant, « cone »). On peut construire I’algébre

Ay = Clo" N M]

de ce semi-groupe : c’est un espace vectoriel de base (x*)ucovna, la mul-
tiplication étant définie par x* - x¥ = x**¥. Tout ensemble (u;)1<i<s de
générateurs du semi-groupe o'NM (cf. (h)) détermine un ensemble (X% )1<i<s
de générateurs de ’algebre A,.

Cette algebre s’écrit donc comme quotient d’un anneau de polyndmes
C[Y,...,Y;] par un idéal. Comme tout idéal de cet anneau, il est engendré
par un nombre fini de polynémes Fi, ..., F,,. La variété algébrique affine X,
associée au cOne o est par définition le sous-ensemble de C° défini par les
équations F; =---=F, = 0.

Cette définition ne donne une description ni trés explicite, ni intrinseque,
de X, . Le point de vue de la géométrie algébrique moderne est de considérer
un point (y1,...,ys) de X, comme un idéal maximal (Y; —yi,...,Y; —y;) de
lanneau C[Y},...,Y;] contenant l'idéal (Fi,..., F,,), c’est-d-dire comme un



idéal maximal de ’algebre A,. Un théoreme fameux de Hilbert, le Nullstellen-
satz, dit que cette correspondance est bijective. Un point de X, correspond
donc & un morphisme surjectif de C-algebres

Cle¥NnM]—C
c’est-a-dire a un morphisme de semi-groupes

c'NM — (C, x)
(qui envoie donc en particulier 0 sur 1).

La variété X, contient un point distingué, que l'on notera z,. C’est le
point associé a I'application

o'NM — (C, x)

1 siu€ot
u — .
0 sinon

(si o engendre Ng, on a ot = {0}). C’est bien un morphisme de semi-groupes,
car la somme de deux éléments de oV ne peut étre dans o que s’il y sont
tous les deux.

Exemples 4 Soient (ey,...,e,) une base de N et (e}, ..., e:) la base duale
de M.

(1) Si o = {0}, on a 0¥ = Mg. Le semi-groupe 0¥ N M = M est engendré
par *ej, ..., e, de sorte que

A, =C[X, X1, .., Xn, X, /(X XT —1,..., X, X, — 1)

ol X; = x% et X; = x %.La variété X, est isomorphe a (C*)", qui s’appelle
le tore (algébrique) T" de dimension n. C’est un groupe.

On écrit aussi souvent,
A, = C[Xy, X7t X, X1

que I'on appelle anneau des polynémes de Laurent. Toutes les algébres C[7VN
M] que 'on considérera sont des sous-algebres de celle-ci, engendrées par les
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« monomes » dont ’exposant est dans oV N M, et on écrira souvent leurs
éléments comme des polynomes de Laurent.

Le point t = (¢4, ...,t,) de T™ correspond au morphisme de semi-groupes
M —  (C,x)
(m1,...,myp) — ..t

qui est en fait un morphisme de groupes M — C* (appelé caractére de M).
Le point distingué zy est (1,...,1).

(2) Pour le cone 0 =RTe; +---+ Rte,, on a
o' =RTef +---+ R,

*

Le semi-groupe 0¥ N M est engendré par e}, ..., ek, de sorte que

A, = C[X1, ..., X0
La variété X, est C". Le point distingué z, est (0,...,0).
(3) Plus généralement, si 0 < m <net o =R'e; +---+Rtey,, on a

o =R%ef +---+R'e}, + Re}, . +-- -+ Re},. Le semi-groupe 0" N M est
engendré par ej, ..., ey, *ey .4,...,Fer, et

Ay =C[X1, .., Xy Xonst, Xkt ooy Xy X1

La variété X, est isomorphe & C™ x (C*)" ™. Le point distingué est z, =
m fois n—m fois

(4) Le dual du céne o, défini au début de cette section est

(1,a)
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Le semi-groupe o, N M est engendré par e}, e +e5,...,e; +aej. On a

Ao-a - C[X]_,Xle,Xng,...,Xng]
= C[YB,YE,Y&,,}/;]/(Y;Y]+1—E+1Y7,OSZ<] <a)

La variété X, est définie dans C**! par la condition

Yo i - Yo
rang(yl Y, - Y;)Sl

C’est un cone de sommet 1'origine de C*™! (qui pour a = 1 est isomorphe a
C?). Le point distingué z,,, est le sommet du cone.

Il est important de remarquer les choses suivantes.

e Si 7 est une face de o, la variété X, s’identifie a I'ouvert complémentaire
d’une sous-variété de X,. En particulier, chaque X, contient X(o, = T"
comme ouvert. On dira que X, est de dimension (complexe) n.

En effet, il existe u € 0¥ N M tel que 7 = o Nu*. On a en dualisant
7V = 0¥ + RT(—u), de sorte que 7V N M = (VN M) + N(—u) et A, =
A [x ¥/ (x*x ™ —1). La variété X, s’identifie donc au complémentaire dans
X, de la sous-variété définie par x* = 0.

Par exemple, la face 7 = R" ey du cone o, est définie dans o, par ef =0
et 7V = 0" + R"(—e}) = Re} + Rtel. La variété X, ~ C* x C est définie
dans X,, par X; # 0. Avec les notations précédentes, 'inclusion est donnée
par

(Ao, A1) = (Ao, AoAr, AgA2, ..., AgAd)

e Le tore T™ agit sur chaque X, (d’ol le nom de « variété torique ») de
la facon suivante : un point ¢ de T" correspond a un morphisme de
groupes t : M — C* tandis qu'un point z de X, correspond a un
morphisme de semi-groupes z : 0¥ N M — C. Le point t - z de X,
correspond au morphisme de semi-groupes

o'NM — C
u = t(u)z(u)

Lorsque o = {0}, c’est la loi de groupe de T". Si 7 est une face de o,
I'inclusion X, C X, définie ci-dessus est équivariante pour I'action de
T".
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Par exemple, I'action de T2 sur la surface X,,, de ’exemple 4(4) est donnée
par

()‘Oa A1) * (YE), lea }/27 R} Ya) = ()\0}/07 )\OAIYi’ AO)‘%Yé’ DRI} )\OA(lz}/:l) (9)

e L’action de T" sur X, a un point fixe si et seulement si ¢ engendre
Ngr ; le point fixe est alors le point distingué z,. Plus généralement,
'orbite O, de z, sous l'action de T™ est isomorphe & T"~4m(@) Sj on
note X la variété torique associée au cone o et au sous-réseau de N
engendré par o N N, on a une décomposition (non canonique)

X, ~ X! x 0, (10)

En effet, le point de X, correspondant au morphisme de semi-groupes
z:0'NM — C est fixe par action de T" si et seulement si on a t(u)z(u) =
z(u) pour tout ¢t dans T", c’est-a-dire z(u) = 0 pour u # 0. Si o engendre
Ng, le point z est le point distingué z,. Si o n’engendre pas Ng, le céne oV
contient une droite donc deux points opposés non nuls u et —u, pour lesquels
z(u)z(—u) = 2(0) = 1, de sorte que = n’est pas fixe.

Plus généralement, on a une inclusion Clo+N M| C C[o¥ N M] qui induit
un morphisme T"-équivariant canonique

X, -0, =T"z, ~ T 4m()

dont on déduit, apres choix d’un supplémentaire dans N du sous-réseau en-
gendré par o, la décomposition (10).

3 Variétés toriques générales

3.1 Eventails et variétés toriques
Un éventail est un ensemble fini A de cones (polyédraux saillants ration-

nels) dans Ng tel que :

e toute face d’un cone de A est dans A ;
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e l'intersection de deux cones de A est une face de chacun de ces deux
cones.

On lui associe la collection de variétés affines (X, ),ca avec des inclusions
X, C X, chaque fois que 7 est une face de 0. En particulier, pour chaque paire
de cones o et o' de A, les variétés X, et X, ont un ouvert commun X, le
long duquel on peut les « recoller ». On définit la variété torigue X associée
a A comme l'union des variétés X,, ol o parcourt A, recollées de la fagon
précédente. Elle est séparée, connexe, de dimension n et contient X = T".
De plus I’action de T™ sur lui-méme se prolonge a une action sur X. D’apres
ce qu’'on a vu en 2.2, les points fixes de cette action correspondent aux cones
de A qui engendrent Ng.

Si o est un cone, 'ensemble de ses faces est un éventail et la variété torique
associée n’est autre que X,.

Exemples 5 (1) Considérons I’éventail A; = {{0},R*, R~} dans R. Les
variétés Xgr+ et Xr- sont isomorphes a C. On les recolle le long de X = C*,
obtenant ainsi la droite projective Pg.

(2) Plus généralement, étant donnée une base (es, ..., e,) de N, on pose
eo = —(e; + - - - + ey,) et on consideére I'éventail A, des cénes engendrés par
les parties propres de {eg, €1, ..., e,}. [l a n+1 cénes de dimension n, chacun
donnant lieu & une variété affine isomorphe a C" (c¢f. Exemple 4(1)). La
variété X, est ’espace projectif P". L’action du tore T" est donnée par

(tl, . ,tn) . (xo, ey :cn) = (iL‘(), :cltl, ey xntn)
Les points fixes de I'action sont les n + 1 points de coordonnées
(1,0,...,0), (0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)

Voici une représentation de A, dans un réseau hexagonal :

03
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Bien que ce ne soit pas indiqué dans la notation, la variété XA dépend
du réseau N. Si on prend un autre réseau N' C Ngr contenant N, on obtient
une autre variété torique Xa n+ avec un morphisme Xany — Xa n (qui
correspond au quotient par l’action du sous-groupe fini M/M' de T™). Plus
généralement, si A est un éventail pour le réseau N et A’ un éventail pour
un réseau N’ O N tel que chaque cone de A est contenu dans un céne de A’,
on a un morphisme Xa y — Xar n.

Encore plus généralement, tout morphisme f : N — N’ entre réseaux tel
que 'image de chaque céne de A est contenue dans un cone de A’ induit aussi
un morphisme f : X AN — Xar n'. Le morphisme f induit un morphisme de
groupes T" — T" et f est équivariant.

Exemple 6 On se donne des entiers strictement positifs d, ..., d,. En gar-
dant le méme éventail A,, que dans I’exemple 5(2) mais en prenant comme
réseau

1 1 1
N =Z—e+Z—e + - +Z—e, DL"
do 0 dl 1 dn n
on obtient comme variété torique ’espace projectif & poids P(dy,...,d,)

quotient de C"*1-{0} par 'action
(2o, ..., 2n) = (A Pxg, ..., Amay,)
de C*. Le morphisme

P" — P(dy,...,d,)
Moy dn) = (AR Ade)

n

est le quotient par 'action du groupe fini g, X --- X pg, (o pg déigne le
groupe des racines d*™* de I'unité).

On montre que X est compacte si et seulement si |J, o 0 = Ng. On dit
dans ce cas que 'éventail A est complet. Plus généralement, un morphisme
f: Xan — Xarn comme ci-dessus est propre si et seulement si (J .o 0 =

Usrear f7H(0).

Etant donnés un éventail A et un point v de N, on peut subdiviser A de
la fagon suivante : tout cone de A contenant v est remplacé par les cones en-
gendrés par ses faces propres et v; les autres cones sont laissés inchangés.
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On obtient ainsi un éventail A’ et un morphisme propre T"-équivariant
.XAI — XA.

On appellera subdivision de A toute succession d’opérations de ce type.

Exemples 7 (1) Considérons I’éventail A, constitué des cones o1, 03, 03
ci-dessous et de leurs faces

03 (%]

0] .
T @

Les variétés X,, et X,, sont toutes deux isomorphes & C?, tandis que
X,, C Co*1 est le cone étudié dans exemple 4(4). La variété torique Xa,

est compacte; c’est le cone dans P4 de sommet (0,...,0,1) défini par la
condition
rang Yo Y1 - Ya <1
Y Y2 - Ya
et dont la base est la courbe image de
P! - potl
()‘Oa)‘l) = ( ga)‘g_l)‘la-"a C11’0)

L’ouvert X,, est défini par y,11 # 0, l'ouvert X,, par y, # 0 et I'ouvert X,,
par yo 7 0.
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(2) On peut subdiviser ainsi ’éventail A, :

03 01

L’application R? — R2/Re; envoie 1’éventail subdivisé A, sur I'éventail A,
de I'exemple 5(1). On obtient donc des morphismes

X;, L P

0
Xa,

Le morphisme f est un fibré en droites projectives. La fleche verticale contracte
une section de f sur le sommet du cone X, .

(3) Reprenons l'exemple 4(2), ot 0 = Rte; +---+ Rte,. Siv =e +
- -+ e,, la subdivision A consiste en tous les cones engendrés par les parties
de {e1, ..., en, v} ne contenant pas {ej, ..., e,}. Le morphisme induit X —
X, = C" est ’éclatement de l'origine. Les éventails suivants correspondent
aux éclatements du plan projectif en 1, 2 et 3 points respectivement :

o
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3.2 Désingularisation des variétés toriques

Il y a différentes fagons de définir la lissité d’une variété algébrique de
dimension n en un point z. Si on considére la présentation de X, par les
équations F; = --- = F,,, = 0 dans C?, on dit que X, est lisse en x si la

matrice jacobienne
O0F;
(52@),..
T 1<i<m

1<7<s

est de rang s — n.

De nouveau, cette définition n’est pas intrinseque. On peut démontrer
qu’elle est équivalente & dire que 1'idéal maximal m, de A, correspondant a
z (cf. 2.2) vérifie

dimg(m,/m2) = n

La premiere version de cette définition entraine immédiatement que tout
ouvert de C" est lisse. En particulier, il ressort de I’exemple 4(3) que si o est
engendré par une partie d’une base de N, la variété X, est lisse. On peut
montrer que la réciproque est vraie (on peut le constater sur I’exemple 4(4)).

Lorsque o est simplicial, c’est-a-dire qu’il est engendré par dim(c) élé-
ments de N, on considére le sous-réseau N’ de N engendré par les générateurs
de o et les éléments de N dans un supplémentaire dans Nq de I'espace vec-
toriel engendré par o. La variété torique X, n+ est alors lisse et le morphisme
induit X, v — X, v comme en 3.1 est un quotient par le groupe fini M’/M.
On dit que X, a des singularités quotient.

Etant donné un éventail A, la variété Xa est lisse si et seulement si
chaque cone de A est engendré par une partie d’une base de N.

Il n’est pas tres difficile de montrer qu’on peut toujours subdiviser un
éventail en un éventail simplicial (c’est-a-dire que tout cone de dimension k
est engendré par k vecteurs).

Soient ¢ un cone simplicial et vy, ..., v les premiers points de N le long
des arétes de 0. On note N, le sous-réseau de N qu’ils engendrent. La variété
X, est lisse si et seulement si 'entier m, = [N : N,| vaut 1. Si m, > 1, tout
élément v = ), t;v; de N (ou t; € QF) avec > t; minimal non nul vérifie
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0 < t; < 1 pour chaque 7. Si on effectue la subdivision correspondant a v,
on obtient un coéne o; pour chaque ¢; non nul et m,, = t;m,. On a ainsi un
algorithme pour résoudre les singularités d’une variété torique.

Théoréme 8 Pour chaque variété toriqgue Xa, il existe une subdivision A’
de A et une résolution des singularités Xar — Xa.

Par exemple, dans I’exemple 7(2), la subdivision A, de A, fournit une
désingularisation du cone Xa,.

3.3 Topologie des variétés toriques
Commencgons par étudier la topologie des variétés toriques affines.

Proposition 9 Pour chaque cone o, la variété X, se rétracte par déformation
sur Uorbite O,. En particulier, on a

1 si o engendre N

xX(Xo) = {

0 sinon

DEMONSTRATION. Si o est un cone de dimension 7, on va définir une ho-
motopie
h:X, x[0,1] = X,

de fagon que h; soit l'identité de X,, que hg soit I'application constante
d’image z, et que h|{z,1x[0,1] = 5. Soit v un point de N a I'intérieur de o,
de sorte que (-, v) est strictement positif sur ¢ -{0}. Considérant les points
de X, comme des morphismes de semi-groupes ¢V N M — C, on définit h
par

twlg(u) sit>0

Ty sit=0

h(z,t)(u) = {

On a bien h(z,,t) = z,. Siu € (¢¥ N M)=-{0}, on a (u,v) > 0 et h(z,t)(u)
tend vers 0 = z,(u) quand t tend vers 0. Comme des générateurs uy, ..., us
de 0V N M définissent des coordonnées sur X, C C?®, 'application h est bien
continue. Ceci montre que X, est contractile dans ce cas.
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Dans le cas général, on utilise la décomposition (10) pour en déduire que
X, se rétracte par déformation sur O,. Cela entraine

x(X,) = x(05) = (TP 4m(@)) = y(8t)r—dim(@) = ¢

si n — dim(o) > 0 et 1 sinon. O

Passons maintenant aux variétés toriques générales.

Corollaire 10 Pour tout éventail A, on a
X(Xa) = Card{cones de dimension n dans A}

Si A contient un tel cone, la variété X est simplement connexe.

DEMONSTRATION. Pour tout espace topologique X recouvert par des ou-
verts Xi,...,X,, on a

XX)= @ “D(Xpn---nX,)
1<ip<-<ix<s

Dans notre cas, on recouvre X par les ouverts X, correspondants aux cones
de A. Chaque intersection est encore du méme type. Il suffit alors d’utiliser la
proposition 9 : seuls les cones de dimension n (correspondant obligatoirement
a k = 0) « comptent ».

C’est un fait général que pour toute sous-variété fermée stricte ¥ d’une
variété normale X, on a une surjection 7 (X -Y) — m(X). Dans notre cas,
si o est un céne dans A qui engendre Ng, on a donc surjection m(X,) —»
m1(Xa), et la proposition 9 permet de conclure. O

Soit A un éventail. On veut maintenant calculer les nombres de Betti de
XA, définis par b;(Xa) = dim(H*(Xa,R)). On notera d; le nombre de cones
de dimension j dans A.

Théoreme 11 Pour tout éventail A simplicial et complet, on a

bau(Xs) = (1)

i=k
les nombres de Betti impairs étant nuls.
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On retrouve le corollaire 10 :

X(Xa) =D (-1)b;(Xa) szk (Xa)= ). (—1)i—k(2>dni=dn

J 0<k<i<n

DEMONSTRATION DU THEOREME. Il y a plusieurs fagons de démontrer ce
théoreme, toutes basées sur le fait que comme tout ensemble sur lequel un
groupe agit, la variété X est réunion disjointe de ses orbites sous le groupe
T". D’apres ce qu'on a vu en 2.2, les points fixes de l'action du tore T"
sur la variété X correspondent aux cones de A qui engendrent Ng. Plus
généralement, a chaque cone o de A est associé un point distingué x, de
Xa, dont Iorbite O, est isomorphe & T™ 4™(@) et on obtient ainsi toutes les
orbites de T" dans Xa.

On peut tout d’abord utiliser le fait qu’il existe, pour toute variété algé-
brique complexe X, un polyndome Px qui vérifie :

e si X est lisse et compacte, Px(t) = >, b;(X)t';

e si Y est une sous-variété fermée de X, on a Px(t) = Py(t) + Px_y(t);

e si X et Y sont des variétés, on a Pxy(t) = Px(t)Py(t).

On a par exemple
Pcu(t) = Ppi_{0,00)(t) = Ppi(t) — Ppoooj(t) =" +1—-2=1¢>—1

On en déduit

PXA Z PO, Z Prn-dim(o) (t z:(t2 ” dim(o)

oEA gEA ogEA

d’ou le théoreme lorsque la variété Xa est lisse et compacte.

On peut aussi, de fagon plus exotique, utiliser le fait que les variétés
toriques sont définies par des équations a coefficients entiers, qui peuvent
étre réduites modulo tout nombre premier p. On en déduit que pour tout
r>0,o0n a

Card(Xa(F Z Card(0,(Fpr)) = Z(p’ — 1)ndim()

ocEA ocEA
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On utilise ensuite (lorsque Xa est projective et lisse) les conjectures de Weil
démontrées par Deligne, qui disent qu’il existe des nombres complexes A;;

uniquement déterminés, de module p¥/2, tels que
2n bz XA

Card(Xa(Fpr)) = D> > X
=0 j=0

pour conclure (exercice!).

Lorsque A n’est que simplicial, on a vu en 3.2 que la variété X n’a que des
singularités quotient. Le premier des deux arguments ci-dessus reste valable
si 'on remplace la cohomologie ordinaire par la cohomologie d’intersection
et que I’on remarque que pour les variétés compactes a singularités quotient,
ces deux cohomologies coincident. On peut aussi trouver une base explicite
de la cohomologie formée de classes d’adhérences d’orbites. U

4 Retour aux polytopes

On a maintenant tout ce qu’il nous faut pour démontrer les relations (2) et
(3). La méthode est simplement d’associer & un polytope I’éventail construit
sur ses faces, d’appliquer le théoréeme 11 puis d’utiliser des résultats généraux
sur la topologie des variétés compactes a singularités quotient.

4.1 Variété torique associée a un polytope

Soit @ un polytope dans Ng. Une face (propre) de @) est un sous-ensemble
de @ du type
{fve@l(u,v)=c}
ou u € Mg et ¢c € R sont tels que que (u,v) > ¢ sur @ (en particulier, & est
une face de @). Lorsque l'origine est dans l'intérieur de @, on définit le dual

de @) par
V'={u € Mg | (u,v) <1 pour tout v € Q}

Par exemple, le dual de 'octaédre de sommets (+1,0,0), (0,41,0) dans R?
t (0,0,+1) est le cube de sommets (1, +1, +1).
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Proposition 12 L’ensemble QV est un polytope dans Mg d sommets dans
Mq et (QV)Y = Q. Si F est une face de Q,

F*={ue Q"] (u,v) =1 pour tout v € F}

est une face de QY et dim(F) +dim(F°) = n — 1. En particulier, les facettes
de Q correspondent aur sommets de Q" et viceversa.

DEMONSTRATION. Plutét que de refaire toutes les démonstrations, une as-
tuce permet de se ramener aux résultats déja vus sur les cones : étant donné
un polytope @, on consideére le céne o engendré par (—Q) x {1} dans ’espace
vectoriel Ng x R. On a alors 0¥ N (Mg x {1}) = QY x {1} et, pour toute
face F' de Q définie par (u,v) = ¢, ’élément (—u, —c) de Mg x R définit une
face de o. (I

Etant donné un polytope Q dans Ny contenant 1’origine dans son intérieur,
on note Ag I'éventail des cones engendrés par les faces de (). Par exemple,

le polytope Q,

engendre 1’éventail A, de ’exemple 7(2) et chacun des polytopes
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engendre D’éventail A,.

Lorsque @ est a sommets dans Ng, on note X la variété torique associée
a I'éventail Ag; elle est compacte (cf. 3.1). On peut aussi définir, & partir
d’un polytope P dans Mg d’intérieur non vide, un éventail Ap de la facon
suivante : pour toute face (propre) F' de P, on définit le cone

or = {v € Ng | (u,v) > (u',v) pour tout u € F et tout v’ € P}

Ces cones forment un éventail Ap qui vérifie Ayp,, = Ap pour tout A > 0
et tout v dans Mg. Lorsque P contient l'origine dans son intérieur, c’est
I’éventail construit sur les faces de son dual. Lorsque P est a sommets dans
Mgq, on note Xp la variété torique associée.

Tout polytope simplicial dans Ny peut étre approximé! (sans changer sa
combinatoire) par un polytope simplicial ) & sommets dans Nq. S’il contient
I’origine dans son intérieur, on lui associe, selon la procédure décrite ci-dessus,
une variété torique compacte Xg de dimension complexe n a singularités
quotient (cf. 3.2). Le nombre d; de cones de dimension ¢ dans A est, avec les
notations de 1.1, le nombre f; ; de faces de dimension i — 1 de @ (y compris
pour i = 0!). Les nombres de Betti by (Xg) = dim(H?*(Xg,R)) sont donc,
par le théoreme 11, les nombres hj, définis en 1.1.

Pour toute variété complexe compacte X (qu’elle soit torique ou non), il
existe pour chaque entier ¢ et chaque entier j une opération

—i; H(X,R) x H(X,R) — H"(X,R)

dite cup-produit. On utilise maintenant deux théorémes fondamentaux (et
difficiles) valables lorsque X est & singularités quotient.

e Tout d’abord, la dualité de Poincaré dit que si n est la dimension (com-
plexe) de X, pour tout entier i, le cup-produit

—iom—i ¢ H'(X,R) x H*"(X,R) - H"(X,R)~ R

est une forme bilinéaire non dégénérée. Cela entraine, avec le théoreme
11, les relations de Dehn—Sommerville (2) pour les polytopes simpli-
ciaux.

1Ce n’est plus vrai pour les polytopes non simpliciaux!
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e Ensuite, le théoréme de Lefschetz difficile dit qu’il existe une classe h
dans H%(X,R) tel que les cup-produits par h

oo h: H2(X,R) —» H'(X,R)

soient injectifs pour 2 < n. On en déduit, avec le théoreme 11, les
relations (3) pour les polytopes simpliciaux.

4.2 Diviseurs sur une variété torique

Aun polytope P dans Mg a sommets dans Mq et d’intérieur non vide, on
a associé un éventail Ap et une variété torique compacte Xp. Il est clair que
des polytopes différents peuvent donner lieu au méme éventail. On peut donc
soupgonner que la donnée de P correspond a celle d’un objet supplémentaire
attaché a Xp.

C’est en effet le cas (voir exemple 14(2) ci-dessous). Pour pouvoir définir
et étudier cet objet, nous aurons besoin de la notion de diviseur sur une
variété (torique) complexe.

Revenons & un éventail A dans Ny et considérons une sous-variété V
de X, invariante par I’action de T" et irréductible (c’est-a-dire qui n’est
pas réunion de deux sous-variétés fermées strictes). La variété V' est réunion
disjointe d’orbites et comme celles-ci sont en nombre fini, I'une d’elles est
dense, c’est-a-dire que V est son adhérence. Rappelons que, pour tout cone
o dans A, nous avons noté O, 'orbite du point distingué z, de X, ; nous
admettrons le résultat suivant.

Proposition 13 L’application

A —  {sous-variétés invariantes irréductibles de Xa}
o = O,

est une bijection décroissante. De plus, pour tout o dans A,

O.= JI o

TEA, o face de 7
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Comme O, ~ T"~4m©) (¢f 2.2), les hypersurfaces invariantes irréducti-
bles de XA, qui sont les objets qui nous intéresseront ici, correspondent donc
aux cones de dimension 1 (les rayons) de A. Remarquons que le complémen-
taire de I'orbite dense Ogoy dans X est la réunion de ces hypersurfaces.

Un diviseur (T™-invariant) sur Xa est une combinaison linéaire formelle

Z m.D;

T rayon de A

a coefficients rationnels de ces hypersurfaces.

Exemples 14 (1) Le polytope A, étudié dans I'exemple 5(2) est associé
a la variété torique P™. Il a n + 1 rayons Dy,...,D,, qui correspondent
aux diviseurs invariants d’équations respectives zg = 0,...,z, = 0. Le
complémentaire de leur réunion est l'orbite dense définie par x; # 0 pour
tout %.

(2) A un polytope P dans Mg & sommets dans Mgq et d’intérieur non
vide, on a associé un éventail Ap et une variété torique compacte Xp. Pour
chaque rayon 7 de Ap, on note v, le premier vecteur non nul de N sur 7 et
on définit un diviseur (rationnel) Dp sur la variété Xp en posant

Dp = E max(u, v,) D,
ueP
T rayon de A

Soit o un cone. A tout élément u de o¥ N M correspond (cf. 2.2) une
fonction « coordonnée » x* sur X,. Comme ¢" N M engendre le groupe M,
tout élément u de M est différence de deux éléments u' et u” de oV N M.
La fonction x*, définie sur l'orbite dense O(), s’écrit globalement comme
un quotient y* / x*" de fonctions définies sur X,. On I'appelle une fonction
rationnelle sur X,. Le long d’une hypersurface D,, elle peut soit s’annuler a
I’ordre m,, soit avoir un pdle dont on note ’ordre —m, ; en d’autres termes,
on a m, = ordp, (x*) — ordp. (x*").

Le diviseur de x" est par définition le diviseur entier

div(x") = Z m,D,

T rayon de o
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Les diviseurs obtenus de cette fagon sont appelés diviseurs de Cartier (T"-
invariants) sur X, ; ils forment un sous-groupe du groupe (abélien libre) des
diviseurs entiers (T"-invariants) sur X,.

Exemple 15 Reprenons la surface torique affine X,, étudiée dans ’exemple
4(4), dont on garde les notations. On a deux hypersurfaces invariantes irré-
ductibles : D;, définie par Y; = --- = Y, = 0, et D,, définie par Y, =
--- =Y, ;1 = 0, correspondant aux rayons engendrés par ae; — ey et e
respectivement (cf. ’action de T? donnée dans (9)).

La surface X, est paramétrée (cf. exemple 7(1)) par

c: = X,, C Caott
Ao, A1) = (A& XTIN, ... 09

On voit ainsi que la fonction coordonnée X; = Yy = x° s’annule le long
de D; a lordre a, tandis que la fonction X;X¢ = Y, = x*i*%% g’annule le
long de Dy a l'ordre a. Un élément u = pe} + ge; de M définit la fonction
x* = XPXJ et

div(x"*) = apD1 + ¢(D2 — D1) = (ap — q) D1 + ¢D

On remarque en particulier que lorsque @ > 1, ni Dy, ni Dy ne sont des
diviseurs de Cartier. C’est di a la présence d’une singularité sur X,,.

Lorsqu’on se place dans la situation plus générale d’'un éventail A, tout
élément v de M définit encore une fonction rationnelle x* sur la variété Xa,
bien définie et ne s’annulant pas sur 1’orbite dense, avec des poles et des zéros
le long des hypersurfaces D,. Le lemme ci-dessous détermine son diviseur.

Lemme 16 Pour chaque rayon T de A, on note v, le premier vecteur non
nul de N sur 7. Pour tout v dans M, on a

div(x") = Z (u,v;) D,

T rayon de A

DEMONSTRATION. Pour calculer I'ordre de x* sur D,, on peut se placer
dans 'ouvert X.. Celui-ci est lisse car 7 est de dimension 1, et méme, plus
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précisément, isomorphe & C x (C*)"~!| I'hypersurface D, correspondant a
{0} x (C*)™! (¢f. (10)). On est donc ramené au cas de la dimension 1, ot
N =127, X, = C et v, = 1. La fonction x* correspondant & u € M = Z est
X7 et son ordre d’annulation en 0 est u. g

Supposons A complet, de sorte que Xa est compacte. Le lemme montre
que toute fonction x* non constante a obligatoirement des poles : c’est le
principe du maximum !

Un diviseur D = ) _m, D, sur Xa est un diviseur de Cartier s’il est entier
et si c’est localement le diviseur d’une fonction rationnelle. Plus précisément,
on demande que pour tout o dans A, il existe u, € M tel que div(x* )= D
dans X, (en particulier, x*{°} ne s’annule pas; on peut la prendre constante
égale a 1). Grace au lemme 16, appliqué a ’éventail des faces de o, cela
signifie exactement que, pour tout cone o de A de dimension n, il existe un
élément u, de M tel que (uy,v,) = m, pour tout rayon T de A contenu dans
.

Comme le montre ’exemple 15, il peut exister sur X a des diviseurs entiers
qui ne sont pas des diviseurs de Cartier. En revanche, si X est lisse, il ressort
de 3.2 que tout diviseur entier est un diviseur de Cartier.

On associe a un diviseur de Cartier D sur Xa la fonction ¥p : Ng — R
définie par
Yp(v) = (Ug, v) si veo

On vérifie qu’elle est bien définie et continue sur Ng. Elle est déterminée par
le fait qu’elle est linéaire sur chaque cone de A et vérifie ¥p(v,) = m, pour
tout rayon 7 de A. On a giv(xs) = (u, - ) et, pour tous diviseurs de Cartier
D et E sur Xa,

Ypie =YD + Y& (11)

Inversement, toute fonction continue 9 : Ng — R qui est linéaire et entiere
(c’est-a-dire définie par un élément de N) sur chaque cone de A définit un
diviseur de Cartier D sur X par la formule D = Y _+(v;)D;, et 9 = ¢p.
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Exemples 17 (1) Reprenons ’éventail A,

T31
01
Ursy
U7y
o3 . 0 - T12
Uy
02
T23

étudié dans I’exemple 5(2), dont la variété torique associée est P2. Pour le
diviseur

D=D,,+2D,,—D

731

le lemme 16 donne les valeurs suivantes

(Ugy, Vrpy) =1 (Ugyy Vrgy) = —1 donc wu,, =€} — €
(Ugyy Vrpg) = 2 (Ugy, Vrpy) =1 donc wu,, = e} — 3¢
(Uggy Urgy ) = —1 (Uggy Urpg) = 2 donc u,, = —ej — €3

La fonction ¢p est donnée par

—T1 — T2
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(2) Considérons 1’éventail

T2
09 01
¢ Ury
v v
T3 .73 0 LT T
[ UT4
O3 04
T4
et le diviseur
.D - DT1 - .D7-2 + 2-D7'3
Le lemme 16 donne les valeurs suivantes
% * _ * * _ *
Uy, = €] — €5 Uy, = —2€] — €5 Uyy = —2€]
de sorte que
1 — T2 dans o
—2x1 — 29 dans o9
Yp(21,22) =
—2z; dans o3
r; dans oy

(3) Le polytope A, étudié dans les exemples 5(2) et 14(1) est associé a la
., D, et n+1 cones de dimension n
en), pour i = 0,...,n. Pour le diviseur Dy, on

variété torique P". Il a n+1 rayons D, . .
définis par o; = (eg, ..., €iy. .-,

a Uy, =0etu, =—ef pouri=1,...,n, de sorte que ¢p,(x1,. .

dans o; et 0 dans oyg.

(4) Soit P un polytope dans Mg, a sommets dans M et d’intérieur non
vide. Dans ’exemple 14(2), on a défini un diviseur Dp sur la variété torique

associée Xp par la formule

D= Y max(uv)D,

T rayon de A
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C’est un diviseur de Cartier, la fonction ¥ associée étant donnée par
) b

Yp(v) = max(u, v)

On l'appelle parfois la fonction d’appui du convexe compact P. Elle permet
de retrouver P par la formule

P ={ue Mg | (u, -) < 1p comme fonctions sur Ng} (12)
On a, pour tout entier m > 0 et tout u € M,
Dypiow = mDp + div(x*)

Lorsque l'origine est dans 'intérieur de P, le diviseur Dp est effectif (c’est-
a~dire que ses coefficients sont positifs) et la fonction ¥p est la seule fonction
Nz — R convexe continue, linéaire sur chaque cone de A et qui vaut 1 sur
chaque facette du polytope dual PV.

4.3 Sections et caractéristique d’Euler des fibrés en
droites

Etant donné un éventail complet A et un diviseur de Cartier D sur Xa,
on définit un fibré en droites Lp sur Xa a ’aide des fonctions de transition
oot = X"'/x% (définie sur X, N Xy = X,no). Les sections de ce fibré
correspondent aux familles (s,)sen, avec s, € A,, telles que s, x%" = s, X"
sur X, N Xq, soit sio3x"” = s,. En d’autres termes, la fonction rationnelle
s{oy doit vérifier

0 < div(sgoy) + div(x*") = div(sgey) + D
Notons Ep ’ensemble des u € M tels que
div(x*)+D >0
c’est-a-dire, d’apres le lemme 16, vérifiant

(—u,v,) < m; (13)
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pour tout rayon 7 de A. Les (x*)ucr, forment une base de ’espace vectoriel
['(Xa,Lp) des sections de Lp. La condition (13) dit que —u est dans le

polytope
Pp ={u € Mg | (u,v;) < m, pour tout rayon 7 de A}
(il est borné car les v, engendrent Ng, mais peut étre vide) donc
dim(I'(Xa, Lp)) = Card(Pp N M)

On peut aussi retrouver le polytope Pp a partir de la fonction ¥p introduite
en 4.2 par la formule

Pp ={u € Mg | {u, -} <1p comme fonctions sur Ng} (14)
Remarquons que, pour tout entier m positif et tout v dans M, on a

Prpidivixs) = mPp +u

Un point v de —Pp N M correspond ainsi a une section s* de Lp qui
est définie sur X, par s¥ = Siop X" = xUT¥ . En particulier, si u, € Pp, la
section s“2 de Lp ne s’annule pas sur 'ouvert X, de Xa. Il s’ensuit que sz,
pour tout cone o de A de dimension n, on a u, € Pp, les sections de Lp ne
s’annulent stmultanément en aucun point de X . Cette condition, a savoir

(i) (ug,v,) < m, pour tout rayon 7 de A et tout céne o de A de dimension
n;
est équivalente a chacune des conditions suivantes :
(ii) Pp est ’enveloppe convexe des u, ;
(iii) la fonction 9p est convexe;
(iv) la fonction v¥p est la fonction d’appui de Pp, c’est-a-dire
¥p(v) = max(u, v)

Lorsque tous les coefficients m, de D sont positifs (c’est-a-dire que I’origine
est dans Pp), le polytope Pp est le polytope dual de I’enveloppe convexe Qp
des m%vT, pour 7 décrivant I’ensemble des rayons de A, et la convexité de ¥p
est alors aussi équivalente a

(v) chacun des ——v, est sur la frontiére de Qp.
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Pour comprendre ’équivalence de (i) et (iii), par exemple, il suffit de
regarder la figure suivante :

T1
1
~ . m—TI Vs,
T2
1
o ~ Mgy T2
~
~
~
~ ~ <u07'>:1
=~ ~
Yp=1 >
~
~
~
v
. ~ U g
O TIZT3 ’UTS h
et de remarquer que
1 1
Yp(v3) > 1 <= — v, € [0,v3] <= (Ug, — vry) <1

T3 T3

Remarques 18 (1) Si A’ est un éventail qui subdivise ’éventail A, induisant
une application propre Xar — Xa, la fonction ¥p est encore linéaire et
entiere sur les cones de A’. Elle définit donc un diviseur de Cartier D' sur
Xar et Ypr = 9p, donc Ppr = Pp (cf. (14)). Lorsque 9¥p est convexe, on a

X(XAI, LDI) = X(XA, LD) = Card(PD N M)

(2) Si D et E sont des diviseurs de Cartier sur X tels que ¥p et g sont
convexes, on déduit de (iv) et de (11) I’égalité

PD+PE:PD+E

(3) Si le diviseur D vérifie les conditions ci-dessus, on peut utiliser les x*,
pour —u dans Pp N M, pour construire une application

©p : XA — mel

z = (X)) weppou
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avec m = Card(Pp N M) (elle est bien définie justement parce que les x*
ne s’annulent simultanément en aucun point). Sous certaines conditions (par
exemple lorsque ¥p est strictement conveze® et que X est lisse), Papplication
pp réalise un isomorphisme de XA sur son image. On a ainsi un modele
projectif explicite pour la variété X : apres choix d’une base de M, elle se
réalise comme ’adhérence de 1'image de I'application

™ — P™!

(B, ta) = (8 0" ) s imn)e—PpnM

Exemples 19 (1) Reprenons le diviseur D = D,,, + 2D,,, — D,,, sur P?
étudié dans ’exemple 17(1). La fonction 9p est donnée par

01
I3 Ty — T2
_xl —_ :L'z O ........... >
x1 —. 32
02

L’espace vectoriel des sections de Lp a pour base les x %, ol u est un point

2(est-a-dire que ¥ p est convexe et que les points u, de M définissant ¢p dans chaque
cone o de dimension n sont tous distincts, ou encore que les u, sont exactement les
sommets du polytope Pp.
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entier du triangle

uaz'
Il est de dimension 6.

(2) Reprenons ’éventail étudié dans ’exemple 7(3), dont la variété torique
associée est I’éclaté de P2 en un point, et considérons le diviseur D = D, +
D,, +3D,, + D,,. La fonction 9p est donnée par

Uryy
—3.’L'1 —+ o T+ T2
04 g1
Ursy 0 Uriy
03 02
—3.’L‘1 + 2$2 1 — 21’2
Uras

L’espace vectoriel des sections de Lp a pour base les x ™%, ou u est un point
entier du triangle
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Il est de dimension 10. On constate que les u,, ne sont pas tous dans Pp. La
fontion ¥p n’est par ailleurs pas convexe car

1
3= ’l/)D(—l, 0) < 5(1/)D(—1, 1) + ’l/JD(—l, —1)) =4
On le voit aussi sur la figure suivante :

Uryy

Ursy

Urys

ou l’on constate que %vm n’est pas sur la frontiere de ()p. Le polytope Pp
ne permet pas de reconstruire ¥p.

(3) Reprenons le diviseur Dy sur P" étudié dans ’exemple 17(3). On a
Yp, (21, ..., 2,) = —x; dans o; et Yp,(z1,...,2,) = 0 dans oy, de sorte que
Uy, = —e; pour ¢ € {1,...,n} et u,, = 0. Le polytope Pp, est

{(u1,..- up) € M | u; <0 u; +---+u, > —1}

et ses sommets sont les u,,. La fonction ¢p, est donc strictement convexe (cf.
note 2). L’espace vectoriel des sections de Lp, a pour base (x°, X°1,..., x%").
Il est de dimension n + 1.

(4) Soit P un polytope dans Mg, a sommets dans M et d’intérieur non
vide. Dans les exemples 14(2) et 17(4), on a défini un diviseur de Cartier
Dp sur la variété torique associée Xp. On a Pp, = P; en effet, quitte a
remplacer P par mP + u, avec m € N* et u € M, on peut supposer que
I'origine est dans l'intérieur de P. Les coefficients m, sont alors strictement
positifs et P et Pp, sont tous les deux les polytopes duaux de I’enveloppe
convexe des m%vr, pour 7 décrivant I’ensemble des rayons de Ap. Comme on
I'a vu dans 'exemple 17(4), la fonction vp, est la fonction d’appui de P;
elle est donc convexe (et méme strictement convexe; cf. note 2).
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On peut définir la caractéristique d’Euler x(X, L) d’un fibré en droites L
sur une variété algébrique X complexe compacte. Le théoréme de Riemann—
Roch (valable pour tout diviseur de Cartier sur une variété algébrique com-
plexe compacte) affirme que la fonction m — x(X, L,p) est un polynoéme en
m que l'on notera fp.

Reste a relier cette caractéristique d’Euler avec la dimension de 1’espace
des sections. Elle est définie comme la somme alternée des dimensions de
certains espaces vectoriels attachés & X et L, dont le premier est I'(X, L).
Dans certains cas favorables, les autres termes sont nuls. Pour les variétés
toriques, c’est le cas lorsque la fonction ¥p associée est convezre. On en déduit
le résultat suivant.

Théoreme 20 Soit D un diviseur de Cartier sur la variété torique compacte
XAa. St la fonction Yp définie en 4.1 est convexe, l'application

fD m— dlm(F(XA, LmD)) = Card(mPD N M)

est polynomaiale pour m > 0.

On a associé dans ’exemple 17(4), a tout polytope P dans Mg a sommets
dans M, d’intérieur non vide, un diviseur de Cartier Dp sur une variété
torique Xp. La fonction associée yp est convexe; on en déduit la premiere
formule d’Ehrhart (cf. 1.2).

Une version plus précise du théoreme de Riemann—Roch dit qu’étant
donnés des diviseurs de Cartier Dq,..., D, sur une variété complexe com-
pacte X de dimension n, ’application

(mla e ’m’f') = X('X’ LmlDl ® e ® LmrDr)

est polynomiale de degré total au plus n. Si » = n, on note Dy - ... - D,
le coefficient de m; ...m, dans ce polynéme. On définit ainsi une forme Z-
multilinéaire et symétrique, a valeurs entiéres, sur le groupe des diviseurs de
Cartier sur X.

Considérons maintenant des polytopes Pi,..., P, dans R"” & sommets
dans Q", tous d’intérieur non vide. On peut trouver un réseau M dans R"
tel que les sommets de tous les P; soient dans M et un éventail A qui subdivise
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chacun des éventails Ap,. Les diviseurs associés D, ..., D, sur Xa vérifient
(remarques 18(1) et (2))

X(Xa, Limp,) = Card(mP; N M)

Cette expression est pour m positif un polynéme en m de degré n dont le

coefficient dominant est vol(P;) = —=(D;)", d’aprés ce qui précede.

Pour tous entiers positifs mq, ..., m,, I’expression
1
vollmiP, +---+m,P,) = lim — Card(m(m;P, +---+m,P,) N M)
n—oo mn
) 1
= 7}1—{20 % X(XA; me1D1 ®---Q menDn)
est un polynéme en mq, ..., m, dont le coefficient de m; ... m,, est D;-...-D,,.
On a donc démontré une partie des affirmations de 1.3, avec

1
VOI(Pla;Pn):E(Dan)

L’inégalité (5) pour les polytopes & sommets rationnels est donc équivalente

4 'inégalité
D,-...-D,> /Dy.. Dr

Pour n = 2, cette inégalité (qui 'opposé de I'inégalité de Cauchy—Schwarz)
résulte du fait que la forme quadratique (D;, D3) — D;- D5 a une seule valeur
propre positive. C’est un résultat connu sous le nom « théoréme de I'indice de
Hodge », valable pour toute surface complexe compacte. Le cas général s’en
déduit en utilisant des manipulations élémentaires et le théoreme de Bertini,
qui dit dans notre cas essentiellement que si D est effectif et que ¥p est
strictement convexe (cf. note 2), on peut calculer le produit D - Dy -...- D,
comme le produit (D N D,)-...- (DN D,) sur I'hypersurface D (on procede
alors par récurrence sur la dimension).

Le cas des convexes compacts généraux s’en déduit en les approximant
par des polytopes a sommets rationnels.

Considérons maintenant deux polytopes P; et P dans Mg, a sommets
dans M et d’intérieur non vide, et A un éventail adapté & P; et Ps,. Il ressort
de (12) que l'on a

P C P < vp <¢Yp,
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de sorte que, pour tout u dans M, on a

Pi+uCP, < p +(u, ) <vp,
— <U, : > S sz—Pl
— x *eI'(Xa,Lp,-p,)

On en déduit

1
Card{u & EM | m1P1 +u C m2P2} = dlm(F(XA, mezDz—mm1D1))

Soient K; et K, des convexes compacts dans Mg, d’intérieur non vide.
On pose

r(Ky, Ki) = sup{) € R" | un translaté de AK; est contenu dans K}
= sup {m € Q" | un translaté de m; K, est contenu dans my Ko}
ma
my + * 1
= sup{— €Q" |TmeN"Jue —M mK; +uC myKs}
Mo m
On en déduit
m
T(P2aP1) = Sup{m—l € Q+ | dm € N* I‘k(*XAame2Dz—mm1D1) 7é 0}
2

m
= sup {m_; € Q" |T(Xa, Ly,py—mipy) # 0}

Ce dernier nombre, que I'on peut noter r(Dy, Ds), a un sens pour tous di-

viseurs de Cartier D; et D, sur une variété algébrique complexe compacte
X.

Plagons-nous dans ce cadre et posons Dy, m, = maDy — myD;. On peut
montrer que st X est une surface algébrique compacte munie d’un diviseur
ample H, et si D est un diviseur de Cartier sur X qui vérifie D? > 0 et
D-H >0, alors on a I'(X, L,p) # 0 pour tout entier m assez grand. On a

2 22 2 2
Dml,mz = m2D2 - 2m1m2D1 : D2 + m1D1

Les racines du polynéme

P(t)=t*D? — 2tD, - Dy + D}

39



sont réelles par le théoreme de I'indice de Hodge. Si on note o < 3 ses racines

(positives), on aura donc D2, .. > 0 pour m;/m;, < a.

En prenant pour A ’éventail le plus petit adapté & P, et P, on peut
aussi supposer que D;; = Dy + D, est ample (c’est-a-dire ici que la fonction
¥p,+p, est strictement convexe; cf. note 2). On a alors

Dm1,m2 . Dl,l = —mlD% + (mg — ml)Dl . D2 -+ szg
qui est strictement positif des que
m_ D2+ D, - D,
mo D% + D1 . D2

Comme cette fraction est supérieure a o, on en déduit que pour m;/ms < «,
on ar(Dy, Ds) > my/ms, de sorte que r(Dq, D) > . On a ainsi montré 1'une
des inégalités (7) pour les polytopes & sommets dans M et I’autre se montre
de fagon analogue. On en déduit le cas des convexes compacts généraux par
un argument de continuité.

4.4 Dualité de Serre

Soit A un éventail complet et lisse dans Nr. La dualité de Serre sur
la variété compacte et lisse X dit que pour tout diviseur de Cartier D =
>, m:D, sur Xa, on a

x(Xa;Lp-y p,) = (-1)"x(Xa, L-p)

En appliquant cette formule & mD, on obtient

X(Xa, Lmp-s_p,) = (=1)"X(Xa, L_mp) = (—1)"fp(—m)

Le probléeme est maintenant d’identifier le membre de gauche. Les sections
de L Dp-¥_ D, sont les sections de Lp qui s’annulent sur I’hypersurface UT D,.
Si —u € Pp N M, la section correspondante de Lp a cette propriété si et
seulement si (lemme 16)

(u+ugy v,y >0

pour tout cone o de dimension n et tout rayon 7 de o, c’est-a-dire

(—u,v;) <m;
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pour tout rayon 7 de A (comparer avec le début de 4.3). Cela signifie exac-
tement que —u est dans l'intérieur de Pp.

Supposons 9p convexe. On sait qu’'on a x(Xa, Lp) = dim(I'(Xa, Lp)).
On peut montrer que bien que ¥p_y- p, ne soit en général plus convexe, on
a encore

X(XA7 LD—E.,. D‘r) = dlm(F(XA7 LD—E.,. D-r))

Dans cette situation, on en déduit que pour tout m € N*, on a
Card(Int(mPp N M)) = (—1)"fp(—m)

Si on part maintenant d’un polytope P a sommets dans M, il suffit d’appli-
quer ce qui précéde a un raffinement lisse A de Ap (cf. 3.2). On obtient ainsi
la seconde formule d’Ehrhart (cf. 1.2).
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