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1 Introduction et notations

Soient k un corps, ks une cloture séparable de k et I'y = Gal(ks/k) le
groupe de Galois absolu de k. Si G/k est un groupe semi-simple simple-
ment connexe absolument presque k-simple, on dispose de I'invariant de Rost

[EKLV] [GMS]
ra - Hl(]{, G) — Hg(k) = Hg(ka (Q/Z)(Q))

qui associe a la classe d'un G—torseur une classe de cohomologie galoisienne de
degré 3, ot pour d > 0, H¥*1(k, (Q/Z)(d)) désigne le groupe de cohomologie
galoisienne modifié a la Kato [K] sur la composante p—primaire si k est de
caractéristique p positive [GMS, p.151].

Le premier but de cet article est d’établir une formule exacte pour I'in-
variant de Rost dans le cas du groupe G = SL;(A), ou A est une k-algebre
centrale simple. On sait alors que la suite exacte

1 — SLy(A) = GLy(4) 24 G,, — 1

induit un isomorphisme H'(k, G) = k> /Nrd(A*), et que le cup-produit avec
la classe de Brauer [A] € Br(k) = H?*(k,(Q/Z)(1)) engendre le groupe des
invariants de degré 3 de SL;(A) [GMS, p.107]. Pour comparer ce générateur
et 'invariant de Rost, on convient d’identifier le groupe de Brauer de k et
H?(k) par le cobord, comme dans [GiS, §4.4]. Notons que cette convention
est opposée a celle de [GMS, p.151], donnée par le produit croisé cf. [KMRT,
p.397].

Théoréme 1.1 Soit A une k-algébre simple centrale de degré n. On note
[A] € .,Br(k) = ,H*(k) sa classe dans le groupe de Brauer de k. Soit
[v] € H'(k,SL(A)) = k> /Nrd(A>),



1. Si lVindice indg(A) est inversible dans k, on a
rsiaa)([v]) = (v) U [A] € H(k),

ot (v) désigne la classe dans ,H' (k) = k* /k*" d’un représentant quel-
conque de [v].

2. Si k est de caractéristique p > 0 et A est d’indice p", alors
rsna)([v]) = —(v) U [A] € H(k),

Pour la définition du cup—produit dans le second cas, voir le §4.4.

La méthode employée consiste a utiliser des cocycles explicites pour des
algebres cycliques, 'ingrédient fondamental étant les extensions centrales de
Brylinski-Deligne [BD] qui permettent une approche galoisienne des exten-
sions centrales de Matsumoto [Ms].

On propose ensuite trois applications du résultat principal. Le § 5 précise
les résultats obtenus dans [MPT] et [GaQ)] concernant la restriction de I'inva-
riant de Rost aux torseurs issus du centre du groupe. La seconde application
concerne les groupes de type G, Fy et Eg dont le centre est trivial. Ces
groupes possedent un sous-groupe de la forme A = p; X p; X Z/1Z de cen-
tralisateur fini, et 'on donne au §6 une description de 'invariant de Rost
pour les torseurs issus de A. Comme corollaire, on montre que la partie mo-
dulo 3 de l'invariant de Rost coincide avec 'invariant des algebres d’Albert
construit par Rost [R1], et décrit également par Petersson-Racine dans [PR]
(voir Corollaire 6.6). Enfin, on construit au §6.4 des groupes semi-simples sim-
plement connexes anisotropes possédant des sous-groupes unipotents lisses
et connexes non triviaux.

Remerciements : Nous remercions Skip Garibaldi et le rapporteur pour
les remarques ayant permis d’améliorer cet article, ainsi que R. Parimala
et G. Prasad qui ont respectivement suggéré le corollaire 6.6 et la proposi-
tion 6.8. Le second auteur remercie L. Breen et B. Oliver pour les échanges
enrichissants qu’elle a eu avec eux.

2 Extensions de groupes

Dans toute cette partie, A désigne un groupe abélien, et

0A—-FE-2G—1



est une extension d’un certain groupe G par A. On rappelle que 'action de E
sur A par automorphisme intérieur se factorise en une action § : G — Aut(A),
ce qui munit A d’une structure de G-module. De plus, si I’on fixe une action
de G sur A, les extensions de GG par A qui induisent cette action sont classifiées
par le groupe H?(G, A) (cf. par exemple [W, §6.6]).

2.1 Extensions de I'-groupes

Soit I' un groupe. On suppose ici que A, E et G sont des ['-groupes et que
I’extension ci-dessus est centrale et compatible a ’action de I'. Elle donne
lieu a une suite exacte longue d’ensembles pointés [S1, §1.5.4]

1— H'(T,A) - H'(T,E) — H(I',G) %

HY(T,A) » H'(T, E) — H\T,G) = H%(G, A).

Nous nous proposons de donner une description du bord A en termes d’exten-
sions de groupes. On rappelle que I'ensemble des 1-cocycles Z1(T', G) n’est
pas autre chose que l'ensemble des sections de G x I' — I'. En effet, si
z € ZY(T',G), on lui associe la section u, : I' — G x T, 0 + z, 0 (ibid, §5.1,
exercice 1). Etant donné un 1-cocycle z : I' — G, on peut retirer en arriere
par u, 'extension

1 > A » Ex] —— GxI' —— 1
H | =]
1 A » F(z) — ' —— 1.

Lemme 2.1 A([z]) = [E(2)] € H*(T, A).

Démonstration : On vérifie par calcul. Pour chaque ¢ € I', on choisit un
relevé par e, € E de z, de sorte que z. est I’élément neutre de E. Alors
A([#]) est par définition la classe du 2-cocycle

~1
asr =e€,%ere_- € A.

De lautre coté, f, := e, 0 € E(z) définit un relevé de ¢ pour le morphisme
E(z) = T. La classe de F(z) dans H*(T', A) est celle du 2-cocycle (voir [W,
th. 6.6.3])

fofrfilt=cooe,mm o e =e,(0ero et =e,%ere)l = Ao r-
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O

On va maintenant établir une version tordue. Soit z € Z!(T', G). On peut
tordre l'extension 1 - A —+ F — G — 1 par 2

1-A— ,F—.G—1

et étudier le bord A, : HY(T,.G) — H*(,A) [S1, §1.5.7]. Un 1-cocycle
w € ZYT,.G) n'est pas autre chose qu'une section u, de la projection
Gx*T'=,GxI =T viaoc— w,o. En appliquant la formule ci-dessus, on
obtient que le bord A, ([w]) est la classe de I'extension retirée en arriere

1 y A Ex*' — Gx*' —— 1
H T “|
1 > A Ew) — I' —— 1L

2.2 Lemme préliminaire

On s’intéresse aux sous-groupes suivants du groupe Aut(E) des automor-
phismes de E :

Aut(E, A) = {¢ e Aut(E) | ¢(A) = A},

et
Auta(E) = {¢ € Aut(E) | ¢a = Id‘A}.

On rappelle le fait élémentaire suivant :

Lemme 2.2 Le noyau de l'application naturelle Aut,(F) — Aut(G) est en
bijection avec le groupe Z'(G, A) des 1-cocycles de G a valeurs dans A.

Démonstration : Soit a = (a,) € Z'(G, A) un l-cocycle. On lui associe
I'application ¢, : E — E, définie par ¢o(x) = apy)x, pour tout x € E.
Quels que soient x1, 25 € E, on a

¢a($1$2) = Op(z1x2) L1 X2 = Ap(z1) T1 Ap(zs) $1_1$1 XTo = Cba(ﬂUl) ¢a($2)-

Ainsi, ¢, est un morphisme, dont la restriction a A est I'identité. Son noyau,
qui est contenu dans A, est trivial. Enfin, si x € E, on a v = gba(a;é)x), de



sorte que ¢, € Auta(F). Comme p(¢,(x)) = p(z), Pautomorphisme induit
sur G est trivial.

Ainsi, I'application o — ¢, est un morphisme de Z!(G, A) dans le noyau
ker(Aut,(E) — Aut(G)). Pour montrer qu’elle est bijective, on va exhiber
sa réciproque. Soit donc ¢ : E — E un automorphisme induisant 'identité
sur A et sur G. L’application € E — ¢(z)z~! induit une application
¥ :G=FEJA— A. De plus, si g1 et go € G ont pour antécédents respectifs
r1 et xo € B, alors

UV(9192) = P(m122) (2172) " = Y(g1) w1 Y(g2)2 " = ¥(g1) (911 (g2)).

On a donc bien défini ainsi une application de ker(Aut4(E£) — Aut(G)) dans
ZYG, A), qui par un calcul direct est la réciproque de la précédente. O

2.3 Extensions centrales d’un groupe parfait
On suppose dans ce paragraphe que 'extension de groupes
05>A—E-25G—1,

est centrale. Autrement dit, A est contenu dans le centre Z(F) de E, de sorte
que l'action de G sur A est triviale. Si de plus le groupe G est parfait, alors
ZY G, A) = Hom(G, A) = 0. Par le lemme précédent, le morphisme

Auta(E) — Aut(G)

est donc injectif. On en déduit que deux automorphismes de Aut(E, A) qui
induisent les mémes morphismes sur A et sur G sont égaux, d’ou un mor-
phisme injectif

Aut(E, A) — Aut(A) x Aut(G).

Lemme 2.3 On considére une extension centrale
05A—E-25G—1,

d’un groupe parfait G, et une action f = (f1, fo) : I' = Aut(A) x Aut(G) d’un
groupe I' sur A et sur G. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. L’image de f est incluse dans le sous-groupe
Aut(E, A) — Aut(A) x Aut(G),

i.e. laction f s’étend a F, et ce de maniere unique ;
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2. Pour tout v € T, Uextension (fo(7)™1)* fi(7)«(E) de G par A est
équivalente a E, ot (foly)™H)* et fi(v). désignent respectivement le
pull-back et le push-out associés aux morphismes fo(v)™ et fi(7).

Démonstration : Pour tout v € I, on considere les extensions £/ = f1(7).(E)
et B = (fo(v)™")* fi(7)+(E). Par définition, on a un diagramme commutatif

0 y A E >y G > 1

flwz : I
(*) 0 7 A ? E 7 G s 1

/
Y
I ﬁ fm—ﬁz

0 s A >E,’y’ s G s 1.

Supposons que l'action f s’étend & F, c’est-a-dire que f(v) € Aut(FE, A).
On a alors

0 A s B s G 1
fl(v)‘ll? zl fz(w)—llz
0 A s F s (G 1

En combinant avec (*), on en déduit que les extensions E et E! sont
équivalentes. Réciproquement, si les extensions E et E! sont équivalentes,
on a un diagramme commutatif

0 y A E" » G > 1
I ! I
0 >y A E >y G > 1

qui, combiné avec (*), fournit un automorphisme de E dont I'image dans

Aut(A) x Aut(G) est (f1(7), f2(7))- U

2.4 Extension centrale d’un groupe abélien

Si le G-module A est trivial, par le théoreme des coefficients universels,
on a une suite exacte scindée

0 — ExtL(Gup, A) — HX(G, A) > Hom(Hy(G, Z), A) — 0,



ou G = G/|G,G] = H(G,Z) est I'abélianisé de G (cf [W, ex 6.1.5(3) et
Thm 6.1.11]). Supposons de plus que G = B est abélien. Alors Ho(B,Z) =
A?B (cf [Bro, Thm V.6.4.(iii)] et la suite exacte devient

0 — ExtL(B, A) — H2(B, A) > Hom(A%B, A) — 0.

De plus, par [Bro, §V.6, exercice 5], I'image sous ¢ de la classe d'un cocycle
f € Z*(B, A) est donnée par by A by — f(b1,by) — f(b2,b1). En combinant
avec [GiS, Example 3.2.6], on en déduit aisément

Lemme 2.4 Soit
05 A—>E-2B—1

une extension centrale d’un groupe abélien B. L’tmage sous § de sa classe
dans H*(B, A) est le “relevé des commutateurs”

A2B = A

b1 A bg — [61, 62] = 616261_162_1,
ot e; € E vérifie p(e;) = b;.

Remarque 2.5 Soit ¢ : A2B — A un morphisme; on peut le voir comme
une application bilinéaire alternée B x B — A, donc comme un 2-cocycle
¢ € Z*(B,A). Il faut prendre garde que I'image sous ¢ de sa classe dans
H?(B, A) est 2¢. En effet, puisque ¢ est alternée, la formule rappelée ci-
dessus donne

6(0)(b1 A ba) = ¢(by,b2) — P(ba, b1) = 2 (b1, ba).

2.5 Extensions d’un groupe cyclique

On suppose dans ce paragraphe que le groupe G est cyclique d’ordre n. Le
choix d’'un générateur ¢ € G permet d’identifier H%(G, A) avec le groupe
AY/N(A) ot N est I'application du G-module A dans lui méme définie par
N(a) = X" Jo - a (cf. par exemple [GiS, Example 3.2.9]). On a alors :

Lemme 2.6 Soit G un groupe cyclique d’ordre n, de générateur o, et soit
0—-A—>FE-25G—1,

une extension de G par A. Choisissons e € E tel que p(e) = o. Alors, e® € A%
et sa classe dans A% /N(A) ~ H*(G, A) est la classe de I’extension E.
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Démonstration. Clairement, e™ est dans le noyau de p; de plus, o agissant
sur A par conjugaison par e, I’élément e" est invariant sous 'action de G.
Montrons maintenant que sa classe dans A% /N(A) est celle de extension E.

Pour cela, on considere le caractere x : G — Z/nZ associé au choix de o,
c’est-a-dire défini par y(c) = 1, et le bord 9x € H?(G,Z) provenant de la
suite exacte de G-modules

0—=2Z-"57Z—Z/nZ — 0.

D’apres [GiS, 3.4.11(3)], I'isomorphisme entre AY/N(A) et H?(G, A) est le
cup-produit par dy. En particulier, il est fonctoriel en A. Il suffit donc de
montrer le théoréme pour Pextension 0 — Z —» Z -+ G — 1, ol p est
définie par p(1) = 0. On vérifie facilement (cf [GiS, Example 3.2.6]) que sa
classe dans H?(G,Z) est représentée par le 2-cocycle

i i 0siz+ 5 <n,
(“"’”H{ Lsiit+j>n,

qui n’est rien d’autre que dy. Elle correspond donc, dans Z/nZ = Z% /N (Z)
a 1. Or, si 'on choisit e = 1 € Z comme relevé de o, on a e” = n qui a pour
antécédent 1 € A = Z. Le théoréme est donc prouvé dans ce cas.

Le cas général s’en déduit de la maniere suivante. Etant donnée ’extension

0—-A—>FE-5G—1,

le choix d’un élément e € E tel que p(e) = o induit un diagramme commutatif

n

0 s 7 s 7 G s 0

wl ¢ I
0 y A y E X5 G > 0,
ou ¢ est définie par ¢(1) = e, de sorte que ¥ vérifie (1) = e". Ainsi,
I’extension qui nous intéresse est le push-out suivant v de la précédente et
I'élément correspondant dans AY/N(A) est la classe de (1) = e". O

2.6 Extensions de groupes et 2-extensions au sens de
Yoneda

Fixons une action 0 : G — Aut(A), de sorte que A est muni d’une struc-
ture de G-module. Le groupe H?(G, A) est isomorphe au groupe Ext%[G] (Z,A)

9



des 2-extensions de Z[G]-modules au sens de Yoneda (cf. [Mc, IV Cor 5.2]).
On va ici décrire explicitement cet isomorphisme en terme d’extensions de
groupes et de G-modules.

Lemme 2.7 Considérons une suite exacte de G—modules :

d

0 A B C s 7 s (.

1. Pour tout c € C, l’ensemble
E.= {(g,b) € G x B|d(b) :g.c—c},

est muni de la loi de groupe suivante (g1,b1)(g2,b2) = (9192, b1 + g1.b2).
De plus, E. est une extension de G par A d’action 6.

2. Sicetd € C ontla méme image dans Z, alors les extensions E,. et
E. sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. (1) Si d(b;) = g;.c — c pour i = 1,2, on a
d(by + g1.b2) = q1.c — ¢+ g1.(g2.¢c — ¢) = (g192).c — c.

Ainsi, la loi définie ci-dessus est bien une loi interne sur E,; on vérifie faci-
lement qu’elle munit F, d’une structure de groupe. En particulier, I'inverse
de (g,b) € E. est (g,b)"' = (g7, —g~1.b).

Comme l'image dans Z de g - ¢ — ¢ est triviale, la projection £, — G
est surjective; son noyau {(lg,a), a € A} est isomorphe a A. Ceci prouve
que E,. est une extension de GG par A. De plus, I'action induite de G sur A
est donnée par (g,0)(1g,a)(g7%,0) = (9,9.a)(g7%,0) = (1g, g.a), qui coincide
bien avec 'action initiale.

(2) Si c et ¢ ont la méme image dans Z, il existe by € B tel que ¢ = c+d(bo).
L’application
E, — E.
(g,0) — (g,b+g-by—bo),

qui agit comme l'identité sur {(1g,a), a € A}, est un isomorphisme entre
ces deux extensions. O

Proposition 2.8 Soit 0 = A - B — C' — Z — 0 une suite exacte de G-
modules. Sa classe dans Ext%[G](Z, A) ~ H?(G, A) est la classe de I'extension
de groupes 0 - A — E. — G — 1, ou ¢ est un élément de C d’image 1 dans
7.
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Démonstration. Notons tout d’abord que, en vertu du Lemme 2.7(2), la classe
de I'extension E. ne dépend pas du choix de ¢ € C' d’'image 1 dans Z.

Pour montrer la proposition, on utilise la description, donnée par Mac
Lane dans son livre [Mc, §IV.6], de P'opération inverse, qui & une extension
de groupe d’action 6

05 A-SFE2ya1

associe sa classe caractéristique dans Ext%[G] (Z, A). Notant Z[G]®) le G-
module libre de base F, cette classe est représentée par

XE): 05 A-572[GP/L -2 7[G] 52— 0

ou L est engendré par [1¢] et les [ees] — p(e1).[ea] —[e1] pour ey, e5 parcourant
E. Les morphismes a et  sont définis respectivement par a(a) = [i(a)] €
Z[G)®) /L et B([e]) = [p(e)]—[1¢], pour tout e € E. Enfin, € est le morphisme
d’augmentation.

L’élément 1¢ € Z[G] a pour image 1 dans Z. Pour montrer la proposition,
il suffit donc de remarquer que 'application e € E — (p(e),[e]) est un
isomorphisme entre 'extension £, associée a x(E) suivant le Lemme 2.7 et
I’extension initiale F. 0

Ce formalisme est bien commode quand on a affaire a une situation
équivariante, c¢’est-a-dire quand on a une action

f=(f1,f2): T — Aut(A4) x Aut(G)

d’'un groupe I' sur A et sur G qui est compatible avec I'action de G sur A,

c’est-a-dire telle que fi(v)(g.a) = fo(v)(9) - fi(7)(a) pour tous y € ', g € G
et a € A. En d’autres mots, on a une structure de G xI'-module sur A définie

par

(97).a = g.f1(7)(a).

Supposons que la suite exacte de G-modules
0A—-B—->C—-7Z—0

est en réalité une suite de GG x I'-modules. Pour tout ¢ € C', on peut alors
définir par le Lemme 2.7 une extension F. de G par A et une extension F,.
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de G x I' par A. De plus, le diagramme suivant est commutatif :

Lemme 2.9 Sic € C', alors le groupe I agit sur E. ; de plus, EC est iso-
morphe a E. x T'.

Démonstration Si ¢ est invariant sous ’action de I', alors pour tout v € I' et
(g,b) € E., le couple (vy-g,7-b) appartient a E.. Ceci définit une action de I'
sur E,. De plus, on peut vérifier que application E, — E, x T, qui & (97,b)
associe ((g,b),~) induit un isomorphisme de groupes entre E, et E, x T,

3 Extensions de Brylinski-Deligne

3.1 Rappels

Soit G /k un groupe semi-simple simplement connexe absolument presque
k-simple. On note H'(G,K;) les groupes de K*-cohomologie de la variété
G définis par les complexes de Gersten [GiS, §8.1]. On a alors H(G, Ky) =
Ky (k) et HY(G,Ky) = Z (voir [BD, Prop. 4.6] si G est déployé et [GMS,
(6.7),(6.10) et (6.12), p.116-118] pour le cas général). Ainsi, en revenant a
définition de la cohomologie en termes de complexes de Gersten, le complexe

de G(k)-modules

Ky (k(G)) » P k(@)* > P z

zeG) zeG(?)
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induit une 2-extension
0— Ky(k) =» Ky (k(G)) - Z2(G) - Z — 0,

ou

Z(G):ker( @ k(x)™ LA @ Z).

zeG) zeG(2)
Cette extension étant équivariante pour l'action de G(k) par translation a
gauche, elle définit une classe de Ext%[G(k)}(Z,Kg(k)) = H*(G(k), Ky(k)).
D’apres la proposition 2.8, cette classe est représentée par I’extension centrale
de Brylinski-Deligne

(E(G, e, k)) 0— Ky(k) = E(G, e, k) = G(k) — 1,

ou ¢ € Z(G) est un élément d’image 1 dans Z, et £(G, ¢, k) est définie comme
dans le lemme 2.7(1). Notons que 'extension £(G,c, k), contrairement a sa
classe, dépend explicitement du choix de ¢, dorénavant fixé.

Remarque 3.1 Dans l'article [BD], cette extension n’est pas définie de cette
facon alors qu’elle I’était dans une version préliminaire. Les deux construc-
tions coincident et ¢’est d’ailleurs celle présentée ici qui est utilisée dans [Gil].

Notons Aut(G) le k-groupe algébrique des automorphismes de G. Le
groupe Aut(G)(k) agit naturellement sur le complexe ci-dessus, d’ott une ac-
tion sur la 2-extension de G(k)-modules associée, qui est triviale sur Ky (k).
De plus, on a :

Lemme 3.2 1. L’action de Aut(G)(k) sur H'(G,Ks) = 7Z est triviale.

2. 81 G(k) est parfait, alors l’extension de Brylinski-Deligne E(G, ¢, k) est
canoniquement Aut(G)(k)-équivariante.

Démonstration.
(1) Considérons une représentation fidele p : G x Aut(G) — SLy, et

notons py : G — SLy sa restriction a G. Le morphisme induit

Z = H'(SLy, K») 25 HY(G,KC,) = Z
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est la multiplication par un entier strictement positif d,,, I'indice de Dyn-
kin de py [GMS, p.122]. Soit maintenant f € Aut(G)(k). Du diagramme
commutatif

G —"— SLy

fl llnt(p(lvf))

G —2 SLy,

on déduit le diagramme
HY(G,K») «2— H'(SLy,K,)
f*T T(Int(p(l,f)))*
HY(G, K3) <2~ HY(SLy, K>).

Or la fleche verticale de droite est 'identité de Z puisque 'action de SLy sur
lui-méme par automorphismes intérieurs induit une action triviale de SLy (k)
sur HY(SLy, K3) (cf. loc. cit., lemma 6.9). Par commutativité du diagramme,
il en est de méme de celle de gauche, ce qui prouve la premiere assertion.

(2) La description explicite de £(G,c, k) C G(k) x Ko(k(G)) donnée
par 2.7(1) montre que l'action de f € Aut(G)(k) sur G(k) x Ko(k(G)), induit
une application

E(G,c, k) = E(G, fo k),
qui vaut I'identité sur Ky (k). Ainsi, (G, f.c, k) n’est rien d’autre que le pull-
back (f~)*(E(G,c,k)). Or, comme I'action de Aut(G)(k) sur H'(G,Ky) =
Z est triviale, les éléments ¢ et f.c ont la méme image dans Z. Par le
lemme 2.7(2), on en déduit que les extensions de Brylinski-Deligne corres-

pondante (G, ¢, k) et (f~)*(E(G, ¢, k)) sont équivalentes. Enfin, G(k) étant
supposé parfait, ceci prouve que l'action de Aut(G)(k) s’étend a E(G, ¢, k)
par le lemme 2.3. O
3.2 Action galoisienne

Soit maintenant L/k une extension galoisienne finie de groupe I'. En
poussant ¢ dans Z(Gp), on obtient une extension centrale

(£(G, e, L)) 0 — Ky(L) = E(G,e, L) — G(L) — 1.

On a alors :
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Lemme 3.3 Si G(L) est parfait, lextension E(G,c,L) est canoniquement
Aut(G)(L) » I'-équivariante.

Démonstration. Les groupes I' et Aut(G)(L) agissent tous deux sur l'exten-
sion £(G, ¢, L) en vertu des lemmes 2.9 et 3.2(2). Il est clair que sur Ky(L) et
sur G(L), ces deux actions sont compatibles, ¢’est-a-dire induisent un mor-
phisme

Aut(G)(L) x I' = Aut(K5(L)) x Aut(G(L)).

Or on vient de voir que les images de Aut(G)(L) et de I' sont toutes deux
incluses dans

Aut(E(G,c, L), Ko(L)) C Aut(K3(L)) x Aut(G(L)).

Le morphisme ci-dessus se factorise donc bien par Aut(£(G, ¢, L), K»(L)). O

Lemme 3.4 On suppose G(L) parfait, et on se donne un 1-cocycle z €
ZNT, Aut(G)(L)). Soit ¢ : G X L = .G Xy L une trivialisation satisfai-
sant z, = ¢ y(¢) pour tout v € T'. On pose

d:=¢"(cr) € Z(,G x L)
Alors Uextension tordue par z
0— Ky(L)— .£(G,c,L) = ,G(L) = 1
est Aut(,G)(L) x T'~isomorphe a Uextension E(,G,d, L).

Notons que la propriété galoisienne Z(,G) = Z(,G x;, L)' est cruciale ici
[CTR, prop. 3.6] pour savoir que d € Z(,G).
Démonstration. La description explicite de ,E(G, ¢, L) et £(,G,d, L) donnée
par 2.7(1) montre que ¢ induit un isomorphisme entre ces deux extensions
de ,G(L) par Ks(L). Toutes deux sont Aut(,G)(L) x I' équivariantes, mais
il n’est pas clair a priori que l'isomorphisme entre les deux soit également
équivariant. Le lemme 2.3 permet de le montrer sans aucun calcul ; il suffit
en effet d’observer que l'action de Aut(,G)(L) x I' sur K»(L) et ,G(L) est la
meéme pour chacune des deux extensions. O

La proposition qui suit est l'ingrédient clef pour effectuer des calculs.
Elle repose sur le lien, établi dans [Gil, Lemme 5], entre le bord associé a
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I’extension de Brylinski-Deligne, et l'invariant de Rost. Précisément, étant
donné un 1-cocycle z € Z!(T', Aut(G)(L)), on y montre I’anti-commutativité
du diagramme suivant

HYD,.G(L)) —=%5 Ker(H¥(k) — H3(L))

| ]
CLL
H?(T, Ky(L)) —— Ker(H3(k) — H3(L)),
olt . désigne I'invariant de Rost, al est la fleche construite par B. Kahn
dans [K1], et p: H'(T,,G(L)) — H?*(T, K3(L)) est le bord associé a 'exten-
sion de Brylinski-Deligne £(.G, dy, L) pour un certain dy € Z(,G) d’'image 1
dans Z = H'(,G, Ky). On a alors :

Proposition 3.5 On suppose G(L) parfait. On se donne u € Z'(T', ,G(L)),
vu comme une section du morphisme G(L) x* T' — T', et on considére [’ex-
tension retirée en arriere

0 — Ky(L) — E(G,c, L) x*T —— G(L) x*[' —— 1

[ U o]

0 —— Ky(L) —— E(z,u) — r — L

Alors on a
ag(rzg([um - —[E(z,u)} e HX(T, K»(L)).

Démonstration. Comme on vient de I'expliquer, il suffit de calculer I'image
de [u] € H(T,,G(L)) sous le bord associé 'extension de Brylinski-Deligne
E(.G,dy, L), ot dy € Z(,G) est un élément d’'image 1 dans Z = H' (.G, K»).
Si 'on prend dy = ¢*(cg), le lemme 3.4 indique que 'on peut remplacer
E(.G,dy, L) par l'extension tordue .£(G,c, L). La version tordue du lemme
2.1 montre que l'extension de groupes E(z,u) ci-dessus représente la classe

p([ul). a
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4 Calculs explicites pour SL;(A)

4.1 Algebres cycliques

Proposition 4.1 Soient L/k une extension galoisienne cyclique de degré n
et de groupe I' = (o), et b € k*. On consideére la k-algébre cyclique

= (L/kaoyb):L@Ly@Lynil

définie par les relations y* = b et Ay = yo(\), pour X € L. Quel que soit
[v] € k*/Nrd(A*) = HY(T,SLy(A)(L)), on a

L<7’SL1 ([ ) [{U b}| € Ky(k)/N(Ka(L)) = Hz(F7K2<L))'

Démonstration. Notons

0 0 0 b
1 0 - 00
fo=10 1 - 0 0] eGL,(k).
i 00 --- 10 |
On rappelle (cf. [GiS, §2.5]) que l'algebre A est la tordue A= _M,(k) de

M, (k) par le cocycle z : T' — PGL, (L), défini par o' — [f{]. Un point re-
marquable est que z est a valeurs dans PGL,(k), c’est-a-dire définit un
morphisme de groupes I' — PGL, (k). On se donne également une trivia-
lisation ¢ : M,(L) = A ®; L telle que 2z, = ¢ '7(¢) pour tout 7 € T.
Pour utiliser la proposition 3.5, on doit réaliser la classe [u] par un cocycle
u € ZYT,,SL,(L)). Le SL;(A)-torseur correspondant & v est donné par
I’équation v = Nrd4(y).

Notons (Ai)i=1,. n la base canonique des cocaracteres du tore diagonal
G de GL,. L'élément ¢(\1(v)) € GL1(A)(L) satisfait Nrda, (¢(A1(v))) =
Nrdaz, (k) (A1(v)) = det(A(v)) = v. Un 1-cocycle représentant ce torseur est
donc donné par u, = ¢(A(v)) "L a(d(Ni(v))) € SLy(A)(L). Vu comme section
du morphisme SL,(L)x* ' — T, ce cocycle est défini par ’homomorphisme
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u: I'—= SL,(L)x* ', 0 = to, ou

v 0 -0 0
0 v 0 -~ 00

t=Mw) " Nw)=| 0 0 1 0 0| eSL,(L).
0 0 - 01

On se donne ¢ € Z(SL,) d'image 1 dans H'(SL,,Ks). On considére alors
I’extension retirée en arriere

0 —— Ky(L) — E(SLp, ¢, L) x*T —— SL,(L) x*T —— 1

[ U o]

0 —— Ky(L) —— E(z,u) — r — 1
dont on va calculer la classe. Suivant le lemme 2.6, celle-ci est donnée par
I’élément N

(to)" € Ko(L) C E(SL,,c,L) x* T
otl t désigne un relevé de ¢ dans & (SL,,, ¢, L) que l'on choisit bien sur pro-

venant de £(SL,, ¢, k). En utilisant la forme précise du cocycle z, on écrit
alors

(to)" = E(ata*i)-~~(anflﬂtval*")~ (1)
= t(fpo(®) - (7 0" (1))
= t(fyt) - (f 1) € E(SLy,c, L).

Notant T" = Ker(G?, — G,,) le tore maximal standard de SL,, et Tyy =
G /G,, celui de PGL,, on a alors besoin de I’accouplement

h: Tya(L) x T(L) — Kao(L)

défini par h(x,y) = (z.9)y' ol ¥ est un relevé (arbitraire) de y dans
E(SL,,c, L) [BD, §4.13]. En pratique, h se calcule avec le diagramme com-

mutatif suivant
Twa(L)XT(L) ——  Ks(L)

[ H

(LX) x (L))" ——  Ks(L)
(4) ) = ;{xuyz}
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Berivons fy = M) fi, fi = (w(0)- - M(B) fi, (i =Lon—1). Vu que f
normalise le tore T, on a f].t € T'(L). Par suite,

fit = () -~ X(b))-(fi1) = h(&(b) - Ai(b), ff.t) fit

Reportant ceci dans (1), on obtient

(o) =a x t(frt) - (f7 ")
a= h()\l(b) ~~~Ai(b),ff.t> € Ky(L).

Le terme de droite ¢ (f1.o()) --- (fF Lo (t)), étant celui du cas b =1, est
inessentiel ; il appartient donc a I'image de N : K3(L) — Ky(L). Il reste donc
a calculer le premier terme . Vu que ¢ = A\;(v) "' Ay(v), on a

n—1

a = Zh()\l(b)---)\,-(b), Ai(m—wﬂ(v)) 2)
_ i{b,vl} (3)

= —(n—=1{b,v}. (4)

On conclut que [E(z,u)] = {b,v} € Ky(L)' /N.K5(L), d’ott la formule voulue
par application de la proposition 3.5. 0
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4.2 Calcul dans un cas particulier

Lemme 4.2 Soit n un entier > 1. On suppose que k admet une racine pri-
mitive n-iéme de l'unité ¢,,. On pose K = k((x)) et on considere ’extension
de Kummer L = K(zv). On note o le générateur de Gal(L/K) défini par
olzw) = Cuan et x € HYK,Z/nZ) le caractére de Gal(L/K) — Z/nZ
appliquant o sur 1.

1. On a un isomorphisme

xUhnp

Ko(k) /nEs(k) — Ker(H*(K) — H3(L))

ou h,, : Ky(k)/nKy(k) — H?*(k, u$?) désigne le symbole galoisien.
2. Le composé

X-hn

Ky(k)/nKy(k) = Ker(H*(K) — H?(L)) ok, H*(Gal(L/K), K5(L))
est ingectif et applique le symbole {x,y} € Kao(k) sur
{y, z}Y)e Ky(L)SM B /N Ky (L) = H*(Gal(L/K), Ky(L)).
3. Soient b,v € k*. On considére l’algébre A = (L/K,0,b). Alors
rsiy(a)([v]) = (v) U [A] € H(K).
Démonstration. (1) On observe tout d’abord que
Ker(H*(K, 5%) — HY(L, j5)) = Ker(HY(K) — H*(L)).

On a un diagramme commutatif exact de suites exactes de résidus [GMS,
(8.4), p.20]

0 —— H3(k, pu&?) —— HY(K, p®2) 2 H(k,pn) — 0

[ J lm

0 —— H(k,p2?) —— HYL.puf%) 2 H(kpy) — 0

Ceci produit un isomorphisme
Ker(HP (K, j32) — HA (L %)) <> H2(k, ) — H2(k, u5?),
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avec l'identification Z/nZ — p, envoyant 1 sur (,. La réciproque de cette
application est donnée par le cup-produit par x. En le combinant avec l'iso-
morphisme de Merkurjev-Suslin [MS]

B+ Ko(K) /nKo (k) — H?(k, u&?),
on obtient un isomorphisme
Ka(k) [ (k) < Ker(H* (K, 15%) — H(L, u&)), {u, 0} = xUha({u, v}).

n

(2) Suivant [Gil, lemme 2], on a
ak (X U hn({u,v})> = —{u,v} € Ky(L)®E/E) /N K,y (L).

I reste & vérifier que le morphisme Ky (k)/nky(k) — Ko L)E/5) /N Ky (L)
est injectif. Cela découle du fait qu’il est scindé par la spécialisation

s Ko(L) = Ka(k), o 0p((—z7).a),
olt l'on voit (—zw ). € KM(L).
(3) La proposition 4.1 indique que
af (roraa () = [{v.0}] € Ka(L)T/N.Ko(L) 2 HA(T, Ka(L)).
Suivant (2), ceci entraine

rsey () ([v]) = X U ha({b,v}) = x U () U (v) = (v) U [A] € H*(K).

4.3 Démonstration du théoreme 1.1

Lemme 4.3 Soitn un entier > 1 inversible dans k. Il existe un entier positif
m tel que pour tout corps F/k et toute algébre simple centrale A/F de degré
n, Uinvariant de Rost F'* /Nrd(A*) — H3(F) est donné par [v] — m (v)U[A].

La démonstration passe par les torseurs versels [GMS, p.11].
Démonstration. Pour tout corps F/k, on définit
ap H'(F, p, x PGL,)=F*/(F*)" x H'(F,PGL,) ——  H*(F)
((v), [A4]) — ar((v), [4])
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ol
ar((v), [A]) := Invariant de Rost du SL;(A)-torseur v = Nrd4(y).

Les ar définissent un invariant cohomologique du groupe u,, x PGL,. Notant
A/k(X) une algebre simple centrale “verselle” de degré n, on sait, selon
[GMS, thm 11.5 page 137], qu’il existe un entier m tel que

r([Pecow]) =m () U [Axx] € H(k(X)(2)).

Le principe de spécialisation [GMS, (3.3), p.109] nous permet de conclure
que ap((v),[A]) = m(v) U [A] pour tout corps F/k, tout ¢ € F* et toute
F—algebre simple centrale A. O

Pour établir le théoreme 1.1.1, on commence par le cas ou n est inversible
dans k. L’idée est de tester 'entier m sur un exemple. Plus précisément,
il suffit d’exhiber une extension F'/k, une algebre A/F de degré n, et un
élément v € F* tel que rgr, (a)([v]) = (v) U [A] et tel que rsr,(a)([v]) soit
d’ordre exactement n.

Posons F' = k((¢))((y))((z)). On note A I'algébre cyclique sur F présentée
par X" =z, Y" =y et XY = (,YX. Alors (t) U [A] = (t) U (z) U (y) est
d’ordre n dans H3(F, u?) = Z/nZ. On conclut que m = 1 par le lemme
42.(3).

4.4 Cas d’une p—algebre

On suppose ici que k est de caractéristique p > 0 et que A est d’indice
p". Si d > 0, rappelons la définition du groupe

HO (1, (Q/Z)(@) = | H™(k, 2/ Z)(d).

m>1

au moyen des différentielles logarithmiques. Pour tout schéma X de ca-
ractéristique p, on note WmQ§( le faisceau de de Rham-Witt sur X de
degré m et de poids d [I, 1.1] et on note W,,Q% ,,, le sous—faisceau de
W,,Q% engendré localement pour la topologie étale par les différentielles
logarithmiques dlog(z1) A --- A dlog(z,). On note vy, (d)/X = W, Q% ,,, et
v(d)/ X = W]-Qg(,log'
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Par définition, on a H¥(k, (Z/p"Z)(d)) = H(k, v, (d)(k,)). Par ailleurs,
le théoreme de Bloch-Gabber-Kato [BK] établit un isomorphisme canonique

K (k) /p" KM (k) = v (d)(K),  {x1,..., 24} — d$_£1711 AR dx—?.
On a donc un isomorphisme
H* Y (k (Z/p"Z)(d)) — H' (k, Ky (ks) /0" Ky (k)
Pour tout entier » > 0, le produit
K" (ko) [0 K (s) > B () 0™ K (Ks) — B () /0™ Ko (Ks)
induit le cup-produit
H' (k, 13" (k) [0 Kg' (ko)) < H (k, K (k) /™ K.Y (k)
= H'(k, K, (ko) " K (k).

Vu que KM(k)/pm"KM(k) = H(k, KM (k,)/p™ KM (k,)), on a donc un cup-
produit

H Yk, (Z/p"Z)(d)) x K (k) /pm KX (k) — HY (k, (Z/p" Z)(d + 7).

Rappelons que I'on a un isomorphisme H?(k, (Z/p™Z)(1)) — ,=Br(k) (Kato,
voir [GiS, th. 9.2.4] dans le cas m = 1). En particulier, cela permet de voir
la classe de [A] dans H?(k, (Q,/Z,)(1)).

Nous allons maintenant montrer que l'argument de relevement en ca-
ractéristique nulle de I'invariant de Rost [Gil, §5.1] fonctionne ici. Soit K un
corps complet pour une valuation discrete, de caractéristique nulle et de corps
résiduel k. On note O son anneau des entiers et A une R—algebre d’Azumaya
relevant la k—algebre simple centrale A. On a le diagramme commutatif

K> /Nrd(Ag)=H' (K, SLi(Ax)) ——  H°(K,Q/Z(2))

I I

O* /Nrd(A*)= HY(O,SLy(A)) _KT (%)

l l

X /Nrd(A%) = H(k,SLy(A))  —— H3(k, (Qy/Z,)(2))

ott i désigne le morphisme (injectif) de relevement de Kato qui satisfait aux
compatibilités suivantes.
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Lemme 4.4 1. iff (aU{T@y, ..., u,}) = i& («)U{uy, ..., u, } pour tousuy, ..., u, €
O* et a € H(k,(Z/p™Z)(d)).

)(d
2. i([A]) = [Ax] € H*(K,Q,/Z,)(1)).

Démonstration. (1) Cela suit de la définition de ¥, voir la preuve de la
proposition 2 de [K].

(2) Suivant le théoreme d’Albert (voir [GiS, §9.1], A est semblable a une
algebre cyclique B = (L/k,0,b) (conventions du lemme 4.1) ot &'/k est une
extension cyclique de corps de groupe (o) d’ordre p® et b € k*. Sa classe dans
le groupe de Brauer est x U (b) ou x : Gal(k'/k) — Z/p*Z est le caractere
appliquant o sur 1 et b € k* [GiS, 4.7.3]. Soit O’/O une extension galoisienne
cyclique relevant k' /k et b € O un relevé de b. Alors la O-algebre d’Azumaya
cyclique B = (O'/O, 0,b) releve B. On a Bx = (K'/K,0,b) ou K’ = Frac(O’)
et sa classe dans Br(K) est OU(b) ou O : Gal(K’/K) — Z/p°Z est le caractere
appliquant o sur 1. Mais par définition i : H'(k,Z/p°Z) — H'(K,Z/p°7Z)
applique x sur ©, donc (1) permet de conclure que ix([B]) = [Bk]. O

Nous allons montrer le théoreme 1.1.2. Etant donné v € O* de réduction
u € k,on a

rx([u]) = (u)U[Ak] [Cas de car. nulle]
(u) Uip [A] [Lemme 4.4.2]
= (@ U[4]) [Lemme 4.4.1].

Le diagramme (%) ci-dessus permet de conclure que 7 ([u]) = —(u) U [A].

5 Restriction au centre de ’invariant de Rost

Soit G/k un groupe semi-simple simplement connexe absolument presque
k-simple. On suppose dans cette partie que la caractéristique du corps k ne
divise pas 'exposant du centre Z de GG, de sorte que Z est lisse. On s’intéresse
a la restriction pg de l'invariant de Rost aux torseurs issus de Z, c’est-a-dire
a la composée

HY(k,Z) — H'(k,G) — H*(k),

ou la premiere application est induite par linclusion de Z dans G et la
seconde est l'invariant de Rost. L’ingrédient majeur pour faire ce calcul est
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la description des invariants des tores quasi-triviaux donnée dans [MPT, Thm
1.1}, qui montre qu’il existe une classe de cohomologie tr ¢ € H?(k, Z) telle
que pg est donné par un certain cup-produit avec tg . On sait de plus que
cette classe g ¢ est, suivant le type du groupe G, soit la classe nulle, soit un
multiple non trivial de la classe de Tits tg € H?*(k,Z) (cf. [MPT] pour G
de type classique ou [GaQ] pour G de type exceptionnel). Le théoreme 1.1
permet d’énoncer le résultat plus précis suivant :

Corollaire 5.1 5i G est de type A, Cy avec { impair, D, Eg ou E7, la restric-
tion pg de linvariant de Rost aux torseurs issus du centre est le cup-produit
avec la classe de Tits du groupe G, tg € H*(k, Z), le cup-produit étant induit
par Uapplication bilinéaire Z(ks) X Z(ks) — u? spécifiée pour chaque type

de groupe dans [GaQ), §2]. Pour les autres groupes, pg est nulle.

Démonstration. Si le groupe G est de type 'A,_;, il est de la forme G =
SL;(A) pour une certaine k-algebre centrale simple A de degré /, et il a pour
centre Z = p,. Par [KMRT, (31.7)], avec 'identification que I'on a choisie
entre le groupe de Brauer de k et H?(k), la classe de Tits de G est alors la
classe de Brauer de lalgebre A, tsr,4) = [A] € H?*(k, ), et le corollaire
découle donc dans ce cas de la description de I'invariant de Rost donnée dans
le thm 1.1.

Quand la composée pg est nulle, le résultat est prouvé dans [MPT]
ou [GaQ)]. Pour les autres types de groupes, on sait (cf. loc. cit.) que la res-
triction & H'(k, Z) de I'un des générateurs du groupe des invariants de degré
3 de G est le cup-produit avec la classe de Tits. De sorte que g est de la
forme m tg, ou m est un entier premier a I'indice de Dynkin ng du groupe G.
Si ng est pair et Z d’exposant 2, alors m est impair et mtg = tq € H*(k, Z).
Le corollaire est ainsi prouvé pour G de type Cy, D, avec ¢ pair et E;.

Si G est de type Eg, la preuve de [GaQ, §11] montre que si I'invariant de
Rost pour le groupe SL; (D) est le cup-produit avec m[D], alors tg ¢ = mtg.
En combinant avec le théoreme 1.1, on obtient donc le résultat annoncé.

Il reste & prouver le corollaire pour les groupes de type 24,_;, et pour les
groupes de type D, avec £ impair. On commence par les formes extérieures
de Ag_l.

Groupes de type 2A,_.

L’argument présenté ici est essentiellement tiré de [MPT]. Le groupe G
est de la forme G = SU(B, 7), ou B est une algebre centrale simple de degré
¢ sur une extension quadratique K de k, et 7 est une involution K/k-semi-
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linéaire de B. Son centre est une forme tordue Z = puyg) du groupe des
racines fiémes de I'unité.

Supposons tout d’abord que ¢ est impair. Par [MPT, (6)], le groupe
i) s’insére dans une suite exacte impliquant des tores quasi-triviaux, et
en considérant la suite induite en cohomologie, on observe que H?(k,Z)
s'injecte dans H?(k, Ry /x(G,,)) = Br(K). On en déduit que la restriction
resgy, - H*(k,Z) — H?*(K,Z) est injective. Or, par le cas intérieur, la
différence tr g — tg € H*(k, Z) est nulle sur K. On a donc bien tg g = tg.

Supposons maintenant que ¢ = 2m est pair. Dans ce cas, par [MPT, Prop.
5.2], 'application

(A, reswyr) « H*(k,Z) — H?(k, p2) x H*(K, j1,)

est injective, ou A, est induite par 1’élévation a la puissance m. A nouveau
par le cas intérieur, resg/p(trc) = resk/k(ta). 1l reste donc & montrer que
M(trc) = A(ta), qui par [KMRT, (31.8)] est la classe de Brauer de I’algebre
discriminante D(B, 7).

Pour cela rappelons que, par [KMRT, (30.13)], le groupe H'(k, Z) est un
quotient de {(x,y) € k* x K* | 2™ = Ng/(y)}. De plus, si on note (z,y)n
la classe du couple (z,y) € k* x K*, alors par les calculs de [MPT, p. 819],
pour toute classe 6 € H?(k,Z), le cup produit avec (x,y), est donné par

(@, y)n -0 =2 - A\(0) + Ngji(y - resgyi(6)).

Ainsi, par [MPT, §4.1], si lalgebre B est déployée, alors A\, (tg ) est
la classe de Brauer de 'algebre discriminante D(B,T), ce qui prouve que
M(trc) = A(te) dans le cas déployé. Le cas général s’en déduit par extension
des scalaires aux corps des fonctions E du transfert de K a k de la variété
de Severi-Brauer de B (cf. loc. cit.). En effet, E déploie B et la restriction
Br(k) — Br(FE) est injective.

Groupes de type D, avec { impair.

Supposons maintenant que G est de type D, avec ¢ impair. Son centre est
s dans le cas intérieur, et une forme tordue jiyx] dans le cas extérieur. On
sait alors que tp ¢ est égal a t¢ ou 3t¢, mais les arguments donnés dans [MPT,
§4.2.1, §4.3.1] ne permettent pas de lever 'ambiguité. On va donc utiliser la
méthode développée dans [GaQ)], qui s’applique aussi aux groupes classiques.
Nous présentons ici une esquisse de la preuve, comprenant les calculs détaillés
qui ne sont pas dans [GaQ)]. Nous renvoyons le lecteur a l'article d’origine
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pour les détails des arguments. Rappelons tout d’abord que 'on peut sup-
poser, pour calculer g, que le groupe G a un indice de Tits de la forme
suivante [GaQ, §4] :

ap_3 Q-1

ap Q2 Qagd

Qg

Le groupe G contient donc un k-tore déployé S’ de rang 5—73 Considérons
le sous-groupe dérivé G’ du centralisateur dans G de S’. C’est un groupe
semi-simple simplement connexe, dont le diagramme de Dynkin est obtenu
a partir du diagramme ci-dessus en supprimant les sommets entourés. C’est
donc un produit de groupes de type A. De plus, par [GaQ, Prop 5.5], le
centre Z de G est contenu dans G'. On va donc calculer pg en passant par
ce sous-groupe, et en utilisant le théoreme 1.1.

Pour cela, il nous faut décrire précisément le groupe G’ et 'inclusion de Z
dans G'. Pour i = 1,3,...,¢{ — 4, on note G} la composante de G’ correspon-
dant au sommet a; du diagramme; elle est de la forme G} = SL;(Q;), ou Q;
est l'algebre de Tits associée au poids fondamental w;. Or, en consultant les
tables de [Bou], on observe que les poids wy,ws ..., wp—4 sont égaux modulo
le réseau des racines. I découle donc de [T1, p. 211] (cf. également [KMRT,
(27.7)]) que les algebres @); sont toutes isomorphes. Ainsi, on a G = SL;(Q)
pour une certaine algebre de quaternions (). Notons maintenant G la com-
posante associée au sous-diagramme de sommets oy, ay_o et ay_1. L’algebre
de Tits correspondant au poids wy est une algebre de degré 4 sur k dans le cas
intérieur et sur K dans le cas extérieur. Le groupe G} est G, = SL;(D) dans
le premier cas et G, = SU(D, 7) dans le second, ou 7 est une involution K/k
semi-linéaire de D. De plus, a nouveau par [KMRT, (27.7)], on a [Q] = 2[D]
dans le cas intérieur et resg/,([Q]) = 2[D] dans le cas extérieur.

La description de l'inclusion de Z dans G’ peut se faire au niveau de la
cloture séparable kg de k. Comme dans [GaQ), §8], le poids w, étant d’ordre 4
dans le quotient A/A,., I'application z,, associée par [GaQ, Prop 6.2] induit
un isomorphisme entre py et Z. Avec les notations de [GaQ, §5.1], elle est
donnée par

2y (O haes, (O) = P (CP) h3(C?) - he—a(CP) Pe—a (€ o1 (C72) ha(CF).

On peut décrire de maniere analogue le centre de SL;(D). En comparant les
deux formules, on obtient que I'inclusion de Z dans le produit Z; x Z§ x ... x
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Z, 4 X Zy, ou Z! désigne le centre de G, est donnée par

Crr (P ).

Rappelons que le centre Z! est isomorphe a py pour ¢ = 1,3,...,0 — 4,
tandis que Z] est isomorphe & Z. L’application induite au niveau des H' est

done HYk,Z) [TH (K, Z})
a = (A(a),. .., A(a), (0 —2)a),

ou A\, désigne comme précédemment ’application induite par I'élévation au
carré. Pour conclure, il ne reste plus qu’a appliquer la formule [GaQ, (5.8)].
Plagons-nous tout d’abord dans le cas intérieur. Si £ = 3[4], on obtient

pa(a) = (£ = 2)(a) - [D] = (a) - [D].

Si maintenant ¢ = 1[4], on obtient

pala) = Ala) - [Q] + (3a) - [D].

Or (2a) - [D] = (a) - [2D] = A(a) - [Q], qui est d’ordre 2 dans H3(k).

On obtient donc dans les deux cas pg(a) = (a) - [D]. Or, pour faire ce
calcul, on a identifié py et Z par l'intermédiaire du poids w,. Par [KMRT,
(31.7)], cette identification induit une application H?(k, Z) — H?*(k, p4) qui
envoie la classe de Tits tg sur la classe de Brauer de I'algebre de Tits associée
a wy qui est justement [D]. Le corollaire est donc prouvé dans le cas intérieur.

Notons que ’on aurait aussi pu identifier Z et py en utilisant le poids w,_;.
Un calcul analogue montre qu’il faudrait alors remplacer ¢ — 2 par ¢ dans la
formule ci-dessus. Mais il faudrait également remplacer D par l'algebre de
Tits associée au poids wy_1, qui est I'algebre opposée D°P. Comme prévu, la
formule ne dépend donc pas de Iidentification choisie.

Dans le cas extérieur, un calcul analogue, conduit a pg(a) = a-tg,. Sil'on
identifie Z et Z a juk) par le poids wy, en appliquant a nouveau [KMRT,
(31.7)], on observe que resgi(ta) = resii(ta,) = [D] et A(ta) = A(tg,) =
[@Q]. Par [MPT, Prop. 5.2|, ceci permet d’identifier t¢ = tg,, et termine la
preuve. 0

6 Groupes exceptionnels de type Gs, F) et Eg

On note G le groupe déployé de type Go (resp. Fy, Eg). Il admet un
unique (a G(ks)-conjugaison pres) k—sous—groupe A = p; X py X Z/1Z avec
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[ =2 (resp. | = 3,1 = 5) tel que Z5(A) est fini dont on va donner une
description précise ci-dessous. On se propose de calculer le composé

H}ppf(k:, A) — H}ppf(k, G) — H*(k),

le cas de Gy étant bien connu des spécialistes. La théorie de la cohomologie
plate (cf. [BFT, app. B]) n’est nécessaire que dans le cas de caractéristique

. Notons que ce type de torseurs intervient dans 1’étude de la dimension
essentielle de G [RY] [ChS] [GiR].

Sin est un entier strictement positif, on note C), le groupe cyclique d’ordre
n et A, le groupe alterné en n lettres.

6.1 Sous-groupes finis.

On note T un tore déployé maximal de G et W = Ng(T')/T son groupe
de Weyl. On considere les diagrammes de Dynkin étendus respectifs

G2 LRI ————
—CQp Qg (631

F4 DY —
—Qp O 2 a3 Oy

Qg

—Qp (1 Qo (3 Q4 (G5 Qg Q7

ou «p désigne la plus grande racine. D’apres Borel-de Siebenthal [BS], ceci
indique que G admet un sous—groupe H de type A; X A; (resp. As X A,
resp. Aq X Ay) dont le premier facteur contient le sommet —ag. On a H =
(SL; x SLy)/p ot o C py X py désigne le groupe fondamental de H.

Lemme 6.1 Sil est inversible dans k, alors H = Zg(Z(H)).

Démonstration. Le fait que H = Zg(Z(H))° fait partie du théoréeme de Borel-
de Siebenthal (voir [Gi2]). Il faut montrer la connexité de Zg(Z(H)) et on
peut supposer k algébriquement clos. Vu que Z(H) = (u; X 1)/ est cyclique
et que G est simplement connexe, on sait que Zg(Z(H)) est connexe d’apres
Springer-Steinberg [SpS, §3.9]. O
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De fagon plus précise, on va décrire H = H'.H"” au moyen d’un couple
de Killing (7, B) de G. Celui-ci définit une base A du systeme de racines
®(G,T); pour chaque o € (G, T'), on note U, C G le sous—groupe radiciel
associé. Dans le cas de Go (resp. Fy, Eg), on pose

U:,t = Uiao (TeSP- <Uiao> Uiog)v resp. <Uia07 Uioqa Uiaz7 Uioz3>)

U” - U:I:Oq (7’68]7. <U:|:a37 U:i:oz4>’ resp. <U:|:a5, U:i:ozga U:I:am U:i:ozg>)
H' = (U,,U"), H" = (U!,U"). Ainsi le groupe H est muni du couple de

Killing (T,T.U, .UY) = (T, H N B) définissant les diagrammes de Dynkin
A" et A”. On a A" = {—ap}, resp. {—ap, a1}, resp. {—ap, a1, 0,03, }; on
note wy, etc... les poids fondamentaux de H' et on identifie H’ & SLy (resp.
SL3, SL5) par la représentation de plus haut poids wj. De méme, A" =
{a1}, resp. {as, as}, resp. {as, as, ar,as}; on note wj (resp. wjy,wy, etc...)
les poids fondamentaux de H” que l'on identifie & SLy (resp. SLs3, SL5) par
la représentation de plus haut poids w{ (resp. w¥, resp. wf). Nous allons
déterminer le groupe p en suivant la la méthode de Tits [T2, §1.7.1]; il est
aussi possible d’utiliser la théorie des représentations, voir [Ga2, page 40]

dans le cas Fg

Lemme 6.2 Dans le cas de Gy (resp. Fy), p est le us (resp. ps) diagonal
de SLg x SLy (resp. SLg x SL3). Dans le cas de Eg, j est le sous—groupe pus
plongé de ps x us plongé par x — (z,2?).

Démonstration. On note 7" = TN H', T" = T N H' et a, = ay (resp. am,
resp. ay). Suivant [T2, §1.7.1], le dual i est le quotient de 7" @& T" par T De
fagon plus précise, on a le diagramme commutatif suivant

0 T sy T @ T" s I 0
] [
Z)I1Z8Z)IZ s 1l 0

et T est le sous—réseau de T/ @ T” engendré par les o (wa)w) — w', pour o €
A\ {ao}, af (Wa, ) —wj et les af (wa ) —wl pour v € A”. Le fait que le premier
facteur Z/IZ soit engendré par wy et le second facteur Z/IZ soit engendré
par W/ (resp. wj, resp. w§) simplifie la présentation du groupe . Pour I’étude
cas par cas, on se refere aux tables de Bourbaki [Bou] renumérotées dans le
cas de Eg par Tits [T2].
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Cas de Gy : i est le quotient du sous-groupe de Z/2Z & 7. /27 par la relation

/ Vv " / (a07w2) " / "
wp + ap (we)wy = wy + Wy = Wy — W
0 + g (w2)wy 0T (g, ag) 2 0 Wy
puisque ap = —ws. Ainsi g est le noyau de po X pig — i, (x,y) — zy~L.

Cas de Fy : Ji est le quotient du sous-groupe de Z/37Z & Z./37Z par la relation

(0, ws)
wp + ag (w3)wh = wy + (aoj ao)wg = wpy — 2w}

puisque ap = —w;. Ainsi g est le noyau de ps X sz — us, (r,y) — zy~2.

Cas de Eg : i est le quotient du sous-groupe de Z/5Z @ Z/5Z par la relation
wh+ay (wg)wl = wh—3wy. Ainsi p est le noyau de s X pus — s, (z,y) — zy=>
(voir aussi [Ga2, p. 40]). O

On note h I'image respective de

0 1 [0 1
|:_1 0:| X __1 O:| GSLQ(k’)XSLg(k’)
0 0 1] [0 0 1
100|x|10 0] eSLyk)xSLy(k).
010] [010
0000 1] [0 0 0 01
10 000 100 00
01 000|x|010 0 0]|eSLsk)xSLs(k).
00100 00100
00010|] [000T10

dans H(k). L’élément h est d’ordre [ = 2 (resp. 3, 5) et agit de fagon aniso-
trope ! & travers son image w € Ny (T)/T. On pose A = T x (h), il contient
Iimage ugl) = Z(H') du centre du premier facteur ainsi qu’un sous—groupe

Nz(2) que 'on définit de la fagon suivante. Pour Gy, c’est le sous—groupe de H

fo = /2, [x]H[g O}X[ég O]

—T —X

1. i.e. TY est fini.
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Pour Fj et Eg, c’est I'image du plongement p; — H donné respectivement
par

1 0 0 1 0 0
0Oz 0 |x]0x 0],
0 0 22 0 0 2°
10 0 0 O 1 0 0 0 O
0Oz 0 0 O 022 0 0 0
r— [0 0 22 0 0 [x|0 0 z* 0 0
00 0 22 0 00 0 25 0
00 0 0 2 0O 0 0 0 2%

Lemme 6.3 Dans les trois cas précédents, sil est inversible dans k, on a
1. T = ,ul(l) X ul@) et A= pl(l) X ,ul(z) X 7).
2. Zg(T") =T X ZJIZ et Zg(A) = A.
3. Ng(T") = Ng(T,T").

Démonstration. La premiere assertion est évidente puisque T se calcule dans
H.

(2) Ona H = Zg(Z(H)) suivant le lemme 6.1 et Z(H) C T%, d’ou Zg(T") =
Zp(T%). Il suit que Zg(T") =T x Z/IZ puisque Z/IZ = Zs,(Z]IZ). Vu que
TY =T4 C A, on en déduit Zg(A) = A.

(3) Le k—groupe Ng(T%) normalise T = Zg(T%)°. D’olt on déduit Ng(T%) =
Na(T,T"). O

On considere le morphisme
¢ : No(T, T) = Auty_gp(T") = Auty_gp(u'” x 1) = GLy(F)).

Par ailleurs, on note Ny, (resp. N,,) la préimage de Ny ((w)) (resp. Zw (w))
dans Ng(T).

Lemme 6.4 On suppose que k est de caractéristique # [.

1. On a des suites exactes de k—groupes
1 — T x Z/I1Z — Na(T,T") -2 Aut(T") — 1
ot Aut(T") = GLo(Z/IZ) et

1 = A — Ne(T, T") N Za(ZJIZ) 25 SLy(Fy) — 1,
ou ¢ est la restriction de ¢ & No(T,T") N Za(Z]IZ).
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2. L’inclusion Ng(T, T%)NZg(Z/IZ) C Ny, induit un isomorphisme SLy(F;) —

Zw (w)[{w).

3. L’inclusion Ng(T,T") — Ny est un isomorphisme et induit un iso-
morphisme GLa(F;) — Ny /(w).

4. Le morphisme

Ne(T,T")(k) -2 GLy(F)).
est surjectif.

5. Le morphisme
No(T,T")(k) N Zo(Z/1Z)(k) = SLy(F)).
est surjectif.

Pour établir (2), on va procéder cas par cas en utilisant la forme explicite
du groupe fini Zy (w). Dans le cas de Gy, W est le groupe diédral d’ordre 12 et
(w) est central, ainsi Zy (w) = W. Dans les deux autres cas, la forme explicite
de Zy (w) peut étre relevée des tables de Carter [Ca] ou plus rapidement du
fait que Zy (w) est un groupe de réflexion complexe [Sp]. On a Zy (w) =
Cs.Ay dans le cas Fy et Zy (w) = Cg.As dans le cas Eg.

Démonstration du lemme 6.4. (1) On a ker(¢p) = Ng(T,T*) N Zg(T") =
Ne(T, T*)N (T x Z)1Z) =T x Z/lIZ suivant le lemme 6.3.(2). Pour la sur-
jectivité de ¢, on peut supposer k algébriquement clos. Suivant les tables de
Griess [Gs], puisque A est non toral, on a Ng(A) = A x SL3(F;). L’image
de No(T") N Ng(ZJIZ) = Ng(A, T, Z/IZ) dans SL3(F,) est le sous-groupe
x* x 0
« % 0 | qui est isomorphe & GLy(F;). Ainsi Im(¢) = GLy(F;). La sur-
0 0 %
jectivité de ¢’ résulte du méme fait et le noyau de ¢’ est donné par ker(¢') =
ker(¢) N Zg(ZJIZ) = (T x ZJIZ) N Zg(Z/IZ) = A suivant le lemme 6.3.(2).

(2) Le morphisme Ng(T,T%) N Zg(Z/IZ) — N, produit en effet un plon-
gement SLy(F;) — Zy (w)/(w), qui est un isomorphisme puisque ces deux
groupes ont meéme ordre.

(3) De méme, le morphisme Ng(T,T") — Ny, produit un plongement
GLy(F;) <= Ny /(w). Comme I'on a une suite exacte

1 — Z, — Niwy — Aut((w)) = (Z/1Z)*,

33



on déduit en comptant que GLy(F;) — Ny /(w). Ainsi
NG<T7 Tw)/T — N(w)/Ta

d’ott I'on conclut que Ng(T,T%) — Niy).
(4) Le morphisme N¢(T')(k) — W étant surjectif, le morphisme

Nw) (k) = Nw ((w))

I'est également. En utilisant (3), on conclut que Ng(T,T%)(k) — GLo(F)
est surjectif. O

(5) Si r € SLy(Fy), le (4) produit un relevé g € Ng(T,T%)(k) qui agit
trivialement sur Z/IZ.

Remarque 6.5 L’hypothese sur la caractéristique est technique et peut pro-
bablement étre levée dans les lemmes 6.1, 6.3 et 6.4.

6.2 Calcul explicite

Ona Hj,  (k,A) = k*/(k*)" x & /(F*)" x H'(k,Z/IZ), un élément est
donc le produit de deux éléments (a), (b) € k*/(k*)! et d’'un caractere x €
H'(k,Z/IZ). Tl est commode de disposer de A-torseurs corespondants. On
note F, le y-torseur ' = a pour a € k*, E, le Z/lZ-torseur associé au
caractere .

Théoréme 6.1 (1) Le composé
rg oy Hyi(k, A) = Hy o (k,G) — H?(k),
applique (a) x (b) x x sur —x U (a) U (b) sil € k* et sur xU(a)U(b) sik est

de caractéristique .
(2) Si E = E, xi By, Xy E,, alors on a un isomorphisme

Ze() = (SL1(B) x SLi(C) ) /1

ou B, C sont des k-algebres cycliques de degré | de sorte que :
- [B] =[C] = x U (b) € Br(k) pour Gy (resp. Fy) et l =2 (resp. 3),
- [B] = 3[C] = x U (b) € Br(k) dans le cas Eg et | = 5.
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La démonstration s’appuie principalement sur la note de Chernousov [Ch].

Démonstration : (1) On note f = rg o i,. On suppose que G = Eg, les
deux autres cas étant similaires. Comme au §4.4, 'argument de relevement
en caractéristique nulle (i.e. le théoreme 2 de [Gil]) permet le cas échéant
de supposer que car(k) # [. En outre, par restriction-corestriction, il est

loisible de supposer que k contient une racine cinquieme de 1'unité ¢. On
regarde d’abord la restriction au facteur H*'(k, u?) X 7.)57) = k> /(k*)5 x
H'(k,Z/5Z). Celle-ci définit un invariant cohomologique f’ de uf) X Z/5Z
dans H3(k, u?). La description de ces invariants est bien connue [Ga2, prop.
§2.1 et §6.7]. On sait alors qu’il existe (de fagon unique!) des éléments (cy) €

KX (k), o € H*(k, i5?) et By € H2(k, 15) tels que
F((0) x x) = (o) U(b) Ux +aoUx+ (b)Ufo.
Vu que /LéZ) C T et que HY(k,T) = 0, cet invariant est nul si Y = 0, d’ou

Bo = 0. De méme, Z/IZ se plonge dans un k—tore déployé, donc ag = 0 et

J((b) x x) = (co) U (b) U x.
On note E' = E}, x E,. Suivant [GiS, §2.5, 4.7], on a

By :<SL1(B) X SL1(0)>/M

olt B = (x,b) et C = (x,b?) sont des k-algebres cycliques de degré 5 (dans le
cas de Fy, on a 'H =(SLy(B) x SLy(B))/u avec B = (x,b)). On considere
le diagramme commutatif [Gil, lemme 7]

H'(k, A) —— H'(k,F'G) 25 H3(k)
(k) ?+(b)u><l TE/l? l?+f([E’D
HY (k,A) —— HY(k,G) —<= H3(k)

ou Tg désigne la bijection de torsion. Vu que le facteur ,uél) s’applique sur le

centre de SLy(B), il vient le diagramme commutatif suivant

kx ) (k%) s k*/Ned(B¥) = H'(k,SLy(B))

[ |

k<) (%) = H'(k, 1)) ——  H'(k,A) —— H'kZG).
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Nous affirmons que le composé H'(k,SLi(B)) — H'(k,”'G) — H?(k), la
seconde fleche étant rp , est I'invariant de Rost de SL;(B). En effet, on sait
par [GMS, (9.11), p.129] que ce composé est d x 7g1,(p)y ou d est I'indice
de Dynkin (ou multiplicateur de Rost) du morphisme SL;(B) — #'G. Cet
indice correspond au morphisme Z = H'(¥'G, Ky) — HY(SL(B),Ky) = Z
et est donc le méme que celui du morphisme SL; — G. Pour voir que ce
multiplicateur est 1, on utilise le morphisme

ag : SLy — SLs — G

attaché a la coracine (courte) o commune a SLs et G. On considere le
diagramme commutatif

Z = H}, (G, Ko) s H}, (SLo,Ky) =

xdl H
7 = Héar(SL57,C2) M Héar(SL%ICQ) =Z.

Suivant [GMS, (7.5), p.121], les fleches horizontales sont idz, d’on d = 1.
Ainsi, I'image de (a) par le composé

(k) = HY(k, 1ilV) — H'(k, A) —» H'(k,”'G) — H*(k)

est (a) U x U (b) suivant le Théoreme 1.1. En remontant avec le diagramme
(**), il vient

f((a) x (b) x x) = (a) U x U (b) = (co) U (b) U x.

On utilise maintenant I'action du groupe Ng(T%) (k)N Zg(Z/IZ)(k) sur G et
A. Suivant le lemme 6.4.5, il existe g € Ng(T")(k) N Zg(Z/IZ)(k) qui agit
sur T suivant

H _01] € SLy(F).

Vu que G(k) agit trivialement sur H'(k, G), (a) et (b) jouent donc des roles
équivalents dans la formule cherchée, d’ou la trivialité de (c¢g) et de Sy. On
conclut que

F((@) x (b) x x) = (@) U (B) Ux = —x U (a) U (b).
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(2) Le k-groupe ZEG<,LLZ(1)) est le tordu par E du sous-groupe H C G. 1l
est donc de la forme (SLl(B) X SLl(C'))/,ul pour des k-algebres de degré [.

Pour déterminer ces algebres, on peut par relevement en caractéristique nulle
supposer que [ est inversible dans k. De plus, on peut méme supposer que
k contient une racine primitive [-ieme de I'unité. C’est donc un avatar de la
démonstration du (1). O

6.3 Algebres d’Albert

La partie modulo 3 de I'invariant de Rost des groupes de type F) définit
un invariant des algebres d’Albert. En application du théoreme 6.1, nous
montrons que c’est exactement Iinvariant construit par Rost dans [R1], et
décrit également dans [PR].

Corollaire 6.6 On suppose que car(k) # 3. Soient A/k une algebre simple
centrale de degré 3 et A € k™. On note J(A, X) Ualgéebre d’Albert de “premiére
construction de Tits” et [J(A,\)] € HY(k,Fy) sa classe d’isomorphisme.
Alors la partie modulo 3 de son invariant de Rost est

g([J(AN)]) = [AJU (\) € H?(k, u5”).
La preuve passe par le lemme suivant :

Lemme 6.7 Soit G/k un groupe semi-simple déployé. Soit T'/k un tore
maximal déployé de G.

1. Soient Sy,Sy des k—sous-groupes de T. Alors Sy et Sy sont G(k;)-
conjugués si et seulement si Sy et So sont G(k)-conjugués.

2. Soient Hy, Hy des sous-groupes réductifs déployés de rang maximal.
Alors Hy et Hy sont G(ks)-conjugués si et seulement si Hy et Hy sont
G(k)-conjugués.

Le (1) est bien connu dans le cas des sous-groupes finis constants d’ordre
premier a la caractéristique [S2, 1.1.1] qui est d’ailleurs le cas d’application.

Démonstration. (1) Les k-groupes Gy = Z(51)° et Gy = Z(S5)° sont réductifs
et admettent 7" comme tore maximal. Si S; et Sy sont G(ks)-conjugués, il
en est de méme de G et Go et ils sont alors Ng(T)(ks)-conjugués . On
pose W = Ng(T)/T, c’est un k-groupe fini constant et Ng(7T')(k) — W est
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surjectif. Ainsi quitte a conjuguer par un élément de G(k), on est ramené au
cas ou G et Go sont T'(ks)-conjugués, d’oun S; = 5.

(2) On suppose donc que Hy et Hy sont G(ks)-conjugués. On peut supposer
que T" C H; pour ¢ = 1,2 suivant le théoreme de conjugaison de Borel-Tits.
On pose S; = Z(H;) C T. A conjugaison de G(k) pres, le (1) montre que
Z(H,) = Z(H,). Par application du théoreme de Borel de Siebenthal, il vient
H, = H,. O

Ainsi les sous-groupes semi-simples de Fj qui sont déployés de type A2

sont conjugués sous Fy(k). On rappelle la présentation de F; donnée dans
(Ga2, §7.2]. On note M = Ms(k) et V.= M x M x M qui est muni de la
forme cubique

(XY, Z) = det(X) + det(Y) + det(Z) — Tr(XY Z).

Le sous-groupe de GL(V') qui fixe (/3,0,0) et la forme f est le groupe Fj.
L’action de SL3 x SL3 sur V suivant

(A,0).(X,Y,Z) == (AXALAYC™! OY A™)

fixe (I3,0,0) et la forme f; son noyau est le u3 diagonal. En d’autres mots,
on dispose d'un plongement

(SLg X SL3)//L3 — Fy.
Ce groupe est Fy(k)-conjugué au groupe H considéré au §6.1, on peut donc
abusivement le noter H aussi.
On va identifier le sous-groupe PGL3 X u3 de Fy considéré dans [Ga2, §7.2].

Le sous-groupe PGLj est le groupe diagonal SL3/us C H = (SLs x SL3) /3
et le pu3 noté ici u§4) agit selon

C(X,Y,2) = (X,CY,C22).

Ainsi M:(»,4) est le sous-groupe (SL3 x SL3)/us donné par

¢ 00 100
(—|0c¢colx|o1o0],
00 ¢ 00 1
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c’est-a-dire le sous-groupe ,uél). On dispose par ailleurs du sous-groupe
ugf’) x 7./37Z de PGL3 donné par les générateurs

10 0 001
0¢c o0/, |100
00 (2 010

On observe que son image dans H est le sous-groupe Mgz) X Z/3Z. Ainsi

pél) X Mgz) X 7.)37 = ugl) X ug’) x 7./ 3.

Démonstration de la proposition 6.6. Si A est déployée, J(A, \) est triviale et
la formule également. Si A est un corps gauche on sait d’apres Wedderburn
que A est cyclique, i.e. A = (L/k,0,b) avec les conventions de la propo-
sition 4.1. Sa classe dans H'(k,PGLj3) est I'image de (x, (b)) par la fleche
H'(k,u3) x H'(k,Z/3Z) — H'(k,PGL3). Or I'image de
H' (k, yM) x HY(k, yuP) x HY(k,Z/3Z) — H'(k, ") x H'(k,PGLs)
!
H(k, Fy)

applique (a) x (b) x x sur J(A,a) d’apres [KMRT, cor. 39.9]. Suivant le
théoreme 6.1, le composé

H' (k, 1) x H'(k, u?) x H'(k, Z/37) —s H'(k, Fy) — H*(k)
applique (a) x (b) x x sur —x U (a) U (b), ce qui permet de conclure que
93(J(A,a)) = —x U (a) U (b) = [A] U (a).
O

6.4 Groupes anisotropes possédant des sous-groupes
unipotents lisses et connexes

Le théoreme 6.1 nous permet de répondre a une question de G. Prasad.

Proposition 6.8 On suppose que le corps de base est de caractéristique p =
2 (resp.p =3, 5) et que H;’(k;) £ 0. Alors il existe une k-forme G' anisotrope
du groupe déployé G de type Go (resp. Fy, Fg) qui contient un sous-groupe
Ri/i(Gm) /G ot K[k est une estension de corps (purement) inséparable de
degré p.
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Plagons nous par exemple sur 'un des corps F, (71, 13) ou F,((71))((12)),
qui satisfont I’hypothese H;’(k) # 0. Comme Rk /x(Gy,)/G,, est un k-groupe
unipotent lisse et connexe de dimension p — 1 [CGP, 1.1.3], la proposition
ci-dessus fournit des exemples de groupes anisotropes possédant des sous-
groupes unipotents lisses et connexes non triviaux.

Lemma 6.9 Sous les hypothéses de la proposition 6.8, soit E [k un G-torseur
tel que ry([E]) # 0 € H2(k). Alors le k-groupe tordu "G [k est anisotrope.

Démonstration. Comme la condition est préservée par extension finie de degré
premier a p, il est loisible de supposer que k ne possede pas d’extensions
propres de degré premier a p. Il suffit alors de vérifier qu'une forme isotrope
G’ = PG a un invariant de Rost trivial. Si G’ est de type G5, un tel groupe
G’ est déployé.

Dans le cas de type Fj, le noyau anisotrope de G’ est trivial ou de type
Bs, donc déployé puisque cda(k) = 1.

Si G’ est de type Eg, le noyau anisotrope J de G’ est trivial ou intérieur
de type Dy, Dg, Eg, D7, E;. Mais cda(k) = cds(k) = 1, ce qui implique que
J est déployé (cf. [S2, §4.4]). On conclut que G’ est déployé. O

Démonstration de la proposition 6.8. Le groupe H;’(k) # 0 est engendré par
les classes décomposables, c’est-a-dire de la forme (a).(b).y. Il existe donc
a,b € k* et x € H'(k,Z/pZ) tel que (a).(b).x # 0 € H3(k). Avec les
notations du théoreme 6.1.2, on note E/k le A-torseur défini par a,b et .
On considere le k-groupe G’ = ¥@. Son invariant de Rost modulo p est
(a).(b).x donc G est anisotrope en vertu du lemme 6.9. En outre, G’ contient
le k-groupe

0 = (SLl(B) x SLl(C)) /iy,

Sip=2o0u3 onaB=C%=(x,b et H contient PGL;((x,b)) par
le plongement diagonal. Mais K := k(¥/b) C (x,b), d’oit un plongement
Ry, /k(Gyn) /Gy, € PGLy((x,0)) C H' C G,

Le cas p = 5 est légerement plus compliqué du fait que le sous-groupe
maximal H = (SLsxSL5)/us ne contient pas PGLj (en effet p5 se plonge dans
s X s suivant x — (x,2?)). Cependant comme B 2 (y,b) et C' = (y, b?),
on dispose de plongements naturels jp : R}(b/k(Gm) — SLi(B) et jo -
R, k(Gm) — SLi(C). On considere I'homomorphisme

Rie, ;1 (Gm) = (SLi(B) x SLi(C)) /s, w = (jp(w), jo(w?))
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dont le noyau est ps; C R}(b /1(Gp). On obtient ainsi un plongement
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