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Chapitre 1

Vecteurs et Processus (Gaussiens

1.1 Rappels sur les variables gaussiennes en di-
mension un

Une variable aléatoire X a valeurs dans R est dite gaussienne (ou normale) centrée
réduite si elle admet pour densité

1 x?

pX(x):\/ﬂeXp( 2).

La transformée de Laplace complexe de X est alors donnée par
Ele*X] = &7/, Vz e C.

Pour obtenir cette formule (et aussi voir que la transformée de Laplace complexe
est bien définie) on traite d’abord le cas ou z = A € R:

1 2 2 1 2 2
E[e)\X] _ e)xac e~ /2 dr = e)\ /2 e—(:c—)\) /2 dr = 6)\ /2.
V2rm Jr V2r Jr

Ce calcul assure que E[e*X] est bien défini pour tout z € C et définit une fonction
analytique sur C. L’égalité E[e*X] = e*/2 étant vraie pour tout z € R doit donc
I’étre aussi pour tout z € C.

En prenant z =i, £ € R, on trouve la transformée de Fourier de la loi de X:

E[e®X] = e ¢/2,

A partir du développement

Ele®**] =1 +i¢E[X]+ -+ (ifll)nE[X”] + O(J€]™,



valable quand X est dans tous les espaces LP, p < 0o, ce qui est le cas ici, on calcule
facilement o)
E[X]=0, E[XY=1 E[X¥]= (2L>'
"n!
Pour 0 > 0 et m € R, on dit qu’une variable aléatoire réelle Y suit une loi
gaussienne N (m, 0?) si Y vérifie I'une des trois propriétés suivantes équivalentes:

(i) Y = 0X +m ou X suit une loi gaussienne centrée réduite (i.e. N'(0,1));

(ii) la densité de Y est

1 (y —m)?
exp ——————;

ovom P 202

py(y) =

(iii) la fonction caractéristique de Y est

. 0‘2
E[e"Y] = exp(imé — ) &%).

On a alors
E[Y]=m, var(Y)=o"
Par extension, on dit que Y suit une loi A'(m,0) si Y = m p.s. (la propriété (iii)
reste vraie).

Sommes de variables gaussiennes indépendantes. Supposons que Y suit la loi N'(m, 0?),
Y’ suit la loi N(m’,0?), et Y et Y’ sont indépendantes. Alors Y + Y’ suit la loi
N(m +m/, 0%+ ¢™). C’est une conséquence immédiate de (iii).

Proposition 1.1 Soit (X,,) une suite de variables aléatoires gaussiennes, telle que
X, soit de loi N (my,,0,). Supposons que X,, converge en loi vers X. Alors

1) La v.a. X est aussi une v.a. gaussienne N'(m,c?) et m = limm,,, o = limo,.

2) Si la suite (X,,) converge en probabilité vers X la convergence a lieu dans tous
les espaces LP, p < o0.

Démonstration. 1) La convergence en loi est équivalente a dire que, pour tout

§ER,

2
Ee"**"] = exp(im,& — % £?) — E[e*X].
En passant au module, on a aussi

2
o3 .
exp(— 2 ) — |Ele]|, VEeR



ce qui ne peut se produire que si o2 converge vers o2 > 0 (le cas 02 — +00 est &

écarter car la fonction limite 1y ¢ ne serait pas continue). On a ensuite, pour tout
5 e R, - 1 _2¢2 ;
et s 0278 Ble®X].

Montrons que cela entraine la convergence de la suite (m,,). Si on sait a priori que
la suite (m,,) est bornée, c’est facile: si m et m’ sont deux valeurs d’adhérence on
a €™ = ™€ pour tout € € R, ce qui entraine m = m’. Supposons la suite (m,,)
non bornée et montrons qu’on arrive a une contradiction. On peut extraire une
sous-suite (my,, ) qui converge vers +0o (ou —oo mais le raisonnement est le méme).
Alors, pour tout A > 0,

)

P[X > A] > limsup P[X,, > A] >

k—o0

DN | —

puisque P[X,, > A] > P[X,, > m,,| > 1/2 pour k assez grand. En faisant tendre
A vers +00 on arrive a une contradiction.
On a donc m,, — m, o, — o, d’ou

. 0‘2
E[QZSX] = exp(imé — ) 52);

ce qui montre que X est gaussienne N (m, o?).
2) Puisque X,, a méme loi que 0, N 4+ m,,, ou N désigne une v.a. de loi (0, 1),
et que les suites (m,,) et (0,) sont bornées (d’apres 1)), on voit immédiatement que

sup E[|X,|7] < oo, Vg > 0.

Le lemme de Fatou entraine alors que E[|X 9] < oo, puis

sup F[|X,, — X7 < oo, Vg > 0.

Soit p > 1. La suite Y,, = | X,, — X|P converge en probabilité vers 0 par hypothese et
est uniformément intégrable car bornée dans L? d’apres ce qui précede (avec ¢ = 2p).
Elle converge donc dans L' vers 0 d’ou le résultat recherché. U

1.2 Vecteurs gaussiens

Soit E un espace euclidien de dimension d (E est isomorphe & R et on peut si on
le souhaite prendre £ = R?, mais il sera plus commode de travailler avec un espace
abstrait). On note (u,v) le produit scalaire de E. Une variable aléatoire X a valeurs
dans E est un vecteur gaussien si Vu € E, (u, X) est une variable gaussienne. (Par



exemple, si £ = R% et si X;,..., X, sont des variables gaussiennes indépendantes,
la propriété des sommes de v.a. gaussiennes indépendantes montre que le vecteur
X = (Xy,...,X,) est un vecteur gaussien.)

Si X est un vecteur gaussien a valeurs dans F il existe mx € E et une forme
quadratique positive ¢x sur E tels que

El{u, X)] = (u,mx),
var((u, X)) = gx(u),

En effet, soit (eq,...,e4) une base orthonormée de F et soit X = Zle Xje; la
décomposition de X dans cette base. Remarquons que les variables aléatoires X; =

(ej, X) sont gaussiennes. On vérifie alors immédiatement les formules précédentes
(not.)

avec my = Z?Zl E[Xjle; =" E[X], et, siu= Z?:l Uj€s,

gx(u) = Z ujuy cov(X;, X).

jk=1

Comme (u, X') est une variable gaussienne N ((u, mx), gx(u)), on en déduit la
transformée de Fourier

Elexp(i{u, X))] = exp(i{u, mx) — 2qx (1)),

2
Proposition 1.2 Sous les hypothéses précédentes, les variables aléatoires X1, ..., Xy
sont indépendantes si et seulement si la matrice de covariance (cov(X;, X)) est di-
agonale, soit si et seulement si la forme quadratique qx est diagonale dans la base

(61, . ,€d).

Démonstration. Il est évident que si les variables aléatoires Xi,..., X, sont
indépendantes, la matrice de covariance (cov(Xj, Xj));jk=1,.4 est diagonale. In-
versement, si cette matrice est diagonale, on a

d
gx(u) = Z)\j u?, ol \; = var(Xj;),
j=1
et donc
d d 1 d
Elexpi Zquj] = Hexp(iqu[Xj] - éAju?) = H Elexp(iu; X;)],
j=1 j=1 j=1
ce qui entraine 'indépendance de X1, ..., Xy. O



A la forme quadratique gx on associe I’endomorphisme symétrique positif vy de
E tel que

qx (u) = (u, 7x (u))
(7x a pour matrice (cov(X;, X)) dans la base (eq, ..., eq) mais comme le montre la
formule ci-dessus la définition de vx ne dépend pas de la base choisie).

A partir de maintenant, pour simplifier ’écriture, on se limite a des vecteurs
gaussiens centrés, i.e. tels que myx = 0.

Théoréme 1.3 1) Si~y est un endomorphisme symétrique positif de E il existe un
vecteur gaussien centré X tel que vx = .

2) Soit X un vecteur gaussien centré. Soit (¢y,...,eq4) une base de E qui diago-
nalise yx: Yx&j = Ajgj avec A\y > Xy > - A\ > 0= \oyy = --- = A\ (1 est le rang

de vx ). Alors,
X =) Ve,
j=1

ou les v.a. Y; sont des variables gaussiennes (centrées) indépendantes, et Y; est de
variance \j. En conséquence, si Px désigne la lov de X, le support topologique de
Py est

supp Px = e.v.(e1,...,&).
La loi Px est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque sur E si et
seulement st v = d, et dans ce cas la densité de X est

1 1 -1
pX(:B) = (27T)d/2\/m eXp_§<$”yX ($)>

Démonstration. 1) Soit (e1,...,£4) une base orthonormée de E dans laquelle
v est diagonale, y(g;) = Ajej, et soient Yi,...,Y; des v.a. gaussiennes centrées
indépendantes avec var(Y;) = A\;. On pose alors

d
X = E Y}éj,
i=1
et on vérifie alors facilement que, si u =Y u;e;,

ax(w) = B[} wY))’] =) Ajui = (u,yu).

2) Sion écrit X dans la base (g1, ...,&4), la matrice de covariance des coordonnées
Yy, ..., Yy est la matrice de vy dans cette base, donc une matrice diagonale avec
A1, ..., Ag sur la diagonale. Pour j € {r+1,...,d}, on a E[Yf] =0doncY; =0
p.s. De plus, d’apres la Proposition 1.2 les variables Yy, ..., Y, sont indépendantes.
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Ensuite, puisque X = Z;Zl Yje; p.s. il est clair que
supp Px C ev.{ey, ..., &},

et inversement, si O est un pavé de la forme

.
0= {U = Zajsj; a; < oy < b]’},

=1

on a PX € O] = [[}_, Pla; < Y; < bj] > 0. Cela suffit pour obtenir 'égalité
supp Py = ev.{ey,...,&}.

Sir < d, puisque e.v.{eq,...,&.} est de mesure nulle, la loi de X est étrangere
par rapport a la mesure de Lebesgue sur E. Si r = d, notons Y le vecteur aléatoire
de R? défini par Y = (Y1,...,Yy) et remarquons que X est l'image de Y par la

bijection ¢(y1, ..., ya) = > yje;. Alors,

Elg(X)] = Elgle(Y))]
= o [ e e (-2 5) G
1 1 .
T (@) /ety /Rdgw)) exp(—5 ((y). 7% (0(v))) dy - dya

- T [ @) exp(=5 w25 @) do

puisque la mesure de Lebesgue sur E est par définition I'image de la mesure de
Lebesgue sur R? par ¢ (ou par n’importe quelle autre isométrie de R? sur E). Pour
la deuxieme égalité, on a utilisé le fait que Yy, ..., Y, sont des variables gaussiennes
N (0, );) indépendantes, et pour la troisieme 1'égalité

<o), 7x' (o)) = (D _vse), %€j> = i—jj
1.3 Espaces et processus gaussiens

Définition 1.1 Un espace gaussien (centré) est un sous-espace fermé de L*(Q, A, P)
formé de variables gaussiennes centrées.

Par exemple, si X = (Xj,..., X ) est un vecteur gaussien centré dans R?
ev.{Xi,..., X4} est un espace gaussien.



Définition 1.2 Une famille ({X;,t € T}) de v.a. réelles est un processus gaussien
(centré) si toute combinaison linéaire finie des v.a. X, t € T est gaussienne centrée.

Proposition 1.4 Si X = (X;,t € T) est un processus gaussien, le sous-espace
vectoriel fermé de L? engendré par les v.a. X;, t € T est un espace gaussien, appelé
espace gaussien engendré par le processus X .

Démonstration. Il suffit de remarquer qu'une limite dans L? de variables gaussi-
ennes centrées est encore gaussienne centrée (cf Proposition 1.1). 0J

Si H est un sous-ensemble de L? on note o(H) la tribu engendrée par les v.a.
£e H.

Théoreme 1.5 Soit H un espace gaussien et soit (H;,i € I) une famille de sous-
espaces vectoriels de H. Alors les sous-espaces H;, i € I sont orthogonaux dans L?
si et seulement si les tribus o(H;),i € I sont indépendantes.

Remarque. Il est crucial que les espaces H; soient contenus dans un méme espace
gaussien. Considérons par exemple une variable X de loi A/(0,1) et une seconde
variable ¢ indépendante de X et telle que Ple = 1] = Ple = —1] = 1/2. Alors
X, =X, Xy = X sont deux variables A'(0, 1). De plus, E[X; X5] = E[¢]E[X?] = 0.
Cependant X; et X5 ne sont évidemment pas indépendantes (|X;| = |X3|). Dans
cet exemple, le couple (X1, X5) n’est pas un vecteur gaussien dans R? bien que ses
coordonnées soient des variables gaussiennes.

Démonstration. Si les tribus o(H;) sont indépendantes, on a pour i # j, si X € H;
et Y c Hj,
E[XY] = E[X|E[Y] =0,

et donc les espaces H; sont deux a deux orthogonaux.

Inversement, supposons les espaces H; deux a deux orthogonaux. Par définition
de l'indépendance d’une famille infinie de tribus, il suffit de montrer que pour
i1,...,i, € I distincts les tribus o(H;,),...,0(H;,) sont indépendantes. Ensuite,
il suffit de montrer que, si &, ... ,5%1 € Hy, ... &, ... &, € Hi,, les vecteurs
(& &h)s s (&7, -+, €8 ) sont indépendants (en effet, pour chaque j les ensem-
bles de la forme {5{ €A, ... ,f%j € Ay, } forment une classe stable par intersection
finie qui engendre la tribu o(H;), et on peut ensuite utiliser un argument classique
de classe monotone). Or, pour chaque j € {1,...,p} on peut trouver 77, ... ,nfnj

base orthonormée de e.v.{¢],..., &) }. La matrice de covariance du vecteur

1 1 2 2 P P
(nlv"‘7nm17n1a"'777m2ﬂ"'77]1""77]mp)

est donc la matrice identité (pour i # j, E[nin/] = 0 & cause de 'orthogonalité de
H; et Hj). Ce vecteur est gaussien car ses composantes sont dans H. D’apres la



Proposition 1.2, les composantes sont indépendantes. On conclut que les vecteurs

(M5 M) -+ (07, mf, ) sont indépendants. De maniere équivalente les vec-
teurs (&1,..., &), (&1, .., & ) sont indépendants, ce qui était le résultat recher-
ché. O

Corollaire 1.6 Soient H un espace gaussien et K un sous-espace vectoriel fermé
de K. On note pg la projection orthogonale sur K. Soit X € H.

(i) On a
EIX | o(K)] = pr(X).

(ii) Soit 0* = E[(X — px(X))?]. Alors, pour tout borélien T de R,
PIX eT [o(K)] = Qw,T),

ot Q(w, ) est la loi N (pr(X)(w),0?):

Ql) = —= [ dy exp - =2y

oV 2w 202

(Q(w,I') = 1p(px(X)) sic=0).

Remarques. a) La partie (ii) de I"énoncé signifie que la loi conditionnelle de X
sachant la tribu o(K) est la loi N (pg(X),c?). D’une maniere générale, la loi con-
ditionnelle d’une variable aléatoire réelle X sachant une sous-tribu G est un noyau
Q(w,I') G-mesurable, i.e. une application @ : Q x B(R) — [0, 1] telle que

- pour tout w, I' = Q(w, ") est une mesure de probabilité sur (R, B(R)),
- pour tout I' € B(R), w — Q(w,I") est G-mesurable,

avec la propriété
PX el |G]=Q(w,I), VI € B(R)

(plus généralement E[f(X) | G| = [ f(y) Q(w,dy)).
b) En général, pour une variable aléatoire X dans L?, on a

E[X | o(K)] = pra@.o),r)(X)-

L’assertion (i) montre que dans notre cadre gaussien, cette projection orthogonale
coincide avec la projection orthogonale sur 'espace K, qui est bien plus petit que
L*(Q,0(K), P).

c¢) L’assertion (i) donne aussi le principe de la régression linéaire. Par exemple, si
(X1, Xo, X3) est un vecteur gaussien, la meilleure approximation de X3 connaisssant

10



X et Xy s’écrit Ay X7+ Ao X5 ou \p et Ag sont déterminés en disant que X3 — (A X7+
Ao X5) est orthogonal a e.v.(X7, Xs).

Démonstration. (i) Soit Y = X — pg(X). Alors Y est orthogonal a K et d’apres
le Théoreme 1.5, Y est indépendante de o(K). Ensuite,

EIX | o(K)] = Elpr(X) | o(K)] + E[Y | 0(K)] = pr(X) + E[Y] = pr(X).

(ii) On écrit, pour toute fonction f mesurable positive sur Ry,

Ef(X) | o(K)] = Elf(px(X) +Y) [ 0(K)] = /Py(dy)f(pK(X) +9),

ou Py est laloide Y qui est une loi AV(0, %) puisque Y est une variable gaussienne
(centrée) de variance 0. (On a utilisé le fait général suivant: si Z est une variable
G-mesurable et si Y est mdependante de G alors E[g(Y, Z) | G] = [ g(y, Z) Py(dy).)
Le résultat annoncé en (ii) découle aussitot de la formule précédente. UJ

Soit (X, t € T') un processus gaussien. La fonction de covariance de X est la
fonction I' : T x T — R définie par I'(s,t) = cov(Xs, X;) = E[X:X;]. La loi de X
est déterminée par la fonction I'. En effet, pour toute famille finie {t1,...,t,} de
T, le vecteur (Xy,,...,X;,) est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
(['(t;,t;)). (Dans le cas non centré, il faudrait en plus se donner la fonction moyenne
m(t) = B[X,].

On peut se demander si inversement, étant donné une fonction I' sur T' x T, il
existe un processus gaussien X dont I' est la fonction de covariance. La fonction I’
doit étre symétrique (I'(s,t) = T'(¢,s)) et de type positif au sens suivant: si ¢ est
une fonction a support fini sur 7', alors

> e(s)e(t) T(s,t) = E[()_ e(s)X,)?] > 0.

TxT T

Remarquons que dans le cas ou 7T est fini, le probleme d’existence de X (qui est
alors simplement un vecteur gaussien) est résolu sous les hypotheses précédentes sur
I' par le Théoreme 1.3.

Théoreme 1.7 Soit I une fonction symétrique de type positif sur T’ x T. Il existe
alors un processus gaussien dont la fonction de covariance est T'.

Démonstration. C’est une application simple du théoreme de Kolmogorov. On
construit une probabilité P sur I’espace mesurable

(R, B(R)®")

11



de telle sorte que sous P le processus des coordonnées X;(w) = w(t) soit un processus
gaussien de fonction de covariance I'. Si {t1,...,%,} est une partie finie de 7', on

vecteur gaussien de matrice de covariance (I'(¢;,¢;)) (qui existe d’apres le Théoreme
1.3). Il est ensuite immédiat de vérifier que les probabilités Py, . .} forment une
famille compatible, et le théoreme de Kolmogorov donne le résultat voulu.

Exemple. On considere le cas T' = R et on se donne une mesure finie symétrique
(i.e. u(—A) = p(A)) sur R. On pose alors

[(s,t) = /e’f(t_s) p(d§).

On vérifie alors immédiatement que I' a les propriétés requises: en particulier,

Z c(s)e(t) (s, t) = / | Z c(s)e™*|? u(ds) > 0.

TxT

La fonction I' possede la propriété supplémentaire de dépendre seulement de la
différence t —s. On en déduit aussitot que le processus X associé a I' par le théoreme
précédent est stationnaire (au sens strict), au sens ou

loi
(Xeytts - ooy Xir) e (Xbys oo os Xi,)

pour tout choix de t1,...,t,,t € R. Il est aussi vrai inversement que si (X;,t € R)
est un processus gaussien stationnaire, la fonction de covariance de X doit étre du
type précédent (théoreme de Bochner).

1.4 Mesures gaussiennes

Définition 1.3 Soit (E,&) un espace mesurable, et soit p une mesure o-finie sur
(E,E). Une mesure gaussienne d’intensité u est une isométrie G de L*(E, &, u) sur
Un espace gaussien.

Donc, si f € L*(E, &, 1), G(f) est une variable aléatoire gaussienne centrée de
variance
EG(f)] = 1G(NT2) = I/ Z200)-
En particulier, si f = 14 avec u(A) < oo, G(14) (1) G(A) suit la loi N(0, u(A)).
Solent Ay, ..., A, € E disjoints tels que u(A;) < co. Alors le vecteur

(G(A1),...,G(An))

12



est un vecteur gaussien dans R" de matrice de covariance diagonale, puisque pour
i # 7, la propriété d’isométrie donne

E[G(A)G(A)] = (La, 1) 12,y = 0.

L2(p)

D’apres la Proposition 1.2 on en déduit que les variables G(A;),...,G(A,) sont
indépendantes.

Si A (toujours tel que p(A) < 0o) s’écrit comme réunion disjointe d’une famille
dénombrable A,...,A,,... alors 14 = Z;’il 1,4, avec une série convergeant dans
L*(p), ce qui encore par la propriété d’isométrie, entraine que

e}

GA) = > G(4y)

avec convergence de la série dans L*(P) (grace a 'indépendance des G(A;) on peut
méme montrer que la série converge p.s.).

Les propriétés de l'application A — G(A) “ressemblent” donc a celles d’une
mesure (dépendant de w). Cependant on peut montrer que en général, pour w fixé,
I'application A — G(A)(w) ne définit pas une mesure (nous reviendrons sur ce point
plus loin).

Proposition 1.8 Soient (E,E) un espace mesurable et p une mesure o-finie sur
(E,E). Il existe alors une mesure gaussienne d’intensité ji.

Démonstration. Soit (f;,7 € I) un systéme orthonormé total de L*(E, €, u). Pour

toute f € L2(E, &, 1) on a
/= Z a; fi
iel

ou les a; = (f, f;) sont tels que

> al =|If|* < oo

el
Sur un espace de probabilité, on se donne alors une famille (X;,7 € ) de v.a. N(0,1)
indépendantes, et on pose

G(f) = Z a; X;
iel

(la série converge dans L? puisque les X; forment un systéme orthonormé dans

L*(P)). Tl est alors clair que G prend ses valeurs dans 1'espace gaussien engendré
par les (X;,7 € I). De plus il est immédiat que G est une isométrie. O
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On aurait pu aussi déduire le résultat précédent du Théoreme 1.7 en prenant
T = L*E,E ) et T'(f,g9) = (f, g)LQ(“). On construit ainsi un processus gaussien
(Xy, f € L*(n)) et il suffit de prendre G(f) = X;.

Remarque. Dans la suite du cours, on considérera uniquement le cas ot L*(E, &, p)
est séparable. Par exemple, si £ = R, et p est la mesure de Lebesgue, on peut pour
construire G se donner une suite (&,) de v.a. N (0,1) indépendantes, une base (p,)
de L*(R,,dt) et définir G par

G(f) =D _{f.¢n) n

n

Proposition 1.9 Soit G une mesure gaussienne sur (E,E) d’intensité p. Soit A €
E tel que pu(A) < oo. Supposons qu’il existe une suite de partitions de A,

A=ATU.. . UA}

de pas tendant vers 0, i.e.

i (s w047 0.

00 \1<j<kn

Alors,
kn
lim Y~ G(A7)? = p(A)
dans L*.
Démonstration. Pour n fixé les variables G(A7T), ..., G(A} ) sont indépendantes.

De plus, E[G(A7)*] = u(A?). On calcule alors facilement

kn 2 kn kn
E (Z GAn) - M(A)> =S van(GAT?) =23 p(Any,
j=1

P =1

car si X est une variable NV(0,0?), var(X?) = E(X*) — 0% = 30% — 0% = 20%. Or,
kn
St < (s utap) ) )
= 1<j<hn

qui tend vers 0 quand n — oo par hypothese. 0]
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Chapitre 2

Le Mouvement Brownien

2.1 Le pré-mouvement brownien

Définition 2.1 Soit G une mesure gaussienne sur R, d’intensité la mesure de
Lebesgue. Le processus (By,t € Ry) défini par

Bt — G(]-[O,t])
est appelé pré-mouvement brownien.

Proposition 2.1 Le processus (By,t > 0) est un processus gaussien (centré) de
covariance
K(s,t) =inf{s,t} M) g At

Démonstration. Par définition d’une mesure gaussienne, les v.a. B; appartiennent
a un méme espace gaussien, et (B, t > 0) est donc un processus gaussien. De plus,

BLB.B) = EIG(0.)G(0.0)] = [ dr o (r)Lpa(r) = s At

Proposition 2.2 Un processus (X;,t € Ry) est un pré-mouvement brownien si et
seulement si

(1) Xo =0 p.s.

(i1) Pour tous 0 < s <t, la v.a. X; — X, est indépendante de o(X,.,r < s) et suit
la loi N(0,t — s).

Démonstration. Supposons d’abord que X est un pré-mouvement brownien, X; =
G([0,]). Alors X, = G({0}) suit une loi V(0,0) et donc Xy = 0 p.s. Ensuite, fixons
s > 0 et notons H l'espace vectoriel engendré par (X,,0 < r < s), H, lespace
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vectoriel engendré par (X, — X, u > 0). Alors H; et H, sont orthogonaux puisque
pour 7 € [0,8], u >0

EIX (Xopu — Xo)] = E[G(0,7)G(]s, s +u])] = 0

d’apres les propriétés des mesures gaussiennes. Comme H et H, sont aussi contenus
dans un méme espace gaussien, on déduit du Théoréme 1.5 que o(H,) et o(H,) sont
indépendantes. En particulier X; — X, est indépendante de o(H) = o(X,,r < s).
Enfin, X; — X, = G(]s, t]) suit la loi N'(0,t — s).

Inversement, supposons (i) et (ii) satisfaites. D’apres (ii), pour tout choix de
0=ty <tg < - <t,lesva X;, —X; ,,1¢€{l,...,n} sont indépendantes,
et Xy, — Xi,_, suit la loi N(0,t; — t;-1). Il en découle facilement que X est un
processus gaussien. Ensuite, si f est une fonction en escalier sur R, de la forme

f = Z?:l Ai 1]ti717ti]’ on pose
G(f) - Z >\1 (th - Xti—l)‘
=1

On vérifie immédiatement que si g est une autre fonction en escalier du méme type
on a

E[G(f)G(9)] = A f)g(t)dt.

Grace a la densité des fonctions en escalier dans L*(R. ), on en déduit que 1’applica-
tion f — G(f) s’étend en une isométrie de L?(R,) dans 'espace gaussien engendré
par X. Enfin G([0,t]) = X; — X, = X a cause de (i). O
Remarque. La propriété (ii) (avec seulement le fait que la loi de X; — X ne dépend
que de t — s) est souvent appelée propriété d’indépendance et de stationnarité des
accroissements. Le pré-mouvement brownien est un cas particulier de la classe des
processus a accroissements indépendants et stationnaires.

Corollaire 2.3 Un processus X = (Xy,t € Ry) est un pré-mouvement brownien si
et seulement si Xg = 0 p.s. et pour tout choixz de 0 =ty < t; < --- < t,, les v.a.
Xy, — Xy, 1 €{1,...,n} sont indépendantes, et X;,—X;, | suit la lot N'(0,t;—t;_1).
En particulier, la loi du vecteur (Xy,, Xiy, ..., Xy,) a pour densité

n

1 (i — yi-1)?
N A R T (-3 2t — ti_l))

=1

(par convention yy = 0).

Démonstration. La nécessité de la condition a déja été obtenue dans la preuve de
la Proposition 2.2. Inversement, sous la condition du corollaire, pour 0 = 5o < 51 <
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o< s, =s <t lava. X;— X, est indépendante de (X5, — Xg,- .-, X5, — X5, 1)
donc aussi de (Xg,,...,Xs,). Par un argument de classe monotone, X; — X est
indépendant de o(X,,r < s), et on est ramené a la Proposition 2.2.

Ensuite, les v.a. Xy, Xy, — X4y, ..., Xy, — Xy, , étant indépendantes, le vecteur
(X4, Xo, — X4yy -, Xy, — Xy, ;) a pour densité

n—1

1 LI
N AT T (- Z; 20t — tH))’

1=

et il suffit de faire le changement de variables y; = x1 + - - - + x;. O

La condition de la Proposition 2.1 (X processus gaussien centré de covariance
K(s,t) = s At) est aussi nécessaire et suffisante pour que X soit un pré-mouvement
brownien, puisque nous savons déja que cette condition caractérise la loi de (X, ..., X},)
pour tout choix de (ti,...,t,), et on applique le corollaire 2.3.

Proposition 2.4 Soit B un pré-mouvement brownien. Alors,
(i) —B est aussi un pré-mouvement brownien;

(ii) pour tout X > 0, le processus B} = %B,\zt est aussi un pré-mouvement brownien
(invariance par changement d’échelle);

(111) pour tout s > 0, le processus BISS) = By — By est un pré-mouvement brownien
indépendant de o(B,.,r < s) (propriété de Markov simple).

Démonstration. (i) et (ii) sont tres faciles. Démontrons (iii). Avec les notations
de la preuve de la Proposition 2.2, la tribu engendrée par B®®) est U(ﬁs), qui est
indépendante de o(H,) = o(B,,r < s). Pour voir que B® est un pré-mouvement
brownien, il suffit de vérifier la condition du Corollaire 2.3, ce qui est immédiat
puisque Bg) - Bzgis,)l = Bstt; — Boyt, 4 O

Si B est un mouvement pré-brownien et G la mesure gaussienne associée, on
note souvent pour f € L*(R,,dt),

G(f) = / " f(s)dB,

ou bien t
G(f1loy) :/0 f(s) dBks.

Cette notation est justifiée par le fait que si u < v,
/ dBs = G(Ju,v]) = B, — B,.
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L’application f — fo s)dBs (c’est-a~dire la mesure gaussienne ) est alors ap-
pelée intégrale de Wlener par rapport au pré-mouvement brownien B. Comme les
mesures gaussiennes ne sont pas de ‘

13

vraies” mesures il ne s’agit pas d'une “vraie”

intégrale dépendant de w. Rappelons que fo s)dBj suit une loi N (0, fo (s)%ds).
Une partle importante de la suite de ce cours est consacrée a étendre la deﬁmtlon
de fo s)dB;s a des fonctions f qui peuvent dépendre de w.

2.2 La continuité des trajectoires

Soit B = (By,t > 0) un pré-mouvement, brownien. Les applications ¢ — B;(w) pour
w € () sont appelées les trajectoires de B. Au stade ol nous en sommes, on ne
peut rien affirmer au sujet de ces trajectoires : il n’est méme pas évident (ni vrai
en général) que ces applications soient mesurables. Le but de ce paragraphe est de
montrer que, quitte a modifier “un peu” B, on peut faire en sorte que les trajectoires
solent continues.

Définition 2.2 Soient (X;,t € T), (X,,t € T) deuz processus aléatoires (i.e.
familles de variables aléatoires) indexés par le méme ensemble T. On dit que X
est une modification de X st

vteT, PlX,=X]=1.

Remarquons que le processus X a alors méme loi que X au sens ot pour tout
choix de ty,...,t,, le vecteur (X,,,..., X, ) a méme loi que (X,,,..., X, ). En
particulier, si X est un pré-mouvement brownien, X est aussi un pré-mouvement
brownien. En revanche, les trajectoires de X peuvent avoir un comportement tres
différent de celles de X. Il peut arriver par exemple que les trajectoires de X soient
toutes continues alors que celles de X sont toutes discontinues.

Définition 2.3 Les deuz processus X et X sont dits indistinguables si
PVteT, X, = X;) = 1.
(On admet implicitement que Uévénement {¥t € T, X, = X,} est mesurable.)

Si deux processus sont indistinguables, I'un est une modification de 'autre. La
notion d’indistinguabilité est cependant (beaucoup) plus forte : deux processus in-
distinguables ont p.s. les mémes trajectoires.

Si T = I est un intervalle de R, et si X et X sont deux processus dont les
trajectoires sont p.s. continues, alors X est une modification de X si et seulement
si X et X sont indistinguables. En effet, si X est une modification de X on a p.s.
Vte INQ, X, =X, (on écarte une réunion dénombrable d’ensembles de probabilité
nulle) d’'ott p.s. Vt € I, X, = X, par continuité.
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Théoréme 2.5 (lemme de Kolmogorov) Soit X = (X;,t € I) un processus
aléatoire indexé par un intervalle borné I de R, a valeurs dans un espace métrique
complet (E,d). Supposons qu’il existe trois réels q, e,C > 0 tels que, pour tous
s,tel,

Eld(X,, X,)1] < O |t — s|**=.

Alors, il existe une modification X de X dont les trajectoires sont holdériennes
d’ezposant a pour tout o €]0, <[ - pour tout a €]0, 5[ il existe une constante Cq(w)
telle que, pour tous s,t € I,

d(X,(w), Xi(w)) < Cy(w) |t — 5]

En particulier, X est une modification continue de X (unique a indistinguabilité
pres d’apres ci-dessus).

Remarques. (i) Si [ est non borné, par exemple si I = R, on peut appliquer

le Théoreme 2.5 a I = [0,1],[1,2],[2,3],etc. et on trouve encore que X a une
modification continue, qui est localement holdérienne d’exposant o pour tout o €
10,¢/ql.

(ii) 11 suffit de montrer que pour «a €]0,¢/¢[ fixé, X a une modification dont les
trajectoires sont holdériennes d’exposant «. En effet, on applique ce résultat a une
suite oy T £/q en observant que les processus obtenus sont alors tous indistinguables,
d’apres la remarque précédant le théoreme.

Démonstration. Pour simplifier I’écriture, on prend I = [0,1]. On note D
I'ensemble (dénombrable) des nombres dyadiques de l'intervalle [0, 1[, ¢’est-a-dire
des réels t € [0, 1] qui s’écrivent

t= Zp:éTk 2719
k=1

avec € = 0 ou 1. L’étape-clé de la preuve du théoreme est le lemme suivant.

Lemme 2.6 Pour tout « €]0,¢/q il existe p.s. une constante C,(w) telle que, pour
tous s,t € D,
d(Xs, Xp) < Cy(w) |t — s].

Démonstration. L’hypothese du théoreme entraine que, pour a > 0 et s,t € [
Pld(X,, X;) > a) < a E[d(X,, X)) < Ca |t — s|'.
Appliquons cette inégalité a s = (i — 1)27", t = 27" (pour i € {1,...,2"}) et

a = 2-"na.
P[d(X(i—l)Q_n7Xi2—n) > 2*“04] < Cznqa27(1+€)n.
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En sommant sur ¢ on trouve
277.
PIUH{A(X o 1ys, Xip ) = 270)] < 27 - 0 29042 — Crgn(eme),
i=1

Par hypothese, € — g > 0. En sommant maintenant sur n on a donc

[e's) A
> PIHd(X =1y, Xipn) = 27"} < o0,
n=1 i=1

et le lemme de Borel-Cantelli montre que
p.s. Ing(w) : ¥n > no(w), Vie {1,...,2"}, d(Xi_1)2-n, Xjgn) < 27"
En conséquence, la constante K, (w) définie par

( d(X(i—l)anXiQW))
sup ~
1<i<2n 2 na

K,(w) = sup

n>1

est finie p.s. (Pour n > ng(w), le terme entre parentheéses est majoré par 1, et d’autre
part, il n’y a qu’un nombre fini de termes avant ng(w).)

Nous affirmons alors que le résultat du lemme est vrai avec C,(w) = 2(1 —
271K (w). Pour le voir, considérons s,t € D avec s < t. Soit p > 1 le plus petit
entier tel que 277 < t — s. Alors il est facile de voir qu’on peut trouver un entier
k > 0 et deux entiers [, m > 0 tels que

s=k2P — g, 127P7 — . — g, 2777
t=k2P+e2 P e 2P 4 el 2P
ou g;,¢; = 0 ou 1. Notons
s; = k27P — 5p+12_p_1 - = 5p+i2_p_i (pour 0 < i <)
t=k2P+e2 P +e 277 el 270 (pour 0 < j < m).

Alors,
d(XS,Xt) — d(Xsl,Xtm)

l m
d(XS()? Xto) + Z d(XSifl ) st') + Z d(thq ) th)

<
i=1 Jj=1
l m
< Ka(w)277 + Z Ko (w)2~ e 4 ZKa(w)Q—(pﬂ')a
i=1 Jj=1
< Ko(w)2(1 —27)"tore
< Cu(w) (t— )7,
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d’ou le résultat voulu. O

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théoreme. Le lemme montre
que p.s. la fonction ¢t — X;(w) est holdérienne sur D, donc uniformément continue
sur D. Puisque (F,d) est complet, cette fonction a p.s. un unique prolongement
continu a I = [0, 1], et ce prolongement est lui aussi holdérien d’exposant a. De
maniere plus précise, on pose pour tout ¢ € [0, 1]

Xulw) = i, Xl
sur 'ensemble {K, < oo} des valeurs de w pour lesquelles la fonction s — X (w)
est holdérienne d’exposant o sur D, et X,(w) = xo sur Pensemble {K, = oo} qui
est de probabilité nulle. (Ici z( est un point fixé de E.)
D’aprés les remarques précédentes, le processus X a des trajectoires holdériennes
d’exposant a sur [0,1]. Il reste & voir que X est une modification de X. Or
I’hypotheése du théoreme entraine aussitot que pour tout ¢ € I,

llme = Xt

s—t

au sens de la convergence en probabilité. Comme par définition X, est aussi la limite
p.s. de X quand s — t, s € D, on conclut que X; = X; p.s. ([l

Corollaire 2.7 Soit B = (By,t > 0) un pré-mouvement brownien. Le proces-
sus B a une modification dont les trajectoires sont continues, et méme localement
holdériennes d’exposant % — § pour tout 0 €]0, %[

Démonstration. Pour s < ¢, la v.a. B; — B, suit une loi N(0,t — s), et donc
By — Bs a méme loi que v/t — sN, ou N suit une loi N'(0,1). Donc, pour tout g > 0,

E[|B; — B|1] = (t — 3)‘1/2E[|N|q] —C,(t— 5)0/?

avec C, = E[|N|9] < oo. Deés que ¢ > 2, on peut appliquer le théoreme avec
e = 2 — 1. On trouve ainsi que B a une modification dont les trajectoires sont
continues, et méme localement holdériennes d’exposant « pour tout o < (¢—2)/(2¢q).
En choisissant ¢ grand on trouve le résultat souhaité. O

Définition 2.4 Un processus (By,t > 0) est un mouvement brownien (réel, issu de
0) si:

(i) (B, t > 0) est un pré-mouvement brownien.

(ii) Les tragectoires de B, c’est-a-dire les applications t — By(w) pour w € Q, sont
toutes continues.
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L’existence du mouvement brownien découle du corollaire précédent. En effet la
modification obtenue dans ce corollaire est encore un pré-mouvement brownien, et
ses trajectoires sont continues. Dans la suite on ne parlera plus de pré-mouvement
brownien et on s’intéressera uniquement au mouvement brownien.

Il est important de remarquer que I’énoncé de la Proposition 2.4 reste vrai mot
pour mot si on remplace partout pré-mouvement brownien par mouvement brownien.
En effet, avec les notations de cette proposition, on vérifie immédiatement que les
processus —B, B*, B® ont des trajectoires continues si ¢’est le cas pour B.

Mesure de Wiener. Notons C'(R,,R) I'espace des fonctions continues de R
dans R. La donnée d’'un mouvement brownien B fournit donc une application

Q— C(R-H R)

w— (t — Bi(w))

qui est mesurable lorsque C'(R,,R) est muni de la plus petite tribu rendant mesura-
bles les applications coordonnées w — w(t). Il est facile de voir que cette tribu notée
C coincide avec la tribu borélienne pour la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact). La mesure de Wiener (loi du mouvement brownien) est par
définition la mesure-image de P(dw) par cette application. Si W (dw) désigne cette

mesure-image, le Corollaire 2.3 montre que, pour 0 = t, < t; < --- < t,, et
Ap, Ay, ..., A, € B(R),

W({W;W(to) € AO,W(tl) c A17 - ,W(tn) c An})

dyy ... dy, ~ (yi — yie1)*
=14,(0 ex — -
4(0) /Alx...xAn (2m)"2\/ti(ts —t1) ... (tn — ty1) P ( Z 2(t; — ti—1)

(avce la convention 3,=0). De plus ces propriétés caractérisent la probabilité W : en
effet, la classe des ensembles de la forme {w; w(to) € Ay, w(t1) € Ay,...,w(t,) € A}
(les “cylindres”) est stable par intersection finie et engendre la tribu C, ce qui, par un
argument standard de classe monotone, suffit pour dire qu'une mesure de probabilité
sur C est caractérisée par ses valeurs sur cette classe. En conséquence, la mesure de
Wiener ne dépend pas du choix du mouvement brownien B pour la construction. Si
B’ est un autre mouvement brownien, on a pour tout A4 € C,

P((By)i0 € A) = W(A) = P((B})i=0 € A).

Nous utiliserons fréquemment cette propriété sans plus de commentaires. Voir par
exemple la deuxieme partie de la preuve du Corollaire 2.9 ci-dessous.

Si 'on prend maintenant comme espace de probabilité

Q=C[R,,R), F=C, P(dw)=W(dw),
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le processus, dit canonique,
Xi(w) = w(t)

est un mouvement brownien (d’apres le Corollaire 2.3 et les formules ci-dessus).
C’est la construction canonique du mouvement brownien.

2.3 Comportement des trajectoires du mouvement
brownien

Dans ce paragraphe, nous obtenons quelques informations sur ’allure des trajectoires
du mouvement brownien B. Un ingrédient tres utile est le résultat suivant, connu
sous le nom de loi du tout ou rien.

Théoreme 2.8 Pour tout t > 0 soit F; la tribu définie par
f;f :O'(BS,S St)a

et soit

For = [ Fe-

s>0

La tribu Fo, est grossiere, au sens ou VA € Foy, P(A) =0 ou 1.

Démonstration. Soient 0 < t; < ty < --- < t;, et soit g : R¥ — R une fonction
continue bornée. Soit aussi A € Fy,. Alors, par un argument de continuité,

E[].Ag(Btl, .. -7Btk>] = ll_I)l’(l)E[lAQ(Btl — Bs; e ,Btk — BE)]

Mais, des que € < ty, les v.a. By, — B., ..., B;, — B. sont indépendantes de F. (par
la propriété de Markov simple) et donc aussi de la tribu Fy,. Il en découle que

El4g9(By,,...,B,)] = g%P(A)E[g(Bh—Ba,...,Btk—Ba)]
— P(A)E[g(By,,...,B,)]

Ainsi on trouve que Fo; est indépendante de o(By,, ..., B ). Comme cela est vrai
pour toute famille finie {¢1, ..., ¢} de réels strictement positifs, Fy, est indépendante
de o(By;,t > 0). Finalement o(B;,t > 0) = o(B;,t > 0) puisque By est la limite
simple de B, quand ¢t — 0. Comme Foy C o(By,t > 0), on voit que Fo, est
indépendante d’elle-méme, ce qui entraine que Fy, est grossiere. ([l
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Corollaire 2.9 On a p.s. pour tout € > 0

sup Bs > 0, inf B, <0.
0<s<e 0<s<e

Pour tout a € R, soit T, = inf{t, B, = a} (inf ) = o0). Alors,
ps., Yae R, T, < .
En conséquence, p.s.,

limsup B; = 400, liminf B; = —oc.
t—00 t—o0

Remarque. Il n’est pas a priori évident que la variable supy,«. Bs soit mesurable:
il s’agit d’un supremum non dénombrable de fonctions mesurables. Cependant, parce
que nous savons que les trajectoires de B sont continues, on peut se restreindre aux
valeurs rationnelles de s € [0,¢] et on obtient alors un supremum dénombrable
de variables aléatoires. Nous utiliserons ce type de remarque implicitement dans la
suite.

Démonstration. Soit (g,) une suite de réels strictement positifs décroissant vers
0, et soit

0<s<ep

A:ﬂ{ sup Bg > 0}.
P

Il est clair que I'événement A est Fy-mesurable. D’autre part,

P(A) = lim | P[ sup B, > 0],

p—0o0 0<s<ep

t
© 1
Pl sup B;>0]>P[B,, >0) = o1

0<s<gp

ce qui montre que P[A] > 1/2. D’apres le Théoreme 2.8 on a P[A] =1, d’ou

p.s. Ve >0, sup B, > 0.
0<s<e

L’assertion concernant infy<,<. B, est obtenue en remplacant B par —B.
Ensuite, on écrit

1 = P[sup BS>0]:1gf51TP[sup Bg > ¢],

0<s<1 0<s<1

et on remarque en appliquant la propriété d’invariance d’échelle (Proposition 2.4
(ii)) avec A = 1/§ que

Plsup B, >0 =P sup BY*>1]=P[ sup B, >1].

0<s<1 0<5<1/62 0<s<1/62
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En faisant tendre  vers 0, on trouve

Plsup B, > 1] = 1.
s>0

A nouveau un argument de changement d’échelle montre que pour tout A > 0,

Plsup By > Al =1
s>0

et en utilisant le changement B — —B on a aussi

Plinf By < —A] = 1.
s>0

Les dernieres assertions du corollaire en découlent facilement: pour la derniere, on
observe qu'une fonction continue f : Ry — R ne peut visiter tous les réels que si
limsup,_,, o f(t) = +o0, liminf,_, f(t) = —o0. O

En utilisant la propriété de Markov simple, on déduit facilement du corollaire
que p.s. la fonction ¢ — B; n’est monotone sur aucun intervalle non-trivial.

Proposition 2.10 Soit 0 = t§ <t < --- < {7 =1t une suile de subdivisions de
[0,¢] de pas tendant vers 0 (i.e. sup,(t} —t' ) — 0). Alors,

Pn
lim Y (By =By )’ =t,
=1

dans L.

Démonstration. C’est une conséquence presque immédiate de la Proposition 1.9,

en écrivant By — Byn = G(Jt7 1, 7). 0
On déduit facilement de la Proposition 2.10 et de la continuité des trajectoires

que p.s. la fonction ¢ — B; n’est a variation finie sur aucun intervalle non trivial.

2.4 La propriété de Markov forte

Notre but est d’étendre la propriété de Markov simple (Proposition 2.4 (iii)) au cas
ou l'instant déterministe s est remplacé par un temps aléatoire 7. Nous devons
d’abord préciser la classe des temps aléatoires admissibles. On garde la notation F;
introduite dans le Théoréme 2.8 et on note aussi F., = 0(Bs, s > 0) V o(N).

Définition 2.5 Une variable aléatoire T' a valeurs dans [0, 00| est un temps d’arrét
sivt >0, {T <t} eF.
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Ezemples. Les temps T = t (temps constant) ou 1" = T, sont des temps d’arrét
(pour le deuxieme cas remarquer que {7, < t} = {supy<,«; Bs > a} pour a > 0).
En revanche, T = sup{s < 1, B, = 0} n’est pas un temps d’arrét (cela découlera par
I'absurde de la propriété de Markov forte ci-dessous et de la Proposition 2.9).

Définition 2.6 Soit T' un temps d’arrét. La tribu des événements antérieurs a T
est

Fr={AcFu; ¥t >0, AN{T <t} e £}

On vérifie facilement que les variables aléatoires T' et By sont Fp-mesurables
(pour By, remarquer que p.s.

Br = lim Z 1{i27n<T§(i+1)2*"}Bi2*”7

puis que By1g,cry est Fp mesurable).

Théoréme 2.11 (Propriété de Markov forte) Soit T un temps d’arrét. Alors,
conditionnellement a {T < oo}, le processus BT défini par

B{" = Br,, — By
est un mouvement brownien indépendant de Fr.

Démonstration. Supposons d’abord T' < oo p.s. On va montrer que, pour A € Fr,
0<t <---<t,et F continue bornée sur R? on a

E[1,F(B",....B{")] = PIA| EIF(B,,...,B,))- (2.1)

Cela suffit pour établir les différentes assertions du théoreme : le cas A = €2 montre
que BT est un mouvement brownien (remarquer que les trajectoires de B") sont

continues) et d’autre part (2.1) entraine que pour tout choix de 0 <t; < --- <1, le
vecteur (Bt(lT), cee Bt(pT)) est indépendant de Fr, d’ou il découle par classe monotone
que B est indépendant de Fr.

Pour montrer (2.1), on observe d’abord que p.s.

F(B(T)

t1 o

T
.. B")
= nh_{go Z —1)2-n<r<i2-} F'(Bra-nit, — Bran, ..., Bra-niy, — Bra—n),
k=0

d’ou par convergence dominée,

B4 F(B,....B")

t1

= nll_{& Z B aLyg—1y2-r<r<io—r} F(Bra-nie, — Bra-n, ..., Bra-nyy, — Bra-—n)].
k=0
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Pour A € Fp, 'événement AN{(k—1)27" < T < k27"} est Fpp-n-mesurable, donc
coincide p.s. avec un événement de o(B,,r < k27"). D’apres la propriété de Markov
simple (Proposition 2.4 (iii)), on a donc
E[1 angk—1)2-n<r<k2-} F(Bra-njt, — Bran, ..., Bra-nyy, — Bra—n)]
=PAN{(k—=1)27" < T < k27"} E[F(By,,...,By,)],

et il ne reste plus qu’a sommer sur k£ pour arriver au résultat souhaité.
Lorsque, P[T = oo] > 0, les mémes arguments conduisent &

EﬂmﬂpwﬁFﬁﬂpw.ngN]:}ﬂAH{T<meEUNBhP“,B%H

et le résultat recherché en découle a nouveau. O

Une application importante de la propriété de Markov forte est le principe de
réflexion illustré dans la preuve du théoreme suivant.

Théoreme 2.12 Pour tout t > 0, notons S; = sup,, B,. Alors, sia >0 etb < a,
on a
P[St Za, Btﬁb] :P[Bt ZQQ—b]

En particulier, Sy a méme loi que |By|.

Démonstration. On applique la propriété de Markov forte au temps d’arrét
T, =inf{t > 0, B, = a}.

On a déja vu (Corollaire 2.9) que T, < oo p.s. Ensuite,

P[S; > a, B, <b| = P[T, <t, B, <b] = P[T, <t, B{"Y) <b—ad,

puisque Bg‘}?a = B, — By, = B; —a. Notons B’ = B4 de sorte que d’apres le
théoreme 2.11, le processus B’ est un mouvement brownien indépendant de Fr,, donc
en particulier de 7,. Comme B’ a méme loi que —B’, le couple (7,, B’) a aussi méme
loi que (7,, —B’). Notons H = {(s,w) € Ry x C(R4,R); s <t, w(t—s) <b—a}.

La probabilité précédente vaut

P[(T,,B) € H = P[(T,,—B') € H|
= P[T, <t, —B") <b—d
P[T, < t, B, > 2a — l]
P[B; > 2a — b]

parce que l'événement {B; > 2a — b} est contenu dans {7}, < t}.
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Pour la deuxieme assertion on observe que
P[StZa] :P[StZa7Bt2a]+P[St2a7Bt§a] ZQP[BtZCL] :PHBt] ZCL],

d’ou le résultat voulu. O

On déduit immédiatement du théoréeme précédent que la loi du couple (S;, By) a
pour densité
2(2a — b 2a — b)?
R ECEL

— | 1y, al-
\/ﬁ ot ) {a>0,b<a}

2
a
Corollaire 2.13 Pour tout a > 0, T, a méme loi que i et a donc pour densité

g(a7 b) =

2
1

2

a a
f(t) = GPE exp ( - 2_15) 1{t>0}-
Démonstration. On écrit
PIT,<t] = PI[S;>d
P[|By| > a] (Th.2.12)
= P[B} > d’]
P[tB? > a?]
2
= Pl <]
1

Ensuite, puisque B; suit une loi N'(0,1) on calcule facilement la densité de a?/B%.00

Généralisations. Soit Z une variable aléatoire réelle. Un processus (X¢,t > 0) est
appelé mouvement brownien (réel) issu de Z si on peut écrire X; = Z + By ou B est
un mouvement brownien issu de 0 et indépendant de Z.

Un processus B; = (B}, ..., BY) a valeurs dans R? est un mouvement brownien
(en dimension d) issu de 0 si ses composantes B!, ..., B sont des mouvements
browniens réels issus de 0 indépendants.

Enfin, si Z est une variable aléatoire & valeurs dans R? et X; = (X},..., X¢) un
processus & valeurs dans R, on dit que X est un mouvement brownien en dimension
d issu de Z si on peut écrire X; = Z 4+ B; ou B est un mouvement brownien en
dimension d issu de 0 et indépendant de Z.

La plupart des résultats qui précedent peuvent étre étendus au mouvement
brownien en dimension d. En particulier, la propriété de Markov forte reste vraie,
avec exactement la méme démonstration.
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Chapitre 3

Filtrations et Martingales

Dans ce chapitre, nous introduisons les rudiments de la théorie générale des processus
sur un espace de probabilité muni d’une filtration. Cela nous amene a généraliser
plusieurs notions introduites dans le chapitre précédent dans le cadre du mouvement
brownien. Dans un second temps, nous développons la théorie des martingales
a temps continu et nous établissons en particulier les résultats de régularité des
trajectoires.

3.1 Filtrations et processus

Définition 3.1 Soit (€2, A, P) un espace de probabilité. Une filtration sur cet espace
est une famille croissante (F;)o<i<co de sous-tribus de A.

Exemple. Si B est un mouvement brownien, on peut prendre
Fi=0(Bs,0<s<t), Fo=0(Bs,s>0).

Plus généralement, si X = (X;,t > 0) est un processus indexé par R, la filtration
canonique de X est F; = o(Xs, s < t) (ou par abus de langage I'augmentation
habituelle de (F;) comme cela sera défini plus loin).

On pose pour tout t > 0
ft_:,_ - ﬂfs

s>t
La famille (F;y) (avec Foor = Foo) est aussi une filtration. On dit que la filtration
(Fy) est continue a droite si

Fey = F4, Yt > 0.

Soit (F;) une filtration et soit N la classe des ensembles P-négligeables de F,
(ile. A e NsidA € Fy tel que A C A" et P(A') = 0). La filtration est dite
compléte si N C Fy (et donec N C F; pour tout t).
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On dira qu’une filtration (F;) satisfait les conditions habituelles si elle est a
la fois continue a droite et complete. Partant d’une filtration quelconque (F;) on
peut construire une filtration qui satisfait les conditions habituelles, simplement en
ajoutant a chaque tribu F;, la classe des P-négligeables de F,. C’est I’augmentation
habituelle de la filtration (F;).

Définition 3.2 Un processus (X;,t > 0) est dit mesurable si l’application
(t,w) — Xy(w)
définie sur Ry x Q muni de la tribu produit B(R,) ® A est mesurable.

Cette propriété est plus forte que de dire que, pour tout t > 0, X; est A-
mesurable. Cependant, si I'on impose que les trajectoires de X sont continues,
ou seulement continues a droite, il est facile de voir que les deux propriétés sont
équivalentes (approcher X par des processus “en escalier” qui sont mesurables).

Dans toute la suite on suppose qu’on s’est donné une filtration (F;) sur un
espace de probabilité.

Définition 3.3 Un processus X est dit adapté si pour tout t > 0, X; est F;-
mesurable. Le processus est dit progressif si, pour tout t > 0, application

(s,w) — X;(w)
est mesurable sur [0,t] x Q muni de la tribu B(]0,t]) ® F;.

Remarquons qu’'un processus progressif est adapté et mesurable (dire qu'un pro-
cessus est mesurable est équivalent a dire que pour tout t > 0, (s,w) — X,(w) est
mesurable sur [0,¢] x © muni de la tribu B([0,t]) ® A).

Proposition 3.1 Soit (X;,t > 0) un processus a valeurs dans un espace métrique
(E,d). Supposons que X est adapté et a trajectoires continues a droite (i.e. pour
tout w € Q, t — Xy(w) est continue a droite). Alors X est progressif.

Lemme 3.2 Pour tout € > 0, soit F; = F.4t. Un processus adapté X est progressif
relativement a la filtration (F;) si et seulement si, pour tout € > 0, il est progressif

relativement a la filtration (F7).

Démonstration. Il est évident que si X est progressif relativement a (F;), il l'est
aussi relativement a (7). Inversement, fixons ¢ > 0 et pour tout € €]0, ¢[ posons

Xi(w) = Xo(w)1poe—q () + Xe(w) 1y (s).
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Alors X¢ est mesurable pour B([0,t]) ® F; (par hypothese, 'application

0,t—¢e]xQ — E
(s,w) — Xi(w)

est B([0,t — ¢]) ® Fi-mesurable). De plus, pour s < t, X, = X¢ deés que ¢ est assez
petit. Le résultat recherché en découle. O

Démonstration de la Proposition 3.1. Pour tout n > 1, posons

XI' =" Xim Li—tymm((t)-
=1

La continuité a droite des trajectoires assure que
V>0, VweQ, Xiw)= lim X;"(w).
n—oo
D’autre part, X™ est progressif par rapport & (F¢) dés que n=! < . On conclut
donc que X est progressif par rapport a (F7) et on applique le lemme. 0]
Remarque. On peut remplacer continu a droite par continu a gauche dans 1’énoncé
de la proposition. La preuve est méme plus facile et n’utilise pas le lemme.

Tribu progressive. La famille des parties A € B(R;) ® A telles que le processus
Xi(w) = 14(t,w) soit progressif forme une tribu sur R, x €, appelée la tribu pro-
gressive. 1l est alors facile de vérifier (exercice !) qu'un processus X est progressif
si et seulement si l'application (¢, w) — X;(w) est mesurable sur R, x {2 muni de la
tribu progressive.

3.2 Temps d’arrét et tribus associées

Définition 3.4 Soit (F;) une filtration sur (Q, A, P). Une v.a. T : Q — R, =
R; U{+oo} est un (F)-temps d’arrét si vt > 0, {T <t} € F;.

On associe a un temps d’arrét T' les tribus suivantes:

Fr={AeF.,,Vt>0, AN{T <t} € F}
Fri={Ae€F ,Vt >0, An{T <t} € F;}
Fro=0(AN{T >t} t>0,A€e F}
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Propriétés.

(a) On a toujours Fr_ C Fp C Fry. Sila filtration (F;) est continue a droite, on
a qu_ = .}tT.

(b) Une vaa. T : Q — R, est un (F,,)-temps d’arrét si et seulement si Vt > 0,
< t} € F. Cela équivaut encore a dire que T' At est Fi-mesurable, pour
T <t Fi. Cela équivaut a di T Nt est F bl
tout ¢.

(c)SiT =t, Fr=F, Fry = Fiy.
(d) Pour A € F., posons

T(w stwe A
TA(M)_{ —1—530) siwé¢ A

Alors A € Fr si et seulement si 74 est un temps d’arrét.
(e) T est Fr-mesurable.

(f) Si S, T sont deux temps d’arrét et si S < T, alors Fg C Fr. En général, SVT et
S AT sont deux temps d’arrét et Foar = Fs N Fp. De plus, {S < T} € Fsar,
{S == T} E fS/\T.

(g) Si (S,) est une suite croissante de temps d’arrét, alors S = lim T .S, est aussi
un temps d’arréet, et

Foo =\ Fs.—.

(h) Si (S,) est une suite décroissante de temps d’arrét, alors S = lim | S, est un
temps d’arrét de la filtration (F;.), et

Fsy = ﬂ F St
(i) Si (S,) est une suite décroissante stationnaire de temps d’arrét (i.e. Yw, AN (w):
Vn > N(w), Sp(w) = S(w)) alors S = lim | S, est aussi un temps d’arrét, et
Fs=[)Fs..
La preuve de ces propriétés est facile. Démontrons par exemple les quatre

dernieres.

(f) Si S <T et A€ Fs alors
AN{T <t} =(An{S <t} n{T <t} € F,

32



d’ou A € Fr.
En général,

{SAT <t} ={S<t}u{T <t}er,
(SVT <t} ={S<t}n{T <t} e F.

Il est évident d’apres ci-dessus que Fgar C (Fs N Fr). De plus, si A € Fg N Fr,
AN{SAT <t} =(AN{S<tHUAN{T <t}) e F,

d’ou A € Fsar.
Ensuite, pour t > 0,

(S<TIN{T <t} ={S<BN{T<t}N{SALt<TAt}€F
(S<TYN{S<t)={SAt<TAt}N{S<t}eF,

ce qui donne {S < T} € FsNFr = Fgar. L'argument pour {S = T'} est le méme.
(g) On a
{S<tt=({S.<t}eF.

De plus, on voit d’abord que Fg,- C Fs_ (pour A € Fy, écrire AN{S, >t} =
(AN{S, >t})Nn{S >t})). Donc VA Fs,— C Fs_. Ensuite, pour A € F,

An{S >t} = JAn{S, > t}),

ce qui montre que AN{S >t} €\/, Fs,_.
(h) On écrit
{s<ty=|J{s. <t} eF.

De plus, il est facile de voir que Fg. C Fg,+ pour tout n, et inversement si A €

M Fsts
An{S<ty=JAn{S, <t}) e 7,

d'ou A € Fgy.
(i) Dans ce cas on a aussi

{s<ty=J{S. <treF,

et pour A € (), Fs,,
An{s<tr=JAn{s, <t} e 7,

d'ou A € Fgs. O
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Théoréme 3.3 Soit (X, t > 0) un processus progressif et T un temps d’arrét. Alors
X1 1i7<ocy est Fr-mesurable.

Démonstration. De la définition il découle tres facilement qu'une fonction Y :
Q2 — R nulle sur {T" = oo} est Fr-mesurable si et seulement si pour tout ¢ > 0,
Y 1{r<y est Fi-mesurable (écrire pour A € B(R) avec 0 ¢ A, {Y € A}n{T <t} =
{Y Lirayy € A}).

On applique cette observation a ¥ = Xplipcsy, de sorte que Y lip<yy =
X1 Lir<y = Xoae Lyr<yy. Or X7 est la composition des deux applications

w — (T(w)Atw)
Fi B([0,t]) ® F
et

(s,w) — Xs(w)
B([0,t]) ® F; B(R)

qui sont toutes les deux mesurables (la deuxiéme par définition d’un processus pro-
gressif). On conclut que Xr7,:, donc aussi Xray 17« est Fi-mesurable. O

Proposition 3.4 Soient T un temps d’arrét et S une v.a. Fr-mesurable telle que
S >T. Alors S est aussi un temps d’arrét.
En particulier, si T est un temps d’arrét,

[e.9]

kE+1
T, = Z on Ligo-ncr<rinz—ny + 00 - Lir—co}
k=0

est une suite de temps d’arrét qui décroit vers T
Démonstration. On écrit
{S<t}={S<t}n{T <t}eF
puisque {S < t} est Fr-mesurable. La deuxiéme assertion en découle puisque T,
est clairement Fr-mesurable et T,, > T'. O
Nous terminons ce paragraphe avec un théoreme important qui permet la con-

struction de nombreux temps d’arrét.

Théoréme 3.5 On suppose que la filtration (F;) vérifie les conditions habituelles
(elle est compleéte et continue a droite). Soit A C Ry x Q un ensemble progressif
(i.e. tel que le processus Xi(w) = 1a(t,w) soit progressif) et soit D le début de A
défini par

Dy(w) =inf{t >0, (t,w) € A} (inf @ = c0).

Alors D4 est un temps d’arrét.
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La preuve de ce théoreme repose sur le résultat difficile de théorie de la mesure
qui suit.
Théoreme. Soit (A, G,I1) un espace de probabilité complet, au sens ou la tribu G
contient tous les ensembles 11-négligeables. Soit H C R, X A un ensemble mesurable
pour la tribu produit B(R,) ® G. Alors la projection de H,

p(H)={we A;3t >0, (t,w) € H}

appartient a la tribu G.
(Pour une preuve voir le traité de C. Dellacherie et P.A. Meyer, Probabilités et
Potentiel, Vol. I, pages 68 et 92-93.)

Démonstration du Théoreme 3.5. On applique le théoreme ci-dessus en fixant
t > 0, en prenant (A, G,II) = (Q, F, P) et H = ([0,¢[x2) N A. La définition d'un
processus progressif montre que H est mesurable pour B(R)® F;. En conséquence,

p(H) ={w e Q, Is < t, (s,w) € A} € F;.

Or il est clair que I"événement {D, < t} coincide avec cet ensemble. On a donc
obtenu {D4 < t} € F; et puisque la filtration est continue a droite, D4 est un temps
d’arrét. 0

Remarque. Dans des cas particuliers, qui sont ceux qu’on utilise le plus fréquemment,
on peut obtenir le résultat du Théoreme 3.5 plus facilement, et sans hypothese sur
la filtration. On consideére un processus X a valeurs dans un espace métrique (E, d):

(i) Si (X, t > 0) est un processus a trajectoires continues a droite et adapté, si O
est un ouvert de FE, alors

TO = 1nf{t 2 O, Xt € O}

est un temps d’arrét de (F;y ). En effet,

{To<ty= |J {X,€0}.

s€[0,t[NQ

(ii) Si (X, t > 0) est un processus a trajectoires continues et adapté, et si F' est un

fermé, alors
szlnf{tzo, Xt S F}

est un temps d’arrét. En effet,

{Te <t} = { inf d(X,, F) =0} ={ inf d(X,,F)=0}

s€[0,¢]NQ
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3.3 Martingales et surmartingales a temps con-
tinu
On suppose donné un espace de probabilité muni d’une filtration (2, A4, (F;), P).

Définition 3.5 Un processus (X;,t > 0) adapté et tel que, pour toutt > 0, X; € L
est appelé

- martingale si pour s < t, E[X; | Fy] =

57.
- surmartingale si pour s < t, E[X; | Fs] < Xs;

- sous-martingale si pour s < t, E[X; | Fs| > X;.
Exemples. On dit qu'un processus (Z;,t > 0) est un processus a accroissements
indépendants (PAI) par rapport a la filtration (F;) si Z est (F;)-adapté et si, pour
s < t, Zy — Zs est indépendant de la tribu F, (par exemple un mouvement brownien

est un PAI par rapport a sa filtration canonique, complétée ou non). Si Z est un
PAI par rapport a (F;) alors

(i) si Z, € L' pour tout t >0, Z, = Z, — E[Z,] est une martingale;
(i) si Z, € L? pour tout ¢ > 0, X, = Z2 — E[Z?] est une martingale;
(iii) si pour @ € R, E[e??] < oo pour tout ¢ > 0,

e@Zt

E[e%Z]

Xt:

est une martingale.
Les démonstrations sont tres faciles. Dans le deuxieme cas,
E[(Zt)Q | ]:S] = E[(Zs + Zﬁ - ZS)Q ‘ .7:3]
224+ 2ZE((Zy — Zs) | Fsl+ E[(Z — Zs)* | F
= 724 27.E|(Z - Z)) + El(Z, — Z.)¥
= Z:+ E[Z}) - E[Z]),
d’ou le résultat voulu. Dans le troisieme cas,

east[ea(ZﬁZS) .7:3] eZs
E[GGZS]E[GG(Zt—ZS)] - E[eezs]

E[X, | F)] = = X,.
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En prenant Z = B (avec sa filtration canonique), on voit que les processus

e
By, B —t, "3

sont des martingales. On peut aussi prendre pour f € L2 (R, dt),

loc

7, - / f(s)dB, (= G(f1ug).

Les propriétés élémentaires des mesures gaussiennes montrent que Z est un PAI par
rapport a la filtration canonique de B, et donc

/Otf(s)st, (/Otf(s)d33>2 - /Otf(S)st, exp (9 /Otf(s)st — %Q/Otf(s)zds)

sont des martingales. On peut aussi prendre Z = N, processus de Poisson standard,
et on trouve alors en particulier que

Ny —t, (N, —t)? —t

sont des martingales.

Soit (X;) une martingale (respectivement une sous-martingale) et soit f : R —
R une fonction convexe (resp. une fonction convexe croissante). Supposons aussi
que f(X;) € L' pour tout ¢ > 0. Alors, (f(X;),t > 0) est une sous-martingale.

En effet, d’apres I'inégalité de Jensen, on a pour s < t

Ef(X0) | F] = F(EIX | F) = f(X).

On peut appliquer cette observation & la fonction convexe croissante f(x) = z7.
On trouve que si (X, ¢t > 0) est une sous-martingale, ((X;)™,¢ > 0) est aussi une
sous-martingale. En particulier, on a pour tout s € [0, t],

E[(X,)"] < E[(X,)"].
D’autre part, puisque X est une sous-martingale on a aussi pour s € [0, ],
E[X,] > E[X,].
En combinant ces deux inégalités, et en remarquant que |x| = 22" — z, on trouve

sup E[|X,|]] <2E[(Xy)*] — E[X,] < oo.
s€[0,t]

Dong, si (X;,t > 0) est une sous-martingale (ou une surmartingale, en changeant X
en —X), on a pour tout t > 0, sup,cjo 4 E[|Xs|] < co. Cette remarque simple sera
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utile dans la suite. Observons aussi que si X est une martingale, pour tout p > 1,
| X¢|” est une sous-martingale, et donc E[|X;|?] est fonction croissante de t.

Notre objectif est maintenant d’établir des résultats de régularité des trajectoires
pour les martingales et les surmartingales a temps continu. Nous commencgons par
rappeler les résultats connus a temps discret, dont on peut immédiatement déduire
des conséquences intéressantes a temps continu.

Inégalités maximales et inégalités de Doob.

Soit (Y,,n € N) une surmartingale a temps discret. Alors, pour tous A > 0,

k>0,
APsup Y, | > A < E[[Yol] + 2E[|Yi].
n<k

Si maintenant (X, s > 0) est une surmartingale & temps continu, on peut appli-
quer ce résultat a la surmartingale a temps discret Y,, = X; ., , pour toute partie finie
{t1 <ty <--- <ty =t} de [0,t]. Ensuite, si D est un sous-ensemble dénombrable
de R, , en écrivant D comme limite croissante de parties finies, on obtient que

AP[ sup | X, >\ < E[|Xo|] + 2E[| X.]].

s€[0,t)ND

Si on suppose de plus que les trajectoires de X sont continues a droite alors, en
prenant D dense et tel que t € D, on a

sup | X = sup | X,
s€[0,tjnD s€0,t]
ce qui montre que dans l'inégalité précédente on peut prendre sup ey, au lieu de
SUDse(0,4nD-
L’inégalité de Doob affirme que si (Y,,,n € N) est une martingale a temps discret
telle que Y,, € L? (pour p > 1) alors, pour tout k > 0,

[[sup [Yalll, < q[[Yellp
n<k

ou % + 1 = 1. On en déduit que si (X;,t > 0) est une martingale & temps continu
bornée dans LP,
I sup Xl < gl Xl
s€[0,tjND
et on peut remplacer sup e np Par supgepy St X a des trajectoires continues a
droite. Résumons les résultats obtenus.

Proposition 3.6 Soit (X;,t > 0) une surmartingale dont les trajectoires sont con-
tinues a droite. Alors, pour tous t € [0,00], A > 0,

A Plsup | X, > A] < 3sup E[|X;|].

s<t s<t
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Si (X¢,t > 0) est une martingale dont les trajectoires sont continues a droite, et si
X; € LP pour tout t > 0, alors

[[sup [ Xslllp < al| X5,
s<t

Remarque. La quantité sup,., F[| X, est finie d’apres une observation précédente.

Nombres de montées.

Si f: T — R est une fonction définie sur une partie 7' de R, et si a < b, le
nombre de montées de f le long de [a, b], noté M {b(T) est le supremum des entiers
k tels que 'on puisse trouver une suite croissante s; < t; < -+ < s < g avec
f(SZ) < a, f(tz) > b.

On sait que si (Y,,) est une surmartingale (a temps discret),

EM(0,0])] < 72— F[(V, —a) .

—a
On en déduit immédiatement le résultat suivant, en prenant d’abord D fini.
Proposition 3.7 Soit (X;,t > 0) une surmartingale. Si D est un sous-ensemble
dénombrable de R,

1

—a

E[Mz([0.4)0 D)} < o—B[(X; — a)-].
Théoremes de convergence.

Si (Y,,n > 0) est une surmartingale bornée dans L' (en particulier si elle est
positive), alors Y,, — Y, p.s. et Y, € L.

Si (Y, n < 0) est une surmartingale indezée par les entiers négatifs, et telle que
sup,,<o E[Yn] < 0o, alors la suite (Y;,) est uniformément intégrable, et converge p.s.
et dans L' quand n — —oo vers une variable Z telle que Z > E[X,, | F_o] (par
définition, F_oo = (),,<o Fn)-

Le théoréme suivant applique ces résultats “a temps discret” aux surmartingales
a temps continu.

Théoreme 3.8 Soit (X;,t > 0) une surmartingale et soit D un sous-ensemble
dénombrable dense de R, .

(i) Pour presque tout w € Q, Uapplication s — X(w) définie sur D et a valeurs
dans R admet en tout point t de Ry une limite a droite X, (w) finie et en tout point
t de Ry \{0} une limite a gauche X;_(w) finie.

(ii) Pour toutt € Ry, X,y € L' et

X, > E[X¢y | F)
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avec égalité si la fonction t — E[Xy] est continue a droite (en particulier si X est
une martingale). Le processus (X1t > 0) est une surmartingale par rapport a la
filtration (Fiy), une martingale si X en est une.

Démonstration. (i) Fixons 7" > 0. L’inégalité maximale de Doob entraine aussitot
que

lim P[ sup |X|>A]=0,

A=00  se pN[0,T]
d’ou

sup |Xs| <00, ps.
s€DN[0,T]

Ensuite, 'inégalité sur les nombres de montées montre que, p.s. pour tous a < b

rationnels,
M2 (DN[0,T)) < <.

Donc p.s. la fonction s — X (w) est bornée sur D N [0, 7] et, pour tous a < b
rationnels, ne fait qu'un nombre fini de montées le long de [a,b]. La propriété
énoncée en (i) en découle: en effet si une fonction bornée f: DN[0,7] — R n’a par
exemple pas de limite & gauche finie en ¢ €]0, T'], on peut choisir a < b rationnels de
facon que

liminf f(s) < a < b < limsup f(s),
st sTTt
et on voit facilement que le nombre de montées de f le long de [a, b] doit étre infini.

(ii) Pour que X, (w) soit défini pour tout w et pas seulement sur I’ensemble de
probabilité un ou la limite existe, on peut convenir de prendre X;,(w) = 0 sur
I'ensemble (F;;-mesurable et de probabilité nulle) ou la limite a droite en ¢ le long
de D n’existe pas. Avec cette convention, Xy (w) est bien défini pour tout w et est
Fir-mesurable.

Fixons t > 0 et choisissons une suite (t,) dans D avec t, || t. Alors, par

construction on a p.s.,
Xt+ = lim th.

n——oo

De plus, posons, pour k£ <0, ¥, = X, ,. Alors Y est une surmartingale indexée par
les entiers négatifs, par rapport a la filtration Gy = F;_,. Comme il est clair que
supy, E[|Yx]] < oo, on conclut d’apres le résultat “discret” rappelé immédiatement
avant le théoréme que la suite X;, converge dans L' vers X;,. En particulier X, €
L.

Grace a la convergence dans L', on peut passer & la limite dans 'inégalité X, >
E[X:, | Fi], et on trouve

X, > E[X,, | Fi).
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De plus, toujours grace a la convergence dans L', on a E[X;,] = lim E[X; ] et
donc si la fonction s — E[X;] est continue a droite on doit avoir E[X;;] = E[X,].
Clairement, I'inégalité précédente n’est alors possible que si X; = E[X;, | F].

Nous avons déja remarqué que X, est F; -mesurable. Soit ensuite s < ¢ et soit
aussi une suite (s,,) dans D telle que s, || s. On peut bien stur supposer s, < t,.
Alors X, converge vers X, dans L', et donc, si A € F,y,

ElXo14] = lim E[X, 14] > lim E[X; 14] = E[X;114] = E[E[X;y | Foy]1a],
ce qui entraine Xy, > FE[X;; | Fsi]. Enfin, si X est une martingale, on peut
remplacer dans le calcul précédent I'inégalité > par une égalité. O

Théoréme 3.9 Supposons que la filtration (F;) satisfait les conditions habituelles.
Si X = (X, t > 0) est une surmartingale et si la fonction t — E[X;] est continue
a droite, alors X a une modification, qui est aussi une (F;)-surmartingale, dont les
trajectoires sont continues a droite avec des limites a gauche en tout point (cadlag).

Démonstration. Fixons un ensemble D comme dans le Théoreme 3.8. Soit N
I’ensemble négligeable en dehors duquel la fonction s — X (w) a le long de D des
limites a droite et a gauche en tout ¢ € R,. Posons alors

=10 SIEN

Les trajectoires de Y sont alors continues a droite: en effet, si w ¢ N on a pour
t>0ete>0

sup Y;(w) < sup X (w),

[t,t+e[ |t,t+e[ND
inf Yy(w)> inf X (w),
[t,t+e] Jt,t+e[ND

lim <] sup Xs(w)) = lim (} inf Xs(w)) = Xt (w) =Yy (w).

el0 N\t t4elnD el0 \]tt4+e[ND

Le méme argument montre que les trajectoires de Y ont des limites a gauche. Enfin,
comme F; = F; on a d’apres le Théoreme 3.8 (ii),

Xt = E[Xt+ | E] - E[Xt+ ‘ ft+] = Xt+ = }/;47 p'S‘

puisque X, est F;.-mesurable. On voit ainsi que Y est une modification de X.
Puisque la filtration (F;) est complete, il est clair que Y; est F;-mesurable et il est
aussi immédiat que Y est une (F;)-surmartingale. O
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Remarque. Si la filtration est quelconque, on peut toujours appliquer le théoreme
précédent a l’augmentation habituelle de (F;) et au processus (X;;) du Théoreme
3.8 (remarquer que l'application t — E[X,] est toujours continue & droite). On
trouve ainsi que (Xyy) a une modification cadlag.

En particulier, si on sait a 'avance que les trajectoires de X sont continues a
droite, on en déduit que p.s. elles ont aussi des limites a gauche (une modification
continue a droite est unique a indistinguabilité pres).

3.4 Théoremes d’arrét

Nous commencons par un théoreme de convergence analogue au résultat discret
rappelé dans la partie précédente.

Théoréme 3.10 Soit X une surmartingale continue a droite et bornée dans L' (ce
qui équivaut G sup,so E[X,_] < 00). Alors, il existe une v.a. Xo_ € L' telle que

lim X; = X, p.s.

t—o00

Démonstration. Soit D un sous-ensemble dénombrable dense de R,. On déduit
de la Proposition 3.7 que, pour tous a < b,

E[M (D)) < g—sup E[(X: — a)-] < oc.

Donc, p.s. pour tout rationnels a < b on a M (D) < co. Comme dans la preuve
du Théoreme 3.8, on en déduit que

lim Xt
D>t—oo
existe p.s. (et cette limite est dans L' d’apres le lemme de Fatou). La continuité
a droite des trajectoires permet de supprimer la restriction ¢ € D dans la limite
précédente. O

Définition 3.6 Une surmartingale (X, t > 0) est dite fermée par une v.a. X €
LY si pour tout t > 0,
X > E[ X | F.

Une martingale (X;,t > 0) est dite fermée (comme martingale) par Xo, € L' si

pour tout t > 0,
X, = E[X | F
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Remarquons qu’une martingale peut étre fermée en tant que surmartingale sans
I’étre en tant que martingale. Par exemple une martingale positive est toujours
fermée comme surmartingale par 0, mais n’est pas nécessairement fermée comme
martingale. Rappelons qu'une martingale a temps discret (V,,n € N) est fermée

(i.e. on peut écrire comme ci-dessus Y,, = E[Y,, | G,] avec Y, € L) si et seulement
si elle est uniformément intégrable, et cela équivaut encore a dire que Y,, converge
p.s. et dans L'. On a le résultat analogue & temps continu.

Proposition 3.11 Soit (X;,t > 0) une martingale continue a droite. Alors il y a
équivalence entre

(i) X est fermée;
(ii) X; converge p.s. et dans L' vers Xoo_;
(iii) la famille (Xt t > 0) est uniformément intégrable.

Démonstration. L’implication (i)=-(iii) est facile puisque si Z € L', la famille de
v.a. {E[Z | G], G sous — tribu de A} est uniformément intégrable. Si (iii) est vrai,
la Proposition 3.10 entraine que X; converge p.s. vers X,_, donc aussi dans L! par
uniforme intégrabilité. Enfin, si (ii) est vérifié, on peut passer a la limite ¢ — oo
dans L' dans Dégalité X, = E[X; | F;] et on trouve X, = E[X_ | Fy. O

Si une surmartingale continue a droite (X;,¢t > 0) est fermée par X, alors un
argument de convexité donne F[(X;)”] < E[(Xx)~], et donc, d’apres la Proposition
3.10, X, converge p.s. vers X,,_. On vérifie alors que X est fermée par X, (passer
a la limite ¢ — oo dans l'inégalité X, — F[Xy | Fs] > E[X; — B[ X | Fi] | Fs] en
utilisant le lemme de Fatou).

Le théoreme d’arrét pour une surmartingale discrete (Y, & € N), relativement
a une filtration (Gy), fermée par Y, énonce que si S et T sont deux temps d’arrét
tels que S < T on a Ys, Yy € L', et Yg > E[Yr | Gs] (avec la convention Yy = Y,
sur {T' = oo}). L’analogue continu de ce théoréme est le résultat le plus important
de cette partie.

Théoréme 3.12 (a) Soit X une surmartingale continue a droite et fermée par une
v.a. Foo-mesurable Xo,. Soient S et T deux temps d’arrét avec S < T. Alors Xg
et Xp sont dans L' et

Xs > E[ X7 | Fsl,

avec la convention Xp = Xoo sur {T = co}.
(b) Soit X une martingale continue a droite fermée par une v.a. Fuo-mesurable X ..
Alors, si S et T sont deux temps d’arrét avec S < T on a

Xs = E[Xr | Fsl,

avec la méme convention que ci-dessus. En particulier, X = F[X | Fs].
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Démonstration. (a) Pour tout n > 1, posons
k
D, = {Q—n,k € N} U {+o0},

puis 7,, = inf{t € D,,,t > T'}. D’apres la Proposition 3.4, les T;, forment une suite
de t.a. qui décroit vers T'.

Considérons pour n fixé les deux variables T,, et T, .1, qu'on peut voir comme
deux temps d’arrét de la filtration discrete (Fy,t € D,yq). Puisque T,,11 < T, le
théoreme d’arrét appliqué a la surmartingale discrete (X, ¢ € D,,11) (qui est fermée
par X, ), dans la filtration discrete (F;,t € D, 1), entraine que

XTn+1 > E[X, | ‘/TTn—H]'

On obtient ainsi que Y, = Xp , pour & < 0 est une surmartingale indexée par
les entiers négatifs relativement a la filtration (Fr_,,k € —N). De plus on a aussi
supy E[Yx] = sup, E[Xr1,] < E[Xy], toujours d’apres le théoreme d’arrét discret.
D’apres le résultat discret rappelé avant le Théoreme 3.8, on conclut que Xp,, con-
verge p.s. et dans L!. La limite est forcément X par continuité a droite, et en
particulier X1 € L.

Au temps d’arrét S, on associe de méme la suite S, | 9, et Xg, converge vers
Xg p.s. et dans L. Puisque S,, < T, le théoréme d’arrét discret donne

Xs, > E[ X7, | Fs,]
donc, pour A € Fs C Fg,,
E[Xs,14] > E[X7,14].
En passant & la limite L' quand n — oo, il vient
E[Xs14] > E[X714],

pour tout A € Fg. Comme Xg est Fg-mesurable (1ig<o}Xg 'est d’apres le
Théoreme 3.3 et 15—} X l'est parce que X, est F,-mesurable), cette inégalité
suffit pour conclure que Xg > E[Xr | Fs).

(b) 1l suffit d’appliquer la partie (a) a X et a —X. O

Corollaire 3.13 Soit X une surmartingale (resp. une martingale) continue a droite
et soient S < T deux temps d’arrét bornés. Alors

Xg > E[XT ‘ fs] (7“6811 Xs = E[XT | fS])

Démonstration. Soit a > 0 tel que T' < a. On applique le théoreme précédent a
(Xina, t > 0) qui est bien sar fermée par X,. O
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Corollaire 3.14 Soit X une martingale continue a droite uniformément intégrable,
et soit T un temps d’arrét. Alors le processus (Xiar,t > 0) est aussi une martingale
uniformément intégrable, et

Xinr = E[Xr | 7,
avec la convention X1 = Xoo— sur {T = oo}.

Démonstration. Il suffit d’établir la derniere assertion. Rappelons que Xp € L!
d’apres le Théoreme 3.12. D’apres ce théoreme, on a aussi

Xipr = E[X7 | Finrl-

Puisque X7lir.o) est Fr-mesurable, on sait que Xrlir<; est Fi-mesurable, et
aussi Fpr-mesurable, donc F; p-mesurable. 11 en découle que

EXrlir<y | Finr] = Xrlir<y = E[Xrlir<y | 7.
Pour compléter la preuve, il reste a voir que
EXrlrsy | Finr] = E[X1Llrsy | Fil- (3.1)
Orsi Ae F, AN{T >t} € FrNF; = Fiar, et donc
ElslypanXr| = ELalyrsn B[ X7 | Finr]] = E[LAE[ X0y | Finrll,

ce qui entraine (3.1) et complete la preuve. O

Si on suppose seulement que X est une martingale continue a droite, alors on
peut appliquer le corollaire ci-dessus a la martingale u. i. (X;nq,¢ > 0). On trouve
que pour tout temps d’arrét T, (Xiarna,t > 0) est une martingale. Comme on
peut prendre a aussi grand qu’on le désire, cela signifie que (Xyap,t > 0) est une
martingale.
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Chapitre 4

Semimartingales Continues

Les semimartingales continues constituent la classe générale de processus a trajec-
toires continues pour laquelle on peut développer une théorie de I'intégrale stochas-
tique, qui sera traitée dans le chapitre suivant. Par définition, une semimartingale
est la somme d’'une martingale (locale) et d’'un processus a variation finie. Dans
ce chapitre nous étudions séparément ces deux classes de processus. En particulier,
nous introduisons la notion de variation quadratique d’une martingale, qui jouera
plus tard un role fondamental.

4.1 Processus a variation finie

4.1.1 Fonctions a variation finie

Définition 4.1 Soit T > 0. Une fonction continue a : [0,T7] — R telle que
a(0) = 0 est dite a variation finie s’il existe une mesure signée (i.e. différence de
deux mesures positives finies) pu telle que a(t) = p([0,t]) pour tout t € [0,T].

La mesure p est alors déterminée de fagon unique. La décomposition de ;1 comme
différence de deux mesures positives finies n’est bien str pas unique, mais il existe
une seule décomposition p = py — p_ telle que py et p_ soient deux mesures
positives finies portées par des boréliens disjoints. Pour obtenir I'existence dune
telle décomposition, on peut partir d’'une décomposition quelconque p = p; — po,
poser v = 1 + g puis utiliser le théoreme de Radon-Nikodym pour écrire

i (dt) = ha () (de),  pua(dt) = ha(t)(de).
Ensuite, si A(t) = hy(t) — ha(t) on a

p(dt) = h(t)v(dt) = h(t) v(dt) — h(t) v(dt)
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ce qui donne la décomposition p = puy — p_ avec py(dt) = h(t)Tv(dt), p_(dt) =
h(t)~v(dt), les mesures p, et pu_ étant portées respectivement par les boréliens
disjoints D = {t,h(t) > 0} et D_ = {t,h(t) < 0}. L’unicité de la décomposition
=y — p_ découle du fait que I'on a nécessairement

py(A) = sup{u(C),C C A, C borélien}.

On note |u| la mesure positive || = py + p—. Remarquons que la dérivée de
Radon-Nikodym de p par rapport a |u| est

dp
1y —1p .
d|p i

On a a(t) = py([0,t]) — p—([0,¢]), ce qui montre que la fonction a est différence
de deux fonctions croissantes continues et nulles en 0 (la continuité de a entraine
que p n’a pas d’atomes, et il en va alors de méme pour p, et p_). Inversement
une différence de fonctions croissantes (continues et nulles en 0) est aussi a variation
finie au sens précédent. En effet, cela découle du fait bien connu que la formule
g(t) = v([0,t]) établit une bijection entre les fonctions croissantes continues a droite
g :[0,7] — R, et les mesures positives finies sur [0, 7).

Soit f : [0,7] — R une fonction mesurable telle que f[o 7 |f(s)] |pel(ds) < 0.
On note

/ fs)da(s) = | f(s) u(ds),
oT [0,T7]

s)lda(s)| = S ds).
/0f<>| (s)] A)’T]ﬂ)w )

On vérifie facilement 1'inégalité

/ " (s da(s)| < / " 1F(9) 1da(s)]

Remarquons de plus que la fonction t — f(f f(s)da(s) est aussi a variation finie (la
mesure associée est simplement p/'(ds) = f(s)u(ds)).

Proposition 4.1 Pour tout t € [0,T],

WKMﬂ)Zﬂm{EZM@O—awaﬂ},

ou le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 =ty < t; < --- <t, =1 de [0,1].
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Remarque. Dans la présentation habituelle des fonctions a variation finie, on part
de la propriété que le supremum ci-dessus est fini.
Démonstration. Il suffit clairement de traiter le cas t = T'. L’inégalité > est tres

facile puisque
la(t;) — a(ti-1)| = [p(ti—1, t])] < |pl(ti-1, ).

Pour 'autre inégalité, on peut montrer plus précisément que pour toute suite 0 =
ty <t <--- <ty =T de subdivisions emboitées de [0,T] de pas tendant vers 0
on a

tim " falef) a8 )] = ul(0. 7))

Considérons pour simplifier les subdivisions dyadiques ¢ =277, 0 <7 < 2" On
utilise un argument de martingales en introduisant 1’espace de probabilité 2 =
[0,7] muni de la tribu borélienne B = B([0,7]) et de la probabilité P(ds) =
(Ju([0, T])|71) || (ds). Introduisons sur cet espace la filtration discrete (B,,) telle que
pour chaque n, B, soit la tribu engendrée par les intervalles |(i — 1)27"T,i27"T],
1 <4 < 2™ Posons enfin

d
X(s) = 5o(s) = 1p,(s) = 1p_(s).
et pour chaque n > 0

X, =FE[X | B,].
Les propriétés de 'espérance conditionnelle montrent que X,, doit étre constante sur
chaque intervalle |(i — 1)27"T,i27"T et vaut sur cet intervalle
p(l(@ —1)27"7,i27"T])  a(i2™T) —a((i — 1)27"T)
(06 = 1)27T 2= T])  |pl(J( — 1)27°T 27 T7)

D’autre part, il est clair que la suite (X)) est une martingale fermée (relativement
a la filtration (B,)) et parce que X est mesurable par rapport a B =\/ B, cette
martingale converge p.s. et dans L' vers X. En particulier,

Jim E[|X,[] = E[|X[] =

cette derniere égalité étant claire puisque | X (s)| = 1, u p.p. Le résultat annoncé en
découle puisque d’apres ci-dessus

E[1X,]] = (ul([0. 7)) Zm i27"T) — a((i — 1)27T).
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Lemme 4.2 Si f:[0,T7] — R est une fonction continue et si 0 =ty <t} <--- <
tn =T est une suite de subdivisions de [0,T] de pas tendant vers 0 on a

[ ) dats) = i 3 ez aler) = ater )

Démonstration. Soit f, la fonction définie par f,(s) = f(t&,) si s €]l ,t7].
Alors,

> F(E) o)~ att)) = [ fuls) utds),

(0,T]
et le résultat voulu en découle par convergence dominée. U

On dira qu’une fonction continue a : Ry — R est a variation finie sur R, si
la restriction de a a [0,7] est & variation finie, pour tout 7' > 0. Il est alors facile
d’étendre les définitions précédentes. En particulier, on peut définir [ f(s)da(s)

pour toute fonction f telle que [°|f(s)||da(s)| = suppsg fOT |f(s)]|da(s)] < .

4.1.2 Processus a variation finie

On se place maintenant sur un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;), P) satisfaisant
les conditions habituelles.

Définition 4.2 Un processus a variation finie A = (Ay,t > 0) est un processus
adapté dont toutes les trajectoires sont a variation finie au sens de la définition
précédente. Le processus A est appelé processus croissant si de plus les trajectoires
de A sont croissantes.

Remarque. En particulier on a Ay = 0 et les trajectoires de A sont continues.

Proposition 4.3 Soit A un processus a variation finie et soit H un processus pro-
gressif tel que

t
VE > 0 W / H, ()] [dA, ()] < oo,
0

Alors le processus H - A défini par

t
(H-A)t:/ H, dA,
0

est aussi un processus a variation finie.
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Démonstration. D’apres des remarques précédentes, il est clair que les trajectoires
de H - A sont a variation finie. Il reste donc a montrer que H - A est adapté.
Pour cela, il suffit de voir que, si h : [0,f] x  — R est mesurable pour la tribu
produit B([0,t]) ® F; et si f(f |h(s,w)||dAs(w)| est fini pour tout w, alors la variable
fg h(s,w)dAs(w) est F-mesurable.

Si h(s,w) = 1),4)(s)1r(w) avec Ju,v] C [0,t] et I € F;, le résultat est évident. On
passe ensuite au cas h = 1¢, G € B([0,t]) @ F; par un argument de classe monotone.
Enfin, dans le cas général, on observe qu’on peut toujours écrire h comme limite
ponctuelle d'une suite de fonctions étagées h,, telles que pour tout n on ait |h,| < |h|,
ce qui assure que f(f hn(s,w)dAs(w) — fot h(s,w)dAs(w) par convergence dominée.

O

Remarques. (i) Il arrive souvent qu’on ait ’hypothese plus faible

t
ps. V>0, /|Hs||dAs|<oo.
0

On peut encore définir H - A en convenant que, sur ’ensemble de probabilité nulle
ou f(f |Hg| |dAg| devient infini, on prend (H - A);(w) = 0 pour tout t. Le processus
(H - A) ainsi défini reste adapté parce que la filtration est supposée complete.
(ii) Sous des hypotheses convenables, on a la propriété d’associativité K - (H - A) =
(KH) - A.

Un cas particulier important est celui ou A; = t. Si H, est un processus progressif
tel que

t
ps. Vt >0 / |Hg|ds < o0,
0

t N . .
le processus fo H, ds est un processus a variation finie.

4.2 Martingales locales

Comme dans la partie précédente, nous nous placons sur un espace de probabilité
filtré (2, F, (F;), P) satisfaisant les conditions habituelles. Si T est un temps d’arrét
et X = (X;,t > 0) est un processus & trajectoires continues, on note X7 le processus
arrété XtT = X, pour tout t > 0.

Définition 4.3 Un processus adapté a trajectoires continues M = (M;,t > 0) tel
que My = 0 p.s. est une martingale locale (continue) s’il existe une suite croissante
(T,,,n € N) de temps d’arrét telle que T,, T oo et pour tout n le processus arrété
M™» est une martingale uniformément intégrable.

Plus généralement, lorsque My # 0, on dit que M est une martingale locale
(continue) si My = Mo+ Ny, ot le processus N est une martingale locale issue de 0.
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Dans tous les cas, on dit que la suite de temps d’arrét T,, T oo réduit M si pour
tout n le processus arrété M™ est une martingale uniformément intégrable.

Remarque. On n’impose pas dans la définition d’'une martingale locale que les
variables M; soient dans L' (comparer avec la définition des martingales). En parti-
culier, on voit sur la définition précédente que M, peut étre n’importe quelle variable
Fo-mesurable.

Propriétés.

(a) Une martingale a trajectoires continues est une martingale locale (et la suite
T, = n réduit M).

(b) Dans la définition d'une martingale locale (issue de 0) on peut remplacer
“martingale uniformément intégrable” par “martingale” (en effet on peut ensuite
remplacer T), par T, A n).

(c) Si M est une martingale locale, pour tout temps d’arrét T, M7 est une
martingale locale (cf Corollaire 3.14).

(d) Si (T},) réduit M et si S, est une suite de temps d’arrét telle que S, T oo,
alors la suite (7}, A S,,) réduit aussi M.

(e) L’espace des martingales locales est un espace vectoriel (utiliser la propriété
précédente).

Proposition 4.4 (i) Une martingale locale positive M telle que My € L' est une
surmartingale.

(ii) Une martingale locale M bornée, ou plus généralement telle qu’il existe une
variable Z € L* telle que, pour tout t > 0, |My| < Z, est une martingale.

(iii) Si M est une martingale locale avec My =0, la suite de temps d’arrét

T, = inf{t > 0, | M| = n}
réduit M.

Démonstration. (i) Ecrivons M; = My+ N; et soit (7,) une suite de temps d’arrét
qui réduit V. Alors, si s <t, on a pour tout n,

Ns/\Tn = E[Nt/\Tn | fs]

En ajoutant des deux cotés la variable My (qui est Fo-mesurable et dans L'), on
trouve

MS/\Tn — E[Mt/\Tn | fs] (41)

Puisque M est a valeurs positives, on peut faire tendre n vers oo et appliquer le
lemme de Fatou (pour les espérances conditionnelles) qui donne

M, > E[M, | FJ].
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En prenant s = 0, on voit que E[M;] < E[M] < oo, donc M; € L' pour tout ¢ > 0.
L’inégalité précédente montre alors que M est une surmartingale.

(i) Si M est bornée (ou plus généralement dominée par une variable intégrable),
le méme raisonnement que ci-dessus donne pour s <t

Ms/\Tn - Ej[]w't/\Tn ’ fs]

Or par convergence dominée la suite Miag, converge dans L' vers M;, et donc on
peut passer a la limite n — oo pour trouver My = E[M; | Fl.
(iii) C’est une conséquence immédiate de (ii) O

Théoréme 4.5 Soit M une martingale locale (continue) issue de 0. Alors si M est
un processus a variation finie, M est indistinguable de 0.

Démonstration. Supposons que M est un processus a variation finie et posons
pour tout n € N,

t
ﬂfﬂﬁﬁza/ﬂmmzn}
0

Les temps 7, sont des temps d’arrét d’apres le Théoréme 3.5 (remarquer que le
processus f(f |d M| est continu et adapté). Fixons n > 1 et posons N = M™. Alors
N est une martingale locale telle que [ [dN,| < n, et donc en particulier |N;| < n.
D’apres la Proposition 4.4, N est une (vraie) martingale bornée. Ensuite, soit ¢ > 0
et soit 0 =ty < t; < --- < t, =t une subdivision de [0,¢]. Alors,

p
E[N}] = Y EIN; = N;_|]
=1

= ZEKNM - Ntifl)Q]

p

< E|:( sup ’Nti B Nti*l’) Z ’Nti - Nti—l’

1<i<p p

< nE[ sup |Ny, — Nti_1|]

1<i<p
en utilisant la Proposition 4.1. On applique 'inégalité précédente a une suite 0 =
th <t§ <--- <th =t desubdivisions de [0, t] de pas tendant vers 0. En utilisant la
continuité des trajectoires, et le fait que N est bornée (pour justifier la convergence
dominée), on a

lim E| sup [Ny —Ng || =0.

k—oo  Li<i<p,

On conclut alors que E[N?] = 0, soit E[M7,_ ] = 0. En faisant tendre n vers oo on
obtient E[M?] = 0. O
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4.3 Variation quadratique d’une martingale locale
Le théoreme ci-dessous joue un role tres important dans la suite du cours.

Théoréme 4.6 Soit M = (M, t > 0) une martingale locale (continue). Il existe
un processus croissant, noté ((M, M), t > 0) unique & indistinguabilité pres, tel que
M? — (M, M), soit une martingale locale continue. De plus, pour tout T > 0, si
0=ty <tP <---<ty =T estune suite de subdivisions emboitées de [0,T] de pas
tendant vers 0, on a

Pn
(A, = T S0y — My P
i=1
au sens de la convergence en probabilité. Le processus (M, M) est appelé la variation
quadratique de M .

Remarques. (i) Si M = B est un mouvement brownien, la Proposition 2.10 montre
que (B, B), =t.

(ii) Pour la derniere assertion, il n’est en fait pas nécessaire de supposer que les
subdivisions soient emboitées.

Démonstration. L’unicité découle du théoreme 4.5. En effet, si A et A’ sont
deux processus croissants satisfaisant la condition donnée, le processus A; — A} =
(MZ — A})) — (M? — A;) doit étre & la fois une martingale locale et un processus a
variation finie.

Pour 'existence considérons d’abord le cas ou My = 0 et M est bornée (donc en
particulier est une vraie martingale). Donnons dans ce cas les grandes étapes de la
preuve. On se fixe T'> 0 et 0 = {f <1} < --- <y =T une suite de subdivisions
emboitées de [0, 7] de pas tendant vers 0. Pour chaque n, le processus X" défini par

Pn
X[ ="My (Myppe— My )

i=1

est une martingale continue. De plus on vérifie par des calculs directs assez fastidieux
utilisant la propriété de martingale (exercice!) que

lim E[(X}— X" =0.

n,m—00

Via l'inégalité de Doob (Proposition 3.6), cela entraine que

lim E[sup(X[‘ - Xtm)z] = 0.

n,m—0o0 t<T
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Il est facile d’en déduire qu'une sous-suite X™ converge p.s. uniformément sur [0, 7]
vers un processus Y = (Y;,0 < ¢ < T) a trajectoires continues. En passant a la
limite L? dans ’égalité de martingale pour X", on voit que Y est une martingale
continue (sur l'intervalle [0,7]). Ensuite, un calcul simple montre que pour tout
n > 1, pour tout j € {1,...,p,},
J
2 2
M, —2Xf, = > (M — My )2, (4.2)

=1

Donc le processus M? — 2X]" est croissant le long de la subdivision (7,0 < i < p,).
En passant a la limite n — oo, on voit que la fonction ¢ — M2 —2Y; doit étre (p.s.)
croissante sur [0, 7). On pose, pour ¢t € [0,T], (M, M), = M?—2Y, (on peut prendre
(M, M), = 0 sur Pensemble de probabilité nulle ot la fonction ¢ — M? — 2Y; n’est
pas croissante). Alors, (M, M) est un processus croissant et MZ — (M, M), = 2Y; est
une martingale, sur 'intervalle de temps [0,7]. Il est facile d’étendre la définition
de (M, M), a tout t € R,: on applique ce qui précede avec T' = k pour tout entier
k > 1, en remarquant que le processus obtenu avec T' = k doit étre la restriction a
[0, k] de celui obtenu avec T'= k + 1, a cause de 'argument d’unicité. Le processus
(M, M), ainsi étendu satisfait manifestement la premiere propriété de 1'énoncé.

La partie unicité montre aussi que le processus (M, M), ne dépend pas de la suite
de subdivisions choisie pour le construire. On déduit alors de (4.2) (avec j = py)
que pour tout 7" > 0, pour n’importe quelle suite de subdivisions emboitées de [0, 7]
de pas tendant vers 0, on a

Pn
B Y0y — My ) = (0,

J=1

dans L2. Cela acheve la preuve du théoréme dans le cas borné.

Considérons maintenant le cas général. En écrivant M; = My + Ny, donc M? =
M2 + 2 MgN; + N?, et en remarquant que MyN; est une martingale locale, on se
ramene facilement au cas ou My = 0. On pose alors

T, = int{t > 0,|M,| > n}

et on peut appliquer ce qui préceéde aux martingales bornées M7». Notons A" =
(M, M™). Grace a la partie unicité, on voit facilement que les processus A7 et
A} sont indistinguables. On en déduit qu’il existe un processus croissant A tel que,
pour tout n, Aiar, et A} soient indistinguables. Par construction, MEAT” — Ayar, est
une martingale, ce qui entraine précisément que M? — A; est une martingale locale.
On prend (M, M), = A; et cela termine la preuve de la partie existence.

Enfin, la deuxieme assertion du théoreme est vraie si on remplace M et (M, M),

par M™ et (M, M), (méme avec convergence L?). Il suffit alors de faire tendre
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n vers oo en observant que, pour tout 7' > 0, P[T < T,] converge vers 1 quand
n — 00. U

Propriété. Si T est un temps d’arrét on a

(M, MY), = (M, M)

tA\T

simplement parce que M2 — (M, M), , . est une martingale locale comme martingale
locale arrétée.

Nous énoncons maintenant un théoréeme qui montre comment les propriétés d’une
martingale locale sont liées a celles de sa variation quadratique. Si A est un processus
croissant, A, désigne de maniere évidente la limite croissante de A; quand t — oo.

Théoréme 4.7 Soit M une martingale locale avec My = 0.
(i) Si M est une (vraie) martingale bornée dans L?, alors E[(M,M)_ ] < oo, et
MZ — (M, M), est une martingale uniformément intégrable.
(ii) Si E[(M,M)_] < oo, alors M est une (vraie) martingale bornée dans L.
(iii) 1l y a équivalence entre:
(a) M est une (vraie) martingale de carré intégrable (E[M?] < 00).
(b) E[(M,M),] < oo pour tout t > 0.

De plus si ces conditions sont satisfaites, M? — (M, M), est une martingale.

Remarque. Dans la partie (i) de I’énoncé, il est essentiel de supposer que M est
une martingale, et pas seulement une martingale locale. L’inégalité de Doob utilisée
dans la preuve suivante n’est pas valable pour une martingale locale !

Démonstration. (i) Si M est une martingale (continue) bornée dans L?, 'inégalité
de Doob montre que
E [sup ME] < dsup E[M}] < .
>0 >0
En particulier, M est une martingale uniformément intégrable. On note M, la
limite (p.s. et dans L?) de M; quand ¢t — oo. Pour tout entier n > 1, posons

Sy =inf{t > 0, (M, M), > n}.

Alors Sy, est un temps d’arrét et (M, M),,s < n. On en déduit que la martingale
locale M7, g — (M, M),,q est dominée par la variable intégrable n 4 sup;», M7. En
conséquence cette martingale locale est une vraie martingale (Proposition 4.4 (ii))
et on a

E[(M, M)

En faisant tendre t vers oo (et en utilisant le théoreme de convergence monotone
pour le terme de gauche, le théoréme de convergence dominée pour celui de droite)
on trouve

| = E[Mf.s,]-

tASn

E[(M, M)g, | = E[M3,].
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Enfin en faisant tendre n vers co on trouve, avec les mémes arguments,
BI(M, M), ] = B[MZ] < oc.

De plus la martingale locale M7 — (M, M), est dominée par la variable intégrable
sup,so M7 + (M, M) __, et est donc une (vraie) martingale uniformément intégrable.

(ii) On suppose maintenant E[(M, M) ] < oo. Notons T, = inf{t > 0, |M,| >
n}, de sorte que M™ est une vraie martingale bornée. La martingale locale M7, —
(M, M), p, est aussi une vraie martingale uniformément intégrable, car elle est
dominée par la variable intégrable n* + (M, M)__. Soit S un temps d’arrét fini p.s.
D’apres le théoreme d’arrét (théoreme 3.12) on a

E[Mg'/\Tn] = E[<M> M>S/\Tn]7
d’ou, a l'aide du lemme de Fatou,
E[M3] < E[(M, M)_].

La famille {Mg, S temps d’arrét fini} est bornée dans L? et donc uniformément
intégrable. En passant & limite L' quand n — oo dans I'égalité E[Mz, | Fs] =
Mgar, (pour s < t) on en déduit que M est une vraie martingale. De plus, M est
bornée dans L.

(iii) Soit @ > 0. D’apres (i) et (ii), on a E[(M, M),] < oo si et seulement si My,
est une vraie martingale de carré intégrable. L’équivalence de (a) et (b) en découle
aussitot. Enfin, si ces conditions sont remplies, (i) montre que M2, — (M, M),,,
est une vraie martingale, d’ou la derniere assertion. 0

Corollaire 4.8 Soit M une martingale locale continue telle que My = 0. Alors on
a (M, M), =0 p.s. pour tout t > 0 si et seulement si M est indistinguable de 0.

Démonstration. Supposons (M, M), = 0 p.s. pour tout ¢t > 0. D’apres les parties
(i) et (i) du théoréme ci-dessus, M? est une martingale uniformément intégrable,
d’ot E[M?] = E[M}] = 0. OJ
Crochet de deux martingales locales. Si M et N sont deux martingales locales,
on pose

(M,N), = S((M + N, M+ N), (M, M), — (N, N),).

Proposition 4.9 (i) (M, N) est l'unique (a indistinguabilité pres) processus a vari-
ation finie tel que MyN, — (M, N), soit une martingale locale.
(ii) L’application (M, N) — (M, N) est bilinéaire symétrique.
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(iii) S1 0 = tf <t} < --- <ty =1 est une suite de subdivisions emboitées de
[0,t] de pas tendant vers 0, on a

Pn
lim Y (M — My )(Nep = N ) = (M, N),

i=1

en probabilité.
(iv) Pour tout temps d’arrét T, (M ,NT), = (M*,N), = (M,N),,p.

Démonstration. (i) découle de la caractérisation analogue dans le théoreme 4.6 (et
'unicité découle du théoreme 4.5). (iii) est de méme une conséquence de I’assertion
analogue dans le théoreme 4.6. (ii) découle de (iii). Enfin, on peut voir (iv) comme
une conséquence de la propriété (iii), en remarquant que cette propriété entraine

p-s.

<MT7NT>t:<MT>N>t:<M>N>t sur {1 > t},
(MT,NT), — (MT,NT) = (M" N), — (MT,N), =0 sur {T' < s < t}.

Remarque. Une conséquence de (iv) est que MT(N — NT) est une martingale
locale, ce qui n’est pas si facile a voir directement.

Définition 4.4 Deuz martingales locales M et N sont dites orthogonales si (M, N) =
0, ce qui équivaut a dire que le produit M N est une martingale locale.

Remarque. Un (F;)-mouvement brownien B est un mouvement brownien qui
est (F;)-adapté et a accroissements indépendants par rapport a (F;). Un (F)-
mouvement brownien B est bien stir une martingale locale, de variation quadratique
(B, B), = t. De plus, deux (F;)-mouvements browniens indépendants B et B’ sont
des martingales orthogonales. Le plus simple pour le voir est d’observer que le
processus \%(Bt + Bj) est encore une (F;)-martingale locale, et d’autre part il est
tres facile de vérifier que c’est aussi un mouvement brownien. Donc sa variation
quadratique est ¢ et par bilinéarité cela entraine (B, B'), = 0.

Si M et N sont deux (vraies) martingales bornées dans L? on déduit facilement
du théoreme 4.7 que M;N; — (M, N), est une martingale uniformément intégrable.
Si de plus M et N sont orthogonales, on a E[M;N;| = 0, et méme F[MgNg] =0
pour tout temps d’arrét S.

Proposition 4.10 (Inégalité de Kunita-Watanabe) Soient M et N deuz mar-
tingales locales et H et K deux processus mesurables. Alors

| aonw, < ([ azaanan,) ([T ram,) "
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Démonstration. Notons (M, N)! = (M, N), — (M, N), pour s < t. On commence
par remarquer que p.s. pour tous s < t rationnels (donc aussi par continuité pour
tous s < t) on a

(M, N < /(M M) A/ (N, N,
En effet, cela découle immédiatement des approximations de (M, M) et (M, N)
données dans le Théoreme 4.6 et la Proposition 4.9 respectivement, ainsi que de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. A partir de maintenant, on fixe w tel que I'inégalité
précédente soit vraie pour tous s < t, et on raisonne sur cette valeur de w. On
remarque qu’on a aussi

[ a0, < foan i (4.3

En effet, il suffit d’utiliser la proposition 4.1 et de majorer pour une subdivision
S:t0<t1<"'<t =1,

p
Z| (M,NYi' | < Z\/<M,M>Zﬁ_l\/<NaN>Z_l
=1
< Zp:<M,M)?1>1/2(Zp:<N,N>? 1>1/2
i=1 =1

— (LM (N, VY

On peut généraliser et obtenir pour toute partie borélienne bornée A de R,

/A\d<M,N>u] < \//Ad<M,M>u \//Ad<N,N>u

Lorsque A = [s, t], c’est I'inégalité (4.3). Si A est une réunion finie d’'intervalles, cela
découle de (4.3) et d’une nouvelle application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Un
argument de classe monotone montre alors que cette inégalité est vraie pour toute
partie borélienne bornée.

Soient h = > N1y, et k=) p;14, deux fonctions étagées positives. Alors,

RN = S [ 1ar |

(0 [ aoran,)(Su [ aw.x,)”

7

= ([ nsraonn ) ( [rezan,) "

ce qui donne l'inégalité voulue pour des fonctions étagées. Il reste a écrire une
fonction mesurable positive comme limite croissante de fonctions étagées. OJ

IA
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4.4 Semimartingales continues

Définition 4.5 Un processus X = (X;,t > 0) est une semimartingale continue s’il

s’écrit sous la forme
Xi = Xo+ M; + Ay,

ou M est une martingale locale (nulle ent = 0) et A est un processus a variation

finie.

La décomposition ci-dessus est unique a indistinguabilité pres, toujours a cause
du théoreme 4.5.
SiY; = Yo+ M|+ A} est une autre semimartingale continue on pose par définition

(X,Y), = (M, Ml)t‘
En particulier, (X, X), = (M, M),.

Proposition 4.11 Soit 0 = t5 < 7 < --- < t; =t une suite de subdivisions
emboitées de [0,t] de pas tendant vers 0. Alors,

Pn
im S tp — Lgp ) = AA L)y
7L1*>OO (Xz Xz 1)(Y1 Yz 1) <X Y>
i=1

en probabilité.

Démonstration. Pour simplifier, traitons seulement le cas ou X =Y. Alors,

Pn Pn Pn
D (X = Xe )* = D (Mg = My 4 3 (A = Ay ,)*
i=1 i=1 i=1
Pn
+2) (M = My ) (Agp = Agg,)-
i=1
On sait déja (théoreme 4.6) que
Pn
Jim 3 (M — My )P = (M, M), = (X, X),.
i=1
D’autre part,
Pn Pn
Sy = Ap P < (Csup Ay = A ) D Ay — Ag |
i=1 1<i<pn i=1
t
< (/ dA) sup Ay — Ay |
0 I<i<pn, "
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qui tend vers 0 p.s. quand n — oo par continuité de la fonction s — A,. Le méme
raisonnement montre que

Pn

D Ay — Ay ) (M — My )

i=1

t
< ([ 1) s |My -y |
0

1<i<pn

tend vers 0 p.s. 0]
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Chapitre 5

Intégrale Stochastique

5.1 Construction de ’intégrale stochastique

Dans tout ce chapitre on se place sur un espace de probabilité (§2, F, (F;), P) muni
d’une filtration satisfaisant les conditions habituelles.

Définition 5.1 On note H? l’espace des martingales continues M bornées dans L?
et telles que My = 0.

Le Théoréme 4.7 montre que, si M € H?, E[(M, M)_] < co. Il en découle que,
si M,N € H? on a E[|[(M,N)_|] < co. En effet, d’aprés l'inégalité de Kunita-
Watanabe (Proposition 4.10),

El[{M,N) [l < E[/OOO |d(M, N),[] < BIAM, M) J'2E[(N,N) ]'/2.

Cela permet de définir un produit scalaire sur H? par la formule
(M, N)y = BI(M,N).].

Le Corollaire 4.8 montre aussi que (M, M)y2 = 0 si et seulement si M = 0 (on
identifie des processus indistinguables). La norme sur H? associée au produit scalaire

est
M2 = (M, M)})2 = B[(M, M)_]"/*.

Proposition 5.1 L’espace H? muni du produit scalaire (M, N)y= est un espace de
Hilbert.

Démonstration. Il faut voir que H? est complet pour la norme || ||z2. Soit donc
(M™) une suite de Cauchy pour cette norme: d’apres le Théoreme 4.7, on a

lim E[(M" - M™? = lim E[(M"—M" M"— M™)

m,n— o0 m,n— 00

=0.

o)
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L’inégalité de Doob entraine qu’on a aussi

lim E[sup(Mt” — th)2] =0.

m,n—0o0 >0

Il est ensuite facile d’extraire une sous-suite (ny) telle que

E[Zsuthnk - nk+1|] ZE[sup F— M2 < oo
r—y t20 —1 t>0

On en déduit que p.s.
Zsup|M F— M < oo,

t>0

et donc p.s. la suite (M;"™,t > 0) converge uniformément sur R, vers une limite
notée (M;,t > 0). Clairement le processus limite M a des trajectoires continues
(on se débarasse facilement de ’ensemble de probabilité nulle en prenant M = 0
sur cet ensemble). Puisque M;™ converge aussi dans L? vers M;, pour tout ¢t > 0
(car la suite (M]™*) est évidemment de Cauchy dans L?) on voit immédiatement en
passant a la limite sur la propriété de martingale que M est aussi une martingale.
Comme les variables M;* sont uniformément bornées dans L?, la martingale M est
aussi bornée dans L?, et on a donc M € H?. Enfin,

lim E[(M™ — M, M"™ — M)_] = lim E[(M" — My)*| =0,

k—o00 k—o0

ce qui montre que la sous-suite (M"), donc aussi la suite (M™) converge vers M
dans H?. O

Rappelons que Prog désigne la tribu progressive sur R, x €.
Définition 5.2 Pour M € H?, on note
L*(M) = L*(Ry x Q,Prog,dP d{M, M),)

I’espace des processus progressifs H tels que
E[/ H2d(M, M)S] < 0.
0

Comme n’importe quel espace L?, 'espace L?(M) est un espace de Hilbert pour
le produit scalaire

(H,K) 200 = E[/OOO H, K, d(M, M}S].
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Définition 5.3 On note € le sous-espace vectoriel de L*(M) formé des processus
élémentaires, c’est-a-dire des processus H de la forme

—_

p—
HS(“) = H(l) (w) 1}ti7ti+1](5)7

i

Il
=)

ou 0 <ty <ty <ty <---<t, et pour chaque i, H;y est une variable F;,-mesurable
et bornée.

Proposition 5.2 Pour tout M € H?, £ est dense dans L*(M).

Démonstration. Il suffit de montrer que si K € L?(M) est orthogonal & £ alors
K = 0. Supposons donc K orthogonal a £. Soient 0 < s < t et soit F' une variable
Fs-mesurable bornée. En écrivant (H, K)2(y) = 0 pour H = F 13,4 € £, on trouve

E[F/tKud(M, My, | =o.

Posons, pour tout £ > 0,

t
X, = / K, d(M,M),.
0

Le fait que cette intégrale soit (p.s.) absolument convergente découle facilement
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et des propriétés M € H? K € L*(M). Ce
raisonnement montre méme que X, € L'. De plus, I'identité précédente conduit a
E[F(X; — X,)] = 0 pour tous s < t et toute variable Fs-mesurable F. Cela montre
que X est une martingale. D’autre part puisque Xy = 0 et X est aussi un processus
a variation finie (Proposition 4.3), cela n’est possible (Théoreme 4.5) que si X = 0.
On a donc

t
/ Kod(M, M), =0 V>0, ps.
0
ce qui entraine
K, =0, d(M,M), p.p., Dps.
c’est-a-dire K = 0 dans L*(M). O

Théoréme 5.3 Soit M € H?. Pour tout H € £, de la forme

p—1

HS(UJ) = Z H(i) (w) 1}ti7tz‘+1](5)a

=0
on définit H - M € H? par la formule

p—1
(H-M); = Ha (M, a0 — Mypg)-

1=0
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L’application H — H - M s’étend a une isométrie de L*(M) dans H*. De plus,
H - M est caractérisé par la relation

(H-M,N)=H-(M,N), VN € H?. (5.1)
Si T est un temps d’arrét, on a
(lomH) - M= (H-M)"=H-M". (5.2)

On notera trés souvent
t
(H-M)t :/ H,dM,.
0

Remarque. L’intégrale H - (M, N) qui figure dans le terme de droite de (5.1) est
une intégrale par rapport a un processus a variation finie, comme cela a été défini
dans le paragraphe 4.1.

Démonstration. On va d’abord vérifier que l'application M +— H - M est une
isométrie de £ dans H?. On vérifie tres facilement que pour H € €, H - M est une
martingale continue bornée dans L?, donc appartient & H2. De plus I'application
H — H - M est clairement linéaire. Ensuite, on observe que H - M est la somme
des martingales

M = H; (Mti+1/\t — Myae)

qui sont orthogonales et de processus croissants respectifs

<Mi7 Mi>t = H(Qi)(<Ma M>ti+1/\t - <M7 M>ti/\t)

(ces propriétés sont faciles a vérifier, par exemple en utilisant les approximations de
(M, N)). On conclut que

(H-M,H-M), =Y H}((M M)

1=0

tip It <M’ M>tmt>‘

En conséquence,
p—1
|H Ml = B HE (M, M), — (M AD),)]
i=0

— E[/OO H2d(M, M)s]

= | HIZ20)-

L’application M + H - M est donc une isométrie de €& dans H?. Puisque & est
dense dans L*(M) (Proposition 5.2) et H? est un espace de Hilbert (Proposition
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5.1), on peut prolonger, de maniere unique, cette application en une isométrie de
L*(M) dans H?.

Vérifions maintenant la propriété (5.1). D’abord, si H est élémentaire comme
ci-dessus, on a

p—1
(H-M,N)y=> (M
=0
et on vérifie facilement que
<Mi7 N>t = H(l)(<M’ N>ti+1/\t - <M7 N>ti/\t)'

On en déduit que

p—1
(H-M,N),=> Huy((M,N), ,, —(MN),,)= /HdMN)
=0

ce qui donne la relation (5.1) lorsque H € £. Ensuite, on remarque que 'application
X — (X, N)__ est continue de H? dans L': en effet,

E[[(X, N) |} < BUX, X) JV2ELN, N) )2 = E[(N, N) V2|1 X || e
Si H" € € et H" — H dans L*(M) on a donc

(H-M,N) = lim (H"-M,N) = lim (H" - (M,N))ooc = (H - (M,N))w,

n—oo n—oo

ol les convergences ont lieu dans L! et la derniere égalité découle de 'inégalité de
Kunita-Watanabe:

B| [ 1)1, N, | < BN )LD = Hln

(le fait que (H - (M, N))oo soit bien défini découle du méme argument).

En remplagant N par N* dans I'égalité (H - M, N)_ = (H - (M, N))s on trouve
(H-M,N), = (H-(M,N)), ce qui termine la preuve de (5.1).

I1 est facile de voir que la relation (5.1) caractérise H - M. En effet, si X est une
autre martingale de H? qui satisfait la méme propriété, on a pour tout N € H?,

(H-M— X,N)=0

et en prenant N = H - M — X on trouve que X = H - M.
Il reste a vérifier la derniere propriété. En utilisant les propriétés du crochet de
deux martingales, on remarque que si N € H?,

((H-M)",N), = (H M,N),p=(H (MN))nr = (Hloz (M N))
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ce qui montre que la martingale arrétée (H - M )T vérifie la propriété caractéristique
de I'intégrale (1071 H)- M. On obtient ainsi la premiere égalité de (5.2). La preuve
de la seconde est analogue, en écrivant

(H-MT Ny =H-(M",N)y=H-(M,N)" = H1lgz - (M,N).

Cela termine la preuve du théoreme. O

Remarque. On aurait pu utiliser la relation (5.1) pour définir I'intégrale stochas-
tique H - M, en observant que 'application N — E[(H - (M, N))] définit une forme
linéaire continue sur H?, et donc qu’il existe un élément unique H - M de H? tel que

E[(H - (M, N))oc] = (H - M, N)pg> = E[(H - M, N)_].
Proposition 5.4 Si K € L*(M) et H € L*(K - M) alors HK € L*(M) et
(HK)-M =H - (K- M).
Démonstration. D’apres le Théoreme 5.3, on a
(K-M,K-M)=K-(M,K-M)=K?*-(M,M),

et donc - -
| mrzapran, = [ g sk,
0 0

ce qui donne la premiere assertion. Pour la seconde il suffit de remarquer que si
N € H?,

(HK)-M,N)Y=HK - (M,N) = H-(K-(M,N))
- K.

d’ou le résultat voulu. ]

Remarque. De maniere informelle, 1’égalité de la proposition précédente s’écrit

t t
/ H, (K, dM,) = / H,K, dM,.
0 0

De méme la propriété (5.1) s’écrit

. t
</ Hsd]\/[s,N>t—/ H,d(M,N),.
0 0

En appliquant deux fois cette relation on a aussi

. . t
</ Hdes,/ stNs>t—/ H,K,d(M,N)_.
0 0 0
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En particulier,

/HdMS,/HdM /H2 (M, M),.

Remarquons enfin que puisque H - M est une martingale de H? on a si M € H?,
N € H?, H € L>(M) et K € L*(N), pour tout t € [0, o0]

E/tHSdMS ~0
/Hd]\/[ /KdN /HKd(MN)]

Il est important de remarquer que ces relations ne seront plus forcément vraies pour
les extensions de l'intégrale stochastique qui vont étre décrites ci-dessous.

A Taide des identités (5.2) il est facile d’étendre la définition de H - M a une
martingale locale continue quelconque.

Soit M une martingale locale issue de 0. On note L2 (M) (resp. L?(M)) I'espace
des processus progressifs H tels que pour tout ¢ > 0,

t o0
/ HZ?d{M, M), < oo, ps. (resp. E[/ HZ?d(M, M)s] < 00).
0 0

Théoréme 5.5 Soit M une martingale locale issue de 0. Pour tout H € L} (M),
il existe une unique martingale locale issue de 0, notée H - M, telle que pour toute
martingale locale N,

(H-M,N)=H- (M, N).

La propriété (5.2) reste vérifiée. De plus, si M € H? et H € L*(M), cette définition
étend celle du Théoréme 5.3.

Remarque. La propriété de la proposition 5.4 reste aussi vraie sous des hypotheses
convenables.

Démonstration. On note
t
T, = inf{t > 0, / (1+ HZ?)d{(M, M), >n},
0
de sorte que (7),) est une suite de temps d’arrét croissant vers +oo. Puisque

<MTn7MTn>t = <M7 M>t/\Tn < n,

la martingale arrétée M7 est dans H? (Théoréme 4.7). De plus, il est aussi clair
que

/ HZ2d(M™, M™) <n.
0
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Donc, H € L*(M™), et on peut définir pour chaque n l'intégrale stochastique
H - M™. En utilisant la propriété caractéristique (5.1), on vérifie trés facilement

que sim > n on a
H-M™=(H-M"™)™,

Cela montre qu’il existe un (unique) processus noté H - M tel que, pour tout n,
(H-M)™=H-M"™.

Puisque les processus (H-M)™ sont des martingales de H?, H-M est une martingale
locale.

Soit N une martingale locale, qu’on peut supposer issue de 0 et soient 7, =
inf{t > 0,|Ny| > n}, S, =T, ANT!. Alors,

(H-M,N)*™" =

d’ou I'égalité (H-M, N) = H-(M, N). Le fait que cette égalité écrite pour toute mar-
tingale locale N caractérise H - M se démontre exactement comme dans le Théoreme
5.3.

La propriété (5.2) est obtenue dans ce cadre par les mémes arguments que dans
la preuve du Théoreme 5.3 (ces arguments utilisent seulement la propriété car-
actéristique (5.1) qu’on vient d’étendre). Enfin, si M € H? et H € L*(M), 1'égalité
(H-M,H - M) = H?-(M,M) entraine d’abord que H - M € H?, et ensuite la
propriété caractéristique (5.1) montre que les définitions des Théoremes 5.3 et 5.5
coincident. O
Remarque. Discutons maintenant ’extension des formules de moments énoncées
avant le Théoreme 5.5. Soient M une martingale locale, H € L2 (M) et t € [0, 00].
Alors, sous la condition

E[(H M,H- M), = E[/tﬂfdw,ms} < 0,

on peut appliquer a (H - M) le Théoréme 4.7, et on a
t t 2 t
E[/ Hdes]zo, E[(/ Hdes>]:E[/ H2d(M, M)].
0 0 0
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Nous allons maintenant étendre I'intégrale stochastique aux semimartingales con-
tinues. On dit qu’un processus progressif H est localement borné si

p.s. Vt>0, sup |Hy| < 0.

s<t

En particulier, tout processus continu adapté est localement borné. De plus, si H
est localement borné, pour tout processus a variation finie V' on a

t
ps. V>0, /|HS|\dVS\<oo.
0

De méme, pour toute martingale locale M, H € L% (M).

loc

Définition 5.4 Soit X = Xo+ M + V une semimartingale continue, et soit H
un processus (progressif) localement borné. L’intégrale stochastique H - X est alors
définie par

H- X=H-M+H-V,

et on note .
(H-X), = /0 H,dX.,.
Propriétés.
(i) L’application (H, X) +— H - X est bilinéaire.
(i) H- (K- X)=(HK) X, si H et K sont localement bornés.
(iii) Pour tout temps d’arrét T, (H - X)"' = Hljgq- X = H - X7.
(

iv) Si X est une martingale locale, resp. si X est un processus a variation finie,
alors il en va de méme pour H - X.

(v) Si H est un processus progressif de la forme Hy(w) = S~ Hy(w) 1ys,.4,,1(5),
ou, pour chaque ¢, H; est J;,-mesurable, alors
p—1
(H ) X)t = Z H(i) (th‘+1At - Xti/\t)'
i=0

Ces propriétés découlent facilement des résultats obtenus quand X est une mar-
tingale, resp. un processus a variation finie. Remarquer que dans la propriété (v)
on ne suppose pas que les variables H(;) soient bornées.

Nous terminons ce paragraphe par un résultat technique d’approximation qui
sera utile dans la suite.
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Proposition 5.6 Soit X une semimartingale continue et soit H un processus con-
tinu adapté. Alors, pour tout t > 0, pour toute suite 0 = t5 < --- < &5 =1 de
subdivisions de [0,t] de pas tendant vers 0, on a

pn—1

t
lim Y Hyn(Xpn | — Xin) = / H,dX,,
=0 0

n—oo 4
au sens de la convergence en probabilité.

Démonstration. On peut traiter séparément les parties martingale et a variation
finie de X. La partie a variation finie est traitée par le Lemme 4.2. On peut donc
supposer que X = M est une martingale locale issue de 0. Pour chaque n, définissons
un processus H™ par

Hy» sity <s <t
H! =
0 sis>t.

Posons enfin pour tout p > 1
T, = inf{s > 0: |H,[ 4+ (M, M), = p},

et remarquons que H, H" et (M, M) sont bornés sur 'intervalle 0, 7,]. D’apres la
théorie L? de I'intégrale stochastique, pour tout p fixé,

B [((H" Loz, - M), = (H1pg, - M%),)*| = E[/OMTP(H? — H,)2d(M, M),

converge vers 0 quand n — oo par convergence dominée. En utilisant (5.2), on en
déduit que
lim (Hn . M)t/\Tp = (H . M)t/\pr

n—oo

dans L?. 1l ne reste alors plus qu’a remarquer que P[T, >t 71 quand p [ co. [

5.2 La formule d’Ito

La formule d’'It6 est l'outil de base du calcul stochastique. Elle montre qu’une
fonction de classe C? de p semimartingales continues est encore une semimartingale
continue, et exprime explicitement la décomposition de cette semimartingale.
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Théoréme 5.7 (Formule d’It6) Soient X',... X? p semimartingales continues,
et soit F' une fonction de classe C? de RP dans R. Alors,

OF .
F(X},... XP) = F(Xé,...,X§)+Z/ (X1 ... XP)dX?

1% toyJ
+= Z/axzaxa L XP)d(X XY

Démonstration. On traite d’abord le cas p = 1 et on note X = X'. Considérons
une suite 0 = ¢f < --- <t} =t de subdivisions emboitées de [0,] de pas tendant

vers 0. Alors,
pn—1

F(X;) = F(Xo) + Z (Xen ) = F(Xen)),
et d’apres la formule de Taylor, on a

n,i (W
F(Xu,) = F(Xep) = F'(Xep ) (Xen,, — Xen) + / 2( )(Xt’s

- Xt?)Qv
ou

lnf F/ (th +0(th —th)) < fnz S Sup F, (th +0(th —th))
6’6[0 1} g 96[0 1] *

D’apres la Proposition 5.6 avec Hy = F'(X}), on a

pn—1

t
lim Y F'(Xe)(Xp,, — Xin) = / F'(X,)dX,,
n—00 0 0

en probabilité. Pour compléter la preuve, il suffit donc de montrer que

pn_l

t
tim 3 fuilXey, = X = [ X)X, (5.3)
i=0 0

en probabilité.
Commencons par observer que pour m < n,

pn—1 pm—1
D FailXe, = Xe)? =D fas D (X, — Xip)?
i=0 j=0 {3, tm<t"<tﬂ1}
pn—1
< Zm,n < (Xtﬂ_l - th>2> )
=0
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avec

Zm,n = sup ( sSup ) ’fTL,Z - fmnj‘) :

0<j<pm—1 {i,t;n<tn<tyf|_l

Grace a la continuité de F”, on vérifie facilement que Z,,,, — 0 p.s. quand m,n —
oo. Il découle alors de la Proposition 4.11 que pour € > 0 donné, on peut choisir m
assez grand de facon que, pour tout n > m,

pn—1
Zimn <Z (Xt?+1 o Xt?)Q) 2 8] <e

1=0

P

Ensuite, pour cette valeur fixée de m, la Proposition 4.11 montre aussi que

pm—1 pm—1
B Y des S (=Xl = 2 (X X, - (X 0,)
j=0 (i <tp<tr, |} 3=0

= [ ),

ol My () = frny sit] < s < t7,. Il est clair que hp(s) — F"(X;) p.s. quand
m — oo. Donc, qu1tte a prendre m encore plus grand, on peut supposer que

il / fim(5) diX, X ), / P(X) aX X),| 2 e] <=

Finalement, en combinant ce qui précede on voit que pour n > m assez grand,

Pn—1

Pl
=0

Z Fri(Xin | — Xin)? — /O F"(X,)d(X,X),

]SB&

ce qui termine la preuve de (5.3).
Dans le cas ou p est quelconque, la formule de Taylor donne

p
F(Xf ooy Xpe ) = (X, X Z Xpooo, XB) (Xf | — XF)
k=1

kl
Z S (Xt — X8) (X, | — Xin)

avec

in aQ—F(thmL@(thn — X5, )< A< sup W—F(Xgnw(xgn —X5), ..
0el0,1] Oxp0x; i it1 i — Jne _06[0,1} 1,07 i it+1 i



La Proposition 5.6 donne a nouveau le résultat recherché pour les termes faisant
intervenir les dérivées premieres. De plus une légere modification des arguments

ci-dessus montre que pour tous k,l € {1,...,p},
L L O2F
. vk vk Iyl 1 P k oyl
nll—>I£lo ZZ:(; fn,i (Xt?H Xt?)<Xt?+1 Xt?) - o 01p0z) (Xgoo o XD)d(X", X >s7
ce qui termine la preuve du théoreme. O

Un cas particulier important de la formule d’Ito est la formule d’intégration par
parties. Si X et Y sont deux semimartingales continues, on a

t t
XY = XYy +/ X dYs +/ Y, dX,+ (X,Y),.
0 0
En particulier, si Y = X,
t
X} =X+ 2/ X dX, + (X, X),.
0

Lorsque X = M est une martingale locale, on sait que M? — (M, M) est une mar-
tingale locale. La formule précédente montre que cette martingale locale est

t
M; +2/ M, dM;,
0

ce qu’on aurait pu voir directement sur la démonstration faite dans le Chapitre 4
(notre construction de (M, M) faisait intervenir des approximations de l'intégrale
stochastique fot M,dM,).

Un (F;)-mouvement brownien B (issu de 0) est un mouvement brownien qui
est (F;)-adapté et a accroissements indépendants par rapport a (F;). Un (F)-
mouvement brownien est bien str une martingale, et on a déja remarqué que sa
variation quadratique est (B, B), = t. Plus généralement, si U est une variable
aléatoire Fyp-mesurable, un (F;)-mouvement brownien issu de U est un processus
qui s’écrit B; = U + Bj, ou B’ est un (F;)-mouvement brownien issu de 0.

Pour un (F;)-mouvement brownien B, la formule d’It6 s’écrit

F(B,) = F(By) + /t F'(B,)dB, + %/t F"(By)ds.

En prenant X} = ¢, X? = By, on a aussi pour toute fonction F de classe C? sur
R, xR,

LoF POF  10°F
F(t,Bt) = F(O,BO) —|—/0 %<S,BS) dBg +/(; (E + 5@)(5,85) ds.
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On dit qu’un processus (F;)-adapté B; = (B}, ..., BY) a valeurs dans R? et issu
de 0 est un (F;)-mouvement brownien si B!,..., B? sont des mouvement brown-
iens réels indépendants et si B est a accroissements indépendants par rapport a la
filtration (F;). Plus généralement, un processus B & valeurs dans R? est un (F;)-
mouvement brownien si on peut écrire B; = By + Bj ou By est Fyp-mesurable et B’
est un (F;)-mouvement brownien issu de 0.

Soit B un (F;)-mouvement brownien en dimension d. Il est facile d’adapter la
preuve du Théoreme 2.11 pour montrer que si 7' est un temps d’arrét de la filtration
(Fi)t>0 qui est fini p.s., alors le processus (Bt(T) = Bryy — Bp,t > 0) est aussi un
mouvement brownien et est indépendant de Fr.

Si B, = (B},...,B?) est un (F;)-mouvement brownien en dimension d, on a vu
au Chapitre précédent que (B*, B?) = 0 lorsque i # j. La formule d’Itd montre alors
que, pour toute fonction F de classe C? sur RP,

F(By,...,BY)

p t t
oF 1
:F(Bé,...,Bg)—i—g /Oam(B;,...,Bg’)dB;Jri/ AF(B;,...,Bf)ds,
i=1 v

0

et on a une formule analogue pour F(t, B}, ..., BY).

Nous utilisons maintenant la formule d’Ito pour dégager une classe importante de
martingales, qui généralise les martingales exponentielles rencontrées pour les pro-
cessus a accroissements indépendants. On dit qu'un processus a valeurs dans C est
une martingale locale si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont des martingales
locales.

Proposition 5.8 Soit M une martingale locale et pour tout A € C, soit
2

E(AM), = exp (AMt - %(M, M>t>.
Le processus E(AM) est une martingale locale.
Démonstration. Si F(z,r) est une fonction de classe C? sur R x R, la formule
d’Ito entraine que
or
o Oz

F(M,,(M,M),) = F(M,,0)+ (M, (M, M),)dM,

+/Ot (aF + 182F>(M3, (M, M)) d{M, M)_.

or 2 da?
Donc, F(M,, (M, M),) est une martingale locale des que F' vérifie I'équation
OF 10°F
S aa—
or 2022
Or cette équation est clairement vérifiée par la fonction F(z,r) = exp(Ax — ’\727')
(plus précisément par les parties réelle et imaginaire de cette fonction). O
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5.3 Quelques applications de la formule d’It6

Nous commencons par un important théoreme de caractérisation.

Théoréme 5.9 (Lévy) Soit X = (X',..., X%) un processus continu (F;)-adapté
issu de 0. Il y a équivalence entre

(1) X est un (Fi)-mouvement brownien en dimension d.

(i) Les processus X1,..., X% sont des (F;)-martingales locales continues et de plus
(X', X7), = 045t (0 est le symbole de Kronecker, 6;; = 1y—jy).

En particulier, une (F;)-martingale locale continue M issue de O est un (F;)-mou-
vement brownien si et seulement si (M, M), =t.

Démonstration. Nous savons déja que (i) = (ii). Montrons la réciproque. Soit

e Re Alors, £+ X, = ijl §;X] est une martingale locale de processus croissant

d d
SN gedXT, X8, = [Pt

j=1 k=1

D’apres la Proposition 5.8, exp(i& - X; —I—%|§|2t) est une martingale locale. Cette mar-
tingale locale étant bornée sur les intervalles [0, 7], T' > 0, est une vraie martingale.
Donc, pour s < t,

: 1 , 1
Blexp(i€ - X, + 5[€1%) | F] = expli - X, + 5 [€%s).
Il en découle que, pour A € Fy,
4 1
By expli€ - (X, — X,))] = PA] exp(—5|¢P(t - 5)).
En prenant A = §2, on voit que X; — X est un vecteur gaussien centré de covariance

(t — s)Id. De plus, fixons A € F, avec P[A] > 0, et notons P4 la probabilité
Pa[-] = P[A]7'P[- N A]. On voit que

Palexplic - (X, — X.))] = exp(—%]f\z(t —8)

ce qui veut dire que la loi de X; — X sous P4 est aussi celle du vecteur gaussien de
covariance (t — s)Id. Donc, pour toute fonction mesurable positive f sur RY, on a

EA[f(Xt - Xs)] = E[f(Xt - XS)]7
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soit encore

E[lAf(Xt - Xs)] = P[A] E[f(Xt - Xs)]

Comme cela est vrai pour tout A € Fy, X; — X, est indépendant de F.
Finalement, si to = 0 < t; < ... < 1, le vecteur (X; — X; ;1 <i<d,1<
j < p) est un vecteur gaussien car obtenu en regroupant p vecteurs gaussiens
indépendants. De plus, ses composantes sont orthogonales donc indépendantes.
Compte-tenu de la loi obtenue précédemment pour X; — Xj, cela suffit pour dire
que X!, ..., X? sont p mouvements browniens indépendants. ([l

Théoréme 5.10 (Dubins-Schwarz) Soit M une martingale locale continue issue
de 0 et telle que (M, M) = oo p.s. 1l existe alors un mouvement brownien (3 tel
que

p-.S. \ft Ef 0, ]»1% = [}<A4?A{>t.

Remarques. (i) On peut s’affranchir de 'hypothese (M, M)_ = oo, mais il faut
alors éventuellement “grossir” 1’espace de probabilité.

(i) Le mouvement brownien (3 n’est pas adapté par rapport a la filtration (F;), mais
par rapport a une filtration “changée de temps”.

Démonstration. Pour tout » > 0, on définit un temps d’arrét 7, en posant
7, = inf{t > 0, (M, M), > r}.

L’hypothese assure que 7, < oo p.s. De plus, la fonction r +— 7, est croissante cadlag
et, sir > 0,

liTITnTS =7, =inf{t >0, (M, M), =r}.

On pose 3, = M,,.. Le processus (3 est adapté par rapport a la filtration G, = F,.
Remarquons aussi que cette filtration satisfait les conditions habituelles (rappelons
que si T;, est une suite de temps d’arrét décroissant vers T on a Fr = N, Fr,).

Lemme 5.11 Les intervalles de constance de M et (M, M) sont p.s. les mémes.
En d’autres termes, on a p.s. pour tous a < b,

My = M,, Vte€ [a,b] <= (M,M), = (M, M), Vt € [a,b].

Démonstration. Exercice (de la gauche vers la droite, utiliser 'approximation
habituelle de (M, M),; de la droite vers la gauche, appliquer le Corollaire 4.8 au
processus M qyar — Mg, pour un temps d’arret T convenable).

Revenons a la preuve du Théoreme 5.10. On a p.s. pour tout r > 0,

1ifr1%33 = lirn,]¥1}s = j»1;34* = jL1;37
sTr sTr
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ou la derniere égalité provient du Lemme 5.11 et du fait que pour t € [rs_,7,] on
a (M, M), = s. Comme les trajectoires de [ sont clairement continues a droite, on
conclut que le processus [ est continu.

Nous vérifions ensuite que 3, et 32 — s sont des martingales relativement a la
filtration (G,). Pour tout n > 1, les martingales locales arrétées M™ et (M™)? —
(M, M)™ sont des vraies martingales uniformément intégrables (d’apres le Théoreéme
4.7, en observant que (M™, M™)_ = (M, M)_ =n). Le théoreme d’arrét entraine
alors que pour r < s < n,

E[ﬁs | gr] = E[M;n | fn] = M:Tn =05,
et

B3 = s|G] = E[(M)* = (M™ M™) | F,] = (MI)* = (M™ M™)

Ts Tr

2
= B —r.

Ensuite, le cas d = 1 du Théoreme 5.9 montre que (3 est un (G, )-mouvement brown-
ien. Finalement, par définition de 3, on a p.s. pour tout ¢ > 0,

5<M»M>t = M7'<M,M>t :

Mais a nouveau le Lemme 5.11 montre que la fonction r — 7, est constante sur les
intervalles [t, 7« p.s>,]- On conclut que p.s. pour tout t > 0 on a My = Soprirs,. O

Nous énoncons maintenant des inégalités importantes reliant une martingale et
sa variation quadratique. Si M est une martingale locale continue, on note M; =
sup,<; | M.

Théoréme 5.12 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy) Pour tout réel p >
0, il existe des constantes c,, C, > 0 telles que, pour toute martingale locale M issue
de 0,
2 * 2
¢, E[(M, M%) < B((MZ,)"] < C, B[(M, M)2L?).

Remarque. Si T est un temps d’arrét quelconque, en remplagant M par la mar-
tingale locale arrétée M7, on obtient les mémes inégalités avec T & la place de
0.

Démonstration. Observons d’abord que 1'on peut se restreindre au cas ou M est
bornée, quitte a remplacer M par M si T,, = inf{t > 0,|M;| = n}, et A faire
ensuite tendre n vers co. Nous démontrons seulement I'inégalité de droite dans le
cas p > 2 (c’est ce cas particulier que nous utiliserons dans le chapitre 6). On
applique la formule d’Tt6 a la fonction |x|P:

t 1 t
| M [P = /0 p| M,|P~ sgn(M,) dM, + 5/0 p(p — 1)|M[P=2d(M, M)..
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Puisque M est bornée, donc en particulier M € H?, le processus
t
/ PIM. P sen(M,) dM,
0
est une vraie martingale dans H2. On trouve alors
-1 t
planp) = P22 U] [ a2 aou, )
0

< P2 D pagy2ar )

< 222D piag i Bigan, ayp

d’apres 'inégalité de Holder. D’autre part, d’apres 'inégalité de Doob,

Bl Y] < (X)) ElIMp

et en combinant cette égalité avec la précédente, on arrive a

E[(M;)) < ((pﬁ 1);7 p(p2— 1))17/2 E[(M, M)]tg/z].

Il ne reste plus qu’a faire tendre ¢ vers oo. O

Représentation des martingales. Nous allons établir que, dans le cas ou la
filtration sur €2 est engendrée par un mouvement brownien, toutes les martingales
peuvent étre représentées comme intégrales stochastiques par rapport a ce mouve-
ment brownien.

Théoréme 5.13 Supposons que la filtration (F;) sur Q est (I’augmentation habi-
tuelle de) la filtration canonique d’un mouvement brownien B issu de 0. Alors, pour
toute variable aléatoire Z € L*(Q, Fuo), il existe un (unique) processus h € L*(B)
tel que

Z=FE[Z]+ /OO h(s,w)dBs.

En conséquence, pour toute martingale M bornée dans L? (respectivement pour toute
martingale locale M ), il existe un (unique) processus h € L*(B) (resp. h € L% _(B))
et une constante C' € R tels que

¢
M,=C +/ h(s,w) dBs.
0
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Lemme 5.14 Sous les hypothéses du théoreme précédent, [’espace wvectoriel en-
gendré par les variables aléatoires

exp (2 z”: Aj(By; — Btj_1)>
=1

pour 0 =ty <ty <---<t, et A\i,...,\, €R, est dense dans LA(Q2, Fu).

Démonstration. Il suffit de montrer que si Z € LA(2, F,) vérifie

E[Z exp (zi (B, — Btjfl))] ~0 (5.4)

pour tout choix de 0 =ty <t; <--- <t,et A\,..., A\, € R, alors Z = 0. Fixons 0 =
to < t; <--- <t, et, pour tous o > 0 et m € R, notons g,,,(x), =z € R, la densité
de la loi N'(m,0?). On déduit de la condition (5.4) que, pour tous oy, ...,0, > 0 et
my,...,m, € R, ona

0 = /anmm VE|Z exp (i Z/\ (B, = Biy,)) | dh . ax,

) {ZHeXme](B B - j(Btj;Btj_l)zﬂ

7j=1

ou la deuxieme égalité résulte d’une application (facile a justifier) du théoreme de
Fubini et de la formule pour la transformée de Fourier de la loi gaussienne. On a
donc pour tous aq,...,a, >0et my,...,m, € R,

n

E[Z exp (Z(zm](B — By,_,) — (B, — Btj71)2))} = 0.

j=1
Une application du théoreme de Stone-Weierstrass montre que les combinaisons
linéaires complexes de la fonction constante égale a 1 et des fonctions de la forme

n

(Y1, Yn) — exp <Z(imjyj — yf))

j=1

avec aq, ..., > 0 et my,...,m, € R, sont denses dans 'espace Cy(R",C) des
fonctions continues de R" dans C qui ont une limite a U'infini, muni de la norme de
la convergence uniforme. Par un passage a la limite, on obtient donc, pour toute
fonction ¢ € Cy(R", C),

ElZ¢o(By,, By, — By,,...., By, — By, )] = 0.
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Il en découle que 'égalité
E[Z 1U(Bt1: Bt2 - Btw sy Btn - Btnfl)] =0

est vraie d’abord pour tout ouvert borné U de R", puis pour tout borélien U de R™
par un argument de classe monotone.

On a donc obtenu 'égalité F[Z14] = 0 pour tout A € o(By,,...,B:,). A
nouveau un argument de classe monotone montre que cette égalité reste vraie pour
tout A € o(By,t > 0) puis par complétion pour tout A € F,,. On conclut alors que
Z =0. O
Démonstration du Théoréme 5.13. On montre d’abord la premiere assertion.
Pour cela, on note H 'espace vectoriel des variables aléatoires Z € L*(Q, F) qui
ont la propriété de I’énoncé. Remarquons que l'unicité de h est facile puisque si h
et h' correspondent a la méme variable Z, on a

E[/Ooo(h(s,w) - h’(S,w))2ds] = E[(/OOO h(s,w)dBs — /000 h'(s,w) st)? =0,

d’ott h = K’ dans L*(B). Si Z € H correspond & h, on a

E[ZY = E[Z)? + E[/OOO h(s,w)? ds} .

Il en découle facilement que si (Z,,) est une suite dans H qui converge dans L?(€, F.)
vers Z, les processus h, associés a Z, forment une suite de Cauchy dans L?(B)
donc convergent vers h € L?(B). D’apres la propriété d’ isométrie de l'intégrale
stochastique (Théoreme 5.3) on a aussitot Z = E[Z] + fo (s,w)dBs. Donc H est
fermé.

Ensuite, pour 0 = ¢, < t; < -+ < t, et Aq,..., A\, € R, notons f(s) =
D ALy (), et &/ la martingale exponentielle &( ([, f(s)dBy) (cf Proposition
5.8). La formule d’Itd6 montre que

B YT ARREL ST Bty A
j=1

et il en découle que les variables de la forme Re < exp (z > i Ai(By, — Btj_1)>) sont
dans ‘H. D’apres le Lemme 5.14, les variables de ce type sont denses dans L?(Q, F).
On conclut que H = L*(Q, Fo).

Si M est une martingale bornée dans L?, alors M, € L*(Q, F..), s’écrit sous la
forme



avec h € L*(B). 1l en découle aussitot que
¢
M, = E[M | 7] = E[M..] +/ h(s,w)dB,
0

et I'unicité de h s’obtient comme ci-dessus.

Enfin, si M est une martingale locale (continue), on a d’abord M, = C € R
parce que Fy est P-triviale (ce qu'on peut déduire soit de la premieére partie de la
preuve soit du chapitre 2). Si T,, = inf{t > 0,|M,;| > n} on peut appliquer ce qui
précede a M et trouver un processus h,, € L?(B) tel que

t
M = C+/ hn(s,w) dB,.
0

Par unicité on a, si m < n, hy,(s,w) = hy(s,w), ds p.p. sur [0,T,,], p.s. 1l est alors
facile de construire h € L2 (B) tel que, pour tout m, h(s,w) = h,,(s,w), ds p.p. sur
[0,T,,], p-s. La formule de I’énoncé découle ensuite de la construction de 'intégrale
stochastique fot h(s,w)dBs, et l'unicité de h est aussi facile par un argument de

localisation. ]

Remarque. Sous les hypotheses du Théoréme 5.13, notons N la classe des P-
négligeables de o(B;,t > 0) et pour tout ¢t > 0, G; = 0(B,,0 < s <t) VN. A priori
on a F; = G;,. En fait, le Théoréme 5.13 entraine que G, = G, = F; (lecast =0
est le Théoreme 2.8). En effet, si Z est une variable F;-mesurable bornée, on a

t t—e
Z = / h(s,w)dBs = lif(r)l(Lz)/ h(s,w) dBs,
0 & 0

et quitte a prendre une sous-suite on voit que Z est limite p.s. de variables G;-
mesurables (car F;_. C G; si e > 0).

5.4 Le théoreme de Girsanov

Nous considérons comme précédemment dans ce chapitre, un espace de proba-
bilité filtré (2, F, (F1), P) satisfaisant les conditions habituelles. Notre objectif est
d’étudier comment se transforment les notions de semimartingales et de martingales
lorsqu’on remplace la probabilité P par une probabilité () absolument continue par
rapport a P.

Proposition 5.15 Supposons que Q < P sur Fo,. Pour tout t € [0, 0], soit

_4Q

D, —
" dPR

81



la dérivée de Radon-Nikodym de Q) par rapport a P sur la tribu F;. Le processus D
est une Fy-martingale uniformément intégrable. On peut donc remplacer D par une
modification cadlag. Apres ce remplacement, on a ausst pour tout temps d’arrét T,

_4Q

Dr = .
' dP R

Enfin, si on suppose que () est équivalente a P sur Fo,, on a p.s. pour tout t > 0,
D, > 0.

Démonstration. Pour A € F;, on a
Q(A) = Eg[1a] = Ep[14Dx] = Ep[14Ep[Do | Fi]]
et par unicité de la dérivée de Radon-Nikodym sur F;, il en découle que
Dy = Ep|[Dy | Fi], p-s.

Donc D est une martingale u.i. (fermée par D), et quitte & remplacer D par une
modification on peut supposer que ses trajectoires sont cadlag.
Ensuite, si T" est un temps d’arrét, on a pour A € Fr, d’apres le théoreme d’arrét,

Q(A) = Eg[1a] = Ep[14Dx] = Ep[14Dr],

d’ou, puisque Dr est Fpr-mesurable,

dQ

Dr=— .
T dP\Fr

Enfin, considérons le temps d’arrét S = inf{t > 0, D; = 0}. Par continuité a
droite, Dg = 0 p.s. sur {S < oo}. En prenant A = {S < oo} € Fg, I'égalité
Q[A] = Ep[14Dg] entraine que Q[A] = 0 donc aussi P[A] = 0. O

Proposition 5.16 Soit D une martingale locale (continue) strictement positive. Il
existe alors une unique martingale locale continue L telle que

Dy = exp(Ly — %(L, L)) = E(L).

De plus L est donnée par la formule

t
L; = log Dy + / D;ldD,.
0
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Démonstration. L’'unicité est une conséquence immédiate du Théoreme 4.5. En-
suite, puisque D est strictement positive, on peut appliquer la formule d’It6 a log Dy,
et il vient

log D; = log D
og Ly 0g0+ODs 5

=L — _< 7L>t'

' dD, 1/ﬂams 1
. D2 2

O

Théoréme 5.17 (Girsanov) Soit () une mesure de probabilité équivalente a P sur
la tribu Fu. Soit D la martingale associée a ) par la Proposition 5.15. On suppose
que D est continue. Soit L la martingale locale associée a D par la Proposition 5.16.
Alors, si M est une (F;, P)-martingale locale continue, le processus

M =M — (M,L)
est une (Fy, Q)-martingale locale continue.

Démonstration. Montrons d’abord que, si T" est un temps d’arrét et si X est un
processus continu adapté tel que (X D)7 est une P-martingale, alors X7 est une Q-
martingale. Puisque, d’apres la Proposition 5.15, Eg[|X7ra|] = Ep[| XoatDrat|] <
o0, on a d’abord X' € LY(Q). Ensuite, soient A € F, et s < t. Puisque AN {T >
s} € Fs, on a, en utilisant le fait que (X D)? est une P-martingale,

Ep[Lanirs>s3 XratDrae) = Ep[lanirss X1asDras)-
D’apres la Proposition 5.15,
dQ) dQ)

DT/\t = o5 TAs — 75
ar |-7:TAt, ° dr |-7:T/\5’

et donc, puisque ANA{T > s} € Frps C Frpy, il vient
EqLanirss) Xrat) = Eo[lanirss X1as):
D’autre part, il est immédiat que
Eqlanir<siXrat) = Eg[lanir<sy X1as)-

En combinant avec ce qui précede, on obtient Eg[laX7a:] = Eg[laXras), d'ou le
résultat annoncé.

Comme conséquence immédiate, on voit que si X D est une P-martingale locale,
alors X est une Q-martingale locale.
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Soit maintenant M une P-martingale locale continue. On applique ce qui précede
a X = M, en remarquant que d’apres la formule d’Ito,

. t t t
M,D, = M0D0+/ MSdDS+/ DSdMS—/ D,d(M, L), + (M, D),
OtN Ot 0
= M0D0+/ MsdDS+/ D, dM,
0 0

puisque d(M, L), = D;'d(M, D), d’aprés la Proposition 5.16. On voit ainsi que
M D est une P-martingale locale, donc M est une ()-martingale locale. 0

Conséquences.

(a) Une (F;, P) martingale locale continue M reste une (F;, Q)-semimartingale
continue, dont la décomposition est M = M + (M, L). On voit ainsi que la classe
des (F;, P)-semimartingales continues est contenue dans la classes des (F, )) semi-
martingales continues.

En fait ces deux classes coincident. En effet, sous les hypotheses du Théoreme
5.17, P et @ jouent des roles symétriques. Pour le voir, appliquons le Théoreme
5174 M = —L. On voit que —L = —L + (L, L) est une martingale locale continue,
et (L,L) = (L, L). Donc,

£(~E) = exp(~Li +{L, L, — (L. 1)) = (£(D),) = D;".

Cela montre que sous les hypotheses du Théoreme 5.17, on peut échanger les roles
de P et Q quitte & remplacer D par D~! et L par —L.

(b) Soient X et Y deux semimartingales continues (relativement a P ou a Q).
La valeur du crochet (X,Y) est la méme sous les deux probabilités P et ). En effet,
ce crochet est toujours donné par Iapproximation de la Proposition 4.11 (cette
observation a été utilisée implicitement dans (a) ci-dessus).

De méme, si H est un processus localement borné, I'intégrale stochastique H - X
est la méme sous P et sous ) (pour le voir, utiliser 'approximation par des processus
élémentaires).

Notons, toujours sous les hypotheses du Théoreme 5.17, M = Qg (M). L’applica-
tion Qg envoie ’ensemble des P-martingales locales continues dans 1’ensemble des

@-martingales locales continues. On vérifie facilement que g§ e QS = Id. De plus,
la transformation QS commute avec 'intégrale stochastique: si H est un processus
localement borné, H - G5 (M) = G5 (H - M).

(¢) Si M = B est un (F,, P)-mouvement brownien, alors B = B — (B, L) est une
(Fi, @Q)-martingale locale de variation quadratique <§,§>t = (B,B), = t.
d’apres le Théoreme 5.9, B est un (F;, @)-mouvement brownien.

. Donc,
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(d) On utilise souvent le Théoreme de Girsanov “a horizon fini”. Pour 7" > 0
fixé, on se donne une filtration (F;):cp,r] indexée par ¢t € [0, 7] au lieu de ¢ € [0, o0].
On suppose que cette filtration satisfait les conditions habituelles (I’hypothese de
complétion signifiant que chaque tribu F; contient les P-négligeables de Fr). Si
@ est une autre probabilité équivalente a P sur Fr, on définit comme ci-dessus
la martingale (Dy,t € [0,7T]) et, si D a une modification continue, la martingale
(L¢, t € [0,7]). L’analogue du Théoreme 5.17 reste alors bien sur vrai.

Dans les applications du Théoreme de Girsanov, on construit la probabilité () de
la maniere suivante. On part d’une martingale locale continue L telle que Ly = 0.
Alors £(L); est une martingale locale continue & valeurs strictement positives, donc
une surmartingale (Proposition 4.4) ce qui assure I'existence de la limite £(L), avec,
d’apres le lemme de Fatou, E[€(L)s] < 1. Sion a

E[E(L)s] =1 (5.5)

alors il est facile de voir (exercice) que (L) est en fait une vraie martingale uni-
formément intégrable. En posant Q) = E(L) - P, on est dans le cadre du Théoreme
5.17. Il est donc tres important de pouvoir donner des conditions qui assurent
I'égalité (5.5).

Théoreme 5.18 Soit L une martingale locale continue telle que Lo = 0. Con-
sidérons les propriétés suivantes

(i) Elexp 2(L,L) ] < oo;
(ii) L est une martingale uniformément intégrable, et Elexp %Loo] < 00;
(iii) E(L) est une martingale uniformément intégrable.
Alors, (1)=(ii)=-(iii).
Démonstration. (i)=-(ii) La propriété (i) entraine que E[(L, L) ] < oo donc aussi

que L est une vraie martingale bornée dans L? (Théoreme 4.7). Ensuite,

1 1
exp 3 Lo = E(L)? expl5 (L, L))"

d’ou grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Elexp %Loo] < E‘[(S‘(L)OO]I/QE[eXp(%<L7 L) )M? < E[eXp(%(L,L>OO)]1/2 < o0,

(ii)=-(iii) Puisque L est une martingale uniformément intégrable, on a L; =
E[Ls | F] d’ou

1 1
exp ELt < Elexp §LOO | Fil.
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Ceci montre d’abord que exp %Lt € L'. Ensuite, par convexité, exp %Lt est une sous-
martingale, et I'inégalité précédente montre que cette sous-martingale est fermée par
sa limite exp %Loo. D’apres le théoreme d’arrét pour les sur(sous)martingales fermées
(Théoréme 3.12) on a pour tout temps d’arrét T', exp 3Ly < Elexp 3 Lo | Fr], ce
qui montre que la famille {exp %LT, T temps d’arrét} est uniformément intégrable.

alq

{2). Alors, on vérifie facilement que

Pour 0 < a < 1, posons Z\* = exp(

2

E(aL), = (L))" (Z)' =

SiT'e Fy et T est un temps d’arrét, 'inégalité de Holder donne
1
E[1r&(aLl)r] < EIE(L)7)” E1p 291" < E[1p 2891 % < E[1r exp §LT]2‘1(1“1),

en utilisant le fait que £(L) est une surmartingale positive pour la deuxieme inégalité,
puis I'inégalité de Jensen. Comme la famille des {exp %LT, T temps d’arrét} est uni-
formément intégrable, I'inégalité précédente montre que la famille des {E(aL)r, T
temps d’arrét} l'est aussi. Cela entraine facilement que £(alL) est une (vraie) mar-
tingale uniformément intégrable. 11 en découle que

1 = BlE(aL)] < BIE(L)]" B2~ < BE(L)w]" Blexp 3 L0~

Lorsque a — 1, cette derniere inégalité entraine E[E(L)s] > 1 d’ott E[E(L)] = 1.
U
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Chapitre 6

Equations Différentielles
Stochastiques

6.1 Motivation et définitions générales

Le but des équations différentielles stochastiques est de fournir un modele mathéma-
tique pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire. Partons d’une
équation différentielle ordinaire de la forme

soit encore sous forme différentielle,

dy: = b(y) dt.

Une telle équation est utilisée pour décrire I’évolution d’un systeme physique. Si l'on
prend en compte les perturbations aléatoires, on ajoute un terme de bruit, qui sera de
la forme o dB;, ou B désigne un mouvement brownien et o est pour I'instant une con-
stante qui correspond a l'intensité du bruit. On arrive a une équation différentielle
“stochastique” de la forme

dy, = b(y) dt + o dB,,

ou encore sous forme intégrale, la seule qui ait un sens mathématique,

¢
Yt = y0+/ b(ys) ds + o B,.
0

On généralise cette équation en autorisant o a dépendre de 1’état a l'instant ¢:

dy, = b(y,) dt + o (y) dBy,
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soit sous forme intégrale,

t t
Y = Yo + / b(ys) ds +/ o(ys) dBs.
0 0

Remarquons que le sens donné a cette équation dépend de la théorie de 'intégrale
stochastique développée dans le chapitre précédent. On généralise encore un peu en
autorisant o et b a dépendre du temps t, et en se placant dans un cadre vectoriel.
Cela conduit a la définition suivante.

Définition 6.1 Soient d et m des entiers positifs, et soient o et b des fonctions
mesurables localement bornées définies sur R, x R? et a valeurs respectivement dans
My (R) et R, 0t Myym(R) désigne l'ensemble des matrices d x m a coefficients
réels. On note o = (Uij)lﬁiﬁd,lﬁjﬁm et b= (bi)lgigd-

Une solution de [’équation

E(o,b) dX; = o(t, X;)dB, + b(t, X;) dt

est la donnée de
- un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;), P) satisfaisant les conditions habituelles;
- sur cet espace un (Fi)-mouvement brownien dans R™, B = (B',... B™);

- un processus (F;)-adapté continu X = (X*,..., X9) a valeurs dans R?, tel que

t t
Xt:XO+/ o (s, X.) st+/ b(s, X.) ds.
0 0

soit encore, coordonnée par coordonnée, pour tout i € {1,...,d},

m t t
X;’:Xg+2/ aij(s,xs)ngJr/ bi(s, X,) ds.
Lorsque de plus Xog = x € R%, on dira que le processus X est solution de E,(o,b).

Il existe plusieurs notions d’existence et d’unicité pour les équations différentielles
stochastiques.

Définition 6.2 On dit pour I’équation E(o,b) qu’il y a
- existence faible si pour tout x € R il existe une solution de E,(0,b);

- existence et unicité faibles si de plus toutes les solutions de E,(o,b) ont méme
loi;
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- unicité trajectorielle si, l’espace de probabilité filtré (Q, F, (F;), P) et le mouve-
ment brownien B étant fizés, deux solutions X et X' telles que Xo = X p.s.
sont indistinguables.

On dit de plus qu’une solution X de E.(0,b) est une solution forte si X est adapté
par rapport a la filtration canonique de B.

Remarque. Il peut y avoir existence et unicité faibles sans qu’il y ait unicité
trajectorielle. L’exemple le plus simple est obtenu en partant d’un mouvement
brownien réel 3 issu de 5y = y, et en posant

Bt = /Ot sgn (ﬁs) dﬁsa

avec sgn () = 1siz >0, —1 si z < 0. Alors on a aussi

Bt=y+/0 sgn () dBs.

De plus le théoreme de Lévy (Théoreme 5.9) montre que B est aussi un mouvement
brownien (issu de 0). On voit ainsi que [ est solution de 'équation différentielle
stochastique

dX; = sgn (X;) dBs, Xo =1y,

pour laquelle il y a donc existence faible. A nouveau le théoreme de Lévy montre
que n’importe quelle solution de cette équation doit étre un mouvement brownien,
ce qui donne 'unicité faible.

En revanche, il n’a pas unicité trajectorielle pour cette équation. En effet, on
voit facilement, dans le cas By = 0, que § et —(3 sont deux solutions issues de 0
correspondant au méme mouvement brownien B (remarquer que fot lig,—0yds =0,
ce qui entraine fot 1¢3,—0y dBs = 0). On peut aussi voir que 3 n’est pas solution forte
de I’équation: on montre que la filtration canonique de B coincide avec la filtration
canonique de ||, qui est strictement plus petite que celle de (.

Le théoreme suivant, que nous n’utiliserons pas dans la suite, relie les différentes
notions d’existence et d’unicité.

Théoréme [Yamada-Watanabe| S’il y a existence faible et unicité trajectorielle,
alors il y a aussi unicité faible. De plus, pour tout espace de probabilité filtré
(Q,F,(F), P) et tout (Fi)-mouvement brownien B, il existe pour chaque x € R?
une (unique) solution forte de E,(o,b).

89



6.2 Le cas lipschitzien

Dans ce paragraphe nous nous placons sous les hypotheses suivantes.
Hypotheéses. Les fonctions o et b sont continues sur R, x R? et lipschitziennes en
la variable x: il existe une constante K telle que, pour tous t > 0, z,y € R,

lo(t,x) —o(t,y)| < K|z —yl,

Théoreme 6.1 Sous les hypothéses précédentes, il y a unicité trajectorielle pour
E(o,b). De plus, pour tout espace de probabilité filtré (0, F,(F;), P) et tout (F)-
mouvement brownien B, il existe pour chaque x € R? une (unique) solution forte de

E.(0,b).

Le théoreme entraine en particulier qu'il y a existence faible pour E(o,b). L’uni-
cité faible découlera du théoréeme suivant (elle est aussi une conséquence de 'unicité
trajectorielle si on utilise le théoreme de Yamada-Watanabe).

Remarque. On peut affaiblir I’hypothese de continuité en la variable ¢, qui n’inter-
vient essentiellement que pour majorer supy«,<¢ |0 (t, )| et supg<,<r |b(t, z)| pour
fixé. On peut aussi “localiser” ’hypothese sur le caractere lipschitzien de o et b (la
constante K dépendra du compact sur lequel on considere t et x,y), a condition de
conserver une condition de croissance linéaire

jo(t, )] < K(1+[z]), [b(t,2)] < K(1+ |2]).

Ce type de condition, qui sert a éviter I’explosion de la solution, intervient déja dans
les équations différentielles ordinaires.

Démonstration. Pour alléger les notations, on traite seulement le cas d = m = 1.
Commencons par établir I'unicité trajectorielle. On se donne (sur le méme espace,
avec le méme mouvement brownien B) deux solutions X et X' telles que Xy = X|,.
Pour M > 0 fixé, posons

r=inf{t >0, |X;| > M ou | X]| > M}.
On a alors, pour tout ¢ > 0,

tAT tAT
Xinr = Xo +/ o(s, Xs)dBs + / b(s, Xs)ds
0 0

et on a une équation analogue pour X;,,. En faisant la différence entre ces deux
équations, et en remarquant que X et X’ sont bornées par M sur I'intervalle ]0, 7],
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on trouve si t € [0,T], T > 0,
E[(Xiar — Xiy)?]
<9 (E[(/O (0(s, X.) — a(s,X;))stﬂ +E[(/O (b(s, X.) — b(s,X;))ds)QD

<2 (5[ | W(a(s,)@) - a<s,X;>>2ds} ere] b, x) - )

tAT

<2K*1+T)E X;)st}

NN

<OKY14+T E[ Xopr — X;/\T)st}

Donc la fonction h(t) = E[(Xian, — X[, )?] vérifie pour ¢ € [0, T

t)g(]/oth(s)ds

Lemme 6.2 Soit T > 0 et soit g une fonction positive mesurable bornée sur l’inter-
valle [0,T]. Supposons qu’il existe deuz constantes a > 0, b > 0 telles que pour tout
te[0,77],

avec C' = 2K%*(1+T).

t
g(t) <a+ b/ g(s)ds.
0
Alors on a pour tout t € [0,T],
g(t) < a exp(bt).

Démonstration du lemme. En itérant la condition sur g, on trouve que pour
tout n > 1,

bt)? bt)" t o on
g(t) < a+a(bt)+ a< 2) 4t a% + pntt / dsy / dsgy - - / dspn+19(Snt1)-
' 0 0 0

Si g est majorée par A, le dernier terme ci-dessus est majoré par A(bt)" ™! /(n +1)!,
donc tend vers 0 quand n — oo. Le résultat recherché en découle. 0]

Revenons & la preuve du théoréme. La fonction h est bornée par 4M? et vérifie
I'hypothese du lemme avec a = 0, b = C. On obtient donc h = 0, soit X, = X|,..
En faisant tendre M vers oo, on a X; = X ce qui acheve la preuve de l'unicité
trajectorielle.
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Pour la deuxieme assertion, nous construisons la solution par la méthode d’ap-
proximation de Picard. On pose

t t
th::v—i—/ o(s,x) st+/ b(s,r)ds,
Ot 0 .
Xp =t [ ol Xr Bt [ Ws X0 ds
0 0

Les intégrales stochastiques ci-dessus sont bien définies puisqu’il est clair par récur-
rence que pour chaque n, X' est continu et adapté, donc le processus o (¢, X;*) l'est
aussi.

Fixons un réel T' > 0, et raisonnons sur l'intervalle [0, T]. Vérifions d’abord par
récurrence sur n qu’il existe une constante C,, telle que pour tout ¢ € [0, 7],

E[(X)?) < C,. (6.1)

Cette majoration est triviale si n = 0. Ensuite, si elle est vraie a 'ordre n — 1, on
utilise les majorations

lo(s,y)] <K'+ Kly|, |b(s,y)| <K'+ Klyl, Vsel0,T], y<cR,

pour écrire

E[(X)] < 3 <|x|2+E[(/Ota<s,xg—1)d35>2] +E[</Otb(s,X§‘1)ds>2D
3 <|x|2+E[/0ta(s,Xf_1)2ds] +tE[/0tb(s,X§‘1)2dsD

< 3 <|x|2 LA+ T)E[/t(K’Z + KQ(XQ‘l)Q)dsD
< 3|z +4T(1 + T)(K"? + K*C,_1)) =: C,,

VAN

Pour justifier le calcul du moment d’ordre deux de l'intégrale stochastique, on a
utilisé le fait que F| fo o(s, X" 1)%ds] < oo, ce qui découle de la majoration ci-
dessus pour o et de I’hypothese de récurrence.

La majoration (6.1), et 'hypothese sur o entrainent que la martingale locale
fo s, X"") dB, est pour chaque n une vraie martingale bornée dans L? sur I'intervalle
[0, T7. Nous utilisons cette remarque pour majorer par récurrence

E[ sup [ X; - XpP?

0<t<T
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On a
t t
XpH - X = / (o(s, X2) —o(s, X)) dBs +/ (b(s, X2) —b(s, XI71)) ds,
0 0
d’ou, en utilisant 'inégalité de Doob (Proposition 3.6) a la troisieme ligne,

[ o - xer]
0<s<t
< 2E[ sup | [ (o(u, Xy) —o(u, X371)dBu|* + sup | | (b(u, X)) — b(u,XZZ’l))dU\Z]

0<s<t 0 0<s<t 0

IN

2(4E[(/0t(a(u, XM —o(u, X)) dBu>2] + E[(/Ot |b(u, X) — b(u, X" du>2]>
< 2<4E[/Ot(a(u,X3) - a(u,X{fl))Zdu} n TE[/Ot(b(u,X;}) - b(u,X{j’l)zduD
<24+ T)KQE[/t X" X;;-1|2du]

¢
< C’TE[/ sup \Xf—Xf_1|2du}
0

0<r<u

en notant Cr = 2(4+T)K?. Si g,(u) = E[supy<,<, | X — X"'|?], on voit donc que

lt) < Co [ () du (6.2)

D’autre part, (6.1) et les inégalités précédentes montrent que chacune des fonctions
gn est bornée sur [0, T']. En particulier, il existe une constante C/. telle que go(t) < C%,
pour ¢t € [0,7]. Une récurrence simple utilisant (6.2) montre alors que pour tous
n>0,tel0,T]

tn

gult) < C(Cr)" .

En particulier, >°°°  g,(T)Y/? < 00, ce qui entraine que p.s.

o

> sup |X7H - X7 < v,

5 0t<T

et donc p.s. la suite (X},0 < ¢ < T') converge uniformément sur [0,7] vers un
processus limite (X;, 0 < ¢ < T) qui est adapté et continu. On vérifie par récurrence
que chaque processus X" est adapté par rapport a la filtration canonique de B, et
donc X l'est aussi.
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Enfin, les estimations précédentes montrent aussi que

° 2
E[ sup IXS—XSIZ’} < (ng(T)l/Q) —0
k=n

0<s<T

et on en déduit aussitot que

t

¢
/ o(s,Xs)dBs = lim [ o(s,X])dB;
0

n—oo 0

t t
/ b(s,Xs)ds = lim [ b(s, X)ds,
0

n—oo 0

dans L?. En passant & la limite dans I’équation de récurrence pour X", on trouve
que X est solution (forte) de E,(o,b) sur [0,T]. O

Dans I'énoncé suivant, W (dw) désigne la mesure de Wiener sur l'espace canon-
ique C'(Ry,R™) des fonctions continues de R, dans R™ (W (dw) est la loi de
(B, t > 0) si B est un mouvement brownien en dimension m issu de 0).

Théoreme 6.3 Sous les hypothéses du théoréme précédent, il exviste des applica-
tions mesurables F,, : C(R,,R™) — C(R,,R?) définies pour tout x € R?, et telles
que les propriétés suivantes soient vérifiées:

(i) pour tout t > 0, F,(w); coincide W (dw) p.s. avec une fonction mesurable de
(w(r),0 <r<t);

(ii) pour tout w € C'(Ry,R™), lapplication x — F,(w) est continue;

(iii) pour tout x € R, pour tout choiz de l’espace de probabilité filtré (0, F, (F;), P)
et du (F;)-mouvement brownien B en dimension m, le processus X, défini par
X, = F.(B); est la solution unique de E(c,b) avec valeur initiale x; de plus si
Z est une variable aléatoire Fo-mesurable, le processus Fz(B); est la solution
unique avec valeur initiale Z.

Remarque. L’assertion (iii) montre en particulier qu’il y a unicité en loi pour
E(o,b): les solutions de E,(c,b) sont toutes de la forme F,(B) et ont donc la méme
loi qui est la mesure image de W (dw) par F,.

Démonstration. A nouveau on traite le cas d = m = 1. Notons N la classe des
sous-ensembles W-négligeables de C'(R;,R), et pour tout ¢ € [0, 0],

G =o(w(s),0<s<t)VN.

D’apres la remarque de la fin du paragraphe 5.3 (appliquée au mouvement brownien
canonique By(w) = w(t) sous W), la filtration (G;) est continue a droite, donc
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satisfait les conditions habituelles. Pour chaque x € R, notons X* la solution
de E,(0,b) associée a l'espace (C(Ry,R), Gy, (G;), W) et au mouvement brownien
By(w) = w(t). Cette solution existe et est unique a indistinguabilité pres d’apres le
Théoreme 6.1.

Soient z,y € R et T, le temps d’arrét défini par
T, = inf{t > 0, | X¥| > n ou | X/| > n}.
Soit p > 2 et T > 1. En utilisant les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy
(Théoreme 5.12) puis I'inégalité de Holder on obtient pour ¢ € [0, T

sATy,

Flsup X2, Xl
s<t

< Cy(le =yl + B[ sup

s<t

/0 T (0 XP) — o(r, X¥))dB,

l

/OSATn(b(r, X7) = b(r, Xﬁ/))dr‘p])

+F [sup

s<t

<0yt —ar+ [ [ ot x0) - ot ar)

tATh p
+E / b(r, X77) — b(r, X?)|dr
(), e x0) = Xppir) )
t
< C'p<|x —ylP + C;,tg_lE[/ lo(r N T, Xiag, ) — o(r AT, XEATH)|pdT}
0
t
+ B / b(r A T, Xz, ) = blr A T, X, ] )
° t
<C(la=ol + 7 [ Xz, - Xt P)r),
0

ou la constante C] < oo dépend de p (et de la constante K intervenant dans
I'hypothese sur o et b) mais pas de n ni de z,y et T.

Puisque la fonction t — FE [ SUp,<; | Xy, — X2ir, ]p] est évidemment bornée, le

Lemme 6.2 entraine alors pour ¢ € [0, 7]
B|sup |X2.p, = XU, | < Chle = yl? exp(CyT0),
s<t
d’otu en faisant tendre n vers oo,

E[sup | X7? — Xgﬂ < C)lx — y|P exp(C)T?t).

s<t
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La topologie sur I'espace C'(R,,R) est définie par la distance

o
d(w,w') = Zak<sup |w(s) — w'(s)| A 1>,
k=1 sk
pour un choix arbitraire de la suite de réels a; > 0, tels que la série Y oy soit
convergente. On peut choisir les coefficients oy, tels que

[e.e]
Zak exp(Cy k) < oo
Alors les estimations précédentes et I'inégalité de Jensen montrent que
Eld(X*, XY)? o )Pt Qg [supX’” XYP x —ylP.
a( Z Z up | X7~ XY] < Gyl

D’apres le lemme de Kolmogorov (Theoreme 2.5), appliqué au processus (X%, z € R)
a valeurs dans £ = C(R,,R) muni de la distance d, il existe une modification a
trajectoires continues, notée (X* z € R), du processus (X*,z € R). On note
Fo(w) = X*(w) = (X7(W))s0. La propriété (ii) découle alors de ce qui précede.

L’application w — F,(w) est mesurable de C'(R,,R) muni de la tribu G, dans
C'(R,4,R) muni de la tribu borélienne C = o(w(s),s > 0). De méme, pour chaque
t >0, Fy(w); = X?(w) est G-mesurable donc coincide W (dw) p.s. avec une fonction
mesurable de (w(s),0 < s <t). On a ainsi obtenu la propriété (i).

Montrons maintenant la premiére partie de 'assertion (iii). Pour cela, fixons
I'espace de probabilité filtré (2, F, (F):, P) et le (F;)-mouvement brownien B. Il
faut voir que F,(B) est alors solution de E,(co,b). Remarquons déja que ce processus
est (trivialement) continu et aussi adapté puisque F,(B); coincide p.s. avec une
fonction mesurable de (B,,0 < r < t), d’apres (i). D’autre part, par construction
de F, on a W(dw) p.s

Fz(w)t:x+/() O(S,Fx(w)s)dw(s)—i—/o b(s, Fp(w)s)ds,

et l'intégrale stochastique fot o(s, Fy(w)s)dw(s) peut étre définie par

/0 o5, Falw)s) dwis) = Jun, i (G Fal zt/znk)(W(@ ;rnkl)t) _W(;Ttk))>

=0

W(dw) p.s. le long d’une sous-suite (ny) bien choisie (d’apres la Proposition 5.6).
On peut maintenant remplacer w par B (qui a pour loi W !) et trouver p.s.,
2nk —1

, it ¢
F.(B): = $+khm Z U(%,Fx(B)it/znk)(B(Hl)t/z"k _Bit/Q"k)+/ b(s, Fr(B)s)ds
IS 0

_ x+/to(s,Fx(B)s)st+/tb(s,Fw(B)S)ds,
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a nouveau grace a la Proposition 5.6. On obtient ainsi que F,(B) est la solution
recherchée.

Il reste a établir la seconde partie de 1’assertion (iii). On fixe & nouveau l'espace
de probabilité filtré (Q, F, (F):, P) et le (F;)-mouvement brownien B. Soit Z une
variable aléatoire Fp-mesurable. Si dans 1’équation intégrale stochastique vérifiée
par F,(B) on remplace formellement x par Z, on obtient que Fz(B) est solution de
E(o,b) avec valeur initiale Z. Cependant, ce remplacement formel n’est pas si facile
a justifier, et nous allons donc 'expliquer avec soin.

Remarquons d’abord que 'application (z,w) — F,(B); est continue par rapport
a la variable x et F;-mesurable par rapport a w. On en déduit aisément que cette
application est mesurable pour la tribu produit B(R) ® F;. Comme Z est Fo-
mesurable, il en découle facilement que Fz(B); est Fi-mesurable. Donc le processus
F7(B) est (continu et) adapté. Définissons G(z,w) € C(R;,R), pour z € R et
w € C(R4,R), par I'égalité

G(a:,w)t:/O b(s, Fp(w)s)ds.

Soit aussi H(z,w) = F(w) —x — G(z,w). Par construction on a W(dw) p.s.

H(m,w)t:/O o(s, Fp(w)s) dw(s),

Donc, si
271_1 . . .
it (i+1)t u
Hn(xu W)t = Z U(Q_n’ Fa?(W)it/Qn) (W< 2n ) o W(Q_n))’
1=0

la Proposition 5.6 montre que

H(z,w), = lim H,(xz,w),,

n—o0

en probabilité sous W(dw), pour chaque x € R. En utilisant le fait que Z et
B sont indépendants (parce que Z est Fy-mesurable), on déduit de cette derniere

convergence que
H(Z,B), = lim H,(Z,B);

en probabilité. Toujours grace a la Proposition 5.6, cette derniere limite est I'intégrale
stochastique

/Ota(s, F7(B)s) dBs.

On a ainsi montré que

/ta(s, Fz(B)s)dBs = H(Z,B); = Fz(B); — Z — /tb(s, Fz(B)s) ds

ce qui prouve que Fz(B) est solution de E(o,b) avec valeur initiale Z. O
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6.3 La propriété de Markov forte des solutions
d’équations différentielles stochastiques

Dans ce paragraphe, nous conservons les hypotheses du paragraphe 2, et nous sup-
posons de plus que o(t,y) = o(y), b(t,y) = b(y). Pour chaque z € R? on note
P, la loi sur C(R,R?) des solutions de E,(c,b) (la mesure image de la mesure de
Wiener par l'application F, du Théoreme 6.3). Le Théoréme 6.3 (ii) montre que
I’application x — P, est continue pour la topologie de la convergence étroite. Il
en découle facilement par un argument de classe monotone que pour toute fonction
® borélienne de C'(Ry,R) dans R, application x — E,[®] est mesurable.

Théoréme 6.4 Soit X une solution de E(c,b) sur un espace de probabilité filtré
(Q,F, Fy, P). Soit aussi T un temps d’arrét fini p.s. Alors, si ® est une fonction
borélienne de C(Ry,R) dans R,

E[®(Xr41,t = 0) | Fr] = Ex, [4],
ou de maniere équivalente, pour toute variable positive U Fr-mesurable,
EU ®(Xr4t,t > 0)] = E[U Ex,.[?]].

On traduit cet énoncé en disant que le processus X possede la propriété de
Markov forte par rapport a la filtration (F;): pour tout temps d’arrét fini 7', la
loi conditionnelle du “futur” (Xp.4,¢t > 0) connaissant le passé Fr est la loi de X
partant de X7, qui ne dépend que du présent a I'instant 7. Dans le cas particulier
o = 1Id, b = 0, on retrouve la propriété de Markov forte du mouvement brownien,
formulée de maniere légerement différente.

Démonstration. On suppose comme ci-dessus que m = d = 1. Notons B&T) =
Bry, — Br qui est un mouvement brownien indépendant de Fp (voir les remarques
précédant la Proposition 5.8). Posons aussi X; = X7, et remarquons que le proces-
sus X' est adapté par rapport a la filtration F] = Fri4, qui satisfait les conditions
habituelles. De plus,

T+t T+t
X, = Xr +/ o(X,)dBs + / b(X,)ds,
T T
d’apres I'équation satisfaite par X. On a bien str:
T+t t
/ b(Xs) ds :/ b(X!) ds.
T 0

On voudrait faire le méme changement de variables dans I'intégrale stochastique.
Cela est justifié par le lemme suivant.
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Lemme 6.5 Si h est un processus continu adapté, on a

T+t t
/ h(s,w)dBs = / MT + u,w) dB,
T 0

La preuve du lemme est facile en approchant h par des combinaisons linéaires
finies de processus de la forme (s, w) = @(w) L4y 1r4(5), Ol  est Fp,-mesurable.
On déduit du Lemme 6.5 que

T+t t
/ o(X,)dB, = / o(X!)dB",
T 0

et on a donc . .
X! = X7 +/ o(X")dBM +/ b(X!)ds.
0 0

Remarquons alors que X' est adapté par rapport & la filtration (F7), B™) est un
(F/)-mouvement brownien, et X7 est Fj-mesurable. D’apres la derniere assertion
du Théoreme 6.3, on doit avoir p.s. X' = Fx,.(B™). Le résultat du théoréme en
découle aisément: puisque X est Fr-mesurable et B(T) est indépendant de Fr, on
a

E[®(X],t > 0) | Fr] = E[®(Fx,(B") | Fr] = /W(dW)q)(FxT(W)) = Ex.[®].

U

On appelle procesus de diffusion un processus fortement markovien et a trajec-
toires continues du type considéré dans le Théoreme 6.4. Il est important de pou-
voir attacher aux processus de diffusion des martingales (locales) continues. Dans
le théoreme suivant, on note ¢* la transposée de la matrice o.

Théoréme 6.6 Pour toute fonction F de classe C? sur R? posons

92 F d OF

(00")ij(x) M(ﬂf) + Z bi(z) oz, ().

1=

LF(x)=

DO | —

(2

1 j=1

Alors, si X est une solution de E(o,b),

F(X;) — /Ot LF(X,)ds

est une martingale locale.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer la formule d’It6 a F(X;). O

On traduit le théoreme précédent en disant que L est le générateur infinitésimal
du processus de Markov X. Remarquons que L est un opérateur différentiel du
second ordre. Le processus X permet de donner une approche ou une interprétation
probabiliste de nombreux résultats analytiques concernant 'opérateur L. Ces liens
entre probabilités et analyse ont été une motivation importante pour I’étude des
équations différentielles stochastiques.
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