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4.1.1 Fonctions à variation finie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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Chapitre 1

Vecteurs et Processus Gaussiens

1.1 Rappels sur les variables gaussiennes en di-

mension un

Une variable aléatoire X à valeurs dans R est dite gaussienne (ou normale) centrée
réduite si elle admet pour densité

pX(x) =
1√
2π

exp(−x
2

2
).

La transformée de Laplace complexe de X est alors donnée par

E[ezX ] = ez
2/2, ∀z ∈ C.

Pour obtenir cette formule (et aussi voir que la transformée de Laplace complexe
est bien définie) on traite d’abord le cas où z = λ ∈ R:

E[eλX ] =
1√
2π

∫
R
eλx e−x

2/2 dx = eλ
2/2 1√

2π

∫
R
e−(x−λ)2/2 dx = eλ

2/2.

Ce calcul assure que E[ezX ] est bien défini pour tout z ∈ C et définit une fonction
analytique sur C. L’égalité E[ezX ] = ez

2/2 étant vraie pour tout z ∈ R doit donc
l’être aussi pour tout z ∈ C.

En prenant z = iξ, ξ ∈ R, on trouve la transformée de Fourier de la loi de X:

E[eiξX ] = e−ξ
2/2.

A partir du développement

E[eiξX ] = 1 + iξE[X] + · · ·+ (iξ)n

n!
E[Xn] +O(|ξ|n+1),
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valable quand X est dans tous les espaces Lp, p <∞, ce qui est le cas ici, on calcule
facilement

E[X] = 0, E[X2] = 1, E[X2n] =
(2n)!

2nn!
.

Pour σ > 0 et m ∈ R, on dit qu’une variable aléatoire réelle Y suit une loi
gaussienne N (m,σ2) si Y vérifie l’une des trois propriétés suivantes équivalentes:

(i) Y = σX +m où X suit une loi gaussienne centrée réduite (i.e. N (0, 1));

(ii) la densité de Y est

pY (y) =
1

σ
√

2π
exp−(y −m)2

2σ2
;

(iii) la fonction caractéristique de Y est

E[eiξY ] = exp(imξ − σ2

2
ξ2).

On a alors
E[Y ] = m, var(Y ) = σ2.

Par extension, on dit que Y suit une loi N (m, 0) si Y = m p.s. (la propriété (iii)
reste vraie).

Sommes de variables gaussiennes indépendantes. Supposons que Y suit la loiN (m,σ2),
Y ′ suit la loi N (m′, σ′2), et Y et Y ′ sont indépendantes. Alors Y + Y ′ suit la loi
N (m+m′, σ2 + σ′2). C’est une conséquence immédiate de (iii).

Proposition 1.1 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires gaussiennes, telle que
Xn soit de loi N (mn, σn). Supposons que Xn converge en loi vers X. Alors

1) La v.a. X est aussi une v.a. gaussienne N (m,σ2) et m = limmn, σ = limσn.

2) Si la suite (Xn) converge en probabilité vers X la convergence a lieu dans tous
les espaces Lp, p <∞.

Démonstration. 1) La convergence en loi est équivalente à dire que, pour tout
ξ ∈ R,

E[eiξXn ] = exp(imnξ −
σ2
n

2
ξ2) −→ E[eiξX ].

En passant au module, on a aussi

exp(−σ
2
n

2
ξ2) −→ |E[eiξX ]|, ∀ξ ∈ R,
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ce qui ne peut se produire que si σ2
n converge vers σ2 ≥ 0 (le cas σ2

n → +∞ est à
écarter car la fonction limite 1{ξ=0} ne serait pas continue). On a ensuite, pour tout
ξ ∈ R,

eimnξ −→ e
1
2
σ2ξ2 E[eiξX ].

Montrons que cela entrâıne la convergence de la suite (mn). Si on sait a priori que
la suite (mn) est bornée, c’est facile: si m et m′ sont deux valeurs d’adhérence on
a eimξ = eim

′ξ pour tout ξ ∈ R, ce qui entrâıne m = m′. Supposons la suite (mn)
non bornée et montrons qu’on arrive à une contradiction. On peut extraire une
sous-suite (mnk) qui converge vers +∞ (ou −∞ mais le raisonnement est le même).
Alors, pour tout A > 0,

P [X ≥ A] ≥ lim sup
k→∞

P [Xnk ≥ A] ≥ 1

2
,

puisque P [Xnk ≥ A] ≥ P [Xnk ≥ mnk ] ≥ 1/2 pour k assez grand. En faisant tendre
A vers +∞ on arrive à une contradiction.

On a donc mn → m, σn → σ, d’où

E[eiξX ] = exp(imξ − σ2

2
ξ2),

ce qui montre que X est gaussienne N (m,σ2).
2) Puisque Xn a même loi que σnN +mn, où N désigne une v.a. de loi N (0, 1),

et que les suites (mn) et (σn) sont bornées (d’après 1)), on voit immédiatement que

sup
n
E[|Xn|q] <∞, ∀q > 0.

Le lemme de Fatou entrâıne alors que E[|X|q] <∞, puis

sup
n
E[|Xn −X|q] <∞, ∀q > 0.

Soit p ≥ 1. La suite Yn = |Xn−X|p converge en probabilité vers 0 par hypothèse et
est uniformément intégrable car bornée dans L2 d’après ce qui précède (avec q = 2p).
Elle converge donc dans L1 vers 0 d’où le résultat recherché. �

1.2 Vecteurs gaussiens

Soit E un espace euclidien de dimension d (E est isomorphe à Rd et on peut si on
le souhaite prendre E = Rd, mais il sera plus commode de travailler avec un espace
abstrait). On note 〈u, v〉 le produit scalaire de E. Une variable aléatoire X à valeurs
dans E est un vecteur gaussien si ∀u ∈ E, 〈u,X〉 est une variable gaussienne. (Par
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exemple, si E = Rd et si X1, . . . , Xd sont des variables gaussiennes indépendantes,
la propriété des sommes de v.a. gaussiennes indépendantes montre que le vecteur
X = (X1, . . . , Xd) est un vecteur gaussien.)

Si X est un vecteur gaussien à valeurs dans E il existe mX ∈ E et une forme
quadratique positive qX sur E tels que

E[〈u,X〉] = 〈u,mX〉,
var(〈u,X〉) = qX(u),

En effet, soit (e1, . . . , ed) une base orthonormée de E et soit X =
∑d

i=1Xj ej la
décomposition de X dans cette base. Remarquons que les variables aléatoires Xj =
〈ej, X〉 sont gaussiennes. On vérifie alors immédiatement les formules précédentes

avec mX =
∑d

i=1E[Xj] ej
(not.)
= E[X], et, si u =

∑d
i=1 ujej,

qX(u) =
n∑

j,k=1

ujuk cov(Xj, Xk).

Comme 〈u,X〉 est une variable gaussienne N (〈u,mX〉, qX(u)), on en déduit la
transformée de Fourier

E[exp(i〈u,X〉)] = exp(i〈u,mX〉 −
1

2
qX(u)).

Proposition 1.2 Sous les hypothèses précédentes, les variables aléatoires X1, . . . , Xd

sont indépendantes si et seulement si la matrice de covariance (cov(Xj, Xk)) est di-
agonale, soit si et seulement si la forme quadratique qX est diagonale dans la base
(e1, . . . , ed).

Démonstration. Il est évident que si les variables aléatoires X1, . . . , Xd sont
indépendantes, la matrice de covariance (cov(Xj, Xk))j,k=1,...d est diagonale. In-
versement, si cette matrice est diagonale, on a

qX(u) =
d∑
j=1

λj u
2
j , où λj = var(Xj),

et donc

E[exp i
d∑
j=1

ujXj] =
d∏
j=1

exp(iujE[Xj]−
1

2
λju

2
j) =

d∏
j=1

E[exp(iujXj)],

ce qui entrâıne l’indépendance de X1, . . . , Xd. �
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A la forme quadratique qX on associe l’endomorphisme symétrique positif γX de
E tel que

qX(u) = 〈u, γX(u)〉

(γX a pour matrice (cov(Xj, Xk)) dans la base (e1, . . . , ed) mais comme le montre la
formule ci-dessus la définition de γX ne dépend pas de la base choisie).

A partir de maintenant, pour simplifier l’écriture, on se limite à des vecteurs
gaussiens centrés, i.e. tels que mX = 0.

Théorème 1.3 1) Si γ est un endomorphisme symétrique positif de E il existe un
vecteur gaussien centré X tel que γX = γ.

2) Soit X un vecteur gaussien centré. Soit (ε1, . . . , εd) une base de E qui diago-
nalise γX : γXεj = λjεj avec λ1 ≥ λ2 ≥ · · ·λr > 0 = λr+1 = · · · = λd (r est le rang
de γX). Alors,

X =
r∑
j=1

Yjεj,

où les v.a. Yj sont des variables gaussiennes (centrées) indépendantes, et Yj est de
variance λj. En conséquence, si PX désigne la loi de X, le support topologique de
PX est

suppPX = e.v.(ε1, . . . , εr).

La loi PX est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur E si et
seulement si r = d, et dans ce cas la densité de X est

pX(x) =
1

(2π)d/2
√

det γX
exp−1

2
〈x, γ−1

X (x)〉.

Démonstration. 1) Soit (ε1, . . . , εd) une base orthonormée de E dans laquelle
γ est diagonale, γ(εj) = λjεj, et soient Y1, . . . , Yd des v.a. gaussiennes centrées
indépendantes avec var(Yj) = λj. On pose alors

X =
d∑
j=1

Yjεj,

et on vérifie alors facilement que, si u =
∑
ujεj,

qX(u) = E[(
∑

ujYj)
2] =

∑
λju

2
j = 〈u, γu〉.

2) Si on écritX dans la base (ε1, . . . , εd), la matrice de covariance des coordonnées
Y1, . . . , Yd est la matrice de γX dans cette base, donc une matrice diagonale avec
λ1, . . . , λd sur la diagonale. Pour j ∈ {r + 1, . . . , d}, on a E[Y 2

j ] = 0 donc Yj = 0
p.s. De plus, d’après la Proposition 1.2 les variables Y1, . . . , Yr sont indépendantes.
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Ensuite, puisque X =
∑r

j=1 Yjεj p.s. il est clair que

suppPX ⊂ e.v.{ε1, . . . , εr},

et inversement, si O est un pavé de la forme

O = {u =
r∑
j=1

αjεj; aj < αj < bj},

on a P [X ∈ O] =
∏r

j=1 P [aj < Yj < bj] > 0. Cela suffit pour obtenir l’égalité
suppPX = e.v.{ε1, . . . , εr}.

Si r < d, puisque e.v.{ε1, . . . , εr} est de mesure nulle, la loi de X est étrangère
par rapport à la mesure de Lebesgue sur E. Si r = d, notons Y le vecteur aléatoire
de Rd défini par Y = (Y1, . . . , Yd) et remarquons que X est l’image de Y par la
bijection ϕ(y1, . . . , yd) =

∑
yjεj. Alors,

E[g(X)] = E[g(ϕ(Y ))]

=
1

(2π)d/2

∫
Rd
g(ϕ(y)) exp

(
− 1

2

d∑
j=1

y2
j

λj

) dy1 . . . dyd√
λ1 . . . λd

=
1

(2π)d/2
√

det γ

∫
Rd
g(ϕ(y)) exp(−1

2
〈ϕ(y), γ−1

X (ϕ(y))〉) dy1 . . . dyd

=
1

(2π)d/2
√

det γ

∫
E

g(x) exp(−1

2
〈x, γ−1

X (x)〉) dx,

puisque la mesure de Lebesgue sur E est par définition l’image de la mesure de
Lebesgue sur Rd par ϕ (ou par n’importe quelle autre isométrie de Rd sur E). Pour
la deuxième égalité, on a utilisé le fait que Y1, . . . , Yd sont des variables gaussiennes
N (0, λj) indépendantes, et pour la troisième l’égalité

< ϕ(y), γ−1
X (ϕ(y))〉 = 〈

∑
yjεj,

∑ yj
λj
εj〉 =

∑ y2
j

λj
.

1.3 Espaces et processus gaussiens

Définition 1.1 Un espace gaussien (centré) est un sous-espace fermé de L2(Ω,A, P )
formé de variables gaussiennes centrées.

Par exemple, si X = (X1, . . . , Xd) est un vecteur gaussien centré dans Rd,
e.v.{X1, . . . , Xd} est un espace gaussien.
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Définition 1.2 Une famille ({Xt, t ∈ T}) de v.a. réelles est un processus gaussien
(centré) si toute combinaison linéaire finie des v.a. Xt, t ∈ T est gaussienne centrée.

Proposition 1.4 Si X = (Xt, t ∈ T ) est un processus gaussien, le sous-espace
vectoriel fermé de L2 engendré par les v.a. Xt, t ∈ T est un espace gaussien, appelé
espace gaussien engendré par le processus X.

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’une limite dans L2 de variables gaussi-
ennes centrées est encore gaussienne centrée (cf Proposition 1.1). �

Si H est un sous-ensemble de L2 on note σ(H) la tribu engendrée par les v.a.
ξ ∈ H.

Théorème 1.5 Soit H un espace gaussien et soit (Hi, i ∈ I) une famille de sous-
espaces vectoriels de H. Alors les sous-espaces Hi, i ∈ I sont orthogonaux dans L2

si et seulement si les tribus σ(Hi), i ∈ I sont indépendantes.

Remarque. Il est crucial que les espaces Hi soient contenus dans un même espace
gaussien. Considérons par exemple une variable X de loi N (0, 1) et une seconde
variable ε indépendante de X et telle que P [ε = 1] = P [ε = −1] = 1/2. Alors
X1 = X, X2 = εX sont deux variables N (0, 1). De plus, E[X1X2] = E[ε]E[X2] = 0.
Cependant X1 et X2 ne sont évidemment pas indépendantes (|X1| = |X2|). Dans
cet exemple, le couple (X1, X2) n’est pas un vecteur gaussien dans R2 bien que ses
coordonnées soient des variables gaussiennes.

Démonstration. Si les tribus σ(Hi) sont indépendantes, on a pour i 6= j, si X ∈ Hi

et Y ∈ Hj,
E[XY ] = E[X]E[Y ] = 0,

et donc les espaces Hi sont deux à deux orthogonaux.
Inversement, supposons les espaces Hi deux à deux orthogonaux. Par définition

de l’indépendance d’une famille infinie de tribus, il suffit de montrer que pour
i1, . . . , ip ∈ I distincts les tribus σ(Hi1), . . . , σ(Hip) sont indépendantes. Ensuite,
il suffit de montrer que, si ξ1

1 , . . . , ξ
1
n1
∈ Hi1 , . . . , ξ

p
1 , . . . , ξ

p
np ∈ Hip , les vecteurs

(ξ1
1 , . . . , ξ

1
n1

), . . . , (ξp1 , . . . , ξ
p
np) sont indépendants (en effet, pour chaque j les ensem-

bles de la forme {ξj1 ∈ A1, . . . , ξ
j
nj
∈ Anj} forment une classe stable par intersection

finie qui engendre la tribu σ(Hj), et on peut ensuite utiliser un argument classique
de classe monotone). Or, pour chaque j ∈ {1, . . . , p} on peut trouver ηj1, . . . , η

j
mj

base orthonormée de e.v.{ξj1, . . . , ξjnj}. La matrice de covariance du vecteur

(η1
1, . . . , η

1
m1
, η2

1, . . . , η
2
m2
, . . . , ηp1, . . . , η

p
mp)

est donc la matrice identité (pour i 6= j, E[ηilη
j
r ] = 0 à cause de l’orthogonalité de

Hi et Hj). Ce vecteur est gaussien car ses composantes sont dans H. D’après la
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Proposition 1.2, les composantes sont indépendantes. On conclut que les vecteurs
(η1

1, . . . , η
1
m1

), . . . , (ηp1, . . . , η
p
mp) sont indépendants. De manière équivalente les vec-

teurs (ξ1
1 , . . . , ξ

1
n1

), . . . , (ξp1 , . . . , ξ
p
np) sont indépendants, ce qui était le résultat recher-

ché. �

Corollaire 1.6 Soient H un espace gaussien et K un sous-espace vectoriel fermé
de K. On note pK la projection orthogonale sur K. Soit X ∈ H.

(i) On a
E[X | σ(K)] = pK(X).

(ii) Soit σ2 = E[(X − pK(X))2]. Alors, pour tout borélien Γ de R,

P [X ∈ Γ | σ(K)] = Q(ω,Γ),

où Q(ω, ·) est la loi N (pK(X)(ω), σ2):

Q(ω,Γ) =
1

σ
√

2π

∫
Γ

dy exp
(
− (y − pK(X))2

2σ2

)
(Q(ω,Γ) = 1Γ(pK(X)) si σ = 0).

Remarques. a) La partie (ii) de l’énoncé signifie que la loi conditionnelle de X
sachant la tribu σ(K) est la loi N (pK(X), σ2). D’une manière générale, la loi con-
ditionnelle d’une variable aléatoire réelle X sachant une sous-tribu G est un noyau
Q(ω,Γ) G-mesurable, i.e. une application Q : Ω× B(R)→ [0, 1] telle que

· pour tout ω, Γ→ Q(ω,Γ) est une mesure de probabilité sur (R,B(R)),

· pour tout Γ ∈ B(R), ω → Q(ω,Γ) est G-mesurable,

avec la propriété
P [X ∈ Γ | G] = Q(ω,Γ), ∀Γ ∈ B(R)

(plus généralement E[f(X) | G] =
∫
f(y)Q(ω, dy)).

b) En général, pour une variable aléatoire X dans L2, on a

E[X | σ(K)] = pL2(Ω,σ(K),P )(X).

L’assertion (i) montre que dans notre cadre gaussien, cette projection orthogonale
cöıncide avec la projection orthogonale sur l’espace K, qui est bien plus petit que
L2(Ω, σ(K), P ).

c) L’assertion (i) donne aussi le principe de la régression linéaire. Par exemple, si
(X1, X2, X3) est un vecteur gaussien, la meilleure approximation de X3 connaisssant

10



X1 et X2 s’écrit λ1X1 +λ2X2 où λ1 et λ2 sont déterminés en disant que X3−(λ1X1 +
λ2X2) est orthogonal à e.v.(X1, X2).

Démonstration. (i) Soit Y = X − pK(X). Alors Y est orthogonal à K et d’après
le Théorème 1.5, Y est indépendante de σ(K). Ensuite,

E[X | σ(K)] = E[pK(X) | σ(K)] + E[Y | σ(K)] = pK(X) + E[Y ] = pK(X).

(ii) On écrit, pour toute fonction f mesurable positive sur R+,

E[f(X) | σ(K)] = E[f(pK(X) + Y ) | σ(K)] =

∫
PY (dy) f(pK(X) + y),

où PY est la loi de Y qui est une loi N (0, σ2) puisque Y est une variable gaussienne
(centrée) de variance σ2. (On a utilisé le fait général suivant: si Z est une variable
G-mesurable et si Y est indépendante de G alors E[g(Y, Z) | G] =

∫
g(y, Z)PY (dy).)

Le résultat annoncé en (ii) découle aussitôt de la formule précédente. �

Soit (Xt, t ∈ T ) un processus gaussien. La fonction de covariance de X est la
fonction Γ : T × T → R définie par Γ(s, t) = cov(Xs, Xt) = E[XsXt]. La loi de X
est déterminée par la fonction Γ. En effet, pour toute famille finie {t1, . . . , tp} de
T , le vecteur (Xt1 , . . . , Xtp) est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
(Γ(ti, tj)). (Dans le cas non centré, il faudrait en plus se donner la fonction moyenne
m(t) = E[Xt].)

On peut se demander si inversement, étant donné une fonction Γ sur T × T , il
existe un processus gaussien X dont Γ est la fonction de covariance. La fonction Γ
doit être symétrique (Γ(s, t) = Γ(t, s)) et de type positif au sens suivant: si c est
une fonction à support fini sur T , alors∑

T×T

c(s)c(t) Γ(s, t) = E[(
∑
T

c(s)Xs)
2] ≥ 0.

Remarquons que dans le cas où T est fini, le problème d’existence de X (qui est
alors simplement un vecteur gaussien) est résolu sous les hypothèses précédentes sur
Γ par le Théorème 1.3.

Théorème 1.7 Soit Γ une fonction symétrique de type positif sur T × T . Il existe
alors un processus gaussien dont la fonction de covariance est Γ.

Démonstration. C’est une application simple du théorème de Kolmogorov. On
construit une probabilité P sur l’espace mesurable

(RT ,B(R)⊗T )
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de telle sorte que sous P le processus des coordonnées Xt(ω) = ω(t) soit un processus
gaussien de fonction de covariance Γ. Si {t1, . . . , tn} est une partie finie de T , on
construit d’abord une probabilité P{t1,...,tn} sur R{t1,...,tn} ' Rn comme la loi du
vecteur gaussien de matrice de covariance (Γ(ti, tj)) (qui existe d’après le Théorème
1.3). Il est ensuite immédiat de vérifier que les probabilités P{t1,...,tn} forment une
famille compatible, et le théorème de Kolmogorov donne le résultat voulu.

Exemple. On considère le cas T = R et on se donne une mesure finie symétrique
(i.e. µ(−A) = µ(A)) sur R. On pose alors

Γ(s, t) =

∫
eiξ(t−s) µ(dξ).

On vérifie alors immédiatement que Γ a les propriétés requises: en particulier,∑
T×T

c(s)c(t) Γ(s, t) =

∫
|
∑
T

c(s)eiξs|2 µ(ds) ≥ 0.

La fonction Γ possède la propriété supplémentaire de dépendre seulement de la
différence t−s. On en déduit aussitôt que le processus X associé à Γ par le théorème
précédent est stationnaire (au sens strict), au sens où

(Xt1+t, . . . , Xtn+t)
(loi)
= (Xt1 , . . . , Xtn)

pour tout choix de t1, . . . , tn, t ∈ R. Il est aussi vrai inversement que si (Xt, t ∈ R)
est un processus gaussien stationnaire, la fonction de covariance de X doit être du
type précédent (théorème de Bochner).

1.4 Mesures gaussiennes

Définition 1.3 Soit (E, E) un espace mesurable, et soit µ une mesure σ-finie sur
(E, E). Une mesure gaussienne d’intensité µ est une isométrie G de L2(E, E , µ) sur
un espace gaussien.

Donc, si f ∈ L2(E, E , µ), G(f) est une variable aléatoire gaussienne centrée de
variance

E[G(f)2] = ‖G(f)‖2
L2(Ω) = ‖f‖2

L2(µ).

En particulier, si f = 1A avec µ(A) <∞, G(1A)
(not)
= G(A) suit la loi N (0, µ(A)).

Soient A1, . . . , An ∈ E disjoints tels que µ(Aj) <∞. Alors le vecteur

(G(A1), . . . , G(An))

12



est un vecteur gaussien dans Rn de matrice de covariance diagonale, puisque pour
i 6= j, la propriété d’isométrie donne

E[G(Ai)G(Aj)] = 〈1Ai ,1Aj〉L2(µ) = 0.

D’après la Proposition 1.2 on en déduit que les variables G(A1), . . . , G(An) sont
indépendantes.

Si A (toujours tel que µ(A) <∞) s’écrit comme réunion disjointe d’une famille
dénombrable A1, . . . , An, . . . alors 1A =

∑∞
j=1 1Aj avec une série convergeant dans

L2(µ), ce qui encore par la propriété d’isométrie, entrâıne que

G(A) =
∞∑
j=1

G(Aj)

avec convergence de la série dans L2(P ) (grâce à l’indépendance des G(Aj) on peut
même montrer que la série converge p.s.).

Les propriétés de l’application A → G(A) “ressemblent” donc à celles d’une
mesure (dépendant de ω). Cependant on peut montrer que en général, pour ω fixé,
l’application A→ G(A)(ω) ne définit pas une mesure (nous reviendrons sur ce point
plus loin).

Proposition 1.8 Soient (E, E) un espace mesurable et µ une mesure σ-finie sur
(E, E). Il existe alors une mesure gaussienne d’intensité µ.

Démonstration. Soit (fi, i ∈ I) un système orthonormé total de L2(E, E , µ). Pour
toute f ∈ L2(E, E , µ) on a

f =
∑
i∈I

αi fi

où les αi = 〈f, fi〉 sont tels que ∑
i∈I

α2
i = ‖f‖2 <∞.

Sur un espace de probabilité, on se donne alors une famille (Xi, i ∈ I) de v.a. N (0, 1)
indépendantes, et on pose

G(f) =
∑
i∈I

αiXi

(la série converge dans L2 puisque les Xi forment un système orthonormé dans
L2(P )). Il est alors clair que G prend ses valeurs dans l’espace gaussien engendré
par les (Xi, i ∈ I). De plus il est immédiat que G est une isométrie. �
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On aurait pu aussi déduire le résultat précédent du Théorème 1.7 en prenant
T = L2(E, E , µ) et Γ(f, g) = 〈f, g〉L2(µ). On construit ainsi un processus gaussien

(Xf , f ∈ L2(µ)) et il suffit de prendre G(f) = Xf .

Remarque. Dans la suite du cours, on considérera uniquement le cas où L2(E, E , µ)
est séparable. Par exemple, si E = R+ et µ est la mesure de Lebesgue, on peut pour
construire G se donner une suite (ξn) de v.a. N (0, 1) indépendantes, une base (ϕn)
de L2(R+, dt) et définir G par

G(f) =
∑
n

〈f, ϕn〉 ξn.

Proposition 1.9 Soit G une mesure gaussienne sur (E, E) d’intensité µ. Soit A ∈
E tel que µ(A) <∞. Supposons qu’il existe une suite de partitions de A,

A = An1 ∪ . . . ∪ Ankn

de pas tendant vers 0, i.e.

lim
n→∞

(
sup

1≤j≤kn
µ(Anj )

)
= 0.

Alors,

lim
n→∞

kn∑
j=1

G(Anj )2 = µ(A)

dans L2.

Démonstration. Pour n fixé les variables G(An1 ), . . . , G(Ankn) sont indépendantes.
De plus, E[G(Anj )2] = µ(Anj ). On calcule alors facilement

E

( kn∑
j=1

G(Anj )2 − µ(A)

)2
 =

kn∑
j=1

var(G(Anj )2) = 2
kn∑
j=1

µ(Anj )2,

car si X est une variable N (0, σ2), var(X2) = E(X4)− σ4 = 3σ4 − σ4 = 2σ4. Or,

kn∑
j=1

µ(Anj )2 ≤
(

sup
1≤j≤kn

µ(Anj )

)
µ(A)

qui tend vers 0 quand n→∞ par hypothèse. �
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Chapitre 2

Le Mouvement Brownien

2.1 Le pré-mouvement brownien

Définition 2.1 Soit G une mesure gaussienne sur R+ d’intensité la mesure de
Lebesgue. Le processus (Bt, t ∈ R+) défini par

Bt = G(1[0,t])

est appelé pré-mouvement brownien.

Proposition 2.1 Le processus (Bt, t ≥ 0) est un processus gaussien (centré) de
covariance

K(s, t) = inf{s, t} (not.)
= s ∧ t.

Démonstration. Par définition d’une mesure gaussienne, les v.a. Bt appartiennent
à un même espace gaussien, et (Bt, t ≥ 0) est donc un processus gaussien. De plus,

E[BsBt] = E[G([0, s])G([0, t])] =

∫ ∞
0

dr 1[0,s](r)1[0,t](r) = s ∧ t.

Proposition 2.2 Un processus (Xt, t ∈ R+) est un pré-mouvement brownien si et
seulement si

(i) X0 = 0 p.s.

(ii) Pour tous 0 ≤ s < t, la v.a. Xt −Xs est indépendante de σ(Xr, r ≤ s) et suit
la loi N (0, t− s).

Démonstration. Supposons d’abord que X est un pré-mouvement brownien, Xt =
G([0, t]). Alors X0 = G({0}) suit une loi N (0, 0) et donc X0 = 0 p.s. Ensuite, fixons
s > 0 et notons Hs l’espace vectoriel engendré par (Xr, 0 ≤ r ≤ s), H̃s l’espace
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vectoriel engendré par (Xs+u−Xs, u ≥ 0). Alors Hs et H̃s sont orthogonaux puisque
pour r ∈ [0, s], u ≥ 0

E[Xr(Xs+u −Xs)] = E[G([0, r])G(]s, s+ u])] = 0

d’après les propriétés des mesures gaussiennes. Comme Hs et H̃s sont aussi contenus
dans un même espace gaussien, on déduit du Théorème 1.5 que σ(Hs) et σ(H̃s) sont
indépendantes. En particulier Xt −Xs est indépendante de σ(Hs) = σ(Xr, r ≤ s).
Enfin, Xt −Xs = G(]s, t]) suit la loi N (0, t− s).

Inversement, supposons (i) et (ii) satisfaites. D’après (ii), pour tout choix de
0 = t0 < t1 < · · · < tn les v.a. Xti − Xti−1

, i ∈ {1, . . . , n} sont indépendantes,
et Xti − Xti−1

suit la loi N (0, ti − ti−1). Il en découle facilement que X est un
processus gaussien. Ensuite, si f est une fonction en escalier sur R+ de la forme
f =

∑n
i=1 λi 1]ti−1,ti], on pose

G(f) =
n∑
i=1

λi (Xti −Xti−1
).

On vérifie immédiatement que si g est une autre fonction en escalier du même type
on a

E[G(f)G(g)] =

∫
R+

f(t)g(t)dt.

Grâce à la densité des fonctions en escalier dans L2(R+), on en déduit que l’applica-
tion f → G(f) s’étend en une isométrie de L2(R+) dans l’espace gaussien engendré
par X. Enfin G([0, t]) = Xt −X0 = Xt à cause de (i). �

Remarque. La propriété (ii) (avec seulement le fait que la loi de Xt−Xs ne dépend
que de t − s) est souvent appelée propriété d’indépendance et de stationnarité des
accroissements. Le pré-mouvement brownien est un cas particulier de la classe des
processus à accroissements indépendants et stationnaires.

Corollaire 2.3 Un processus X = (Xt, t ∈ R+) est un pré-mouvement brownien si
et seulement si X0 = 0 p.s. et pour tout choix de 0 = t0 < t1 < · · · < tn les v.a.
Xti−Xti−1

, i ∈ {1, . . . , n} sont indépendantes, et Xti−Xti−1
suit la loi N (0, ti−ti−1).

En particulier, la loi du vecteur (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) a pour densité

1

(2π)n/2
√
t1(t2 − t1) . . . (tn − tn−1)

exp
(
−

n∑
i=1

(yi − yi−1)2

2(ti − ti−1)

)
(par convention y0 = 0).

Démonstration. La nécessité de la condition a déjà été obtenue dans la preuve de
la Proposition 2.2. Inversement, sous la condition du corollaire, pour 0 = s0 < s1 <
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. . . < sn = s < t, la v.a. Xt −Xs est indépendante de (Xs1 −Xs0 , . . . , Xsn −Xsn−1)
donc aussi de (Xs1 , . . . , Xsn). Par un argument de classe monotone, Xt − Xs est
indépendant de σ(Xr, r ≤ s), et on est ramené à la Proposition 2.2.

Ensuite, les v.a. Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1 étant indépendantes, le vecteur
(Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1) a pour densité

1

(2π)n/2
√
t1(t2 − t1) . . . (tn − tn−1)

exp
(
−

n∑
i=1

x2
i

2(ti − ti−1)

)
,

et il suffit de faire le changement de variables yi = x1 + · · ·+ xi. �

La condition de la Proposition 2.1 (X processus gaussien centré de covariance
K(s, t) = s∧ t) est aussi nécessaire et suffisante pour que X soit un pré-mouvement
brownien, puisque nous savons déjà que cette condition caractérise la loi de (Xt1 , . . . , Xtn)
pour tout choix de (t1, . . . , tn), et on applique le corollaire 2.3.

Proposition 2.4 Soit B un pré-mouvement brownien. Alors,

(i) −B est aussi un pré-mouvement brownien;

(ii) pour tout λ > 0, le processus Bλ
t = 1

λ
Bλ2t est aussi un pré-mouvement brownien

(invariance par changement d’échelle);

(iii) pour tout s ≥ 0, le processus B
(s)
t = Bs+t−Bs est un pré-mouvement brownien

indépendant de σ(Br, r ≤ s) (propriété de Markov simple).

Démonstration. (i) et (ii) sont très faciles. Démontrons (iii). Avec les notations
de la preuve de la Proposition 2.2, la tribu engendrée par B(s) est σ(H̃s), qui est
indépendante de σ(Hs) = σ(Br, r ≤ s). Pour voir que B(s) est un pré-mouvement
brownien, il suffit de vérifier la condition du Corollaire 2.3, ce qui est immédiat
puisque B

(s)
ti −B

(s)
ti−1

= Bs+ti −Bs+ti−1
. �

Si B est un mouvement pré-brownien et G la mesure gaussienne associée, on
note souvent pour f ∈ L2(R+, dt),

G(f) =

∫ ∞
0

f(s) dBs

ou bien

G(f1[0,t]) =

∫ t

0

f(s) dBs.

Cette notation est justifiée par le fait que si u < v,∫ v

u

dBs = G(]u, v]) = Bv −Bu.
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L’application f →
∫∞

0
f(s) dBs (c’est-à-dire la mesure gaussienne G) est alors ap-

pelée intégrale de Wiener par rapport au pré-mouvement brownien B. Comme les
mesures gaussiennes ne sont pas de “vraies” mesures, il ne s’agit pas d’une “vraie”
intégrale dépendant de ω. Rappelons que

∫∞
0
f(s)dBs suit une loi N (0,

∫∞
0
f(s)2ds).

Une partie importante de la suite de ce cours est consacrée à étendre la définition
de
∫∞

0
f(s)dBs à des fonctions f qui peuvent dépendre de ω.

2.2 La continuité des trajectoires

Soit B = (Bt, t ≥ 0) un pré-mouvement brownien. Les applications t→ Bt(ω) pour
ω ∈ Ω sont appelées les trajectoires de B. Au stade où nous en sommes, on ne
peut rien affirmer au sujet de ces trajectoires : il n’est même pas évident (ni vrai
en général) que ces applications soient mesurables. Le but de ce paragraphe est de
montrer que, quitte à modifier “un peu” B, on peut faire en sorte que les trajectoires
soient continues.

Définition 2.2 Soient (Xt, t ∈ T ), (X̃t, t ∈ T ) deux processus aléatoires (i.e.
familles de variables aléatoires) indexés par le même ensemble T . On dit que X̃
est une modification de X si

∀t ∈ T, P [X̃t = Xt] = 1.

Remarquons que le processus X̃ a alors même loi que X au sens où pour tout
choix de t1, . . . , tn, le vecteur (X̃t1 , . . . , X̃tn) a même loi que (Xt1 , . . . , Xtn). En
particulier, si X est un pré–mouvement brownien, X̃ est aussi un pré-mouvement
brownien. En revanche, les trajectoires de X̃ peuvent avoir un comportement très
différent de celles de X. Il peut arriver par exemple que les trajectoires de X̃ soient
toutes continues alors que celles de X sont toutes discontinues.

Définition 2.3 Les deux processus X et X̃ sont dits indistinguables si

P (∀t ∈ T, Xt = X̃t) = 1.

(On admet implicitement que l’événement {∀t ∈ T, Xt = X̃t} est mesurable.)

Si deux processus sont indistinguables, l’un est une modification de l’autre. La
notion d’indistinguabilité est cependant (beaucoup) plus forte : deux processus in-
distinguables ont p.s. les mêmes trajectoires.

Si T = I est un intervalle de R, et si X et X̃ sont deux processus dont les
trajectoires sont p.s. continues, alors X̃ est une modification de X si et seulement
si X et X̃ sont indistinguables. En effet, si X̃ est une modification de X on a p.s.
∀t ∈ I ∩Q, Xt = X̃t (on écarte une réunion dénombrable d’ensembles de probabilité
nulle) d’où p.s. ∀t ∈ I, Xt = X̃t par continuité.
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Théorème 2.5 (lemme de Kolmogorov) Soit X = (Xt, t ∈ I) un processus
aléatoire indexé par un intervalle borné I de R, à valeurs dans un espace métrique
complet (E, d). Supposons qu’il existe trois réels q, ε, C > 0 tels que, pour tous
s, t ∈ I,

E[d(Xs, Xt)
q] ≤ C |t− s|1+ε.

Alors, il existe une modification X̃ de X dont les trajectoires sont höldériennes
d’exposant α pour tout α ∈]0, ε

q
[ : pour tout α ∈]0, ε

q
[ il existe une constante Cα(ω)

telle que, pour tous s, t ∈ I,

d(X̃s(ω), X̃t(ω)) ≤ Cα(ω) |t− s|α.

En particulier, X̃ est une modification continue de X (unique à indistinguabilité
près d’après ci-dessus).

Remarques. (i) Si I est non borné, par exemple si I = R+, on peut appliquer
le Théorème 2.5 à I = [0, 1], [1, 2], [2, 3],etc. et on trouve encore que X a une
modification continue, qui est localement höldérienne d’exposant α pour tout α ∈
]0, ε/q[.

(ii) Il suffit de montrer que pour α ∈]0, ε/q[ fixé, X a une modification dont les
trajectoires sont höldériennes d’exposant α. En effet, on applique ce résultat à une
suite αk ↑ ε/q en observant que les processus obtenus sont alors tous indistinguables,
d’après la remarque précédant le théorème.

Démonstration. Pour simplifier l’écriture, on prend I = [0, 1]. On note D
l’ensemble (dénombrable) des nombres dyadiques de l’intervalle [0, 1[, c’est-à-dire
des réels t ∈ [0, 1] qui s’écrivent

t =

p∑
k=1

εk 2−k

avec εk = 0 ou 1. L’étape-clé de la preuve du théorème est le lemme suivant.

Lemme 2.6 Pour tout α ∈]0, ε/q[ il existe p.s. une constante Cα(ω) telle que, pour
tous s, t ∈ D,

d(Xs, Xt) ≤ Cα(ω) |t− s|α.

Démonstration. L’hypothèse du théorème entrâıne que, pour a > 0 et s, t ∈ I

P [d(Xs, Xt) ≥ a] ≤ a−qE[d(Xs, Xt)
q] ≤ C a−q |t− s|1+ε.

Appliquons cette inégalité à s = (i − 1)2−n, t = i2−n (pour i ∈ {1, . . . , 2n}) et
a = 2−nα:

P [d(X(i−1)2−n , Xi2−n) ≥ 2−nα] ≤ C 2nqα2−(1+ε)n.
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En sommant sur i on trouve

P [
2n⋃
i=1

{d(X(i−1)2−n , Xi2−n) ≥ 2−nα}] ≤ 2n · C 2nqα−(1+ε)n = C 2−n(ε−qα).

Par hypothèse, ε− qα > 0. En sommant maintenant sur n on a donc

∞∑
n=1

P [
2n⋃
i=1

{d(X(i−1)2−n , Xi2−n) ≥ 2−nα}] <∞,

et le lemme de Borel-Cantelli montre que

p.s. ∃n0(ω) : ∀n ≥ n0(ω), ∀i ∈ {1, . . . , 2n}, d(X(i−1)2−n , Xi2−n) ≤ 2−nα.

En conséquence, la constante Kα(ω) définie par

Kα(ω) = sup
n≥1

(
sup

1≤i≤2n

d(X(i−1)2−n , Xi2−n)

2−nα

)
est finie p.s. (Pour n ≥ n0(ω), le terme entre parenthèses est majoré par 1, et d’autre
part, il n’y a qu’un nombre fini de termes avant n0(ω).)

Nous affirmons alors que le résultat du lemme est vrai avec Cα(ω) = 2(1 −
2−α)−1Kα(ω). Pour le voir, considérons s, t ∈ D avec s < t. Soit p ≥ 1 le plus petit
entier tel que 2−p < t − s. Alors il est facile de voir qu’on peut trouver un entier
k ≥ 0 et deux entiers l,m ≥ 0 tels que

s = k2−p − εp+12−p−1 − . . .− εp+l2−p−l

t = k2−p + ε′p2
−p + ε′p+12−p−1 + . . .+ ε′p+m2−p−m,

où εi, ε
′
j = 0 ou 1. Notons

si = k2−p − εp+12−p−1 − . . .− εp+i2−p−i (pour 0 ≤ i ≤ l)

tj = k2−p + ε′p2
−p + ε′p+12−p−1 + . . .+ ε′p+j2

−p−j (pour 0 ≤ j ≤ m).

Alors,

d(Xs, Xt) = d(Xsl , Xtm)

≤ d(Xs0 , Xt0) +
l∑

i=1

d(Xsi−1
, Xsi) +

m∑
j=1

d(Xtj−1
, Xtj)

≤ Kα(ω)2−pα +
l∑

i=1

Kα(ω)2−(p+i)α +
m∑
j=1

Kα(ω)2−(p+j)α

≤ Kα(ω) 2(1− 2−α)−1 2−pα

≤ Cα(ω) (t− s)α,
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d’où le résultat voulu. �

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théorème. Le lemme montre
que p.s. la fonction t→ Xt(ω) est höldérienne sur D, donc uniformément continue
sur D. Puisque (E, d) est complet, cette fonction a p.s. un unique prolongement
continu à I = [0, 1], et ce prolongement est lui aussi höldérien d’exposant α. De
manière plus précise, on pose pour tout t ∈ [0, 1]

X̃t(ω) = lim
s→t, s∈D

Xs(ω)

sur l’ensemble {Kα < ∞} des valeurs de ω pour lesquelles la fonction s → Xs(ω)
est höldérienne d’exposant α sur D, et X̃t(ω) = x0 sur l’ensemble {Kα = ∞} qui
est de probabilité nulle. (Ici x0 est un point fixé de E.)

D’après les remarques précédentes, le processus X̃ a des trajectoires höldériennes
d’exposant α sur [0, 1]. Il reste à voir que X̃ est une modification de X. Or
l’hypothèse du théorème entrâıne aussitôt que pour tout t ∈ I,

lim
s→t

Xs = Xt

au sens de la convergence en probabilité. Comme par définition X̃t est aussi la limite
p.s. de Xs quand s→ t, s ∈ D, on conclut que Xt = X̃t p.s. �

Corollaire 2.7 Soit B = (Bt, t ≥ 0) un pré-mouvement brownien. Le proces-
sus B a une modification dont les trajectoires sont continues, et même localement
höldériennes d’exposant 1

2
− δ pour tout δ ∈]0, 1

2
[.

Démonstration. Pour s < t, la v.a. Bt − Bs suit une loi N (0, t − s), et donc
Bt−Bs a même loi que

√
t− sN , où N suit une loi N (0, 1). Donc, pour tout q > 0,

E[|Bt −Bs|q] = (t− s)q/2E[|N |q] = Cq (t− s)q/2

avec Cq = E[|N |q] < ∞. Dès que q > 2, on peut appliquer le théorème avec
ε = q

2
− 1. On trouve ainsi que B a une modification dont les trajectoires sont

continues, et même localement höldériennes d’exposant α pour tout α < (q−2)/(2q).
En choisissant q grand on trouve le résultat souhaité. �

Définition 2.4 Un processus (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien (réel, issu de
0) si :

(i) (Bt, t ≥ 0) est un pré-mouvement brownien.

(ii) Les trajectoires de B, c’est-à-dire les applications t −→ Bt(ω) pour ω ∈ Ω, sont
toutes continues.
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L’existence du mouvement brownien découle du corollaire précédent. En effet la
modification obtenue dans ce corollaire est encore un pré-mouvement brownien, et
ses trajectoires sont continues. Dans la suite on ne parlera plus de pré-mouvement
brownien et on s’intéressera uniquement au mouvement brownien.

Il est important de remarquer que l’énoncé de la Proposition 2.4 reste vrai mot
pour mot si on remplace partout pré-mouvement brownien par mouvement brownien.
En effet, avec les notations de cette proposition, on vérifie immédiatement que les
processus −B,Bλ, B(s) ont des trajectoires continues si c’est le cas pour B.

Mesure de Wiener. Notons C(R+,R) l’espace des fonctions continues de R+

dans R. La donnée d’un mouvement brownien B fournit donc une application

Ω −→ C(R+,R)

ω −→ (t −→ Bt(ω))

qui est mesurable lorsque C(R+,R) est muni de la plus petite tribu rendant mesura-
bles les applications coordonnées w→ w(t). Il est facile de voir que cette tribu notée
C cöıncide avec la tribu borélienne pour la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact). La mesure de Wiener (loi du mouvement brownien) est par
définition la mesure-image de P (dω) par cette application. Si W (dw) désigne cette
mesure-image, le Corollaire 2.3 montre que, pour 0 = t0 < t1 < · · · < tn, et
A0, A1, . . . , An ∈ B(R),

W ({w; w(t0) ∈ A0,w(t1) ∈ A1, . . . ,w(tn) ∈ An})

= 1A0(0)

∫
A1×···×An

dy1 . . . dyn

(2π)n/2
√
t1(t2 − t1) . . . (tn − tn−1)

exp
(
−

n∑
i=1

(yi − yi−1)2

2(ti − ti−1)

)
.

(avce la convention y0=0). De plus ces propriétés caractérisent la probabilité W : en
effet, la classe des ensembles de la forme {w; w(t0) ∈ A0,w(t1) ∈ A1, . . . ,w(tn) ∈ An}
(les “cylindres”) est stable par intersection finie et engendre la tribu C, ce qui, par un
argument standard de classe monotone, suffit pour dire qu’une mesure de probabilité
sur C est caractérisée par ses valeurs sur cette classe. En conséquence, la mesure de
Wiener ne dépend pas du choix du mouvement brownien B pour la construction. Si
B′ est un autre mouvement brownien, on a pour tout A ∈ C,

P ((Bt)t≥0 ∈ A) = W (A) = P ((B′t)t≥0 ∈ A).

Nous utiliserons fréquemment cette propriété sans plus de commentaires. Voir par
exemple la deuxième partie de la preuve du Corollaire 2.9 ci-dessous.

Si l’on prend maintenant comme espace de probabilité

Ω = C(R+,R), F = C, P (dw) = W (dw),
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le processus, dit canonique,
Xt(w) = w(t)

est un mouvement brownien (d’après le Corollaire 2.3 et les formules ci-dessus).
C’est la construction canonique du mouvement brownien.

2.3 Comportement des trajectoires du mouvement

brownien

Dans ce paragraphe, nous obtenons quelques informations sur l’allure des trajectoires
du mouvement brownien B. Un ingrédient très utile est le résultat suivant, connu
sous le nom de loi du tout ou rien.

Théorème 2.8 Pour tout t ≥ 0 soit Ft la tribu définie par

Ft = σ(Bs, s ≤ t),

et soit
F0+ =

⋂
s>0

Fs.

La tribu F0+ est grossière, au sens où ∀A ∈ F0+, P (A) = 0 ou 1.

Démonstration. Soient 0 < t1 < t2 < · · · < tk et soit g : Rk −→ R une fonction
continue bornée. Soit aussi A ∈ F0+. Alors, par un argument de continuité,

E[1A g(Bt1 , . . . , Btk)] = lim
ε→0

E[1A g(Bt1 −Bε, . . . , Btk −Bε)].

Mais, dès que ε < t1, les v.a. Bt1 −Bε, . . . , Btk −Bε sont indépendantes de Fε (par
la propriété de Markov simple) et donc aussi de la tribu F0+. Il en découle que

E[1A g(Bt1 , . . . , Btk)] = lim
ε→0

P (A)E[g(Bt1 −Bε, . . . , Btk −Bε)]

= P (A)E[g(Bt1 , . . . , Btk)].

Ainsi on trouve que F0+ est indépendante de σ(Bt1 , . . . , Btk). Comme cela est vrai
pour toute famille finie {t1, . . . , tk} de réels strictement positifs, F0+ est indépendante
de σ(Bt, t > 0). Finalement σ(Bt, t > 0) = σ(Bt, t ≥ 0) puisque B0 est la limite
simple de Bt quand t → 0. Comme F0+ ⊂ σ(Bt, t ≥ 0), on voit que F0+ est
indépendante d’elle-même, ce qui entrâıne que F0+ est grossière. �
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Corollaire 2.9 On a p.s. pour tout ε > 0

sup
0≤s≤ε

Bs > 0, inf
0≤s≤ε

Bs < 0.

Pour tout a ∈ R, soit Ta = inf{t, Bt = a} (inf ∅ =∞). Alors,

p.s., ∀a ∈ R, Ta <∞.

En conséquence, p.s.,

lim sup
t→∞

Bt = +∞, lim inf
t→∞

Bt = −∞.

Remarque. Il n’est pas a priori évident que la variable sup0≤s≤εBs soit mesurable:
il s’agit d’un supremum non dénombrable de fonctions mesurables. Cependant, parce
que nous savons que les trajectoires de B sont continues, on peut se restreindre aux
valeurs rationnelles de s ∈ [0, ε] et on obtient alors un supremum dénombrable
de variables aléatoires. Nous utiliserons ce type de remarque implicitement dans la
suite.
Démonstration. Soit (εp) une suite de réels strictement positifs décroissant vers
0, et soit

A =
⋂
p

{ sup
0≤s≤εp

Bs > 0}.

Il est clair que l’événement A est F0+-mesurable. D’autre part,

P (A) = lim
p→∞

↓ P [ sup
0≤s≤εp

Bs > 0],

et

P [ sup
0≤s≤εp

Bs > 0] ≥ P [Bεp > 0) =
1

2
,

ce qui montre que P [A] ≥ 1/2. D’après le Théorème 2.8 on a P [A] = 1, d’où

p.s. ∀ε > 0, sup
0≤s≤ε

Bs > 0.

L’assertion concernant inf0≤s≤εBs est obtenue en remplaçant B par −B.
Ensuite, on écrit

1 = P [ sup
0≤s≤1

Bs > 0] = lim
δ↓0
↑ P [ sup

0≤s≤1
Bs > δ],

et on remarque en appliquant la propriété d’invariance d’échelle (Proposition 2.4
(ii)) avec λ = 1/δ que

P [ sup
0≤s≤1

Bs > δ] = P [ sup
0≤s≤1/δ2

B1/δ
s > 1] = P [ sup

0≤s≤1/δ2
Bs > 1].
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En faisant tendre δ vers 0, on trouve

P [sup
s≥0

Bs > 1] = 1.

A nouveau un argument de changement d’échelle montre que pour tout A > 0,

P [sup
s≥0

Bs > A] = 1

et en utilisant le changement B → −B on a aussi

P [inf
s≥0

Bs < −A] = 1.

Les dernières assertions du corollaire en découlent facilement: pour la dernière, on
observe qu’une fonction continue f : R+ −→ R ne peut visiter tous les réels que si
lim supt→+∞ f(t) = +∞, lim inft→+∞ f(t) = −∞. �

En utilisant la propriété de Markov simple, on déduit facilement du corollaire
que p.s. la fonction t→ Bt n’est monotone sur aucun intervalle non-trivial.

Proposition 2.10 Soit 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t une suite de subdivisions de
[0, t] de pas tendant vers 0 (i.e. supi(t

n
i − tni−1)→ 0). Alors,

lim
n→∞

pn∑
i=1

(Btni
−Btni−1

)2 = t,

dans L2.

Démonstration. C’est une conséquence presque immédiate de la Proposition 1.9,
en écrivant Btni

−Btni−1
= G(]tni−1, t

n
i ]). �

On déduit facilement de la Proposition 2.10 et de la continuité des trajectoires
que p.s. la fonction t→ Bt n’est à variation finie sur aucun intervalle non trivial.

2.4 La propriété de Markov forte

Notre but est d’étendre la propriété de Markov simple (Proposition 2.4 (iii)) au cas
où l’instant déterministe s est remplacé par un temps aléatoire T . Nous devons
d’abord préciser la classe des temps aléatoires admissibles. On garde la notation Ft
introduite dans le Théorème 2.8 et on note aussi F∞ = σ(Bs, s ≥ 0) ∨ σ(N ).

Définition 2.5 Une variable aléatoire T à valeurs dans [0,∞] est un temps d’arrêt
si ∀t ≥ 0, {T ≤ t} ∈ Ft.
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Exemples. Les temps T = t (temps constant) ou T = Ta sont des temps d’arrêt
(pour le deuxième cas remarquer que {Ta ≤ t} = {sup0≤s≤tBs ≥ a} pour a ≥ 0).
En revanche, T = sup{s ≤ 1, Bs = 0} n’est pas un temps d’arrêt (cela découlera par
l’absurde de la propriété de Markov forte ci-dessous et de la Proposition 2.9).

Définition 2.6 Soit T un temps d’arrêt. La tribu des événements antérieurs à T
est

FT = {A ∈ F∞; ∀t ≥ 0, A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft}.

On vérifie facilement que les variables aléatoires T et BT sont FT -mesurables
(pour BT , remarquer que p.s.

BT = lim
n→∞

∞∑
i=0

1{i2−n<T≤(i+1)2−n}Bi2−n ,

puis que Bs1{s<T} est FT mesurable).

Théorème 2.11 (Propriété de Markov forte) Soit T un temps d’arrêt. Alors,
conditionnellement à {T <∞}, le processus B(T ) défini par

B
(T )
t = BT+t −BT

est un mouvement brownien indépendant de FT .

Démonstration. Supposons d’abord T <∞ p.s. On va montrer que, pour A ∈ FT ,
0 ≤ t1 < · · · < tp et F continue bornée sur Rp on a

E[1A F (B
(T )
t1 , . . . , B

(T )
tp )] = P [A]E[F (Bt1 , . . . , Btp)]. (2.1)

Cela suffit pour établir les différentes assertions du théorème : le cas A = Ω montre
que B(T ) est un mouvement brownien (remarquer que les trajectoires de B(T ) sont
continues) et d’autre part (2.1) entrâıne que pour tout choix de 0 ≤ t1 < · · · < tp, le

vecteur (B
(T )
t1 , . . . , B

(T )
tp ) est indépendant de FT , d’où il découle par classe monotone

que B(T ) est indépendant de FT .
Pour montrer (2.1), on observe d’abord que p.s.

F (B
(T )
t1 , . . . , B

(T )
tp )

= lim
n→∞

∞∑
k=0

1{(k−1)2−n<T≤k2−n}F (Bk2−n+t1 −Bk2−n , . . . , Bk2−n+tp −Bk2−n),

d’où par convergence dominée,

E[1A F (B
(T )
t1 , . . . , B

(T )
tp )]

= lim
n→∞

∞∑
k=0

E[1A1{(k−1)2−n<T≤k2−n}F (Bk2−n+t1 −Bk2−n , . . . , Bk2−n+tp −Bk2−n)].
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Pour A ∈ FT , l’événement A∩{(k− 1)2−n < T ≤ k2−n} est Fk2−n-mesurable, donc
cöıncide p.s. avec un événement de σ(Br, r ≤ k2−n). D’après la propriété de Markov
simple (Proposition 2.4 (iii)), on a donc

E[1A∩{(k−1)2−n<T≤k2−n}F (Bk2−n+t1 −Bk2−n , . . . , Bk2−n+tp −Bk2−n)]

= P [A ∩ {(k − 1)2−n < T ≤ k2−n}]E[F (Bt1 , . . . , Btp)],

et il ne reste plus qu’à sommer sur k pour arriver au résultat souhaité.
Lorsque, P [T =∞] > 0, les mêmes arguments conduisent à

E[1A∩{T<∞} F (B
(T )
t1 , . . . , B

(T )
tp )] = P [A ∩ {T <∞}]E[F (Bt1 , . . . , Btp)]

et le résultat recherché en découle à nouveau. �

Une application importante de la propriété de Markov forte est le principe de
réflexion illustré dans la preuve du théorème suivant.

Théorème 2.12 Pour tout t > 0, notons St = sups≤tBs. Alors, si a ≥ 0 et b ≤ a,
on a

P [St ≥ a, Bt ≤ b] = P [Bt ≥ 2a− b].

En particulier, St a même loi que |Bt|.

Démonstration. On applique la propriété de Markov forte au temps d’arrêt

Ta = inf{t ≥ 0, Bt = a}.

On a déjà vu (Corollaire 2.9) que Ta <∞ p.s. Ensuite,

P [St ≥ a, Bt ≤ b] = P [Ta ≤ t, Bt ≤ b] = P [Ta ≤ t, B
(Ta)
t−Ta ≤ b− a],

puisque B
(Ta)
t−Ta = Bt − BTa = Bt − a. Notons B′ = B(Ta), de sorte que d’après le

théorème 2.11, le processus B′ est un mouvement brownien indépendant de FTa donc
en particulier de Ta. Comme B′ a même loi que −B′, le couple (Ta, B

′) a aussi même
loi que (Ta,−B′). Notons H = {(s,w) ∈ R+ × C(R+,R); s ≤ t, w(t− s) ≤ b− a}.
La probabilité précédente vaut

P [(Ta, B
′) ∈ H] = P [(Ta,−B′) ∈ H]

= P [Ta ≤ t, −B(Ta)
t−Ta ≤ b− a]

= P [Ta ≤ t, Bt ≥ 2a− b]
= P [Bt ≥ 2a− b]

parce que l’événement {Bt ≥ 2a− b} est contenu dans {Ta ≤ t}.
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Pour la deuxième assertion on observe que

P [St ≥ a] = P [St ≥ a,Bt ≥ a] + P [St ≥ a,Bt ≤ a] = 2P [Bt ≥ a] = P [|Bt] ≥ a],

d’où le résultat voulu. �

On déduit immédiatement du théorème précédent que la loi du couple (St, Bt) a
pour densité

g(a, b) =
2(2a− b)√

2πt3
exp

(
−(2a− b)2

2t

)
1{a>0,b<a}.

Corollaire 2.13 Pour tout a > 0, Ta a même loi que
a2

B2
1

et a donc pour densité

f(t) =
a√
2πt3

exp
(
− a2

2t

)
1{t>0}.

Démonstration. On écrit

P [Ta ≤ t] = P [St ≥ a]

= P [|Bt| ≥ a] (Th.2.12)

= P [B2
t ≥ a2]

= P [tB2
1 ≥ a2]

= P [
a2

B2
1

≤ t].

Ensuite, puisque B1 suit une loi N (0, 1) on calcule facilement la densité de a2/B2
1 .�

Généralisations. Soit Z une variable aléatoire réelle. Un processus (Xt, t ≥ 0) est
appelé mouvement brownien (réel) issu de Z si on peut écrire Xt = Z +Bt où B est
un mouvement brownien issu de 0 et indépendant de Z.

Un processus Bt = (B1
t , . . . , B

d
t ) à valeurs dans Rd est un mouvement brownien

(en dimension d) issu de 0 si ses composantes B1, . . . , Bd sont des mouvements
browniens réels issus de 0 indépendants.

Enfin, si Z est une variable aléatoire à valeurs dans Rd et Xt = (X1
t , . . . , X

d
t ) un

processus à valeurs dans Rd, on dit que X est un mouvement brownien en dimension
d issu de Z si on peut écrire Xt = Z + Bt où B est un mouvement brownien en
dimension d issu de 0 et indépendant de Z.

La plupart des résultats qui précèdent peuvent être étendus au mouvement
brownien en dimension d. En particulier, la propriété de Markov forte reste vraie,
avec exactement la même démonstration.
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Chapitre 3

Filtrations et Martingales

Dans ce chapitre, nous introduisons les rudiments de la théorie générale des processus
sur un espace de probabilité muni d’une filtration. Cela nous amène à généraliser
plusieurs notions introduites dans le chapitre précédent dans le cadre du mouvement
brownien. Dans un second temps, nous développons la théorie des martingales
à temps continu et nous établissons en particulier les résultats de régularité des
trajectoires.

3.1 Filtrations et processus

Définition 3.1 Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité. Une filtration sur cet espace
est une famille croissante (Ft)0≤t≤∞ de sous-tribus de A.

Exemple. Si B est un mouvement brownien, on peut prendre

Ft = σ(Bs, 0 ≤ s ≤ t), F∞ = σ(Bs, s ≥ 0).

Plus généralement, si X = (Xt, t ≥ 0) est un processus indexé par R+, la filtration
canonique de X est Ft = σ(Xs, s ≤ t) (ou par abus de langage l’augmentation
habituelle de (Ft) comme cela sera défini plus loin).

On pose pour tout t > 0

Ft+ =
⋂
s>t

Fs.

La famille (Ft+) (avec F∞+ = F∞) est aussi une filtration. On dit que la filtration
(Ft) est continue à droite si

Ft+ = Ft, ∀t ≥ 0.

Soit (Ft) une filtration et soit N la classe des ensembles P -négligeables de F∞
(i.e. A ∈ N si ∃A′ ∈ F∞ tel que A ⊂ A′ et P (A′) = 0). La filtration est dite
complète si N ⊂ F0 (et donc N ⊂ Ft pour tout t).
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On dira qu’une filtration (Ft) satisfait les conditions habituelles si elle est à
la fois continue à droite et complète. Partant d’une filtration quelconque (Ft) on
peut construire une filtration qui satisfait les conditions habituelles, simplement en
ajoutant à chaque tribu Ft+ la classe des P -négligeables de F∞. C’est l’augmentation
habituelle de la filtration (Ft).

Définition 3.2 Un processus (Xt, t ≥ 0) est dit mesurable si l’application

(t, ω) −→ Xt(ω)

définie sur R+ × Ω muni de la tribu produit B(R+)⊗A est mesurable.

Cette propriété est plus forte que de dire que, pour tout t ≥ 0, Xt est A-
mesurable. Cependant, si l’on impose que les trajectoires de X sont continues,
ou seulement continues à droite, il est facile de voir que les deux propriétés sont
équivalentes (approcher X par des processus “en escalier” qui sont mesurables).

Dans toute la suite on suppose qu’on s’est donné une filtration (Ft) sur un
espace de probabilité.

Définition 3.3 Un processus X est dit adapté si pour tout t ≥ 0, Xt est Ft-
mesurable. Le processus est dit progressif si, pour tout t ≥ 0, l’application

(s, ω) −→ Xs(ω)

est mesurable sur [0, t]× Ω muni de la tribu B([0, t])⊗Ft.

Remarquons qu’un processus progressif est adapté et mesurable (dire qu’un pro-
cessus est mesurable est équivalent à dire que pour tout t ≥ 0, (s, ω) −→ Xs(ω) est
mesurable sur [0, t]× Ω muni de la tribu B([0, t])⊗A).

Proposition 3.1 Soit (Xt, t ≥ 0) un processus à valeurs dans un espace métrique
(E, d). Supposons que X est adapté et à trajectoires continues à droite (i.e. pour
tout ω ∈ Ω, t→ Xt(ω) est continue à droite). Alors X est progressif.

Lemme 3.2 Pour tout ε > 0, soit F εt = Fε+t. Un processus adapté X est progressif
relativement à la filtration (Ft) si et seulement si, pour tout ε > 0, il est progressif
relativement à la filtration (F εt ).

Démonstration. Il est évident que si X est progressif relativement à (Ft), il l’est
aussi relativement à (F εt ). Inversement, fixons t > 0 et pour tout ε ∈]0, t[ posons

Xε
s (ω) = Xs(ω)1[0,t−ε](s) +Xt(ω)1{t}(s).
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Alors Xε est mesurable pour B([0, t])⊗Ft (par hypothèse, l’application

[0, t− ε]× Ω −→ E

(s, ω) −→ Xs(ω)

est B([0, t− ε])⊗ Ft-mesurable). De plus, pour s ≤ t, Xs = Xε
s dès que ε est assez

petit. Le résultat recherché en découle. �

Démonstration de la Proposition 3.1. Pour tout n ≥ 1, posons

Xn
t =

∞∑
k=1

Xk/n 1[(k−1)/n,k/n[(t).

La continuité à droite des trajectoires assure que

∀t ≥ 0, ∀ω ∈ Ω, Xt(ω) = lim
n→∞

Xn
t (ω).

D’autre part, Xn est progressif par rapport à (F εt ) dès que n−1 < ε. On conclut
donc que X est progressif par rapport à (F εt ) et on applique le lemme. �

Remarque. On peut remplacer continu à droite par continu à gauche dans l’énoncé
de la proposition. La preuve est même plus facile et n’utilise pas le lemme.

Tribu progressive. La famille des parties A ∈ B(R+) ⊗A telles que le processus
Xt(ω) = 1A(t, ω) soit progressif forme une tribu sur R+ × Ω, appelée la tribu pro-
gressive. Il est alors facile de vérifier (exercice !) qu’un processus X est progressif
si et seulement si l’application (t, ω)→ Xt(ω) est mesurable sur R+ ×Ω muni de la
tribu progressive.

3.2 Temps d’arrêt et tribus associées

Définition 3.4 Soit (Ft) une filtration sur (Ω,A, P ). Une v.a. T : Ω −→ R̄+ =
R+ ∪ {+∞} est un (Ft)-temps d’arrêt si ∀t ≥ 0, {T ≤ t} ∈ Ft.

On associe à un temps d’arrêt T les tribus suivantes:

FT = {A ∈ F∞, ∀t ≥ 0, A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft}
FT+ = {A ∈ F∞, ∀t ≥ 0, A ∩ {T < t} ∈ Ft}
FT− = σ(A ∩ {T > t}; t ≥ 0, A ∈ Ft}.
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Propriétés.

(a) On a toujours FT− ⊂ FT ⊂ FT+. Si la filtration (Ft) est continue à droite, on
a FT+ = FT .

(b) Une v.a. T : Ω → R̄+ est un (Ft+)-temps d’arrêt si et seulement si ∀t ≥ 0,
{T < t} ∈ Ft. Cela équivaut encore à dire que T ∧ t est Ft-mesurable, pour
tout t.

(c) Si T = t, FT = Ft, FT+ = Ft+.

(d) Pour A ∈ F∞, posons

TA(ω) =

{
T (ω) si ω ∈ A
+∞ si ω /∈ A

Alors A ∈ FT si et seulement si TA est un temps d’arrêt.

(e) T est FT -mesurable.

(f) Si S, T sont deux temps d’arrêt et si S ≤ T , alors FS ⊂ FT . En général, S∨T et
S ∧T sont deux temps d’arrêt et FS∧T = FS ∩FT . De plus, {S ≤ T} ∈ FS∧T ,
{S = T} ∈ FS∧T .

(g) Si (Sn) est une suite croissante de temps d’arrêt, alors S = lim ↑ Sn est aussi
un temps d’arrêt, et

FS− =
∨
n

FSn−.

(h) Si (Sn) est une suite décroissante de temps d’arrêt, alors S = lim ↓ Sn est un
temps d’arrêt de la filtration (Ft+), et

FS+ =
⋂
n

FSn+.

(i) Si (Sn) est une suite décroissante stationnaire de temps d’arrêt (i.e. ∀ω, ∃N(ω):
∀n ≥ N(ω), Sn(ω) = S(ω)) alors S = lim ↓ Sn est aussi un temps d’arrêt, et

FS =
⋂
n

FSn .

La preuve de ces propriétés est facile. Démontrons par exemple les quatre
dernières.

(f) Si S ≤ T et A ∈ FS alors

A ∩ {T ≤ t} = (A ∩ {S ≤ t}) ∩ {T ≤ t} ∈ Ft,
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d’où A ∈ FT .
En général,

{S ∧ T ≤ t} = {S ≤ t} ∪ {T ≤ t} ∈ Ft,
{S ∨ T ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft.

Il est évident d’après ci-dessus que FS∧T ⊂ (FS ∩ FT ). De plus, si A ∈ FS ∩ FT ,

A ∩ {S ∧ T ≤ t} = (A ∩ {S ≤ t}) ∪ (A ∩ {T ≤ t}) ∈ Ft,

d’où A ∈ FS∧T .
Ensuite, pour t ≥ 0,

{S ≤ T} ∩ {T ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∩ {S ∧ t ≤ T ∧ t} ∈ Ft
{S ≤ T} ∩ {S ≤ t} = {S ∧ t ≤ T ∧ t} ∩ {S ≤ t} ∈ Ft,

ce qui donne {S ≤ T} ∈ FS ∩ FT = FS∧T . L’argument pour {S = T} est le même.

(g) On a

{S ≤ t} =
⋂
n

{Sn ≤ t} ∈ Ft.

De plus, on voit d’abord que FSn− ⊂ FS− (pour A ∈ Ft, écrire A ∩ {Sn > t} =
(A ∩ {Sn > t}) ∩ {S > t})). Donc

∨
nFSn− ⊂ FS−. Ensuite, pour A ∈ Ft,

A ∩ {S > t} =
⋃
n

(A ∩ {Sn > t}),

ce qui montre que A ∩ {S > t} ∈
∨
nFSn−.

(h) On écrit

{S < t} =
⋃
n

{Sn < t} ∈ Ft.

De plus, il est facile de voir que FS+ ⊂ FSn+ pour tout n, et inversement si A ∈⋂
nFSn+,

A ∩ {S < t} =
⋃
n

(A ∩ {Sn < t}) ∈ Ft,

d’où A ∈ FS+.

(i) Dans ce cas on a aussi

{S ≤ t} =
⋃
n

{Sn ≤ t} ∈ Ft,

et pour A ∈
⋂
nFSn ,

A ∩ {S ≤ t} =
⋃
n

(A ∩ {Sn ≤ t}) ∈ Ft,

d’où A ∈ FS. �
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Théorème 3.3 Soit (Xt, t ≥ 0) un processus progressif et T un temps d’arrêt. Alors
XT 1{T<∞} est FT -mesurable.

Démonstration. De la définition il découle très facilement qu’une fonction Y :
Ω → R nulle sur {T = ∞} est FT -mesurable si et seulement si pour tout t ≥ 0,
Y 1{T≤t} est Ft-mesurable (écrire pour A ∈ B(R) avec 0 /∈ A, {Y ∈ A} ∩ {T ≤ t} =
{Y 1{T≤t} ∈ A}).

On applique cette observation à Y = XT 1{T<∞}, de sorte que Y 1{T≤t} =
XT 1{T≤t} = XT∧t 1{T≤t}. Or XT∧t est la composition des deux applications

ω −→ (T (ω) ∧ t, ω)

Ft B([0, t])⊗Ft

et

(s, ω) −→ Xs(ω)

B([0, t])⊗Ft B(R)

qui sont toutes les deux mesurables (la deuxième par définition d’un processus pro-
gressif). On conclut que XT∧t, donc aussi XT∧t 1{T≤t} est Ft-mesurable. �

Proposition 3.4 Soient T un temps d’arrêt et S une v.a. FT -mesurable telle que
S ≥ T . Alors S est aussi un temps d’arrêt.

En particulier, si T est un temps d’arrêt,

Tn =
∞∑
k=0

k + 1

2n
1{k2−n<T≤(k+1)2−n} +∞ · 1{T=∞}

est une suite de temps d’arrêt qui décrôıt vers T .

Démonstration. On écrit

{S ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft

puisque {S ≤ t} est FT -mesurable. La deuxième assertion en découle puisque Tn
est clairement FT -mesurable et Tn ≥ T . �

Nous terminons ce paragraphe avec un théorème important qui permet la con-
struction de nombreux temps d’arrêt.

Théorème 3.5 On suppose que la filtration (Ft) vérifie les conditions habituelles
(elle est complète et continue à droite). Soit A ⊂ R+ × Ω un ensemble progressif
(i.e. tel que le processus Xt(ω) = 1A(t, ω) soit progressif) et soit DA le début de A
défini par

DA(ω) = inf{t ≥ 0, (t, ω) ∈ A} (inf ∅ =∞).

Alors DA est un temps d’arrêt.
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La preuve de ce théorème repose sur le résultat difficile de théorie de la mesure
qui suit.
Théorème. Soit (Λ,G,Π) un espace de probabilité complet, au sens où la tribu G
contient tous les ensembles Π-négligeables. Soit H ⊂ R+×Λ un ensemble mesurable
pour la tribu produit B(R+)⊗ G. Alors la projection de H,

p(H) = {ω ∈ Λ;∃t ≥ 0, (t, ω) ∈ H}

appartient à la tribu G.
(Pour une preuve voir le traité de C. Dellacherie et P.A. Meyer, Probabilités et
Potentiel, Vol. I, pages 68 et 92-93.)

Démonstration du Théorème 3.5. On applique le théorème ci-dessus en fixant
t ≥ 0, en prenant (Λ,G,Π) = (Ω,Ft, P ) et H = ([0, t[×Ω) ∩ A. La définition d’un
processus progressif montre que H est mesurable pour B(R+)⊗Ft. En conséquence,

p(H) = {ω ∈ Ω, ∃s < t, (s, ω) ∈ A} ∈ Ft.

Or il est clair que l’événement {DA < t} cöıncide avec cet ensemble. On a donc
obtenu {DA < t} ∈ Ft et puisque la filtration est continue à droite, DA est un temps
d’arrêt. �

Remarque. Dans des cas particuliers, qui sont ceux qu’on utilise le plus fréquemment,
on peut obtenir le résultat du Théorème 3.5 plus facilement, et sans hypothèse sur
la filtration. On considère un processus X à valeurs dans un espace métrique (E, d):

(i) Si (Xt, t ≥ 0) est un processus à trajectoires continues à droite et adapté, si O
est un ouvert de E, alors

TO = inf{t ≥ 0, Xt ∈ O}

est un temps d’arrêt de (Ft+). En effet,

{TO < t} =
⋃

s∈[0,t[∩Q

{Xs ∈ O}.

(ii) Si (Xt, t ≥ 0) est un processus à trajectoires continues et adapté, et si F est un
fermé, alors

TF = inf{t ≥ 0, Xt ∈ F}

est un temps d’arrêt. En effet,

{TF ≤ t} = { inf
0≤s≤t

d(Xs, F ) = 0} = { inf
s∈[0,t]∩Q

d(Xs, F ) = 0}.
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3.3 Martingales et surmartingales à temps con-

tinu

On suppose donné un espace de probabilité muni d’une filtration (Ω,A, (Ft), P ).

Définition 3.5 Un processus (Xt, t ≥ 0) adapté et tel que, pour tout t ≥ 0, Xt ∈ L1

est appelé

· martingale si pour s < t, E[Xt | Fs] = Xs;

· surmartingale si pour s < t, E[Xt | Fs] ≤ Xs;

· sous-martingale si pour s < t, E[Xt | Fs] ≥ Xs.

Exemples. On dit qu’un processus (Zt, t ≥ 0) est un processus à accroissements
indépendants (PAI) par rapport à la filtration (Ft) si Z est (Ft)-adapté et si, pour
s < t, Zt−Zs est indépendant de la tribu Fs (par exemple un mouvement brownien
est un PAI par rapport à sa filtration canonique, complétée ou non). Si Z est un
PAI par rapport à (Ft) alors

(i) si Zt ∈ L1 pour tout t ≥ 0, Z̃t = Zt − E[Zt] est une martingale;

(ii) si Zt ∈ L2 pour tout t ≥ 0, Xt = Z̃2
t − E[Z̃2

t ] est une martingale;

(iii) si pour θ ∈ R, E[eθZt ] <∞ pour tout t ≥ 0,

Xt =
eθZt

E[eθZt ]

est une martingale.

Les démonstrations sont très faciles. Dans le deuxième cas,

E[(Z̃t)
2 | Fs] = E[(Z̃s + Z̃t − Z̃s)2 | Fs]

= Z̃2
s + 2Z̃sE[(Z̃t − Z̃s) | Fs] + E[(Z̃t − Z̃s)2 | Fs]

= Z̃2
s + 2Z̃sE[(Z̃t − Z̃s)] + E[(Z̃t − Z̃s)2]

= Z̃2
s + E[Z̃2

t ]− E[Z̃2
s ],

d’où le résultat voulu. Dans le troisième cas,

E[Xt | Fs] =
eθZs E[eθ(Zt−Zs) | Fs]
E[eθZs ]E[eθ(Zt−Zs)]

=
eθZs

E[eθZs ]
= Xs.
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En prenant Z = B (avec sa filtration canonique), on voit que les processus

Bt , B
2
t − t , eθBt−

θ2

2
t

sont des martingales. On peut aussi prendre pour f ∈ L2
loc(R+, dt),

Zt =

∫ t

0

f(s) dBs (= G(f1[0,t])).

Les propriétés élémentaires des mesures gaussiennes montrent que Z est un PAI par
rapport à la filtration canonique de B, et donc∫ t

0

f(s)dBs ,
(∫ t

0

f(s)dBs

)2

−
∫ t

0

f(s)2ds , exp
(
θ

∫ t

0

f(s)dBs −
θ2

2

∫ t

0

f(s)2ds
)

sont des martingales. On peut aussi prendre Z = N , processus de Poisson standard,
et on trouve alors en particulier que

Nt − t , (Nt − t)2 − t

sont des martingales.

Soit (Xt) une martingale (respectivement une sous-martingale) et soit f : R −→
R une fonction convexe (resp. une fonction convexe croissante). Supposons aussi
que f(Xt) ∈ L1 pour tout t ≥ 0. Alors, (f(Xt), t ≥ 0) est une sous-martingale.

En effet, d’après l’inégalité de Jensen, on a pour s < t

E[f(Xt) | Fs] ≥ f(E[Xt | Fs]) ≥ f(Xs).

On peut appliquer cette observation à la fonction convexe croissante f(x) = x+.
On trouve que si (Xt, t ≥ 0) est une sous-martingale, ((Xt)

+, t ≥ 0) est aussi une
sous-martingale. En particulier, on a pour tout s ∈ [0, t],

E[(Xs)
+] ≤ E[(Xt)

+].

D’autre part, puisque X est une sous-martingale on a aussi pour s ∈ [0, t],

E[Xs] ≥ E[X0].

En combinant ces deux inégalités, et en remarquant que |x| = 2x+ − x, on trouve

sup
s∈[0,t]

E[|Xs|] ≤ 2E[(Xt)
+]− E[X0] <∞.

Donc, si (Xt, t ≥ 0) est une sous-martingale (ou une surmartingale, en changeant X
en −X), on a pour tout t ≥ 0, sups∈[0,t] E[|Xs|] < ∞. Cette remarque simple sera
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utile dans la suite. Observons aussi que si X est une martingale, pour tout p ≥ 1,
|Xt|p est une sous-martingale, et donc E[|Xt|p] est fonction croissante de t.

Notre objectif est maintenant d’établir des résultats de régularité des trajectoires
pour les martingales et les surmartingales à temps continu. Nous commençons par
rappeler les résultats connus à temps discret, dont on peut immédiatement déduire
des conséquences intéressantes à temps continu.

Inégalités maximales et inégalités de Doob.

Soit (Yn, n ∈ N) une surmartingale à temps discret. Alors, pour tous λ > 0,
k ≥ 0,

λP [sup
n≤k
|Yn| ≥ λ] ≤ E[|Y0|] + 2E[|Yk|].

Si maintenant (Xs, s ≥ 0) est une surmartingale à temps continu, on peut appli-
quer ce résultat à la surmartingale à temps discret Yn = Xtn∧k , pour toute partie finie
{t1 < t2 < · · · < tk = t} de [0, t]. Ensuite, si D est un sous-ensemble dénombrable
de R+, en écrivant D comme limite croissante de parties finies, on obtient que

λP [ sup
s∈[0,t]∩D

|Xs| ≥ λ] ≤ E[|X0|] + 2E[|Xt|].

Si on suppose de plus que les trajectoires de X sont continues à droite alors, en
prenant D dense et tel que t ∈ D, on a

sup
s∈[0,t]∩D

|Xs| = sup
s∈[0,t]

|Xs|,

ce qui montre que dans l’inégalité précédente on peut prendre sups∈[0,t] au lieu de
sups∈[0,t]∩D.

L’inégalité de Doob affirme que si (Yn, n ∈ N) est une martingale à temps discret
telle que Yn ∈ Lp (pour p > 1) alors, pour tout k ≥ 0,

‖ sup
n≤k
|Yn|‖p ≤ q ‖Yk‖p ,

où 1
p

+ 1
q

= 1. On en déduit que si (Xt, t ≥ 0) est une martingale à temps continu
bornée dans Lp,

‖ sup
s∈[0,t]∩D

|Xs|‖p ≤ q‖Xt‖p,

et on peut remplacer sups∈[0,t]∩D par sups∈[0,t] si X a des trajectoires continues à
droite. Résumons les résultats obtenus.

Proposition 3.6 Soit (Xt, t ≥ 0) une surmartingale dont les trajectoires sont con-
tinues à droite. Alors, pour tous t ∈ [0,∞], λ > 0,

λP [sup
s≤t
|Xs| ≥ λ] ≤ 3 sup

s≤t
E[|Xt|].
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Si (Xt, t ≥ 0) est une martingale dont les trajectoires sont continues à droite, et si
Xt ∈ Lp pour tout t ≥ 0, alors

‖ sup
s≤t
|Xs|‖p ≤ q‖Xt‖p,

où 1
p

+ 1
q

= 1.

Remarque. La quantité sups≤tE[|Xs|] est finie d’après une observation précédente.

Nombres de montées.
Si f : T −→ R est une fonction définie sur une partie T de R+, et si a < b, le

nombre de montées de f le long de [a, b], noté M f
ab(T ) est le supremum des entiers

k tels que l’on puisse trouver une suite croissante s1 < t1 < · · · < sk < tk avec
f(si) < a, f(ti) > b.

On sait que si (Yn) est une surmartingale (à temps discret),

E[MY
ab([0, n])] ≤ 1

b− a
E[(Yn − a)−].

On en déduit immédiatement le résultat suivant, en prenant d’abord D fini.

Proposition 3.7 Soit (Xt, t ≥ 0) une surmartingale. Si D est un sous-ensemble
dénombrable de R+,

E[MX
ab([0, t] ∩D)] ≤ 1

b− a
E[(Xt − a)−].

Théorèmes de convergence.
Si (Yn, n ≥ 0) est une surmartingale bornée dans L1 (en particulier si elle est

positive), alors Yn −→ Y∞ p.s. et Y∞ ∈ L1.
Si (Yn, n ≤ 0) est une surmartingale indexée par les entiers négatifs, et telle que

supn≤0E[Yn] <∞, alors la suite (Yn) est uniformément intégrable, et converge p.s.
et dans L1 quand n → −∞ vers une variable Z telle que Z ≥ E[Xn | F−∞] (par
définition, F−∞ =

⋂
n≤0Fn).

Le théorème suivant applique ces résultats “à temps discret” aux surmartingales
à temps continu.

Théorème 3.8 Soit (Xt, t ≥ 0) une surmartingale et soit D un sous-ensemble
dénombrable dense de R+.

(i) Pour presque tout ω ∈ Ω, l’application s→ Xs(ω) définie sur D et à valeurs
dans R admet en tout point t de R+ une limite à droite Xt+(ω) finie et en tout point
t de R+\{0} une limite à gauche Xt−(ω) finie.

(ii) Pour tout t ∈ R+, Xt+ ∈ L1 et

Xt ≥ E[Xt+ | Ft]
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avec égalité si la fonction t −→ E[Xt] est continue à droite (en particulier si X est
une martingale). Le processus (Xt+, t ≥ 0) est une surmartingale par rapport à la
filtration (Ft+), une martingale si X en est une.

Démonstration. (i) Fixons T > 0. L’inégalité maximale de Doob entrâıne aussitôt
que

lim
λ→∞

P [ sup
s∈D∩[0,T ]

|Xs| ≥ λ] = 0,

d’où
sup

s∈D∩[0,T ]

|Xs| <∞ , p.s.

Ensuite, l’inégalité sur les nombres de montées montre que, p.s. pour tous a < b
rationnels,

MX
ab(D ∩ [0, T ]) <∞.

Donc p.s. la fonction s −→ Xs(ω) est bornée sur D ∩ [0, T ] et, pour tous a < b
rationnels, ne fait qu’un nombre fini de montées le long de [a, b]. La propriété
énoncée en (i) en découle: en effet si une fonction bornée f : D ∩ [0, T ]→ R n’a par
exemple pas de limite à gauche finie en t ∈]0, T ], on peut choisir a < b rationnels de
façon que

lim inf
s↑↑t

f(s) < a < b < lim sup
s↑↑t

f(s),

et on voit facilement que le nombre de montées de f le long de [a, b] doit être infini.

(ii) Pour que Xt+(ω) soit défini pour tout ω et pas seulement sur l’ensemble de
probabilité un où la limite existe, on peut convenir de prendre Xt+(ω) = 0 sur
l’ensemble (Ft+-mesurable et de probabilité nulle) où la limite à droite en t le long
de D n’existe pas. Avec cette convention, Xt+(ω) est bien défini pour tout ω et est
Ft+-mesurable.

Fixons t ≥ 0 et choisissons une suite (tn) dans D avec tn ↓↓ t. Alors, par
construction on a p.s.,

Xt+ = lim
n→−∞

Xtn .

De plus, posons, pour k ≤ 0, Yk = Xt−k . Alors Y est une surmartingale indexée par
les entiers négatifs, par rapport à la filtration Gk = Ft−k . Comme il est clair que
supk E[|Yk|] < ∞, on conclut d’après le résultat “discret” rappelé immédiatement
avant le théorème que la suite Xtn converge dans L1 vers Xt+. En particulier Xt+ ∈
L1.

Grâce à la convergence dans L1, on peut passer à la limite dans l’inégalité Xt ≥
E[Xtn | Ft], et on trouve

Xt ≥ E[Xt+ | Ft].
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De plus, toujours grâce à la convergence dans L1, on a E[Xt+] = limE[Xtn ] et
donc si la fonction s −→ E[Xs] est continue à droite on doit avoir E[Xt+] = E[Xt].
Clairement, l’inégalité précédente n’est alors possible que si Xt = E[Xt+ | Ft].

Nous avons déjà remarqué que Xt+ est Ft+-mesurable. Soit ensuite s < t et soit
aussi une suite (sn) dans D telle que sn ↓↓ s. On peut bien sûr supposer sn ≤ tn.
Alors Xsn converge vers Xs+ dans L1, et donc, si A ∈ Fs+,

E[Xs+1A] = lim
n→∞

E[Xsn1A] ≥ lim
n→∞

E[Xtn1A] = E[Xt+1A] = E[E[Xt+ | Fs+]1A],

ce qui entrâıne Xs+ ≥ E[Xt+ | Fs+]. Enfin, si X est une martingale, on peut
remplacer dans le calcul précédent l’inégalité ≥ par une égalité. �

Théorème 3.9 Supposons que la filtration (Ft) satisfait les conditions habituelles.
Si X = (Xt, t ≥ 0) est une surmartingale et si la fonction t −→ E[Xt] est continue
à droite, alors X a une modification, qui est aussi une (Ft)-surmartingale, dont les
trajectoires sont continues à droite avec des limites à gauche en tout point (càdlàg).

Démonstration. Fixons un ensemble D comme dans le Théorème 3.8. Soit N
l’ensemble négligeable en dehors duquel la fonction s −→ Xs(ω) a le long de D des
limites à droite et à gauche en tout t ∈ R+. Posons alors

Yt(ω) =

{
Xt+(ω) si ω /∈ N
0 si ω ∈ N.

Les trajectoires de Y sont alors continues à droite: en effet, si ω /∈ N on a pour
t ≥ 0 et ε > 0

sup
[t,t+ε[

Ys(ω) ≤ sup
]t,t+ε[∩D

Xs(ω),

inf
[t,t+ε[

Ys(ω) ≥ inf
]t,t+ε[∩D

Xs(ω),

et
lim
ε↓0

(
sup

]t,t+ε[∩D
Xs(ω)

)
= lim

ε↓0

(
inf

]t,t+ε[∩D
Xs(ω)

)
= Xt+(ω) = Yt(ω).

Le même argument montre que les trajectoires de Y ont des limites à gauche. Enfin,
comme Ft+ = Ft on a d’après le Théorème 3.8 (ii),

Xt = E[Xt+ | Ft] = E[Xt+ | Ft+] = Xt+ = Yt, p.s.

puisque Xt+ est Ft+-mesurable. On voit ainsi que Y est une modification de X.
Puisque la filtration (Ft) est complète, il est clair que Yt est Ft-mesurable et il est
aussi immédiat que Y est une (Ft)-surmartingale. �
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Remarque. Si la filtration est quelconque, on peut toujours appliquer le théorème
précédent à l’augmentation habituelle de (Ft) et au processus (Xt+) du Théorème
3.8 (remarquer que l’application t → E[Xt+] est toujours continue à droite). On
trouve ainsi que (Xt+) a une modification càdlàg.

En particulier, si on sait à l’avance que les trajectoires de X sont continues à
droite, on en déduit que p.s. elles ont aussi des limites à gauche (une modification
continue à droite est unique à indistinguabilité près).

3.4 Théorèmes d’arrêt

Nous commençons par un théorème de convergence analogue au résultat discret
rappelé dans la partie précédente.

Théorème 3.10 Soit X une surmartingale continue à droite et bornée dans L1 (ce
qui équivaut à supt≥0E[Xt−] <∞). Alors, il existe une v.a. X∞− ∈ L1 telle que

lim
t→∞

Xt = X∞−, p.s.

Démonstration. Soit D un sous-ensemble dénombrable dense de R+. On déduit
de la Proposition 3.7 que, pour tous a < b,

E[MX
ab(D)] ≤ 1

b− a
sup
t≥0

E[(Xt − a)−] <∞.

Donc, p.s. pour tout rationnels a < b on a MX
ab(D) < ∞. Comme dans la preuve

du Théorème 3.8, on en déduit que

lim
D3t→∞

Xt

existe p.s. (et cette limite est dans L1 d’après le lemme de Fatou). La continuité
à droite des trajectoires permet de supprimer la restriction t ∈ D dans la limite
précédente. �

Définition 3.6 Une surmartingale (Xt, t ≥ 0) est dite fermée par une v.a. X∞ ∈
L1 si pour tout t ≥ 0,

Xt ≥ E[X∞ | Ft].

Une martingale (Xt, t ≥ 0) est dite fermée (comme martingale) par X∞ ∈ L1 si
pour tout t ≥ 0,

Xt = E[X∞ | Ft].
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Remarquons qu’une martingale peut être fermée en tant que surmartingale sans
l’être en tant que martingale. Par exemple une martingale positive est toujours
fermée comme surmartingale par 0, mais n’est pas nécessairement fermée comme
martingale. Rappelons qu’une martingale à temps discret (Yn, n ∈ N) est fermée

(i.e. on peut écrire comme ci-dessus Yn = E[Y∞ | Gn] avec Y∞ ∈ L1) si et seulement
si elle est uniformément intégrable, et cela équivaut encore à dire que Yn converge
p.s. et dans L1. On a le résultat analogue à temps continu.

Proposition 3.11 Soit (Xt, t ≥ 0) une martingale continue à droite. Alors il y a
équivalence entre

(i) X est fermée;

(ii) Xt converge p.s. et dans L1 vers X∞−;

(iii) la famille (Xt, t ≥ 0) est uniformément intégrable.

Démonstration. L’implication (i)⇒(iii) est facile puisque si Z ∈ L1, la famille de
v.a. {E[Z | G], G sous− tribu de A} est uniformément intégrable. Si (iii) est vrai,
la Proposition 3.10 entrâıne que Xt converge p.s. vers X∞−, donc aussi dans L1 par
uniforme intégrabilité. Enfin, si (ii) est vérifié, on peut passer à la limite t → ∞
dans L1 dans l’égalité Xs = E[Xt | Fs] et on trouve Xs = E[X∞− | Fs]. �

Si une surmartingale continue à droite (Xt, t ≥ 0) est fermée par X∞, alors un
argument de convexité donne E[(Xt)

−] ≤ E[(X∞)−], et donc, d’après la Proposition
3.10, Xt converge p.s. vers X∞−. On vérifie alors que X est fermée par X∞− (passer
à la limite t → ∞ dans l’inégalité Xs − E[X∞ | Fs] ≥ E[Xt − E[X∞ | Ft] | Fs] en
utilisant le lemme de Fatou).

Le théorème d’arrêt pour une surmartingale discrète (Yk, k ∈ N), relativement
à une filtration (Gk), fermée par Y∞, énonce que si S et T sont deux temps d’arrêt
tels que S ≤ T on a YS, YT ∈ L1, et YS ≥ E[YT | GS] (avec la convention YT = Y∞
sur {T =∞}). L’analogue continu de ce théorème est le résultat le plus important
de cette partie.

Théorème 3.12 (a) Soit X une surmartingale continue à droite et fermée par une
v.a. F∞-mesurable X∞. Soient S et T deux temps d’arrêt avec S ≤ T . Alors XS

et XT sont dans L1 et
XS ≥ E[XT | FS],

avec la convention XT = X∞ sur {T =∞}.
(b) Soit X une martingale continue à droite fermée par une v.a. F∞-mesurable X∞.
Alors, si S et T sont deux temps d’arrêt avec S ≤ T on a

XS = E[XT | FS],

avec la même convention que ci-dessus. En particulier, XS = E[X∞ | FS].
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Démonstration. (a) Pour tout n ≥ 1, posons

Dn = { k
2n
, k ∈ N} ∪ {+∞},

puis Tn = inf{t ∈ Dn, t > T}. D’après la Proposition 3.4, les Tn forment une suite
de t.a. qui décrôıt vers T .

Considérons pour n fixé les deux variables Tn et Tn+1, qu’on peut voir comme
deux temps d’arrêt de la filtration discrète (Ft, t ∈ Dn+1). Puisque Tn+1 ≤ Tn, le
théorème d’arrêt appliqué à la surmartingale discrète (Xt, t ∈ Dn+1) (qui est fermée
par X∞), dans la filtration discrète (Ft, t ∈ Dn+1), entrâıne que

XTn+1
≥ E[XTn | FTn+1

].

On obtient ainsi que Yk = XT−k pour k ≤ 0 est une surmartingale indexée par
les entiers négatifs relativement à la filtration (FT−k , k ∈ −N). De plus on a aussi
supk E[Yk] = supnE[XTn ] ≤ E[X0], toujours d’après le théorème d’arrêt discret.
D’après le résultat discret rappelé avant le Théorème 3.8, on conclut que XTn con-
verge p.s. et dans L1. La limite est forcément XT par continuité à droite, et en
particulier XT ∈ L1.

Au temps d’arrêt S, on associe de même la suite Sn ↓ S, et XSn converge vers
XS p.s. et dans L1. Puisque Sn ≤ Tn le théorème d’arrêt discret donne

XSn ≥ E[XTn | FSn ]

donc, pour A ∈ FS ⊂ FSn ,

E[XSn1A] ≥ E[XTn1A].

En passant à la limite L1 quand n→∞, il vient

E[XS1A] ≥ E[XT1A],

pour tout A ∈ FS. Comme XS est FS-mesurable (1{S<∞}XS l’est d’après le
Théorème 3.3 et 1{S=∞}XS l’est parce que X∞ est F∞-mesurable), cette inégalité
suffit pour conclure que XS ≥ E[XT | FS].
(b) Il suffit d’appliquer la partie (a) à X et à −X. �

Corollaire 3.13 Soit X une surmartingale (resp. une martingale) continue à droite
et soient S ≤ T deux temps d’arrêt bornés. Alors

XS ≥ E[XT | FS] (resp. XS = E[XT | FS]).

Démonstration. Soit a ≥ 0 tel que T ≤ a. On applique le théorème précédent à
(Xt∧a, t ≥ 0) qui est bien sûr fermée par Xa. �
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Corollaire 3.14 Soit X une martingale continue à droite uniformément intégrable,
et soit T un temps d’arrêt. Alors le processus (Xt∧T , t ≥ 0) est aussi une martingale
uniformément intégrable, et

Xt∧T = E[XT | Ft],

avec la convention XT = X∞− sur {T =∞}.

Démonstration. Il suffit d’établir la dernière assertion. Rappelons que XT ∈ L1

d’après le Théorème 3.12. D’après ce théorème, on a aussi

Xt∧T = E[XT | Ft∧T ].

Puisque XT1{T<∞} est FT -mesurable, on sait que XT1{T≤t} est Ft-mesurable, et
aussi FT -mesurable, donc Ft∧T -mesurable. Il en découle que

E[XT1{T≤t} | Ft∧T ] = XT1{T≤t} = E[XT1{T≤t} | Ft].

Pour compléter la preuve, il reste à voir que

E[XT1{T>t} | Ft∧T ] = E[XT1{T>t} | Ft]. (3.1)

Or si A ∈ Ft, A ∩ {T > t} ∈ FT ∩ Ft = Ft∧T , et donc

E[1A1{T>t}XT ] = E[1A1{T>t}E[XT | Ft∧T ]] = E[1AE[XT1{T>t} | Ft∧T ]],

ce qui entrâıne (3.1) et complète la preuve. �

Si on suppose seulement que X est une martingale continue à droite, alors on
peut appliquer le corollaire ci-dessus à la martingale u. i. (Xt∧a, t ≥ 0). On trouve
que pour tout temps d’arrêt T , (Xt∧T∧a, t ≥ 0) est une martingale. Comme on
peut prendre a aussi grand qu’on le désire, cela signifie que (Xt∧T , t ≥ 0) est une
martingale.
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Chapitre 4

Semimartingales Continues

Les semimartingales continues constituent la classe générale de processus à trajec-
toires continues pour laquelle on peut développer une théorie de l’intégrale stochas-
tique, qui sera traitée dans le chapitre suivant. Par définition, une semimartingale
est la somme d’une martingale (locale) et d’un processus à variation finie. Dans
ce chapitre nous étudions séparément ces deux classes de processus. En particulier,
nous introduisons la notion de variation quadratique d’une martingale, qui jouera
plus tard un rôle fondamental.

4.1 Processus à variation finie

4.1.1 Fonctions à variation finie

Définition 4.1 Soit T > 0. Une fonction continue a : [0, T ] −→ R telle que
a(0) = 0 est dite à variation finie s’il existe une mesure signée (i.e. différence de
deux mesures positives finies) µ telle que a(t) = µ([0, t]) pour tout t ∈ [0, T ].

La mesure µ est alors déterminée de façon unique. La décomposition de µ comme
différence de deux mesures positives finies n’est bien sûr pas unique, mais il existe
une seule décomposition µ = µ+ − µ− telle que µ+ et µ− soient deux mesures
positives finies portées par des boréliens disjoints. Pour obtenir l’existence d’une
telle décomposition, on peut partir d’une décomposition quelconque µ = µ1 − µ2,
poser ν = µ1 + µ2 puis utiliser le théorème de Radon-Nikodym pour écrire

µ1(dt) = h1(t)ν(dt), µ2(dt) = h2(t)ν(dt).

Ensuite, si h(t) = h1(t)− h2(t) on a

µ(dt) = h(t)ν(dt) = h(t)+ν(dt)− h(t)−ν(dt)

46



ce qui donne la décomposition µ = µ+ − µ− avec µ+(dt) = h(t)+ν(dt), µ−(dt) =
h(t)−ν(dt), les mesures µ+ et µ− étant portées respectivement par les boréliens
disjoints D+ = {t, h(t) > 0} et D− = {t, h(t) < 0}. L’unicité de la décomposition
µ = µ+ − µ− découle du fait que l’on a nécessairement

µ+(A) = sup{µ(C), C ⊂ A, C borélien}.

On note |µ| la mesure positive |µ| = µ+ + µ−. Remarquons que la dérivée de
Radon-Nikodym de µ par rapport à |µ| est

dµ

d|µ|
= 1D+ − 1D− .

On a a(t) = µ+([0, t])− µ−([0, t]), ce qui montre que la fonction a est différence
de deux fonctions croissantes continues et nulles en 0 (la continuité de a entrâıne
que µ n’a pas d’atomes, et il en va alors de même pour µ+ et µ−). Inversement
une différence de fonctions croissantes (continues et nulles en 0) est aussi à variation
finie au sens précédent. En effet, cela découle du fait bien connu que la formule
g(t) = ν([0, t]) établit une bijection entre les fonctions croissantes continues à droite
g : [0, T ] −→ R+ et les mesures positives finies sur [0, T ].

Soit f : [0, T ] −→ R une fonction mesurable telle que
∫

[0,T ]
|f(s)| |µ|(ds) < ∞.

On note ∫ T

0

f(s) da(s) =

∫
[0,T ]

f(s)µ(ds),∫ T

0

f(s) |da(s)| =
∫

[0,T ]

f(s) |µ|(ds).

On vérifie facilement l’inégalité∣∣∣∣∫ T

0

f(s) da(s)

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

|f(s)| |da(s)|.

Remarquons de plus que la fonction t −→
∫ t

0
f(s) da(s) est aussi à variation finie (la

mesure associée est simplement µ′(ds) = f(s)µ(ds)).

Proposition 4.1 Pour tout t ∈ [0, T ],

|µ|([0, t]) = sup

{
p∑
i=1

|a(ti)− a(ti−1)|

}
,

où le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 = t0 < t1 < · · · < tp = t de [0, t].
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Remarque. Dans la présentation habituelle des fonctions à variation finie, on part
de la propriété que le supremum ci-dessus est fini.
Démonstration. Il suffit clairement de traiter le cas t = T . L’inégalité ≥ est très
facile puisque

|a(ti)− a(ti−1)| = |µ(]ti−1, ti])| ≤ |µ|(]ti−1, ti]).

Pour l’autre inégalité, on peut montrer plus précisément que pour toute suite 0 =
tn0 < tn1 < · · · < tnpn = T de subdivisions emboitées de [0, T ] de pas tendant vers 0
on a

lim
n→∞

pn∑
i=1

|a(tni )− a(tni−1)| = |µ|([0, T ]).

Considérons pour simplifier les subdivisions dyadiques tni = i2−nT , 0 ≤ i ≤ 2n. On
utilise un argument de martingales en introduisant l’espace de probabilité Ω =
[0, T ] muni de la tribu borélienne B = B([0, T ]) et de la probabilité P (ds) =
(|µ([0, T ])|−1)|µ|(ds). Introduisons sur cet espace la filtration discrète (Bn) telle que
pour chaque n, Bn soit la tribu engendrée par les intervalles ](i − 1)2−nT, i2−nT ],
1 ≤ i ≤ 2n. Posons enfin

X(s) =
dµ

d|µ|
(s) = 1D+(s)− 1D−(s),

et pour chaque n ≥ 0
Xn = E[X | Bn].

Les propriétés de l’espérance conditionnelle montrent que Xn doit être constante sur
chaque intervalle ](i− 1)2−nT, i2−nT ] et vaut sur cet intervalle

µ(](i− 1)2−nT, i2−nT ])

|µ|(](i− 1)2−nT, i2−nT ])
=
a(i2−nT )− a((i− 1)2−nT )

|µ|(](i− 1)2−nT, i2−nT ])
.

D’autre part, il est clair que la suite (Xn) est une martingale fermée (relativement
à la filtration (Bn)) et parce que X est mesurable par rapport à B =

∨
n Bn cette

martingale converge p.s. et dans L1 vers X. En particulier,

lim
n→∞

E[|Xn|] = E[|X|] = 1,

cette dernière égalité étant claire puisque |X(s)| = 1, µ p.p. Le résultat annoncé en
découle puisque d’après ci-dessus

E[|Xn|] = (|µ|([0, T ])−1)
2n∑
i=1

|a(i2−nT )− a((i− 1)2−nT )|.
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Lemme 4.2 Si f : [0, T ] −→ R est une fonction continue et si 0 = tn0 < tn1 < · · · <
tnpn = T est une suite de subdivisions de [0, T ] de pas tendant vers 0 on a∫ T

0

f(s) da(s) = lim
n→∞

pn∑
i=1

f(tni−1) (a(tni )− a(tni−1)).

Démonstration. Soit fn la fonction définie par fn(s) = f(tni−1) si s ∈]tni−1, t
n
i ].

Alors,
pn∑
i=1

f(tni−1) (a(tni )− a(tni−1)) =

∫
[0,T ]

fn(s)µ(ds),

et le résultat voulu en découle par convergence dominée. �

On dira qu’une fonction continue a : R+ −→ R est à variation finie sur R+ si
la restriction de a à [0, T ] est à variation finie, pour tout T > 0. Il est alors facile
d’étendre les définitions précédentes. En particulier, on peut définir

∫∞
0
f(s)da(s)

pour toute fonction f telle que
∫∞

0
|f(s)||da(s)| = supT>0

∫ T
0
|f(s)||da(s)| <∞.

4.1.2 Processus à variation finie

On se place maintenant sur un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft), P ) satisfaisant
les conditions habituelles.

Définition 4.2 Un processus à variation finie A = (At, t ≥ 0) est un processus
adapté dont toutes les trajectoires sont à variation finie au sens de la définition
précédente. Le processus A est appelé processus croissant si de plus les trajectoires
de A sont croissantes.

Remarque. En particulier on a A0 = 0 et les trajectoires de A sont continues.

Proposition 4.3 Soit A un processus à variation finie et soit H un processus pro-
gressif tel que

∀t ≥ 0 ∀ω ,

∫ t

0

|Hs(ω)| |dAs(ω)| <∞.

Alors le processus H · A défini par

(H · A)t =

∫ t

0

Hs dAs

est aussi un processus à variation finie.
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Démonstration. D’après des remarques précédentes, il est clair que les trajectoires
de H · A sont à variation finie. Il reste donc à montrer que H · A est adapté.
Pour cela, il suffit de voir que, si h : [0, t] × Ω −→ R est mesurable pour la tribu
produit B([0, t])⊗Ft et si

∫ t
0
|h(s, ω)||dAs(ω)| est fini pour tout ω, alors la variable∫ t

0
h(s, ω)dAs(ω) est Ft-mesurable.
Si h(s, ω) = 1]u,v](s)1Γ(ω) avec ]u, v] ⊂ [0, t] et Γ ∈ Ft, le résultat est évident. On

passe ensuite au cas h = 1G, G ∈ B([0, t])⊗Ft par un argument de classe monotone.
Enfin, dans le cas général, on observe qu’on peut toujours écrire h comme limite
ponctuelle d’une suite de fonctions étagées hn telles que pour tout n on ait |hn| ≤ |h|,
ce qui assure que

∫ t
0
hn(s, ω)dAs(ω) −→

∫ t
0
h(s, ω)dAs(ω) par convergence dominée.

�

Remarques. (i) Il arrive souvent qu’on ait l’hypothèse plus faible

p.s. ∀t ≥ 0,

∫ t

0

|Hs| |dAs| <∞.

On peut encore définir H · A en convenant que, sur l’ensemble de probabilité nulle
où
∫ t

0
|Hs| |dAs| devient infini, on prend (H · A)t(ω) = 0 pour tout t. Le processus

(H · A) ainsi défini reste adapté parce que la filtration est supposée complète.

(ii) Sous des hypothèses convenables, on a la propriété d’associativité K · (H ·A) =
(KH) · A.

Un cas particulier important est celui où At = t. Si Hs est un processus progressif
tel que

p.s. ∀t ≥ 0

∫ t

0

|Hs| ds <∞,

le processus
∫ t

0
Hs ds est un processus à variation finie.

4.2 Martingales locales

Comme dans la partie précédente, nous nous plaçons sur un espace de probabilité
filtré (Ω,F , (Ft), P ) satisfaisant les conditions habituelles. Si T est un temps d’arrêt
et X = (Xt, t ≥ 0) est un processus à trajectoires continues, on note XT le processus
arrêté XT

t = Xt∧T pour tout t ≥ 0.

Définition 4.3 Un processus adapté à trajectoires continues M = (Mt, t ≥ 0) tel
que M0 = 0 p.s. est une martingale locale (continue) s’il existe une suite croissante
(Tn, n ∈ N) de temps d’arrêt telle que Tn ↑ ∞ et pour tout n le processus arrêté
MTn est une martingale uniformément intégrable.

Plus généralement, lorsque M0 6= 0, on dit que M est une martingale locale
(continue) si Mt = M0 +Nt, où le processus N est une martingale locale issue de 0.

50



Dans tous les cas, on dit que la suite de temps d’arrêt Tn ↑ ∞ réduit M si pour
tout n le processus arrêté MTn est une martingale uniformément intégrable.

Remarque. On n’impose pas dans la définition d’une martingale locale que les
variables Mt soient dans L1 (comparer avec la définition des martingales). En parti-
culier, on voit sur la définition précédente que M0 peut être n’importe quelle variable
F0-mesurable.

Propriétés.
(a) Une martingale à trajectoires continues est une martingale locale (et la suite

Tn = n réduit M).
(b) Dans la définition d’une martingale locale (issue de 0) on peut remplacer

“martingale uniformément intégrable” par “martingale” (en effet on peut ensuite
remplacer Tn par Tn ∧ n).

(c) Si M est une martingale locale, pour tout temps d’arrêt T , MT est une
martingale locale (cf Corollaire 3.14).

(d) Si (Tn) réduit M et si Sn est une suite de temps d’arrêt telle que Sn ↑ ∞,
alors la suite (Tn ∧ Sn) réduit aussi M .

(e) L’espace des martingales locales est un espace vectoriel (utiliser la propriété
précédente).

Proposition 4.4 (i) Une martingale locale positive M telle que M0 ∈ L1 est une
surmartingale.

(ii) Une martingale locale M bornée, ou plus généralement telle qu’il existe une
variable Z ∈ L1 telle que, pour tout t ≥ 0, |Mt| ≤ Z, est une martingale.

(iii) Si M est une martingale locale avec M0 = 0, la suite de temps d’arrêt

Tn = inf{t ≥ 0, |Mt| = n}

réduit M .

Démonstration. (i) Ecrivons Mt = M0 +Nt et soit (Tn) une suite de temps d’arrêt
qui réduit N . Alors, si s ≤ t, on a pour tout n,

Ns∧Tn = E[Nt∧Tn | Fs].

En ajoutant des deux cotés la variable M0 (qui est F0-mesurable et dans L1), on
trouve

Ms∧Tn = E[Mt∧Tn | Fs]. (4.1)

Puisque M est à valeurs positives, on peut faire tendre n vers ∞ et appliquer le
lemme de Fatou (pour les espérances conditionnelles) qui donne

Ms ≥ E[Mt | Fs].
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En prenant s = 0, on voit que E[Mt] ≤ E[M0] <∞, donc Mt ∈ L1 pour tout t ≥ 0.
L’inégalité précédente montre alors que M est une surmartingale.

(ii) Si M est bornée (ou plus généralement dominée par une variable intégrable),
le même raisonnement que ci-dessus donne pour s ≤ t

Ms∧Tn = E[Mt∧Tn | Fs].

Or par convergence dominée la suite Mt∧Tn converge dans L1 vers Mt, et donc on
peut passer à la limite n→∞ pour trouver Ms = E[Mt | Fs].

(iii) C’est une conséquence immédiate de (ii) �

Théorème 4.5 Soit M une martingale locale (continue) issue de 0. Alors si M est
un processus à variation finie, M est indistinguable de 0.

Démonstration. Supposons que M est un processus à variation finie et posons
pour tout n ∈ N,

τn = inf{t ≥ 0,

∫ t

0

|dMs| ≥ n}.

Les temps τn sont des temps d’arrêt d’après le Théorème 3.5 (remarquer que le
processus

∫ t
0
|dMs| est continu et adapté). Fixons n ≥ 1 et posons N = M τn . Alors

N est une martingale locale telle que
∫∞

0
|dNs| ≤ n, et donc en particulier |Nt| ≤ n.

D’après la Proposition 4.4, N est une (vraie) martingale bornée. Ensuite, soit t > 0
et soit 0 = t0 < t1 < · · · < tp = t une subdivision de [0, t]. Alors,

E[N2
t ] =

p∑
i=1

E[N2
ti
−N2

ti−1
]

=

p∑
i=1

E[(Nti −Nti−1
)2]

≤ E
[(

sup
1≤i≤p

|Nti −Nti−1
|
) p∑
i=1

|Nti −Nti−1
|
]

≤ nE
[

sup
1≤i≤p

|Nti −Nti−1
|
]

en utilisant la Proposition 4.1. On applique l’inégalité précédente à une suite 0 =
tk0 < tk1 < · · · < tkpk = t de subdivisions de [0, t] de pas tendant vers 0. En utilisant la
continuité des trajectoires, et le fait que N est bornée (pour justifier la convergence
dominée), on a

lim
k→∞

E
[

sup
1≤i≤pk

|Ntki
−Ntki−1

|
]

= 0.

On conclut alors que E[N2
t ] = 0, soit E[M2

t∧τn ] = 0. En faisant tendre n vers ∞ on
obtient E[M2

t ] = 0. �
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4.3 Variation quadratique d’une martingale locale

Le théorème ci-dessous joue un rôle très important dans la suite du cours.

Théorème 4.6 Soit M = (Mt, t ≥ 0) une martingale locale (continue). Il existe
un processus croissant, noté (〈M,M〉t, t ≥ 0) unique à indistinguabilité près, tel que
M2

t − 〈M,M〉t soit une martingale locale continue. De plus, pour tout T > 0, si
0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = T est une suite de subdivisions emboitées de [0, T ] de pas
tendant vers 0, on a

〈M,M〉T = lim
n→∞

pn∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)2

au sens de la convergence en probabilité. Le processus 〈M,M〉 est appelé la variation
quadratique de M .

Remarques. (i) Si M = B est un mouvement brownien, la Proposition 2.10 montre
que 〈B,B〉t = t.

(ii) Pour la dernière assertion, il n’est en fait pas nécessaire de supposer que les
subdivisions soient emboitées.

Démonstration. L’unicité découle du théorème 4.5. En effet, si A et A′ sont
deux processus croissants satisfaisant la condition donnée, le processus At − A′t =
(M2

t − A′t) − (M2
t − At) doit être à la fois une martingale locale et un processus à

variation finie.
Pour l’existence considérons d’abord le cas où M0 = 0 et M est bornée (donc en

particulier est une vraie martingale). Donnons dans ce cas les grandes étapes de la
preuve. On se fixe T > 0 et 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = T une suite de subdivisions
emboitées de [0, T ] de pas tendant vers 0. Pour chaque n, le processus Xn défini par

Xn
t =

pn∑
i=1

Mtni−1
(Mtni ∧t −Mtni−1∧t)

est une martingale continue. De plus on vérifie par des calculs directs assez fastidieux
utilisant la propriété de martingale (exercice!) que

lim
n,m→∞

E[(Xn
T −Xm

T )2] = 0.

Via l’inégalité de Doob (Proposition 3.6), cela entrâıne que

lim
n,m→∞

E
[

sup
t≤T

(Xn
t −Xm

t )2
]

= 0.
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Il est facile d’en déduire qu’une sous-suite Xnk converge p.s. uniformément sur [0, T ]
vers un processus Y = (Yt, 0 ≤ t ≤ T ) à trajectoires continues. En passant à la
limite L2 dans l’égalité de martingale pour Xn, on voit que Y est une martingale
continue (sur l’intervalle [0, T ]). Ensuite, un calcul simple montre que pour tout
n ≥ 1, pour tout j ∈ {1, . . . , pn},

M2
tnj
− 2Xn

tnj
=

j∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)2, (4.2)

Donc le processus M2
t − 2Xn

t est croissant le long de la subdivision (tni , 0 ≤ i ≤ pn).
En passant à la limite n→∞, on voit que la fonction t −→M2

t −2Yt doit être (p.s.)
croissante sur [0, T ]. On pose, pour t ∈ [0, T ], 〈M,M〉t = M2

t −2Yt (on peut prendre
〈M,M〉t ≡ 0 sur l’ensemble de probabilité nulle où la fonction t −→M2

t − 2Yt n’est
pas croissante). Alors, 〈M,M〉 est un processus croissant et M2

t −〈M,M〉t = 2Yt est
une martingale, sur l’intervalle de temps [0, T ]. Il est facile d’étendre la définition
de 〈M,M〉t à tout t ∈ R+: on applique ce qui précède avec T = k pour tout entier
k ≥ 1, en remarquant que le processus obtenu avec T = k doit être la restriction à
[0, k] de celui obtenu avec T = k + 1, à cause de l’argument d’unicité. Le processus
〈M,M〉t ainsi étendu satisfait manifestement la première propriété de l’énoncé.

La partie unicité montre aussi que le processus 〈M,M〉t ne dépend pas de la suite
de subdivisions choisie pour le construire. On déduit alors de (4.2) (avec j = pn)
que pour tout T > 0, pour n’importe quelle suite de subdivisions emboitées de [0, T ]
de pas tendant vers 0, on a

lim
n→∞

pn∑
j=1

(Mtnj
−Mtnj−1

)2 = 〈M,M〉T

dans L2. Cela achève la preuve du théorème dans le cas borné.

Considérons maintenant le cas général. En écrivant Mt = M0 + Nt, donc M2
t =

M2
0 + 2M0Nt + N2

t , et en remarquant que M0Nt est une martingale locale, on se
ramène facilement au cas où M0 = 0. On pose alors

Tn = inf{t ≥ 0, |Mt| ≥ n}

et on peut appliquer ce qui précède aux martingales bornées MTn . Notons An =
〈MTn ,MTn〉. Grâce à la partie unicité, on voit facilement que les processus An+1

t∧Tn et
Ant sont indistinguables. On en déduit qu’il existe un processus croissant A tel que,
pour tout n, At∧Tn et Ant soient indistinguables. Par construction, M2

t∧Tn−At∧Tn est
une martingale, ce qui entrâıne précisément que M2

t −At est une martingale locale.
On prend 〈M,M〉t = At et cela termine la preuve de la partie existence.

Enfin, la deuxième assertion du théorème est vraie si on remplace M et 〈M,M〉T
par MTn et 〈M,M〉T∧Tn (même avec convergence L2). Il suffit alors de faire tendre
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n vers ∞ en observant que, pour tout T > 0, P [T ≤ Tn] converge vers 1 quand
n→∞. �

Propriété. Si T est un temps d’arrêt on a

〈MT ,MT 〉t = 〈M,M〉t∧T

simplement parce queM2
t∧T−〈M,M〉t∧T est une martingale locale comme martingale

locale arrêtée.

Nous énonçons maintenant un théorème qui montre comment les propriétés d’une
martingale locale sont liées à celles de sa variation quadratique. Si A est un processus
croissant, A∞ désigne de manière évidente la limite croissante de At quand t→∞.

Théorème 4.7 Soit M une martingale locale avec M0 = 0.
(i) Si M est une (vraie) martingale bornée dans L2, alors E[〈M,M〉∞] <∞, et

M2
t − 〈M,M〉t est une martingale uniformément intégrable.
(ii) Si E[〈M,M〉∞] <∞, alors M est une (vraie) martingale bornée dans L2.
(iii) Il y a équivalence entre:

(a) M est une (vraie) martingale de carré intégrable (E[M2
t ] <∞).

(b) E[〈M,M〉t] <∞ pour tout t ≥ 0.
De plus si ces conditions sont satisfaites, M2

t − 〈M,M〉t est une martingale.

Remarque. Dans la partie (i) de l’énoncé, il est essentiel de supposer que M est
une martingale, et pas seulement une martingale locale. L’inégalité de Doob utilisée
dans la preuve suivante n’est pas valable pour une martingale locale !

Démonstration. (i) Si M est une martingale (continue) bornée dans L2, l’inégalité
de Doob montre que

E
[

sup
t≥0

M2
t

]
≤ 4 sup

t≥0
E[M2

t ] <∞.

En particulier, M est une martingale uniformément intégrable. On note M∞ la
limite (p.s. et dans L2) de Mt quand t→∞. Pour tout entier n ≥ 1, posons

Sn = inf{t ≥ 0, 〈M,M〉t ≥ n}.

Alors Sn est un temps d’arrêt et 〈M,M〉t∧Sn ≤ n. On en déduit que la martingale
locale M2

t∧Sn−〈M,M〉t∧Sn est dominée par la variable intégrable n+ supt≥0M
2
t . En

conséquence cette martingale locale est une vraie martingale (Proposition 4.4 (ii))
et on a

E[〈M,M〉t∧Sn ] = E[M2
t∧Sn ].

En faisant tendre t vers ∞ (et en utilisant le théorème de convergence monotone
pour le terme de gauche, le théorème de convergence dominée pour celui de droite)
on trouve

E[〈M,M〉Sn ] = E[M2
Sn ].
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Enfin en faisant tendre n vers ∞ on trouve, avec les mêmes arguments,

E[〈M,M〉∞] = E[M2
∞] <∞.

De plus la martingale locale M2
t − 〈M,M〉t est dominée par la variable intégrable

supt≥0M
2
t + 〈M,M〉∞, et est donc une (vraie) martingale uniformément intégrable.

(ii) On suppose maintenant E[〈M,M〉∞] < ∞. Notons Tn = inf{t ≥ 0, |Mt| ≥
n}, de sorte que MTn est une vraie martingale bornée. La martingale locale M2

t∧Tn−
〈M,M〉t∧Tn est aussi une vraie martingale uniformément intégrable, car elle est
dominée par la variable intégrable n2 + 〈M,M〉∞. Soit S un temps d’arrêt fini p.s.
D’après le théorème d’arrêt (théorème 3.12) on a

E[M2
S∧Tn ] = E[〈M,M〉S∧Tn ],

d’où, à l’aide du lemme de Fatou,

E[M2
S] ≤ E[〈M,M〉∞].

La famille {MS, S temps d’arrêt fini} est bornée dans L2 et donc uniformément
intégrable. En passant à limite L1 quand n → ∞ dans l’égalité E[Mt∧Tn | Fs] =
Ms∧Tn (pour s ≤ t) on en déduit que M est une vraie martingale. De plus, M est
bornée dans L2.

(iii) Soit a > 0. D’après (i) et (ii), on a E[〈M,M〉a] <∞ si et seulement si Mt∧a
est une vraie martingale de carré intégrable. L’équivalence de (a) et (b) en découle
aussitôt. Enfin, si ces conditions sont remplies, (i) montre que M2

t∧a − 〈M,M〉t∧a
est une vraie martingale, d’où la dernière assertion. �

Corollaire 4.8 Soit M une martingale locale continue telle que M0 = 0. Alors on
a 〈M,M〉t = 0 p.s. pour tout t ≥ 0 si et seulement si M est indistinguable de 0.

Démonstration. Supposons 〈M,M〉t = 0 p.s. pour tout t ≥ 0. D’après les parties
(ii) et (i) du théorème ci-dessus, M2

t est une martingale uniformément intégrable,
d’où E[M2

t ] = E[M2
0 ] = 0. �

Crochet de deux martingales locales. Si M et N sont deux martingales locales,
on pose

〈M,N〉t =
1

2
(〈M +N,M +N〉t − 〈M,M〉t − 〈N,N〉t).

Proposition 4.9 (i) 〈M,N〉 est l’unique (à indistinguabilité près) processus à vari-
ation finie tel que MtNt − 〈M,N〉t soit une martingale locale.

(ii) L’application (M,N) −→ 〈M,N〉 est bilinéaire symétrique.

56



(iii) Si 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t est une suite de subdivisions emboitées de
[0, t] de pas tendant vers 0, on a

lim
n→∞

pn∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)(Ntni
−Ntni−1

) = 〈M,N〉t

en probabilité.
(iv) Pour tout temps d’arrêt T , 〈MT , NT 〉t = 〈MT , N〉t = 〈M,N〉t∧T .

Démonstration. (i) découle de la caractérisation analogue dans le théorème 4.6 (et
l’unicité découle du théorème 4.5). (iii) est de même une conséquence de l’assertion
analogue dans le théorème 4.6. (ii) découle de (iii). Enfin, on peut voir (iv) comme
une conséquence de la propriété (iii), en remarquant que cette propriété entrâıne
p.s.

〈MT , NT 〉t = 〈MT , N〉t = 〈M,N〉t sur {T ≥ t},
〈MT , NT 〉t − 〈MT , NT 〉s = 〈MT , N〉t − 〈MT , N〉s = 0 sur {T ≤ s < t}.

Remarque. Une conséquence de (iv) est que MT (N − NT ) est une martingale
locale, ce qui n’est pas si facile à voir directement.

Définition 4.4 Deux martingales locales M et N sont dites orthogonales si 〈M,N〉 =
0, ce qui équivaut à dire que le produit MN est une martingale locale.

Remarque. Un (Ft)-mouvement brownien B est un mouvement brownien qui
est (Ft)-adapté et à accroissements indépendants par rapport à (Ft). Un (Ft)-
mouvement brownien B est bien sûr une martingale locale, de variation quadratique
〈B,B〉t = t. De plus, deux (Ft)-mouvements browniens indépendants B et B′ sont
des martingales orthogonales. Le plus simple pour le voir est d’observer que le
processus 1√

2
(Bt + B′t) est encore une (Ft)-martingale locale, et d’autre part il est

très facile de vérifier que c’est aussi un mouvement brownien. Donc sa variation
quadratique est t et par bilinéarité cela entrâıne 〈B,B′〉t = 0.

Si M et N sont deux (vraies) martingales bornées dans L2, on déduit facilement
du théorème 4.7 que MtNt − 〈M,N〉t est une martingale uniformément intégrable.
Si de plus M et N sont orthogonales, on a E[MtNt] = 0, et même E[MSNS] = 0
pour tout temps d’arrêt S.

Proposition 4.10 (Inégalité de Kunita-Watanabe) Soient M et N deux mar-
tingales locales et H et K deux processus mesurables. Alors∫ ∞

0

|Hs| |Ks| |d〈M,N〉s| ≤
(∫ ∞

0

H2
s d〈M,M〉s

)1/2(∫ ∞
0

K2
s d〈N,N〉s

)1/2

.
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Démonstration. Notons 〈M,N〉ts = 〈M,N〉t−〈M,N〉s pour s ≤ t. On commence
par remarquer que p.s. pour tous s < t rationnels (donc aussi par continuité pour
tous s < t) on a

|〈M,N〉ts| ≤
√
〈M,M〉ts

√
〈N,N〉ts.

En effet, cela découle immédiatement des approximations de 〈M,M〉 et 〈M,N〉
données dans le Théorème 4.6 et la Proposition 4.9 respectivement, ainsi que de
l’inégalité de Cauchy-Schwarz. A partir de maintenant, on fixe ω tel que l’inégalité
précédente soit vraie pour tous s < t, et on raisonne sur cette valeur de ω. On
remarque qu’on a aussi∫ t

s

|d〈M,N〉u| ≤
√
〈M,M〉ts

√
〈N,N〉ts. (4.3)

En effet, il suffit d’utiliser la proposition 4.1 et de majorer pour une subdivision
s = t0 < t1 < · · · < tp = t,

p∑
i=1

|〈M,N〉titi−1
| ≤

p∑
i=1

√
〈M,M〉titi−1

√
〈N,N〉titi−1

≤
( p∑
i=1

〈M,M〉titi−1

)1/2( p∑
i=1

〈N,N〉titi−1

)1/2

=

√
〈M,M〉ts

√
〈N,N〉ts

On peut généraliser et obtenir pour toute partie borélienne bornée A de R+,∫
A

|d〈M,N〉u| ≤

√∫
A

d〈M,M〉u

√∫
A

d〈N,N〉u.

Lorsque A = [s, t], c’est l’inégalité (4.3). Si A est une réunion finie d’intervalles, cela
découle de (4.3) et d’une nouvelle application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Un
argument de classe monotone montre alors que cette inégalité est vraie pour toute
partie borélienne bornée.

Soient h =
∑
λi1Ai et k =

∑
µi1Ai deux fonctions étagées positives. Alors,∫

h(s)k(s)|d〈M,N〉s| =
∑

λiµi

∫
Ai

|d〈M,N〉s|

≤
(∑

λ2
i

∫
Ai

d〈M,M〉s
)1/2(∑

µ2
i

∫
Ai

d〈N,N〉s
)1/2

=
(∫

h(s)2d〈M,M〉s
)1/2(∫

k(s)2d〈N,N〉s
)1/2

,

ce qui donne l’inégalité voulue pour des fonctions étagées. Il reste à écrire une
fonction mesurable positive comme limite croissante de fonctions étagées. �
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4.4 Semimartingales continues

Définition 4.5 Un processus X = (Xt, t ≥ 0) est une semimartingale continue s’il
s’écrit sous la forme

Xt = X0 +Mt + At,

où M est une martingale locale (nulle en t = 0) et A est un processus à variation
finie.

La décomposition ci-dessus est unique à indistinguabilité près, toujours à cause
du théorème 4.5.

Si Yt = Y0 +M ′
t+A

′
t est une autre semimartingale continue on pose par définition

〈X, Y 〉t = 〈M,M ′〉t.

En particulier, 〈X,X〉t = 〈M,M〉t.

Proposition 4.11 Soit 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t une suite de subdivisions
emboitées de [0, t] de pas tendant vers 0. Alors,

lim
n→∞

pn∑
i=1

(Xtni
−Xtni−1

)(Ytni − Ytni−1
) = 〈X, Y 〉t

en probabilité.

Démonstration. Pour simplifier, traitons seulement le cas où X = Y . Alors,

pn∑
i=1

(Xtni
−Xtni−1

)2 =

pn∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)2 +

pn∑
i=1

(Atni − Atni−1
)2

+2

pn∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)(Atni − Atni−1
).

On sait déjà (théorème 4.6) que

lim
n→∞

pn∑
i=1

(Mtni
−Mtni−1

)2 = 〈M,M〉t = 〈X,X〉t.

D’autre part,

pn∑
i=1

(Atni − Atni−1
)2 ≤

(
sup

1≤i≤pn
|Atni − Atni−1

|
) pn∑
i=1

|Atni − Atni−1
|

≤
(∫ t

0

|dAs|
)

sup
1≤i≤pn

|Atni − Atni−1
|,
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qui tend vers 0 p.s. quand n→∞ par continuité de la fonction s→ As. Le même
raisonnement montre que∣∣∣ pn∑

i=1

(Atni − Atni−1
)(Mtni

−Mtni−1
)
∣∣∣ ≤ (∫ t

0

|dAs|
)

sup
1≤i≤pn

|Mtni
−Mtni−1

|

tend vers 0 p.s. �
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Chapitre 5

Intégrale Stochastique

5.1 Construction de l’intégrale stochastique

Dans tout ce chapitre on se place sur un espace de probabilité (Ω,F , (Ft), P ) muni
d’une filtration satisfaisant les conditions habituelles.

Définition 5.1 On note H2 l’espace des martingales continues M bornées dans L2

et telles que M0 = 0.

Le Théorème 4.7 montre que, si M ∈ H2, E[〈M,M〉∞] <∞. Il en découle que,
si M,N ∈ H2 on a E[|〈M,N〉∞|] < ∞. En effet, d’après l’inégalité de Kunita-
Watanabe (Proposition 4.10),

E[|〈M,N〉∞|] ≤ E[

∫ ∞
0

|d〈M,N〉s|] ≤ E[〈M,M〉∞]1/2E[〈N,N〉∞]1/2.

Cela permet de définir un produit scalaire sur H2 par la formule

(M,N)H2 = E[〈M,N〉∞].

Le Corollaire 4.8 montre aussi que (M,M)H2 = 0 si et seulement si M = 0 (on
identifie des processus indistinguables). La norme surH2 associée au produit scalaire
est

‖M‖H2 = (M,M)
1/2

H2 = E[〈M,M〉∞]1/2.

Proposition 5.1 L’espace H2 muni du produit scalaire (M,N)H2 est un espace de
Hilbert.

Démonstration. Il faut voir que H2 est complet pour la norme ‖ ‖H2 . Soit donc
(Mn) une suite de Cauchy pour cette norme: d’après le Théorème 4.7, on a

lim
m,n→∞

E[(Mn
∞ −Mm

∞)2] = lim
m,n→∞

E[〈Mn −Mm,Mn −Mm〉∞] = 0.

61



L’inégalité de Doob entrâıne qu’on a aussi

lim
m,n→∞

E
[

sup
t≥0

(Mn
t −Mm

t )2
]

= 0.

Il est ensuite facile d’extraire une sous-suite (nk) telle que

E
[ ∞∑
k=1

sup
t≥0
|Mnk

t −M
nk+1

t |
]
≤

∞∑
k=1

E
[

sup
t≥0

(Mnk
t −M

nk+1

t )2]1/2 <∞.

On en déduit que p.s.
∞∑
k=1

sup
t≥0
|Mnk

t −M
nk+1

t | <∞,

et donc p.s. la suite (Mnk
t , t ≥ 0) converge uniformément sur R+ vers une limite

notée (Mt, t ≥ 0). Clairement le processus limite M a des trajectoires continues
(on se débarasse facilement de l’ensemble de probabilité nulle en prenant M ≡ 0
sur cet ensemble). Puisque Mnk

t converge aussi dans L2 vers Mt, pour tout t ≥ 0
(car la suite (Mnk

t ) est évidemment de Cauchy dans L2) on voit immédiatement en
passant à la limite sur la propriété de martingale que M est aussi une martingale.
Comme les variables Mn

t sont uniformément bornées dans L2, la martingale M est
aussi bornée dans L2, et on a donc M ∈ H2. Enfin,

lim
k→∞

E[〈Mnk −M,Mnk −M〉∞] = lim
k→∞

E[(Mnk
∞ −M∞)2] = 0,

ce qui montre que la sous-suite (Mnk), donc aussi la suite (Mn) converge vers M
dans H2. �

Rappelons que Prog désigne la tribu progressive sur R+ × Ω.

Définition 5.2 Pour M ∈ H2, on note

L2(M) = L2(R+ × Ω,Prog, dP d〈M,M〉s)

l’espace des processus progressifs H tels que

E
[ ∫ ∞

0

H2
s d〈M,M〉s

]
<∞.

Comme n’importe quel espace L2, l’espace L2(M) est un espace de Hilbert pour
le produit scalaire

(H,K)L2(M) = E
[ ∫ ∞

0

HsKs d〈M,M〉s
]
.
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Définition 5.3 On note E le sous-espace vectoriel de L2(M) formé des processus
élémentaires, c’est-à-dire des processus H de la forme

Hs(ω) =

p−1∑
i=0

H(i)(ω) 1]ti,ti+1](s),

où 0 ≤ t0 < t1 < t2 < · · · < tp et pour chaque i, H(i) est une variable Fti-mesurable
et bornée.

Proposition 5.2 Pour tout M ∈ H2, E est dense dans L2(M).

Démonstration. Il suffit de montrer que si K ∈ L2(M) est orthogonal à E alors
K = 0. Supposons donc K orthogonal à E . Soient 0 ≤ s < t et soit F une variable
Fs-mesurable bornée. En écrivant (H,K)L2(M) = 0 pour H = F 1]s,t] ∈ E , on trouve

E
[
F

∫ t

s

Ku d〈M,M〉u
]

= 0.

Posons, pour tout t ≥ 0,

Xt =

∫ t

0

Ku d〈M,M〉u.

Le fait que cette intégrale soit (p.s.) absolument convergente découle facilement
de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et des propriétés M ∈ H2, K ∈ L2(M). Ce
raisonnement montre même que Xt ∈ L1. De plus, l’identité précédente conduit à
E[F (Xt −Xs)] = 0 pour tous s < t et toute variable Fs-mesurable F . Cela montre
que X est une martingale. D’autre part puisque X0 = 0 et X est aussi un processus
à variation finie (Proposition 4.3), cela n’est possible (Théorème 4.5) que si X = 0.
On a donc ∫ t

0

Ku d〈M,M〉u = 0 ∀t ≥ 0, p.s.

ce qui entrâıne
Ku = 0, d〈M,M〉u p.p., p.s.

c’est-à-dire K = 0 dans L2(M). �

Théorème 5.3 Soit M ∈ H2. Pour tout H ∈ E, de la forme

Hs(ω) =

p−1∑
i=0

H(i)(ω) 1]ti,ti+1](s),

on définit H ·M ∈ H2 par la formule

(H ·M)t =

p−1∑
i=0

H(i) (Mti+1∧t −Mti∧t).
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L’application H 7→ H ·M s’étend à une isométrie de L2(M) dans H2. De plus,
H ·M est caractérisé par la relation

〈H ·M,N〉 = H · 〈M,N〉, ∀N ∈ H2. (5.1)

Si T est un temps d’arrêt, on a

(1[0,T ]H) ·M = (H ·M)T = H ·MT . (5.2)

On notera très souvent

(H ·M)t =

∫ t

0

Hs dMs.

Remarque. L’intégrale H · 〈M,N〉 qui figure dans le terme de droite de (5.1) est
une intégrale par rapport à un processus à variation finie, comme cela a été défini
dans le paragraphe 4.1.
Démonstration. On va d’abord vérifier que l’application M 7→ H · M est une
isométrie de E dans H2. On vérifie très facilement que pour H ∈ E , H ·M est une
martingale continue bornée dans L2, donc appartient à H2. De plus l’application
H 7→ H ·M est clairement linéaire. Ensuite, on observe que H ·M est la somme
des martingales

M i
t = H(i) (Mti+1∧t −Mti∧t)

qui sont orthogonales et de processus croissants respectifs

〈M i,M i〉t = H2
(i)(〈M,M〉ti+1∧t − 〈M,M〉ti∧t)

(ces propriétés sont faciles à vérifier, par exemple en utilisant les approximations de
〈M,N〉). On conclut que

〈H ·M,H ·M〉t =

p−1∑
i=0

H2
(i)(〈M,M〉ti+1∧t − 〈M,M〉ti∧t).

En conséquence,

‖H ·M‖2
H2 = E

[ p−1∑
i=0

H2
(i)(〈M,M〉ti+1

− 〈M,M〉ti)
]

= E
[ ∫ ∞

0

H2
s d〈M,M〉s

]
= ‖H‖2

L2(M).

L’application M 7→ H ·M est donc une isométrie de E dans H2. Puisque E est
dense dans L2(M) (Proposition 5.2) et H2 est un espace de Hilbert (Proposition
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5.1), on peut prolonger, de manière unique, cette application en une isométrie de
L2(M) dans H2.

Vérifions maintenant la propriété (5.1). D’abord, si H est élémentaire comme
ci-dessus, on a

〈H ·M,N〉 =

p−1∑
i=0

〈M i, N〉

et on vérifie facilement que

〈M i, N〉t = H(i)(〈M,N〉ti+1∧t − 〈M,N〉ti∧t).

On en déduit que

〈H ·M,N〉t =

p−1∑
i=0

H(i)(〈M,N〉ti+1∧t − 〈M,N〉ti∧t) =

∫ t

0

Hs d〈M,N〉s

ce qui donne la relation (5.1) lorsque H ∈ E . Ensuite, on remarque que l’application
X 7→ 〈X,N〉∞ est continue de H2 dans L1: en effet,

E[|〈X,N〉∞|] ≤ E[〈X,X〉∞]1/2E[〈N,N〉∞]1/2 = E[〈N,N〉∞]1/2‖X‖H2 .

Si Hn ∈ E et Hn → H dans L2(M) on a donc

〈H ·M,N〉∞ = lim
n→∞

〈Hn ·M,N〉∞ = lim
n→∞

(Hn · 〈M,N〉)∞ = (H · 〈M,N〉)∞,

où les convergences ont lieu dans L1 et la dernière égalité découle de l’inégalité de
Kunita-Watanabe:

E
[∣∣∣ ∫ ∞

0

(Hn
s −Hs) d〈M,N〉s

∣∣∣] ≤ E[〈N,N〉∞]1/2 ‖Hn −H‖L2(M)

(le fait que (H · 〈M,N〉)∞ soit bien défini découle du même argument).
En remplaçant N par N t dans l’égalité 〈H ·M,N〉∞ = (H · 〈M,N〉)∞ on trouve

〈H ·M,N〉t = (H · 〈M,N〉)t, ce qui termine la preuve de (5.1).
Il est facile de voir que la relation (5.1) caractérise H ·M . En effet, si X est une

autre martingale de H2 qui satisfait la même propriété, on a pour tout N ∈ H2,

〈H ·M −X,N〉 = 0

et en prenant N = H ·M −X on trouve que X = H ·M .
Il reste à vérifier la dernière propriété. En utilisant les propriétés du crochet de

deux martingales, on remarque que si N ∈ H2,

〈(H ·M)T , N〉t = 〈H ·M,N〉t∧T = (H · 〈M,N〉)t∧T = (H 1[0,T ] · 〈M,N〉)t
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ce qui montre que la martingale arrêtée (H ·M)T vérifie la propriété caractéristique
de l’intégrale (1[0,T ]H) ·M . On obtient ainsi la première égalité de (5.2). La preuve
de la seconde est analogue, en écrivant

〈H ·MT , N〉 = H · 〈MT , N〉 = H · 〈M,N〉T = H 1[0,T ] · 〈M,N〉.

Cela termine la preuve du théorème. �

Remarque. On aurait pu utiliser la relation (5.1) pour définir l’intégrale stochas-
tique H ·M , en observant que l’application N 7→ E[(H · 〈M,N〉)∞] définit une forme
linéaire continue sur H2, et donc qu’il existe un élément unique H ·M de H2 tel que

E[(H · 〈M,N〉)∞] = (H ·M,N)H2 = E[〈H ·M,N〉∞].

Proposition 5.4 Si K ∈ L2(M) et H ∈ L2(K ·M) alors HK ∈ L2(M) et

(HK) ·M = H · (K ·M).

Démonstration. D’après le Théorème 5.3, on a

〈K ·M,K ·M〉 = K · 〈M,K ·M〉 = K2 · 〈M,M〉,

et donc ∫ ∞
0

H2
sK

2
s d〈M,M〉s =

∫ ∞
0

H2
s d〈K ·M,K ·M〉s

ce qui donne la première assertion. Pour la seconde il suffit de remarquer que si
N ∈ H2,

〈(HK) ·M,N〉 = HK · 〈M,N〉 = H · (K · 〈M,N〉)
= H · 〈K ·M,N〉
= 〈H · (K ·M), N〉

d’où le résultat voulu. �

Remarque. De manière informelle, l’égalité de la proposition précédente s’écrit∫ t

0

Hs (Ks dMs) =

∫ t

0

HsKs dMs.

De même la propriété (5.1) s’écrit

〈
∫ ·

0

HsdMs, N〉t =

∫ t

0

Hs d〈M,N〉s.

En appliquant deux fois cette relation on a aussi

〈
∫ ·

0

HsdMs,

∫ ·
0

KsdNs〉t =

∫ t

0

HsKs d〈M,N〉s.
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En particulier,

〈
∫ ·

0

HsdMs,

∫ ·
0

HsdMs〉t =

∫ t

0

H2
s d〈M,M〉s.

Remarquons enfin que puisque H ·M est une martingale de H2 on a si M ∈ H2,
N ∈ H2, H ∈ L2(M) et K ∈ L2(N), pour tout t ∈ [0,∞]

E
[ ∫ t

0

Hs dMs

]
= 0

E
[( ∫ t

0

HsdMs

)(∫ t

0

KsdNs

)]
= E

[ ∫ t

0

HsKs d〈M,N〉s
]
.

Il est important de remarquer que ces relations ne seront plus forcément vraies pour
les extensions de l’intégrale stochastique qui vont être décrites ci-dessous.

A l’aide des identités (5.2) il est facile d’étendre la définition de H ·M à une
martingale locale continue quelconque.

Soit M une martingale locale issue de 0. On note L2
loc(M) (resp. L2(M)) l’espace

des processus progressifs H tels que pour tout t ≥ 0,∫ t

0

H2
s d〈M,M〉s <∞, p.s. (resp. E

[ ∫ ∞
0

H2
s d〈M,M〉s

]
<∞).

Théorème 5.5 Soit M une martingale locale issue de 0. Pour tout H ∈ L2
loc(M),

il existe une unique martingale locale issue de 0, notée H ·M , telle que pour toute
martingale locale N ,

〈H ·M,N〉 = H · 〈M,N〉.
La propriété (5.2) reste vérifiée. De plus, si M ∈ H2 et H ∈ L2(M), cette définition
étend celle du Théorème 5.3.

Remarque. La propriété de la proposition 5.4 reste aussi vraie sous des hypothèses
convenables.

Démonstration. On note

Tn = inf{t ≥ 0,

∫ t

0

(1 +H2
s ) d〈M,M〉s ≥ n},

de sorte que (Tn) est une suite de temps d’arrêt croissant vers +∞. Puisque

〈MTn ,MTn〉t = 〈M,M〉t∧Tn ≤ n,

la martingale arrêtée MTn est dans H2 (Théorème 4.7). De plus, il est aussi clair
que ∫ ∞

0

H2
s d〈MTn ,MTn〉s ≤ n.
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Donc, H ∈ L2(MTn), et on peut définir pour chaque n l’intégrale stochastique
H ·MTn . En utilisant la propriété caractéristique (5.1), on vérifie très facilement
que si m > n on a

H ·MTn = (H ·MTm)Tn .

Cela montre qu’il existe un (unique) processus noté H ·M tel que, pour tout n,

(H ·M)Tn = H ·MTn .

Puisque les processus (H ·M)Tn sont des martingales de H2, H ·M est une martingale
locale.

Soit N une martingale locale, qu’on peut supposer issue de 0 et soient T ′n =
inf{t ≥ 0, |Nt| ≥ n}, Sn = Tn ∧ T ′n. Alors,

〈H ·M,N〉Sn = 〈(H ·M)Sn , NSn〉
= 〈(H ·MTn)Sn , NSn〉
= 〈H ·MTn , NSn〉
= H · 〈MTn , NSn〉
= H · 〈M,N〉Sn

= (H · 〈M,N〉)Sn

d’où l’égalité 〈H ·M,N〉 = H ·〈M,N〉. Le fait que cette égalité écrite pour toute mar-
tingale locale N caractérise H ·M se démontre exactement comme dans le Théorème
5.3.

La propriété (5.2) est obtenue dans ce cadre par les mêmes arguments que dans
la preuve du Théorème 5.3 (ces arguments utilisent seulement la propriété car-
actéristique (5.1) qu’on vient d’étendre). Enfin, si M ∈ H2 et H ∈ L2(M), l’égalité
〈H · M,H · M〉 = H2 · 〈M,M〉 entrâıne d’abord que H · M ∈ H2, et ensuite la
propriété caractéristique (5.1) montre que les définitions des Théorèmes 5.3 et 5.5
cöıncident. �

Remarque. Discutons maintenant l’extension des formules de moments énoncées
avant le Théorème 5.5. Soient M une martingale locale, H ∈ L2

loc(M) et t ∈ [0,∞].
Alors, sous la condition

E[〈H ·M,H ·M〉t] = E
[ ∫ t

0

H2
s d〈M,M〉s

]
<∞,

on peut appliquer à (H ·M)t le Théorème 4.7, et on a

E
[ ∫ t

0

Hs dMs

]
= 0, E

[( ∫ t

0

Hs dMs

)2]
= E

[ ∫ t

0

H2
s d〈M,M〉s

]
.

68



Nous allons maintenant étendre l’intégrale stochastique aux semimartingales con-
tinues. On dit qu’un processus progressif H est localement borné si

p.s. ∀t ≥ 0, sup
s≤t
|Hs| <∞.

En particulier, tout processus continu adapté est localement borné. De plus, si H
est localement borné, pour tout processus à variation finie V on a

p.s. ∀t ≥ 0,

∫ t

0

|Hs| |dVs| <∞.

De même, pour toute martingale locale M , H ∈ L2
loc(M).

Définition 5.4 Soit X = X0 + M + V une semimartingale continue, et soit H
un processus (progressif) localement borné. L’intégrale stochastique H ·X est alors
définie par

H ·X = H ·M +H · V,

et on note

(H ·X)t =

∫ t

0

Hs dXs.

Propriétés.

(i) L’application (H,X) 7→ H ·X est bilinéaire.

(ii) H · (K ·X) = (HK) ·X, si H et K sont localement bornés.

(iii) Pour tout temps d’arrêt T , (H ·X)T = H1[0,T ] ·X = H ·XT .

(iv) Si X est une martingale locale, resp. si X est un processus à variation finie,
alors il en va de même pour H ·X.

(v) Si H est un processus progressif de la forme Hs(ω) =
∑p−1

i=0 H(i)(ω) 1]ti,ti+1](s),
où, pour chaque i, H(i) est Fti-mesurable, alors

(H ·X)t =

p−1∑
i=0

H(i) (Xti+1∧t −Xti∧t).

Ces propriétés découlent facilement des résultats obtenus quand X est une mar-
tingale, resp. un processus à variation finie. Remarquer que dans la propriété (v)
on ne suppose pas que les variables H(i) soient bornées.

Nous terminons ce paragraphe par un résultat technique d’approximation qui
sera utile dans la suite.
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Proposition 5.6 Soit X une semimartingale continue et soit H un processus con-
tinu adapté. Alors, pour tout t > 0, pour toute suite 0 = tn0 < · · · < tnpn = t de
subdivisions de [0, t] de pas tendant vers 0, on a

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

Htni
(Xtni+1

−Xtni
) =

∫ t

0

Hs dXs,

au sens de la convergence en probabilité.

Démonstration. On peut traiter séparément les parties martingale et à variation
finie de X. La partie à variation finie est traitée par le Lemme 4.2. On peut donc
supposer que X = M est une martingale locale issue de 0. Pour chaque n, définissons
un processus Hn par

Hn
s =


Htni

si tni < s ≤ tni+1

0 si s > t.

Posons enfin pour tout p ≥ 1

Tp = inf{s ≥ 0 : |Hs|+ 〈M,M〉s ≥ p},

et remarquons que H, Hn et 〈M,M〉 sont bornés sur l’intervalle ]0, Tp]. D’après la
théorie L2 de l’intégrale stochastique, pour tout p fixé,

E
[(

(Hn1[0,Tp] ·MTp)t − (H1[0,Tp] ·MTp)t
)2
]

= E
[ ∫ t∧Tp

0

(Hn
s −Hs)

2d〈M,M〉s
]

converge vers 0 quand n → ∞ par convergence dominée. En utilisant (5.2), on en
déduit que

lim
n→∞

(Hn ·M)t∧Tp = (H ·M)t∧Tp ,

dans L2. Il ne reste alors plus qu’à remarquer que P [Tp > t] ↑ 1 quand p ↑ ∞. �

5.2 La formule d’Itô

La formule d’Itô est l’outil de base du calcul stochastique. Elle montre qu’une
fonction de classe C2 de p semimartingales continues est encore une semimartingale
continue, et exprime explicitement la décomposition de cette semimartingale.
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Théorème 5.7 (Formule d’Itô) Soient X1, . . . , Xp p semimartingales continues,
et soit F une fonction de classe C2 de Rp dans R. Alors,

F (X1
t , . . . , X

p
t ) = F (X1

0 , . . . , X
p
0 ) +

p∑
i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(X1

s , . . . , X
p
s ) dX i

s

+
1

2

p∑
i,j=1

∫ t

0

∂2F

∂xi∂xj
(X1

s , . . . , X
p
s ) d〈X i, Xj〉s.

Démonstration. On traite d’abord le cas p = 1 et on note X = X1. Considérons
une suite 0 = tn0 < · · · < tnpn = t de subdivisions emboitées de [0, t] de pas tendant
vers 0. Alors,

F (Xt) = F (X0) +

pn−1∑
i=0

(F (Xtni+1
)− F (Xtni

)),

et d’après la formule de Taylor, on a

F (Xtni+1
)− F (Xtni

) = F ′(Xtni
)(Xtni+1

−Xtni
) +

fn,i(ω)

2
(Xtni+1

−Xtni
)2,

où

inf
θ∈[0,1]

F ′′(Xtni
+ θ(Xtni+1

−Xtni
)) ≤ fn,i ≤ sup

θ∈[0,1]

F ′′(Xtni
+ θ(Xtni+1

−Xtni
)).

D’après la Proposition 5.6 avec Hs = F ′(Xs), on a

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

F ′(Xtni
)(Xtni+1

−Xtni
) =

∫ t

0

F ′(Xs) dXs,

en probabilité. Pour compléter la preuve, il suffit donc de montrer que

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

fn,i(Xtni+1
−Xtni

)2 =

∫ t

0

F ′′(Xs) d〈X,X〉s, (5.3)

en probabilité.
Commençons par observer que pour m < n,∣∣∣∣∣∣

pn−1∑
i=0

fn,i(Xtni+1
−Xtni

)2 −
pm−1∑
j=0

fm,j
∑

{i,tmj ≤tni <tmj+1}

(Xtni+1
−Xtni

)2

∣∣∣∣∣∣
≤ Zm,n

(
pn−1∑
i=0

(Xtni+1
−Xtni

)2

)
,
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avec

Zm,n = sup
0≤j≤pm−1

(
sup

{i,tmj ≤tni <tmj+1}
|fn,i − fm,j|

)
.

Grâce à la continuité de F ′′, on vérifie facilement que Zm,n −→ 0 p.s. quand m,n→
∞. Il découle alors de la Proposition 4.11 que pour ε > 0 donné, on peut choisir m
assez grand de façon que, pour tout n > m,

P

[
Zm,n

(
pn−1∑
i=0

(Xtni+1
−Xtni

)2

)
≥ ε

]
≤ ε.

Ensuite, pour cette valeur fixée de m, la Proposition 4.11 montre aussi que

lim
n→∞

pm−1∑
j=0

fm,j
∑

{i,tmj ≤tni <tmj+1}

(Xtni+1
−Xtni

)2 =

pm−1∑
j=0

fm,j

(
〈X,X〉tmj+1

− 〈X,X〉tmj
)

=

∫ t

0

hm(s) d〈X,X〉s,

où hm(s) = fm,j si tmj ≤ s < tmj+1. Il est clair que hm(s) −→ F ′′(Xs) p.s. quand
m→∞. Donc, quitte à prendre m encore plus grand, on peut supposer que

P
[∣∣∣ ∫ t

0

hm(s) d〈X,X〉s −
∫ t

0

F ′′(Xs) d〈X,X〉s
∣∣∣ ≥ ε

]
≤ ε.

Finalement, en combinant ce qui précède on voit que pour n > m assez grand,

P
[∣∣∣ pn−1∑

i=0

fn,i(Xtni+1
−Xtni

)2 −
∫ t

0

F ′′(Xs) d〈X,X〉s
∣∣∣ ≥ 3ε

]
≤ 3ε,

ce qui termine la preuve de (5.3).
Dans le cas où p est quelconque, la formule de Taylor donne

F (X1
tni+1

, . . . , Xp
tni+1

)− F (X1
tni
, . . . , Xp

tni
) =

p∑
k=1

∂F

∂xk
(X1

tni
, . . . , Xp

tni
) (Xk

tni+1
−Xk

tni
)

+

p∑
k,l=1

fk,ln,i
2

(Xk
tni+1
−Xk

tni
)(X l

tni+1
−X l

tni
)

avec

inf
θ∈[0,1]

∂2F

∂xk∂xl
(X1

tni
+θ(X1

tni+1
−X1

tni
), . . .)≤ fk,ln,i ≤ sup

θ∈[0,1]

∂2F

∂xk∂xl
(X1

tni
+θ(X1

tni+1
−X1

tni
), . . .)
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La Proposition 5.6 donne à nouveau le résultat recherché pour les termes faisant
intervenir les dérivées premières. De plus une légère modification des arguments
ci-dessus montre que pour tous k, l ∈ {1, . . . , p},

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

fk,ln,i(X
k
tni+1
−Xk

tni
)(X l

tni+1
−X l

tni
) =

∫ t

0

∂2F

∂xk∂xl
(X1

s , . . . , X
p
s )d〈Xk, X l〉s,

ce qui termine la preuve du théorème. �

Un cas particulier important de la formule d’Itô est la formule d’intégration par
parties. Si X et Y sont deux semimartingales continues, on a

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

Xs dYs +

∫ t

0

Ys dXs + 〈X, Y 〉t.

En particulier, si Y = X,

X2
t = X2

0 + 2

∫ t

0

Xs dXs + 〈X,X〉t.

Lorsque X = M est une martingale locale, on sait que M2 − 〈M,M〉 est une mar-
tingale locale. La formule précédente montre que cette martingale locale est

M2
0 + 2

∫ t

0

Ms dMs,

ce qu’on aurait pu voir directement sur la démonstration faite dans le Chapitre 4
(notre construction de 〈M,M〉 faisait intervenir des approximations de l’intégrale
stochastique

∫ t
0
MsdMs).

Un (Ft)-mouvement brownien B (issu de 0) est un mouvement brownien qui
est (Ft)-adapté et à accroissements indépendants par rapport à (Ft). Un (Ft)-
mouvement brownien est bien sûr une martingale, et on a déjà remarqué que sa
variation quadratique est 〈B,B〉t = t. Plus généralement, si U est une variable
aléatoire F0-mesurable, un (Ft)-mouvement brownien issu de U est un processus
qui s’écrit Bt = U +B′t, où B′ est un (Ft)-mouvement brownien issu de 0.

Pour un (Ft)-mouvement brownien B, la formule d’Itô s’écrit

F (Bt) = F (B0) +

∫ t

0

F ′(Bs) dBs +
1

2

∫ t

0

F ′′(Bs)ds.

En prenant X1
t = t, X2

t = Bt, on a aussi pour toute fonction F de classe C2 sur
R+ × R,

F (t, Bt) = F (0, B0) +

∫ t

0

∂F

∂x
(s, Bs) dBs +

∫ t

0

(
∂F

∂t
+

1

2

∂2F

∂x2
)(s, Bs) ds.
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On dit qu’un processus (Ft)-adapté Bt = (B1
t , . . . , B

p
t ) à valeurs dans Rd et issu

de 0 est un (Ft)-mouvement brownien si B1, . . . , Bp sont des mouvement brown-
iens réels indépendants et si B est à accroissements indépendants par rapport à la
filtration (Ft). Plus généralement, un processus B à valeurs dans Rd est un (Ft)-
mouvement brownien si on peut écrire Bt = B0 + B′t où B0 est F0-mesurable et B′

est un (Ft)-mouvement brownien issu de 0.
Soit B un (Ft)-mouvement brownien en dimension d. Il est facile d’adapter la

preuve du Théorème 2.11 pour montrer que si T est un temps d’arrêt de la filtration
(Ft)t≥0 qui est fini p.s., alors le processus (B

(T )
t = BT+t − BT , t ≥ 0) est aussi un

mouvement brownien et est indépendant de FT .
Si Bt = (B1

t , . . . , B
p
t ) est un (Ft)-mouvement brownien en dimension d, on a vu

au Chapitre précédent que 〈Bi, Bj〉 = 0 lorsque i 6= j. La formule d’Itô montre alors
que, pour toute fonction F de classe C2 sur Rp,

F (B1
t , . . . , B

p
t )

= F (B1
0 , . . . , B

p
0) +

p∑
i=1

∫ t

0

∂F

∂xi
(B1

s , . . . , B
p
s ) dB

i
s +

1

2

∫ t

0

∆F (B1
s , . . . , B

p
s ) ds,

et on a une formule analogue pour F (t, B1
t , . . . , B

p
t ).

Nous utilisons maintenant la formule d’Itô pour dégager une classe importante de
martingales, qui généralise les martingales exponentielles rencontrées pour les pro-
cessus à accroissements indépendants. On dit qu’un processus à valeurs dans C est
une martingale locale si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont des martingales
locales.

Proposition 5.8 Soit M une martingale locale et pour tout λ ∈ C, soit

E(λM)t = exp
(
λMt −

λ2

2
〈M,M〉t

)
.

Le processus E(λM) est une martingale locale.

Démonstration. Si F (x, r) est une fonction de classe C2 sur R × R+, la formule
d’Itô entrâıne que

F (Mt, 〈M,M〉t) = F (M0, 0) +

∫ t

0

∂F

∂x
(Ms, 〈M,M〉s) dMs

+

∫ t

0

(∂F
∂r

+
1

2

∂2F

∂x2

)
(Ms, 〈M,M〉s) d〈M,M〉s.

Donc, F (Mt, 〈M,M〉t) est une martingale locale dès que F vérifie l’équation

∂F

∂r
+

1

2

∂2F

∂x2
= 0.

Or cette équation est clairement vérifiée par la fonction F (x, r) = exp(λx − λ2

2
r)

(plus précisément par les parties réelle et imaginaire de cette fonction). �
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5.3 Quelques applications de la formule d’Itô

Nous commençons par un important théorème de caractérisation.

Théorème 5.9 (Lévy) Soit X = (X1, . . . , Xd) un processus continu (Ft)-adapté
issu de 0. Il y a équivalence entre

(i) X est un (Ft)-mouvement brownien en dimension d.

(ii) Les processus X1, . . . , Xd sont des (Ft)-martingales locales continues et de plus
〈X i, Xj〉t = δijt (δij est le symbole de Kronecker, δij = 1{i=j}).

En particulier, une (Ft)-martingale locale continue M issue de 0 est un (Ft)-mou-
vement brownien si et seulement si 〈M,M〉t = t.

Démonstration. Nous savons déjà que (i) ⇒ (ii). Montrons la réciproque. Soit
ξ ∈ Rd. Alors, ξ ·Xt =

∑d
j=1 ξjX

j
t est une martingale locale de processus croissant

d∑
j=1

d∑
k=1

ξjξk〈Xj, Xk〉t = |ξ|2t.

D’après la Proposition 5.8, exp(iξ ·Xt+
1
2
|ξ|2t) est une martingale locale. Cette mar-

tingale locale étant bornée sur les intervalles [0, T ], T > 0, est une vraie martingale.
Donc, pour s < t,

E[exp(iξ ·Xt +
1

2
|ξ|2t) | Fs] = exp(iξ ·Xs +

1

2
|ξ|2s).

Il en découle que, pour A ∈ Fs,

E[1A exp(iξ · (Xt −Xs))] = P [A] exp(−1

2
|ξ|2(t− s)).

En prenant A = Ω, on voit que Xt−Xs est un vecteur gaussien centré de covariance
(t − s)Id. De plus, fixons A ∈ Fs avec P [A] > 0, et notons PA la probabilité
PA[·] = P [A]−1P [· ∩ A]. On voit que

PA[exp(iξ · (Xt −Xs))] = exp(−1

2
|ξ|2(t− s))

ce qui veut dire que la loi de Xt −Xs sous PA est aussi celle du vecteur gaussien de
covariance (t− s)Id. Donc, pour toute fonction mesurable positive f sur Rd, on a

EA[f(Xt −Xs)] = E[f(Xt −Xs)],
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soit encore
E[1Af(Xt −Xs)] = P [A]E[f(Xt −Xs)].

Comme cela est vrai pour tout A ∈ Fs, Xt −Xs est indépendant de Fs.
Finalement, si t0 = 0 < t1 < . . . < tp, le vecteur (X i

tj
− X i

tj−1
; 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤

j ≤ p) est un vecteur gaussien car obtenu en regroupant p vecteurs gaussiens
indépendants. De plus, ses composantes sont orthogonales donc indépendantes.
Compte-tenu de la loi obtenue précédemment pour Xt − Xs, cela suffit pour dire
que X1, . . . , Xp sont p mouvements browniens indépendants. �

Théorème 5.10 (Dubins-Schwarz) Soit M une martingale locale continue issue
de 0 et telle que 〈M,M〉∞ = ∞ p.s. Il existe alors un mouvement brownien β tel
que

p.s. ∀t ≥ 0, Mt = β<M,M>t .

Remarques. (i) On peut s’affranchir de l’hypothèse 〈M,M〉∞ = ∞, mais il faut
alors éventuellement “grossir” l’espace de probabilité.
(ii) Le mouvement brownien β n’est pas adapté par rapport à la filtration (Ft), mais
par rapport à une filtration “changée de temps”.

Démonstration. Pour tout r ≥ 0, on définit un temps d’arrêt τr en posant

τr = inf{t ≥ 0, 〈M,M〉t > r}.

L’hypothèse assure que τr <∞ p.s. De plus, la fonction r 7→ τr est croissante càdlàg
et, si r > 0,

lim
s↑↑r

τs = τr− = inf{t ≥ 0, 〈M,M〉t = r}.

On pose βr = Mτr . Le processus β est adapté par rapport à la filtration Gr = Fτr .
Remarquons aussi que cette filtration satisfait les conditions habituelles (rappelons
que si Tn est une suite de temps d’arrêt décroissant vers T on a FT = ∩nFTn).

Lemme 5.11 Les intervalles de constance de M et 〈M,M〉 sont p.s. les mêmes.
En d’autres termes, on a p.s. pour tous a < b,

Mt = Ma, ∀t ∈ [a, b] ⇐⇒ 〈M,M〉t = 〈M,M〉a, ∀t ∈ [a, b].

Démonstration. Exercice (de la gauche vers la droite, utiliser l’approximation
habituelle de 〈M,M〉t; de la droite vers la gauche, appliquer le Corollaire 4.8 au
processus M(a+t)∧T −Ma, pour un temps d’arrêt T convenable).

Revenons à la preuve du Théorème 5.10. On a p.s. pour tout r > 0,

lim
s↑↑r

βs = lim
s↑↑r

Mτs = Mτs− = Mτs ,
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où la dernière égalité provient du Lemme 5.11 et du fait que pour t ∈ [τs−, τs] on
a 〈M,M〉t = s. Comme les trajectoires de β sont clairement continues à droite, on
conclut que le processus β est continu.

Nous vérifions ensuite que βs et β2
s − s sont des martingales relativement à la

filtration (Gs). Pour tout n ≥ 1, les martingales locales arrêtées M τn et (M τn)2 −
〈M,M〉τn sont des vraies martingales uniformément intégrables (d’après le Théorème
4.7, en observant que 〈M τn ,M τn〉∞ = 〈M,M〉τn = n). Le théorème d’arrêt entrâıne
alors que pour r ≤ s ≤ n,

E[βs | Gr] = E[M τn
τs | Fτr ] = M τn

τr = βr

et

E[β2
s − s | Gr] = E[(M τn

τs )2 − 〈M τn ,M τn〉τs | Fτr ] = (M τn
τr )2 − 〈M τn ,M τn〉τr

= β2
r − r.

Ensuite, le cas d = 1 du Théorème 5.9 montre que β est un (Gr)-mouvement brown-
ien. Finalement, par définition de β, on a p.s. pour tout t ≥ 0,

β<M,M>t = Mτ<M,M>t
.

Mais à nouveau le Lemme 5.11 montre que la fonction r 7→ τr est constante sur les
intervalles [t, τ<M,M>t ]. On conclut que p.s. pour tout t ≥ 0 on a Mt = β<M,M>t . �

Nous énonçons maintenant des inégalités importantes reliant une martingale et
sa variation quadratique. Si M est une martingale locale continue, on note M∗

t =
sups≤t |Ms|.

Théorème 5.12 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy) Pour tout réel p >
0, il existe des constantes cp, Cp > 0 telles que, pour toute martingale locale M issue
de 0,

cpE[〈M,M〉p/2∞ ] ≤ E[(M∗
∞)p] ≤ CpE[〈M,M〉p/2∞ ].

Remarque. Si T est un temps d’arrêt quelconque, en remplaçant M par la mar-
tingale locale arrêtée MT , on obtient les mêmes inégalités avec T à la place de
∞.

Démonstration. Observons d’abord que l’on peut se restreindre au cas où M est
bornée, quitte à remplacer M par MTn , si Tn = inf{t ≥ 0, |Mt| = n}, et à faire
ensuite tendre n vers ∞. Nous démontrons seulement l’inégalité de droite dans le
cas p ≥ 2 (c’est ce cas particulier que nous utiliserons dans le chapitre 6). On
applique la formule d’Itô à la fonction |x|p:

|Mt|p =

∫ t

0

p|Ms|p−1sgn(Ms) dMs +
1

2

∫ t

0

p(p− 1)|Ms|p−2 d〈M,M〉s.
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Puisque M est bornée, donc en particulier M ∈ H2, le processus∫ t

0

p|Ms|p−1sgn(Ms) dMs

est une vraie martingale dans H2. On trouve alors

E[|Mt|p] =
p(p− 1)

2
E
[ ∫ t

0

|Ms|p−2 d〈M,M〉s
]

≤ p(p− 1)

2
E[(M∗

t )p−2〈M,M〉t]

≤ p(p− 1)

2
E[(M∗

t )p](p−2)/pE[〈M,M〉p/2t ]2/p,

d’après l’inégalité de Hölder. D’autre part, d’après l’inégalité de Doob,

E[(M∗
t )p] ≤

( p

p− 1

)p
E[|Mt|p]

et en combinant cette égalité avec la précédente, on arrive à

E[(M∗
t )p] ≤

(( p

p− 1

)p p(p− 1)

2

)p/2
E[〈M,M〉p/2t ].

Il ne reste plus qu’à faire tendre t vers ∞. �

Représentation des martingales. Nous allons établir que, dans le cas où la
filtration sur Ω est engendrée par un mouvement brownien, toutes les martingales
peuvent être représentées comme intégrales stochastiques par rapport à ce mouve-
ment brownien.

Théorème 5.13 Supposons que la filtration (Ft) sur Ω est (l’augmentation habi-
tuelle de) la filtration canonique d’un mouvement brownien B issu de 0. Alors, pour
toute variable aléatoire Z ∈ L2(Ω,F∞), il existe un (unique) processus h ∈ L2(B)
tel que

Z = E[Z] +

∫ ∞
0

h(s, ω) dBs.

En conséquence, pour toute martingale M bornée dans L2 (respectivement pour toute
martingale locale M), il existe un (unique) processus h ∈ L2(B) (resp. h ∈ L2

loc(B))
et une constante C ∈ R tels que

Mt = C +

∫ t

0

h(s, ω) dBs.
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Lemme 5.14 Sous les hypothèses du théorème précédent, l’espace vectoriel en-
gendré par les variables aléatoires

exp
(
i

n∑
j=1

λj(Btj −Btj−1
)
)

pour 0 = t0 < t1 < · · · < tn et λ1, . . . , λn ∈ R, est dense dans L2
C(Ω,F∞).

Démonstration. Il suffit de montrer que si Z ∈ L2
C(Ω,F∞) vérifie

E
[
Z exp

(
i

n∑
j=1

λj(Btj −Btj−1
)
)]

= 0 (5.4)

pour tout choix de 0 = t0 < t1 < · · · < tn et λ1, . . . , λn ∈ R, alors Z = 0. Fixons 0 =
t0 < t1 < · · · < tn et, pour tous σ > 0 et m ∈ R, notons gm,σ(x), x ∈ R, la densité
de la loi N (m,σ2). On déduit de la condition (5.4) que, pour tous σ1, . . . , σn > 0 et
m1, . . . ,mn ∈ R, on a

0 =

∫
Rn

n∏
j=1

gmj ,σj(λj)E
[
Z exp

(
i

n∑
j=1

λj(Btj −Btj−1
)
)]
dλ1 . . . dλn

= E
[
Z

n∏
j=1

exp
(
imj(Btj −Btj−1

)−
σ2
j (Btj −Btj−1

)2

2

)]
où la deuxième égalité résulte d’une application (facile à justifier) du théorème de
Fubini et de la formule pour la transformée de Fourier de la loi gaussienne. On a
donc pour tous α1, . . . , αn > 0 et m1, . . . ,mn ∈ R,

E
[
Z exp

( n∑
j=1

(imj(Btj −Btj−1
)− αj(Btj −Btj−1

)2)
)]

= 0.

Une application du théorème de Stone-Weierstrass montre que les combinaisons
linéaires complexes de la fonction constante égale à 1 et des fonctions de la forme

(y1, . . . , yn) −→ exp
( n∑
j=1

(imjyj − αj y2
j )
)

avec α1, . . . , αn > 0 et m1, . . . ,mn ∈ R, sont denses dans l’espace C`(Rn,C) des
fonctions continues de Rn dans C qui ont une limite à l’infini, muni de la norme de
la convergence uniforme. Par un passage à la limite, on obtient donc, pour toute
fonction ϕ ∈ C`(Rn,C),

E[Z ϕ(Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1)] = 0.
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Il en découle que l’égalité

E[Z 1U(Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1)] = 0

est vraie d’abord pour tout ouvert borné U de Rn, puis pour tout borélien U de Rn

par un argument de classe monotone.
On a donc obtenu l’égalité E[Z 1A] = 0 pour tout A ∈ σ(Bt1 , . . . , Btn). A

nouveau un argument de classe monotone montre que cette égalité reste vraie pour
tout A ∈ σ(Bt, t ≥ 0) puis par complétion pour tout A ∈ F∞. On conclut alors que
Z = 0. �

Démonstration du Théorème 5.13. On montre d’abord la première assertion.
Pour cela, on note H l’espace vectoriel des variables aléatoires Z ∈ L2(Ω,F∞) qui
ont la propriété de l’énoncé. Remarquons que l’unicité de h est facile puisque si h
et h′ correspondent à la même variable Z, on a

E
[ ∫ ∞

0

(h(s, ω)− h′(s, ω))2ds
]

= E
[( ∫ ∞

0

h(s, ω) dBs −
∫ ∞

0

h′(s, ω) dBs

)2]
= 0,

d’où h = h′ dans L2(B). Si Z ∈ H correspond à h, on a

E[Z2] = E[Z]2 + E
[ ∫ ∞

0

h(s, ω)2 ds
]
.

Il en découle facilement que si (Zn) est une suite dansH qui converge dans L2(Ω,F∞)
vers Z, les processus hn associés à Zn forment une suite de Cauchy dans L2(B)
donc convergent vers h ∈ L2(B). D’après la propriété d’isométrie de l’intégrale
stochastique (Théorème 5.3) on a aussitôt Z = E[Z] +

∫∞
0
h(s, ω) dBs. Donc H est

fermé.
Ensuite, pour 0 = t0 < t1 < · · · < tn et λ1, . . . , λn ∈ R, notons f(s) =∑n
j=1 λj1]tj−1,tj ](s), et Eft la martingale exponentielle E(

∫ ·
0
f(s) dBs) (cf Proposition

5.8). La formule d’Itô montre que

exp
(
i

n∑
j=1

λj(Btj −Btj−1
) +

1

2

n∑
j=1

λ2
j(tj − tj−1)

)
= Ef∞ = 1 + i

∫ ∞
0

Efs f(s) dBs

et il en découle que les variables de la forme Re
(

exp
(
i
∑n

j=1 λj(Btj −Btj−1
)
))

sont

dansH. D’après le Lemme 5.14, les variables de ce type sont denses dans L2(Ω,F∞).
On conclut que H = L2(Ω,F∞).

Si M est une martingale bornée dans L2, alors M∞ ∈ L2(Ω,F∞), s’écrit sous la
forme

M∞ = E[M∞] +

∫ ∞
0

h(s, ω) dBs,
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avec h ∈ L2(B). Il en découle aussitôt que

Mt = E[M∞ | Ft] = E[M∞] +

∫ t

0

h(s, ω) dBs

et l’unicité de h s’obtient comme ci-dessus.
Enfin, si M est une martingale locale (continue), on a d’abord M0 = C ∈ R

parce que F0 est P -triviale (ce qu’on peut déduire soit de la première partie de la
preuve soit du chapitre 2). Si Tn = inf{t ≥ 0, |Mt| ≥ n} on peut appliquer ce qui
précède à MTn et trouver un processus hn ∈ L2(B) tel que

MTn
t = C +

∫ t

0

hn(s, ω) dBs.

Par unicité on a, si m < n, hn(s, ω) = hm(s, ω), ds p.p. sur [0, Tm], p.s. Il est alors
facile de construire h ∈ L2

loc(B) tel que, pour tout m, h(s, ω) = hm(s, ω), ds p.p. sur
[0, Tm], p.s. La formule de l’énoncé découle ensuite de la construction de l’intégrale
stochastique

∫ t
0
h(s, ω)dBs, et l’unicité de h est aussi facile par un argument de

localisation. �

Remarque. Sous les hypothèses du Théorème 5.13, notons N la classe des P -
négligeables de σ(Bt, t ≥ 0) et pour tout t ≥ 0, Gt = σ(Bs, 0 ≤ s ≤ t) ∨N . A priori
on a Ft = Gt+. En fait, le Théorème 5.13 entrâıne que Gt = Gt+ = Ft (le cas t = 0
est le Théorème 2.8). En effet, si Z est une variable Ft-mesurable bornée, on a

Z =

∫ t

0

h(s, ω) dBs = lim
ε↓0

(L2)

∫ t−ε

0

h(s, ω) dBs,

et quitte à prendre une sous-suite on voit que Z est limite p.s. de variables Gt-
mesurables (car Ft−ε ⊂ Gt si ε > 0).

5.4 Le théorème de Girsanov

Nous considérons comme précédemment dans ce chapitre, un espace de proba-
bilité filtré (Ω,F , (Ft), P ) satisfaisant les conditions habituelles. Notre objectif est
d’étudier comment se transforment les notions de semimartingales et de martingales
lorsqu’on remplace la probabilité P par une probabilité Q absolument continue par
rapport à P .

Proposition 5.15 Supposons que Q� P sur F∞. Pour tout t ∈ [0,∞], soit

Dt =
dQ

dP |Ft
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la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport à P sur la tribu Ft. Le processus D
est une Ft-martingale uniformément intégrable. On peut donc remplacer D par une
modification càdlàg. Après ce remplacement, on a aussi pour tout temps d’arrêt T ,

DT =
dQ

dP |FT
.

Enfin, si on suppose que Q est équivalente à P sur F∞, on a p.s. pour tout t ≥ 0,
Dt > 0.

Démonstration. Pour A ∈ Ft, on a

Q(A) = EQ[1A] = EP [1AD∞] = EP [1AEP [D∞ | Ft]]

et par unicité de la dérivée de Radon-Nikodym sur Ft, il en découle que

Dt = EP [D∞ | Ft], p.s.

Donc D est une martingale u.i. (fermée par D∞), et quitte à remplacer D par une
modification on peut supposer que ses trajectoires sont càdlàg.

Ensuite, si T est un temps d’arrêt, on a pour A ∈ FT , d’après le théorème d’arrêt,

Q(A) = EQ[1A] = EP [1AD∞] = EP [1ADT ],

d’où, puisque DT est FT -mesurable,

DT =
dQ

dP |FT
.

Enfin, considérons le temps d’arrêt S = inf{t ≥ 0, Dt = 0}. Par continuité à
droite, DS = 0 p.s. sur {S < ∞}. En prenant A = {S < ∞} ∈ FS, l’égalité
Q[A] = EP [1ADS] entrâıne que Q[A] = 0 donc aussi P [A] = 0. �

Proposition 5.16 Soit D une martingale locale (continue) strictement positive. Il
existe alors une unique martingale locale continue L telle que

Dt = exp(Lt −
1

2
〈L,L〉t) = E(L)t.

De plus L est donnée par la formule

Lt = logD0 +

∫ t

0

D−1
s dDs.
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Démonstration. L’unicité est une conséquence immédiate du Théorème 4.5. En-
suite, puisque D est strictement positive, on peut appliquer la formule d’Itô à logDt,
et il vient

logDt = logD0 +

∫ t

0

dDs

Ds

− 1

2

∫ t

0

d〈D,D〉s
D2
s

= Lt −
1

2
〈L,L〉t.

�

Théorème 5.17 (Girsanov) Soit Q une mesure de probabilité équivalente à P sur
la tribu F∞. Soit D la martingale associée à Q par la Proposition 5.15. On suppose
que D est continue. Soit L la martingale locale associée à D par la Proposition 5.16.
Alors, si M est une (Ft, P )-martingale locale continue, le processus

M̃ = M − 〈M,L〉

est une (Ft, Q)-martingale locale continue.

Démonstration. Montrons d’abord que, si T est un temps d’arrêt et si X est un
processus continu adapté tel que (XD)T est une P -martingale, alors XT est une Q-
martingale. Puisque, d’après la Proposition 5.15, EQ[|XT∧t|] = EP [|XT∧tDT∧t|] <
∞, on a d’abord XT

t ∈ L1(Q). Ensuite, soient A ∈ Fs et s < t. Puisque A ∩ {T >
s} ∈ Fs, on a, en utilisant le fait que (XD)T est une P -martingale,

EP [1A∩{T>s}XT∧tDT∧t] = EP [1A∩{T>s}XT∧sDT∧s].

D’après la Proposition 5.15,

DT∧t =
dQ

dP |FT∧t
, DT∧s =

dQ

dP |FT∧s
,

et donc, puisque A ∩ {T > s} ∈ FT∧s ⊂ FT∧t, il vient

EQ[1A∩{T>s}XT∧t] = EQ[1A∩{T>s}XT∧s].

D’autre part, il est immédiat que

EQ[1A∩{T≤s}XT∧t] = EQ[1A∩{T≤s}XT∧s].

En combinant avec ce qui précède, on obtient EQ[1AXT∧t] = EQ[1AXT∧s], d’où le
résultat annoncé.

Comme conséquence immédiate, on voit que si XD est une P -martingale locale,
alors X est une Q-martingale locale.
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Soit maintenant M une P -martingale locale continue. On applique ce qui précède
à X = M̃ , en remarquant que d’après la formule d’Itô,

M̃tDt = M0D0 +

∫ t

0

M̃s dDs +

∫ t

0

Ds dMs −
∫ t

0

Ds d〈M,L〉s + 〈M,D〉t

= M0D0 +

∫ t

0

M̃s dDs +

∫ t

0

Ds dMs

puisque d〈M,L〉s = D−1
s d〈M,D〉s d’après la Proposition 5.16. On voit ainsi que

M̃D est une P -martingale locale, donc M̃ est une Q-martingale locale. �

Conséquences.
(a) Une (Ft, P ) martingale locale continue M reste une (Ft, Q)-semimartingale

continue, dont la décomposition est M = M̃ + 〈M,L〉. On voit ainsi que la classe
des (Ft, P )-semimartingales continues est contenue dans la classes des (Ft, Q) semi-
martingales continues.

En fait ces deux classes cöıncident. En effet, sous les hypothèses du Théorème
5.17, P et Q jouent des rôles symétriques. Pour le voir, appliquons le Théorème
5.17 à M = −L. On voit que −L̃ = −L+ 〈L,L〉 est une martingale locale continue,

et 〈L̃, L̃〉 = 〈L,L〉. Donc,

E(−L̃)t = exp(−Lt + 〈L,L〉t −
1

2
〈L,L〉t) =

(
E(L)t

)−1

= D−1
t .

Cela montre que sous les hypothèses du Théorème 5.17, on peut échanger les rôles
de P et Q quitte à remplacer D par D−1 et L par −L̃.

(b) Soient X et Y deux semimartingales continues (relativement à P ou à Q).
La valeur du crochet 〈X, Y 〉 est la même sous les deux probabilités P et Q. En effet,
ce crochet est toujours donné par l’approximation de la Proposition 4.11 (cette
observation a été utilisée implicitement dans (a) ci-dessus).

De même, si H est un processus localement borné, l’intégrale stochastique H ·X
est la même sous P et sous Q (pour le voir, utiliser l’approximation par des processus
élémentaires).

Notons, toujours sous les hypothèses du Théorème 5.17, M̃ = GPQ(M). L’applica-
tion GPQ envoie l’ensemble des P -martingales locales continues dans l’ensemble des

Q-martingales locales continues. On vérifie facilement que GQP ◦ GPQ = Id. De plus,
la transformation GPQ commute avec l’intégrale stochastique: si H est un processus
localement borné, H · GPQ(M) = GPQ(H ·M).

(c) Si M = B est un (Ft, P )-mouvement brownien, alors B̃ = B−〈B,L〉 est une

(Ft, Q)-martingale locale de variation quadratique 〈B̃, B̃〉t = 〈B,B〉t = t. Donc,

d’après le Théorème 5.9, B̃ est un (Ft, Q)-mouvement brownien.
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(d) On utilise souvent le Théorème de Girsanov “à horizon fini”. Pour T > 0
fixé, on se donne une filtration (Ft)t∈[0,T ] indexée par t ∈ [0, T ] au lieu de t ∈ [0,∞].
On suppose que cette filtration satisfait les conditions habituelles (l’hypothèse de
complétion signifiant que chaque tribu Ft contient les P -négligeables de FT ). Si
Q est une autre probabilité équivalente à P sur FT , on définit comme ci-dessus
la martingale (Dt, t ∈ [0, T ]) et, si D a une modification continue, la martingale
(Lt, t ∈ [0, T ]). L’analogue du Théorème 5.17 reste alors bien sûr vrai.

Dans les applications du Théorème de Girsanov, on construit la probabilité Q de
la manière suivante. On part d’une martingale locale continue L telle que L0 = 0.
Alors E(L)t est une martingale locale continue à valeurs strictement positives, donc
une surmartingale (Proposition 4.4) ce qui assure l’existence de la limite E(L)∞ avec,
d’après le lemme de Fatou, E[E(L)∞] ≤ 1. Si on a

E[E(L)∞] = 1 (5.5)

alors il est facile de voir (exercice) que E(L) est en fait une vraie martingale uni-
formément intégrable. En posant Q = E(L)∞ ·P , on est dans le cadre du Théorème
5.17. Il est donc très important de pouvoir donner des conditions qui assurent
l’égalité (5.5).

Théorème 5.18 Soit L une martingale locale continue telle que L0 = 0. Con-
sidérons les propriétés suivantes

(i) E[exp 1
2
〈L,L〉∞] <∞;

(ii) L est une martingale uniformément intégrable, et E[exp 1
2
L∞] <∞;

(iii) E(L) est une martingale uniformément intégrable.

Alors, (i)⇒(ii)⇒(iii).

Démonstration. (i)⇒(ii) La propriété (i) entrâıne que E[〈L,L〉∞] <∞ donc aussi
que L est une vraie martingale bornée dans L2 (Théorème 4.7). Ensuite,

exp
1

2
L∞ = E(L)1/2

∞ exp(
1

2
〈L,L〉∞)1/2

d’où grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

E[exp
1

2
L∞] ≤ E[E(L)∞]1/2E[exp(

1

2
〈L,L〉∞)]1/2 ≤ E[exp(

1

2
〈L,L〉∞)]1/2 <∞.

(ii)⇒(iii) Puisque L est une martingale uniformément intégrable, on a Lt =
E[L∞ | Ft] d’où

exp
1

2
Lt ≤ E[exp

1

2
L∞ | Ft].
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Ceci montre d’abord que exp 1
2
Lt ∈ L1. Ensuite, par convexité, exp 1

2
Lt est une sous-

martingale, et l’inégalité précédente montre que cette sous-martingale est fermée par
sa limite exp 1

2
L∞. D’après le théorème d’arrêt pour les sur(sous)martingales fermées

(Théorème 3.12) on a pour tout temps d’arrêt T , exp 1
2
LT ≤ E[exp 1

2
L∞ | FT ], ce

qui montre que la famille {exp 1
2
LT , T temps d’arrêt} est uniformément intégrable.

Pour 0 < a < 1, posons Z
(a)
t = exp( aLt

1+a
). Alors, on vérifie facilement que

E(aL)t = (E(L)t)
a2

(Z
(a)
t )1−a2

.

Si Γ ∈ F∞ et T est un temps d’arrêt, l’inégalité de Hölder donne

E[1ΓE(aL)T ] ≤ E[E(L)T ]a
2

E[1ΓZ
(a)
T ]1−a

2 ≤ E[1ΓZ
(a)
T ]1−a

2 ≤ E[1Γ exp
1

2
LT ]2a(1−a),

en utilisant le fait que E(L) est une surmartingale positive pour la deuxième inégalité,
puis l’inégalité de Jensen. Comme la famille des {exp 1

2
LT , T temps d’arrêt} est uni-

formément intégrable, l’inégalité précédente montre que la famille des {E(aL)T , T
temps d’arrêt} l’est aussi. Cela entrâıne facilement que E(aL) est une (vraie) mar-
tingale uniformément intégrable. Il en découle que

1 = E[E(aL)∞] ≤ E[E(L)∞]a
2

E[Z(a)
∞ ]1−a

2 ≤ E[E(L)∞]a
2

E[exp
1

2
L∞]2a(1−a).

Lorsque a→ 1, cette dernière inégalité entrâıne E[E(L)∞] ≥ 1 d’où E[E(L)∞] = 1.
�
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Chapitre 6

Equations Différentielles
Stochastiques

6.1 Motivation et définitions générales

Le but des équations différentielles stochastiques est de fournir un modèle mathéma-
tique pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire. Partons d’une
équation différentielle ordinaire de la forme

y′(t) = b(y(t)),

soit encore sous forme différentielle,

dyt = b(yt) dt.

Une telle équation est utilisée pour décrire l’évolution d’un système physique. Si l’on
prend en compte les perturbations aléatoires, on ajoute un terme de bruit, qui sera de
la forme σ dBt, où B désigne un mouvement brownien et σ est pour l’instant une con-
stante qui correspond à l’intensité du bruit. On arrive à une équation différentielle
“stochastique” de la forme

dyt = b(yt) dt+ σ dBt,

ou encore sous forme intégrale, la seule qui ait un sens mathématique,

yt = y0 +

∫ t

0

b(ys) ds+ σ Bt.

On généralise cette équation en autorisant σ à dépendre de l’état à l’instant t:

dyt = b(yt) dt+ σ(yt) dBt,
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soit sous forme intégrale,

yt = y0 +

∫ t

0

b(ys) ds+

∫ t

0

σ(ys) dBs.

Remarquons que le sens donné à cette équation dépend de la théorie de l’intégrale
stochastique développée dans le chapitre précédent. On généralise encore un peu en
autorisant σ et b à dépendre du temps t, et en se plaçant dans un cadre vectoriel.
Cela conduit à la définition suivante.

Définition 6.1 Soient d et m des entiers positifs, et soient σ et b des fonctions
mesurables localement bornées définies sur R+×Rd et à valeurs respectivement dans
Md×m(R) et Rd, où Md×m(R) désigne l’ensemble des matrices d ×m à coefficients
réels. On note σ = (σij)1≤i≤d,1≤j≤m et b = (bi)1≤i≤d.

Une solution de l’équation

E(σ, b) dXt = σ(t,Xt) dBt + b(t,Xt) dt

est la donnée de

· un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft), P ) satisfaisant les conditions habituelles;

· sur cet espace un (Ft)-mouvement brownien dans Rm, B = (B1, . . . , Bm);

· un processus (Ft)-adapté continu X = (X1, . . . , Xd) à valeurs dans Rd, tel que

Xt = X0 +

∫ t

0

σ(s,Xs) dBs +

∫ t

0

b(s,Xs) ds,

soit encore, coordonnée par coordonnée, pour tout i ∈ {1, . . . , d},

X i
t = X i

0 +
m∑
j=1

∫ t

0

σij(s,Xs) dB
j
s +

∫ t

0

bi(s,Xs) ds.

Lorsque de plus X0 = x ∈ Rd, on dira que le processus X est solution de Ex(σ, b).

Il existe plusieurs notions d’existence et d’unicité pour les équations différentielles
stochastiques.

Définition 6.2 On dit pour l’équation E(σ, b) qu’il y a

· existence faible si pour tout x ∈ Rd il existe une solution de Ex(σ, b);

· existence et unicité faibles si de plus toutes les solutions de Ex(σ, b) ont même
loi;
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· unicité trajectorielle si, l’espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft), P ) et le mouve-
ment brownien B étant fixés, deux solutions X et X ′ telles que X0 = X ′0 p.s.
sont indistinguables.

On dit de plus qu’une solution X de Ex(σ, b) est une solution forte si X est adapté
par rapport à la filtration canonique de B.

Remarque. Il peut y avoir existence et unicité faibles sans qu’il y ait unicité
trajectorielle. L’exemple le plus simple est obtenu en partant d’un mouvement
brownien réel β issu de β0 = y, et en posant

Bt =

∫ t

0

sgn (βs) dβs,

avec sgn (x) = 1 si x ≥ 0, −1 si x < 0. Alors on a aussi

βt = y +

∫ t

0

sgn (βs) dBs.

De plus le théorème de Lévy (Théorème 5.9) montre que B est aussi un mouvement
brownien (issu de 0). On voit ainsi que β est solution de l’équation différentielle
stochastique

dXt = sgn (Xs) dBs, X0 = y,

pour laquelle il y a donc existence faible. A nouveau le théorème de Lévy montre
que n’importe quelle solution de cette équation doit être un mouvement brownien,
ce qui donne l’unicité faible.

En revanche, il n’a pas unicité trajectorielle pour cette équation. En effet, on
voit facilement, dans le cas β0 = 0, que β et −β sont deux solutions issues de 0
correspondant au même mouvement brownien B (remarquer que

∫ t
0

1{βs=0} ds = 0,

ce qui entrâıne
∫ t

0
1{βs=0} dBs = 0). On peut aussi voir que β n’est pas solution forte

de l’équation: on montre que la filtration canonique de B cöıncide avec la filtration
canonique de |β|, qui est strictement plus petite que celle de β.

Le théorème suivant, que nous n’utiliserons pas dans la suite, relie les différentes
notions d’existence et d’unicité.

Théorème [Yamada-Watanabe] S’il y a existence faible et unicité trajectorielle,
alors il y a aussi unicité faible. De plus, pour tout espace de probabilité filtré
(Ω,F , (Ft), P ) et tout (Ft)-mouvement brownien B, il existe pour chaque x ∈ Rd

une (unique) solution forte de Ex(σ, b).
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6.2 Le cas lipschitzien

Dans ce paragraphe nous nous plaçons sous les hypothèses suivantes.
Hypothèses. Les fonctions σ et b sont continues sur R+ ×Rd et lipschitziennes en
la variable x: il existe une constante K telle que, pour tous t ≥ 0, x, y ∈ Rd,

|σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K |x− y|,
|b(t, x)− b(t, y)| ≤ K |x− y|.

Théorème 6.1 Sous les hypothèses précédentes, il y a unicité trajectorielle pour
E(σ, b). De plus, pour tout espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft), P ) et tout (Ft)-
mouvement brownien B, il existe pour chaque x ∈ Rd une (unique) solution forte de
Ex(σ, b).

Le théorème entrâıne en particulier qu’il y a existence faible pour E(σ, b). L’uni-
cité faible découlera du théorème suivant (elle est aussi une conséquence de l’unicité
trajectorielle si on utilise le théorème de Yamada-Watanabe).

Remarque. On peut affaiblir l’hypothèse de continuité en la variable t, qui n’inter-
vient essentiellement que pour majorer sup0≤t≤T |σ(t, x)| et sup0≤t≤T |b(t, x)| pour x
fixé. On peut aussi “localiser” l’hypothèse sur le caractère lipschitzien de σ et b (la
constante K dépendra du compact sur lequel on considère t et x, y), à condition de
conserver une condition de croissance linéaire

|σ(t, x)| ≤ K(1 + |x|), |b(t, x)| ≤ K(1 + |x|).

Ce type de condition, qui sert à éviter l’explosion de la solution, intervient déjà dans
les équations différentielles ordinaires.

Démonstration. Pour alléger les notations, on traite seulement le cas d = m = 1.
Commençons par établir l’unicité trajectorielle. On se donne (sur le même espace,
avec le même mouvement brownien B) deux solutions X et X ′ telles que X0 = X ′0.
Pour M > 0 fixé, posons

τ = inf{t ≥ 0, |Xt| ≥M ou |X ′t| ≥M}.

On a alors, pour tout t ≥ 0,

Xt∧τ = X0 +

∫ t∧τ

0

σ(s,Xs) dBs +

∫ t∧τ

0

b(s,Xs) ds

et on a une équation analogue pour X ′t∧τ . En faisant la différence entre ces deux
équations, et en remarquant que X et X ′ sont bornées par M sur l’intervalle ]0, τ ],
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on trouve si t ∈ [0, T ], T > 0,

E[(Xt∧τ −X ′t∧τ )2]

≤ 2

(
E
[( ∫ t∧τ

0

(σ(s,Xs)− σ(s,X ′s))dBs

)2]
+ E

[( ∫ t∧τ

0

(b(s,Xs)− b(s,X ′s))ds
)2])

≤ 2

(
E
[ ∫ t∧τ

0

(σ(s,Xs)− σ(s,X ′s))
2ds
]

+ T E
[ ∫ t∧τ

0

(b(s,Xs)− b(s,X ′s))2ds
])

≤ 2K2(1 + T )E
[ ∫ t∧τ

0

(Xs −X ′s)2ds
]

≤ 2K2(1 + T )E
[ ∫ t

0

(Xs∧τ −X ′s∧τ )2ds
]

Donc la fonction h(t) = E[(Xt∧τ −X ′t∧τ )2] vérifie pour t ∈ [0, T ]

h(t) ≤ C

∫ t

0

h(s) ds

avec C = 2K2(1 + T ).

Lemme 6.2 Soit T > 0 et soit g une fonction positive mesurable bornée sur l’inter-
valle [0, T ]. Supposons qu’il existe deux constantes a ≥ 0, b ≥ 0 telles que pour tout
t ∈ [0, T ],

g(t) ≤ a+ b

∫ t

0

g(s) ds.

Alors on a pour tout t ∈ [0, T ],

g(t) ≤ a exp(bt).

Démonstration du lemme. En itérant la condition sur g, on trouve que pour
tout n ≥ 1,

g(t) ≤ a+ a(bt) + a
(bt)2

2
+ · · ·+ a

(bt)n

n!
+ bn+1

∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2 · · ·
∫ sn

0

dsn+1g(sn+1).

Si g est majorée par A, le dernier terme ci-dessus est majoré par A(bt)n+1/(n+ 1)!,
donc tend vers 0 quand n→∞. Le résultat recherché en découle. �

Revenons à la preuve du théorème. La fonction h est bornée par 4M2 et vérifie
l’hypothèse du lemme avec a = 0, b = C. On obtient donc h = 0, soit Xt∧τ = X ′t∧τ .
En faisant tendre M vers ∞, on a Xt = X ′t ce qui achève la preuve de l’unicité
trajectorielle.
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Pour la deuxième assertion, nous construisons la solution par la méthode d’ap-
proximation de Picard. On pose

X0
t = x,

X1
t = x+

∫ t

0

σ(s, x) dBs +

∫ t

0

b(s, x) ds,

Xn
t = x+

∫ t

0

σ(s,Xn−1
s ) dBs +

∫ t

0

b(s,Xn−1
s ) ds.

Les intégrales stochastiques ci-dessus sont bien définies puisqu’il est clair par récur-
rence que pour chaque n, Xn

t est continu et adapté, donc le processus σ(t,Xn
t ) l’est

aussi.
Fixons un réel T > 0, et raisonnons sur l’intervalle [0, T ]. Vérifions d’abord par

récurrence sur n qu’il existe une constante Cn telle que pour tout t ∈ [0, T ],

E[(Xn
t )2] ≤ Cn. (6.1)

Cette majoration est triviale si n = 0. Ensuite, si elle est vraie à l’ordre n − 1, on
utilise les majorations

|σ(s, y)| ≤ K ′ +K|y|, |b(s, y)| ≤ K ′ +K|y|, ∀s ∈ [0, T ], y ∈ R,

pour écrire

E[(Xn
t )2] ≤ 3

(
|x|2 + E

[( ∫ t

0

σ(s,Xn−1
s ) dBs

)2]
+ E

[( ∫ t

0

b(s,Xn−1
s ) ds

)2])
≤ 3

(
|x|2 + E

[ ∫ t

0

σ(s,Xn−1
s )2 ds

]
+ t E

[ ∫ t

0

b(s,Xn−1
s )2 ds

])
≤ 3

(
|x|2 + 4(1 + T )E

[ ∫ t

0

(K ′2 +K2(Xn−1
s )2)ds

])
≤ 3(|x|2 + 4T (1 + T )(K ′2 +K2Cn−1)) =: Cn

Pour justifier le calcul du moment d’ordre deux de l’intégrale stochastique, on a
utilisé le fait que E[

∫ t
0
σ(s,Xn−1

s )2 ds] < ∞, ce qui découle de la majoration ci-
dessus pour σ et de l’hypothèse de récurrence.

La majoration (6.1), et l’hypothèse sur σ entrâınent que la martingale locale∫ t
0
σ(s,Xn

s ) dBs est pour chaque n une vraie martingale bornée dans L2 sur l’intervalle
[0, T ]. Nous utilisons cette remarque pour majorer par récurrence

E
[

sup
0≤t≤T

|Xn+1
t −Xn

t |2
]
.
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On a

Xn+1
t −Xn

t =

∫ t

0

(σ(s,Xn
s )− σ(s,Xn−1

s )) dBs +

∫ t

0

(b(s,Xn
s )− b(s,Xn−1

s )) ds,

d’où, en utilisant l’inégalité de Doob (Proposition 3.6) à la troisième ligne,

E
[

sup
0≤s≤t

|Xn+1
s −Xn

s |2
]

≤ 2E
[

sup
0≤s≤t

|
∫ s

0

(σ(u,Xn
u )− σ(u,Xn−1

u )) dBu|2 + sup
0≤s≤t

|
∫ s

0

(b(u,Xn
u )− b(u,Xn−1

u )) du|2
]

≤ 2
(

4E
[( ∫ t

0

(σ(u,Xn
u )− σ(u,Xn−1

u )) dBu

)2]
+ E

[( ∫ t

0

|b(u,Xn
u )− b(u,Xn−1

u | du
)2])

≤ 2
(

4E
[ ∫ t

0

(σ(u,Xn
u )− σ(u,Xn−1

u ))2 du
]

+ T E
[ ∫ t

0

(b(u,Xn
u )− b(u,Xn−1

u )2 du
])

≤ 2(4 + T )K2E
[ ∫ t

0

|Xn
u −Xn−1

u |2 du
]

≤ CT E
[ ∫ t

0

sup
0≤r≤u

|Xn
r −Xn−1

r |2 du
]

en notant CT = 2(4 +T )K2. Si gn(u) = E[sup0≤r≤u |Xn
r −Xn−1

r |2], on voit donc que

gn+1(t) ≤ CT

∫ t

0

gn(u) du. (6.2)

D’autre part, (6.1) et les inégalités précédentes montrent que chacune des fonctions
gn est bornée sur [0, T ]. En particulier, il existe une constante C ′T telle que g0(t) ≤ C ′T
pour t ∈ [0, T ]. Une récurrence simple utilisant (6.2) montre alors que pour tous
n ≥ 0, t ∈ [0, T ],

gn(t) ≤ C ′T (CT )n
tn

n!
.

En particulier,
∑∞

n=0 gn(T )1/2 <∞, ce qui entrâıne que p.s.

∞∑
n=0

sup
0≤t≤T

|Xn+1
t −Xn

t | <∞,

et donc p.s. la suite (Xn
t , 0 ≤ t ≤ T ) converge uniformément sur [0, T ] vers un

processus limite (Xt, 0 ≤ t ≤ T ) qui est adapté et continu. On vérifie par récurrence
que chaque processus Xn est adapté par rapport à la filtration canonique de B, et
donc X l’est aussi.
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Enfin, les estimations précédentes montrent aussi que

E
[

sup
0≤s≤T

|Xn
s −Xs|2

]
≤
( ∞∑
k=n

gk(T )1/2
)2

−→ 0

et on en déduit aussitôt que∫ t

0

σ(s,Xs) dBs = lim
n→∞

∫ t

0

σ(s,Xn
s ) dBs∫ t

0

b(s,Xs) ds = lim
n→∞

∫ t

0

b(s,Xn
s ) ds,

dans L2. En passant à la limite dans l’équation de récurrence pour Xn, on trouve
que X est solution (forte) de Ex(σ, b) sur [0, T ]. �

Dans l’énoncé suivant, W (dw) désigne la mesure de Wiener sur l’espace canon-
ique C(R+,Rm) des fonctions continues de R+ dans Rm (W (dw) est la loi de
(Bt, t ≥ 0) si B est un mouvement brownien en dimension m issu de 0).

Théorème 6.3 Sous les hypothèses du théorème précédent, il existe des applica-
tions mesurables Fx : C(R+,Rm) −→ C(R+,Rd) définies pour tout x ∈ Rd, et telles
que les propriétés suivantes soient vérifiées:

(i) pour tout t ≥ 0, Fx(w)t cöıncide W (dw) p.s. avec une fonction mesurable de
(w(r), 0 ≤ r ≤ t);

(ii) pour tout w ∈ C(R+,Rm), l’application x −→ Fx(w) est continue;

(iii) pour tout x ∈ Rd, pour tout choix de l’espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft), P )
et du (Ft)-mouvement brownien B en dimension m, le processus Xt défini par
Xt = Fx(B)t est la solution unique de E(σ, b) avec valeur initiale x; de plus si
Z est une variable aléatoire F0-mesurable, le processus FZ(B)t est la solution
unique avec valeur initiale Z.

Remarque. L’assertion (iii) montre en particulier qu’il y a unicité en loi pour
E(σ, b): les solutions de Ex(σ, b) sont toutes de la forme Fx(B) et ont donc la même
loi qui est la mesure image de W (dw) par Fx.

Démonstration. A nouveau on traite le cas d = m = 1. Notons N la classe des
sous-ensembles W -négligeables de C(R+,R), et pour tout t ∈ [0,∞],

Gt = σ(w(s), 0 ≤ s ≤ t) ∨N .

D’après la remarque de la fin du paragraphe 5.3 (appliquée au mouvement brownien
canonique Bt(w) = w(t) sous W ), la filtration (Gt) est continue à droite, donc
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satisfait les conditions habituelles. Pour chaque x ∈ R, notons Xx la solution
de Ex(σ, b) associée à l’espace (C(R+,R),G∞, (Gt),W ) et au mouvement brownien
Bt(w) = w(t). Cette solution existe et est unique à indistinguabilité près d’après le
Théorème 6.1.

Soient x, y ∈ R et Tn le temps d’arrêt défini par

Tn = inf{t ≥ 0, |Xx
t | ≥ n ou |Xy

t | ≥ n}.

Soit p ≥ 2 et T ≥ 1. En utilisant les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy
(Théorème 5.12) puis l’inégalité de Hölder on obtient pour t ∈ [0, T ]

E
[

sup
s≤t
|Xx

s∧Tn −X
y
s∧Tn|

p
]

≤ Cp

(
|x− y|p + E

[
sup
s≤t

∣∣∣ ∫ s∧Tn

0

(σ(r,Xx
r )− σ(r,Xy

r ))dBr

∣∣∣p]
+E
[

sup
s≤t

∣∣∣ ∫ s∧Tn

0

(b(r,Xx
r )− b(r,Xy

r ))dr
∣∣∣p])

≤ Cp

(
|x− y|p + C ′pE

[( ∫ t∧Tn

0

(σ(r,Xx
r )− σ(r,Xy

r ))2dr
)p/2]

+E
[( ∫ t∧Tn

0

|b(r,Xx
r )− b(r,Xy

r )|dr
)p])

≤ Cp

(
|x− y|p + C ′pt

p
2
−1E

[ ∫ t

0

|σ(r ∧ Tn, Xx
r∧Tn)− σ(r ∧ Tn, Xy

r∧Tn)|pdr
]

+tp−1E
[ ∫ t

0

|b(r ∧ Tn, Xx
r∧Tn)− b(r ∧ Tn, Xy

r∧Tn)|pdr
])

≤ C ′′p

(
|x− y|p + T p

∫ t

0

E[|Xx
r∧Tn −X

y
r∧Tn|

p] dr
)
,

où la constante C ′′p < ∞ dépend de p (et de la constante K intervenant dans
l’hypothèse sur σ et b) mais pas de n ni de x, y et T .

Puisque la fonction t −→ E
[

sups≤t |Xx
s∧Tn −X

y
s∧Tn|

p
]

est évidemment bornée, le

Lemme 6.2 entrâıne alors pour t ∈ [0, T ]

E
[

sup
s≤t
|Xx

s∧Tn −X
y
s∧Tn|

p
]
≤ C ′′p |x− y|p exp(C ′′pT

pt),

d’où en faisant tendre n vers ∞,

E
[

sup
s≤t
|Xx

s −Xy
s |p
]
≤ C ′′p |x− y|p exp(C ′′pT

pt).
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La topologie sur l’espace C(R+,R) est définie par la distance

d(w,w′) =
∞∑
k=1

αk

(
sup
s≤k
|w(s)− w′(s)| ∧ 1

)
,

pour un choix arbitraire de la suite de réels αk > 0, tels que la série
∑
αk soit

convergente. On peut choisir les coefficients αk tels que
∞∑
k=1

αk exp(C ′′pk
p+1) <∞.

Alors les estimations précédentes et l’inégalité de Jensen montrent que

E[d(Xx, Xy)p] ≤ (
∞∑
k=1

αk)
p−1

∞∑
k=1

αk E
[

sup
s≤k
|Xx

s −Xy
s |p
]
≤ C̄p |x− y|p.

D’après le lemme de Kolmogorov (Théorème 2.5), appliqué au processus (Xx, x ∈ R)
à valeurs dans E = C(R+,R) muni de la distance d, il existe une modification à
trajectoires continues, notée (X̃x, x ∈ R), du processus (Xx, x ∈ R). On note
Fx(w) = X̃x(w) = (X̃x

t (w))t≥0. La propriété (ii) découle alors de ce qui précède.
L’application w −→ Fx(w) est mesurable de C(R+,R) muni de la tribu G∞ dans

C(R+,R) muni de la tribu borélienne C = σ(w(s), s ≥ 0). De même, pour chaque
t ≥ 0, Fx(w)t = X̃x

t (w) est Gt-mesurable donc cöıncide W (dw) p.s. avec une fonction
mesurable de (w(s), 0 ≤ s ≤ t). On a ainsi obtenu la propriété (i).

Montrons maintenant la première partie de l’assertion (iii). Pour cela, fixons
l’espace de probabilité filtré (Ω,F , (F)t, P ) et le (Ft)-mouvement brownien B. Il
faut voir que Fx(B) est alors solution de Ex(σ, b). Remarquons déjà que ce processus
est (trivialement) continu et aussi adapté puisque Fx(B)t cöıncide p.s. avec une
fonction mesurable de (Br, 0 ≤ r ≤ t), d’après (i). D’autre part, par construction
de Fx on a W (dw) p.s.

Fx(w)t = x+

∫ t

0

σ(s, Fx(w)s) dw(s) +

∫ t

0

b(s, Fx(w)s)ds,

et l’intégrale stochastique
∫ t

0
σ(s, Fx(w)s)dw(s) peut être définie par∫ t

0

σ(s, Fx(w)s) dw(s) = lim
k→∞

2nk−1∑
i=0

σ(
it

2nk
, Fx(w)it/2nk ) (w(

(i+ 1)t

2nk
)− w(

it

2nk
)),

W (dw) p.s. le long d’une sous-suite (nk) bien choisie (d’après la Proposition 5.6).
On peut maintenant remplacer w par B (qui a pour loi W !) et trouver p.s.,

Fx(B)t = x+ lim
k→∞

2nk−1∑
i=0

σ(
it

2nk
, Fx(B)it/2nk ) (B(i+1)t/2nk −Bit/2nk ) +

∫ t

0

b(s, Fx(B)s)ds

= x+

∫ t

0

σ(s, Fx(B)s)dBs +

∫ t

0

b(s, Fx(B)s)ds,
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à nouveau grâce à la Proposition 5.6. On obtient ainsi que Fx(B) est la solution
recherchée.

Il reste à établir la seconde partie de l’assertion (iii). On fixe à nouveau l’espace
de probabilité filtré (Ω,F , (F)t, P ) et le (Ft)-mouvement brownien B. Soit Z une
variable aléatoire F0-mesurable. Si dans l’équation intégrale stochastique vérifiée
par Fx(B) on remplace formellement x par Z, on obtient que FZ(B) est solution de
E(σ, b) avec valeur initiale Z. Cependant, ce remplacement formel n’est pas si facile
à justifier, et nous allons donc l’expliquer avec soin.

Remarquons d’abord que l’application (x, ω) −→ Fx(B)t est continue par rapport
à la variable x et Ft-mesurable par rapport à ω. On en déduit aisément que cette
application est mesurable pour la tribu produit B(R) ⊗ Ft. Comme Z est F0-
mesurable, il en découle facilement que FZ(B)t est Ft-mesurable. Donc le processus
FZ(B) est (continu et) adapté. Définissons G(x,w) ∈ C(R+,R), pour x ∈ R et
w ∈ C(R+,R), par l’égalité

G(x,w)t =

∫ t

0

b(s, Fx(w)s) ds.

Soit aussi H(x,w) = Fx(w)− x−G(x,w). Par construction on a W (dw) p.s.

H(x,w)t =

∫ t

0

σ(s, Fx(w)s) dw(s),

Donc, si

Hn(x,w)t =
2n−1∑
i=0

σ(
it

2n
, Fx(w)it/2n) (w(

(i+ 1)t

2n
)− w(

it

2n
)),

la Proposition 5.6 montre que

H(x,w)t = lim
n→∞

Hn(x,w)t,

en probabilité sous W (dw), pour chaque x ∈ R. En utilisant le fait que Z et
B sont indépendants (parce que Z est F0-mesurable), on déduit de cette dernière
convergence que

H(Z,B)t = lim
n→∞

Hn(Z,B)t

en probabilité. Toujours grâce à la Proposition 5.6, cette dernière limite est l’intégrale
stochastique ∫ t

0

σ(s, FZ(B)s) dBs.

On a ainsi montré que∫ t

0

σ(s, FZ(B)s) dBs = H(Z,B)t = FZ(B)t − Z −
∫ t

0

b(s, FZ(B)s) ds

ce qui prouve que FZ(B) est solution de E(σ, b) avec valeur initiale Z. �
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6.3 La propriété de Markov forte des solutions

d’équations différentielles stochastiques

Dans ce paragraphe, nous conservons les hypothèses du paragraphe 2, et nous sup-
posons de plus que σ(t, y) = σ(y), b(t, y) = b(y). Pour chaque x ∈ Rd, on note
Px la loi sur C(R+,Rd) des solutions de Ex(σ, b) (la mesure image de la mesure de
Wiener par l’application Fx du Théorème 6.3). Le Théorème 6.3 (ii) montre que
l’application x −→ Px est continue pour la topologie de la convergence étroite. Il
en découle facilement par un argument de classe monotone que pour toute fonction
Φ borélienne de C(R+,R) dans R+, l’application x −→ Ex[Φ] est mesurable.

Théorème 6.4 Soit X une solution de E(σ, b) sur un espace de probabilité filtré
(Ω,F ,Ft, P ). Soit aussi T un temps d’arrêt fini p.s. Alors, si Φ est une fonction
borélienne de C(R+,R) dans R+,

E[Φ(XT+t, t ≥ 0) | FT ] = EXT [Φ],

ou de manière équivalente, pour toute variable positive U FT -mesurable,

E[U Φ(XT+t, t ≥ 0)] = E[U EXT [Φ]].

On traduit cet énoncé en disant que le processus X possède la propriété de
Markov forte par rapport à la filtration (Ft): pour tout temps d’arrêt fini T , la
loi conditionnelle du “futur” (XT+t, t ≥ 0) connaissant le passé FT est la loi de X
partant de XT , qui ne dépend que du présent à l’instant T . Dans le cas particulier
σ = Id, b = 0, on retrouve la propriété de Markov forte du mouvement brownien,
formulée de manière légèrement différente.

Démonstration. On suppose comme ci-dessus que m = d = 1. Notons B
(T )
u =

BT+u−BT qui est un mouvement brownien indépendant de FT (voir les remarques
précédant la Proposition 5.8). Posons aussi X ′t = XT+t et remarquons que le proces-
sus X ′ est adapté par rapport à la filtration F ′t = FT+t, qui satisfait les conditions
habituelles. De plus,

X ′t = XT +

∫ T+t

T

σ(Xs) dBs +

∫ T+t

T

b(Xs) ds,

d’après l’équation satisfaite par X. On a bien sûr:∫ T+t

T

b(Xs) ds =

∫ t

0

b(X ′s) ds.

On voudrait faire le même changement de variables dans l’intégrale stochastique.
Cela est justifié par le lemme suivant.
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Lemme 6.5 Si h est un processus continu adapté, on a∫ T+t

T

h(s, ω) dBs =

∫ t

0

h(T + u, ω) dB(T )
u .

La preuve du lemme est facile en approchant h par des combinaisons linéaires
finies de processus de la forme h(s, ω) = ϕ(ω)1]T+r,T+r′](s), où ϕ est FT+r-mesurable.

On déduit du Lemme 6.5 que∫ T+t

T

σ(Xs) dBs =

∫ t

0

σ(X ′u) dB
(T )
u ,

et on a donc

X ′t = XT +

∫ t

0

σ(X ′s) dB
(T )
s +

∫ t

0

b(X ′s) ds.

Remarquons alors que X ′ est adapté par rapport à la filtration (F ′t), B(T ) est un
(F ′t)-mouvement brownien, et XT est F ′0-mesurable. D’après la dernière assertion
du Théorème 6.3, on doit avoir p.s. X ′ = FXT (B(T )). Le résultat du théorème en
découle aisément: puisque XT est FT -mesurable et B(T ) est indépendant de FT , on
a

E[Φ(X ′t, t ≥ 0) | FT ] = E[Φ(FXT (B(T )) | FT ] =

∫
W (dw) Φ(FXT (w)) = EXT [Φ].

�

On appelle procesus de diffusion un processus fortement markovien et à trajec-
toires continues du type considéré dans le Théorème 6.4. Il est important de pou-
voir attacher aux processus de diffusion des martingales (locales) continues. Dans
le théorème suivant, on note σ∗ la transposée de la matrice σ.

Théorème 6.6 Pour toute fonction F de classe C2 sur Rd posons

LF (x) =
1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

(σσ∗)ij(x)
∂2F

∂xi∂xj
(x) +

d∑
i=1

bi(x)
∂F

∂xi
(x).

Alors, si X est une solution de E(σ, b),

F (Xt)−
∫ t

0

LF (Xs) ds

est une martingale locale.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer la formule d’Itô à F (Xt). �

On traduit le théorème précédent en disant que L est le générateur infinitésimal
du processus de Markov X. Remarquons que L est un opérateur différentiel du
second ordre. Le processus X permet de donner une approche ou une interprétation
probabiliste de nombreux résultats analytiques concernant l’opérateur L. Ces liens
entre probabilités et analyse ont été une motivation importante pour l’étude des
équations différentielles stochastiques.
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