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1. Apprendre a compter

Dans cette section on donne aux termes “ensembles”, “entiers”, etc., leur sens
usuel en mathématiques. Dans un chapitre ultérieur on verra que l'essentiel des
notions et résultats de ce chapitre sont valides en n’utilisant que les axiomes de
Zermelo-Fraenkel et I'axiome du choix.

1.1. Le Théoreme de Cantor-Bernstein et le Théoreme de Cantor. — Ce
sont deux résultats classiques fondamentaux concernant les ensembles:

1.1.1. Théoréme (Cantor-Bernstein). — Soient A et B deuz ensembles, f :
A — Betg:B— A deux injections. Alors il existe une bijection entre A et B.

Démonstration. — On pose Asg = A et B>g = B et on définit par récurrence
Aspi1 = g(Bsy) et Bspy1 = f(Asy). On pose A, = As,, \ Aspp1 et on note A
le complémentaire de la réunion des A, dans A. On définit de méme B, et B..
On note Ap,ir la réunion des Asy,, Aimpair 1a réunion des As, 11, de méme pour B.
L’ensemble A est réunion disjointe de Apair, Aimpair; €6 A €t de méme pour B. On
remarque que f établit une bijection entre Apair €t Bimpairs g~ ! établit une bijection
entre Aipmpair €6 Bpair €t f entre Ay et Bo,. On définit donc une bijection h entre A
et B en posant h(z) = g~ (x) si & € Ajppair €t h(x) = f(x) sinon. O
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1.1.2. Théoréme (Cantor). — Soit X un ensemble et P(X) l'ensemble des par-
ties de X. Il n'eziste pas de surjection X — P(X).

Démonstration. — Soit f : X — P(X). Considérons

Y = f{a€ Xia ¢ fla)}.

Supposons que Y = f(b), pour b € X. Sib e Y, b & f(b), absurde. Sib ¢ Y,
b e f(b), également absurde. O

1.2. Rappel sur les ensembles ordonnés. — Soit X un ensemble. Une relation
d’ordre < sur X est une relation transitive (si z < y et y < z alors x < z) et
antiréflexive (x £ z). Si pour tout z # y, x < y ou y < x on dit que < est un ordre
total. On note x < ypourxz < youx =y. SiY C X, y € Y est un plus petit
élément si pour tout x dans Y, y < x. C’est un élément minimal si pour tout x dans
Y, y # x. On définit de méme un plus grand élément et un élément maximal. Un
minorant de Y est un élément de X qui est < a tous les éléments de Y. Une borne
inférieure de Y est un élément maximal parmi les minorants. On définit de méme
la notion de majorant et de borne supérieure.

Noter qu'un plus petit (grand) élément est nécessairement unique, ce qui n’est
pas le cas pour un élément minimal (maximal) en général.

1.2.1. Définition. — Un bon ordre sur un ensemble X est un ordre tel que toute
partie non vide de X admet un plus petit élément.

1.2.2. Remarques. — (1) Un bon ordre est toujours total.
(2) Dans un ensemble bien ordonné il n’existe pas de suites strictement
décroissantes.

1.3. Ordinaux. —

1.3.1. Définition. — Un ensemble X est transitif si quand y € X et x € y, alors
x € X. Autrement dit, y € X = y C X. Un ensemble X est un ordinal s’il est
transitif et s’il est bien ordonné par €.

1.3.2. Proposition. — (1) L’ensemble vide () est un ordinal.
(2) Si X est un ordinal non vide alors ) € X.
(8) Si a est un ordinal, o & a.
(4) Si a est un ordinal et B € a, B est un ordinal.
(5) Si o est un ordinal et § € «, alors f = S<3 :={x € a,x < (}.
(6) Si « et 5 sont des ordinauz, f C « ssi f € a ou f = a.
(7) Si a est un ordinal, §:= aU{a} est un ordinal. On le note a™.

Démonstration. — (1) est clair.

(2): En effet X admet un élément minimal y qui ne peut étre que ). En effet,
sinon il existerait x € y et y ne serait pas minimal.

(3): si a € a, o ¢ « par antiréflexivité.
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(4): comme § C «, € se restreint en un bon ordre sur § (qui est transitif car
g€ a).
(5) est clair.

(6): En effet si f C et 3 # «, on considere x élément minimal de o\ 5. Comme
aucun élément de o\ # ne peut étre < x, on a S., C f. D’autre part, si z € 3, on a
z < x,carsinon x < z et z € . On a donc = S_,, dou par (5) z =, et § € a.

La réciproque est claire. O
1.3.3. Théoréme. — Soient « et 3 deur ordinaux. L’une des trois propriétés
suivantes est vérifiée

(1) aep

(2) e

(8) a= (.
Démonstration. — Soit v = aN (. C’est un ensemble transitif bien ordonné par €,
c’est donc un ordinal. Si vy =, on a a C et donc o €  ou a = 3. De méme si
v = [3 on a terminé. Sinon v € « et v € 3, donc v € v, absurde. m
1.3.4. Proposition. — Si A est un ensemble non vide d’ordinaux il posséde un

plus petit élément, a savoir Nyeacr.

Démonstration. — En effet, 8 = Nyeaa est clairement un ordinal et, pour tout
a € A, B < a. De plus, si pour tout o € A, § < a, on aurait § € (3, absurde. Donc
g e A ]

On tire de la proposition précédente une autre preuve que si o et 3 sont des
ordinaux, alors a > 3 ou 8 < a.

1.3.5. Proposition. — Soit A un ensemble d’ordinaux. Alors a = Ugcav est un
ordinal et si 3 < a, il existe o € A tel que 3 € a. On écrira aussi a = SUp 4 .

Démonstration. — En effet il est clair que a est ordonné. Si X est une partie non
vide de a, l'intersection des éléments de X est le plus petit élément de X. Ceci
prouve que a est un ordinal. Si « € A, a C a, donc a < a. Si f < a, il existe «

dans A avec § € a, donc 3 < a. O
1.3.6. Définition. — Un ordinal est limite s’il n’est pas la forme a™ et §’il est
non vide.

1.3.7. Proposition. — Soit A\ un ordinal non vide. Les deux conditions suivantes

sont équivalentes :

(1) X\ est limite
(2) )\ - Uae,\a.

Démonstration. — Soit A un ordinal limite. Soit 7 = Uyera. Supposons a € .
Comme A #at,onaa” € AXoulea’. SilAeat, A € aoul=aqa, absurde. En
particulier, si € A, alors a™ C et donc a € 8, d’ou A C 3. L’inclusion réciproque
est claire. Si A = ~7, alors U,eya = 7, d’otu le résultat. O
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Pour tout entier naturel n, on définit un ordinal n par 0 =@ et n =n — 17, pour
n>1 Onal={0} 2={0,{0}}, etc. On note w l'ordinal U,eyn. C’est un
ordinal limite et en fait le plus petit ordinal limite. On dit qu'un ordinal est fini si
ni lui-méme, ni aucun de ses éléments n’est limite. Clairement un ordinal est fini si
et seulement si il est de la forme n avec n € N. Dorénavant on identifiera n et n.

1.3.8. Théoréme. — Tout ensemble bien ordonné X est isomorphe comme en-
semble ordonné a un ordinal. De plus un tel isomorphisme est unique.

Démonstration. — Commencons par établir 'unicité. Il suffit de montrer que si
f :a — o est un isomorphisme d’ensembles ordonnés entre deux ordinaux alors
a = o et f est 'identité. Supposons que 'ensemble des x de « avec f(z) # z
est non vide et considérons un tel x minimal. Alors la restriction de f a S, est
l'identité. Mais alors y € * <= f(y) € f(z), autrement dit z et f(x) ont les
mémes éléments, donc f(x) = x, absurde.

Pour l'existence, remarquons que tout isomorphisme entre S_, et un ordinal «,
s’étend en un isomorphisme entre S<, = S_, U{z} et a*. Il ’ensuit que pour tout
x dans X il existe un isomorphisme f, : S<, — «(z) avec a(z) un ordinal. En
effet, considérons sinon x minimal ne vérifiant pas cette propriété. Pour y < x on
dispose alors d'un isomorphisme f, : S<, — a(y). Si y’ <y, f, se restreint en f,
par unicité. Posons o = Uy<ya(y). C’est un ordinal et f : S., — «a défini par
f(y) = f,(y) est un isomorphisme car la restriction de f a S<, coincide avec f,. Un
argument similaire permet de conclure : on pose o« = Uzexa(x). C’est un ordinal
et f: X — a défini par f(z) = f.(z) est un isomorphisme car la restriction de f a
S<, coincide avec f,. O

1.4. Opérations sur les ordinaux. —

1.4.1. Somme de deuzr ensembles ordonnés. — Soient A et B deux ensembles or-
donnés. On note A + B 'ensemble formé des paires (a, 1) avec A € A et (b,2) avec
b € B. On définit un ordre sur A+ B en posant (z,7) < (y,j) sii = j et w < y ou si
i < j.SiAet B sont totalement (resp. bien) ordonnés, alors A + B est totalement
(resp. bien) ordonné. Notons que (A + B) + C' est isomorphe a A+ (B + C).

1.4.2. Produit de deur ensembles ordonnés. — Soient A et B deux ensembles or-
donnés. On munit le produit A x B de l'ordre (a,b) < (a/,b') si b < b ousib=1"¥
et a < a’. Si A et B sont totalement (resp. bien) ordonnés, alors A x B est to-
talement (resp. bien) ordonné. A isomorphisme pres cette opération est associative
((A x B) x C est isomorphe a A x (B x C)) et distributive a gauche par rapport a
'addition (A x (B + C) est isomorphe & (A x B) 4+ (A x ().

1.4.3. Ezxponentiation. — Soient A et B deux ensembles ordonnés. On suppose
que A posséde un plus petit élément 0. On considere 'ensemble A®) des suites
support fini, c’est & dire le sous-ensemble de A® formé des applications f : B — A
avec {i € B; f(i) # 0} fini. On pose f < ¢ s'il existe ¢ tel que f(i) < g(i) et
f(4) = g(j) pour j >1i. Si A et B sont totalement (resp. bien) ordonnés, alors A
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est totalement (resp. bien) ordonné. On a des isomorphismes d’ensembles ordonnés
ABHC) ~ AB) «« AO) ot ABXC) ~ (A(B))(C)'

Le seul point non trivial est le suivant :
1.4.4. Proposition. — Si A et B sont bien ordonnés, alors AP est bien ordonné.

Démonstration. — Soit X une partie non vide de AP, Si la fonction constante f,
de valeur 0 est dans X, on a terminé. Sinon chaque fonction f dans X a un support
non vide et on note s;1(f) le plus grand élément du support de f. Soit alors b; la
valeur minimale de s;(f) et a1 la valeur minimale de f(b;) pour les f avec s1(f) = b;.
L’ensemble X; formé des f de X avec s1(f) = by et f(b1) = a1 est une partie non
vide de X, en fait un segment initial de X. En effet si g € Xy et f € X \ Xy, ou
bien s1(f) > by et alors g < f, ou bien s1(f) = by et f(by) > a; et alors g < f
également. Si X; contient la fonction dont la seule valeur non nulle est f(by) = ay,
on a terminé. Sinon, toutes les fonctions dans X; ont un support de cardinal > 2 et,
pour f dans X, on note sy(f) le plus grand élément du support de f apres s;(f).
Soit alors by la valeur minimale de sy(f) pour f dans X et ap la valeur minimale
de f(by) pour les f avec sy(f) = by. On considere 'ensemble X, formé des f dans
X, avec so(f) = by et f(by) = as qui est un segment initial de X3. On continue
si nécessaire en construisant b;, a;, X;. Ce processus s’arréte nécessairement, car la
suite des b; étant strictement décroissante, elle ne peut prendre qu'un nombre fini
de valeurs. O]

1.4.5. Arithmétique des ordinaur. — Si « et o sont deux ordinaux, on note o + o’
I'unique ordinal isomorphe a la somme des ensembles ordonnés « et o’. On définit
de méme aa’/ comme 'unique ordinal isomorphe & o X o’ et a® comme 'unique
ordinal isomorphe & a(®),

1.4.6. Proposition (Addition). — (1) a+0=0+a =«
(2) a+(B+7)=(a+p)+7
(3) a+1=a"

(4) On a oo < (3 ssi il existe v non nul tel que 5 = a + 7.

(5) Si B < ' alors pour tout « a+ < a+ F'. En particulier si o+ = a+ [,
g=p.

(6) Si X est limite, alors o + X\ = supg_, o + 3.

(7) 1+ a=a+1 siaest fini et 1 + o =« sinon.

Démonstration. — (1), (2), (3) et (4) sont clairs. Pour (5) on écrit 3 = 3+~ avec
v non nul et on utilise I'associativité. Pour (6), certainement o + A\ est au moins
égal au sup. Réciproquement, soit &« < 6 < a+ A. Alors § = a+ 6§ avec 6 < A. Pour
le deuxieme point de (7), d’apres (5) il suffit de démontrer que 1 +w = w, ce qui est
clair. []

1.4.7. Proposition (Multiplication). — (1) a0 = 0 = 0.
(2) al = la = a.
(3) a(By) = (aB)y et a(B+7) = af + ay.
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(4) 2w =w # w2 =w + w.

(5) Supposons o # 0. Si p < (', af < af'. En particulier si of = af' alors
B4

(6) Si X est limite, alors aX = supg_, af3.

Démonstration. — Le seul point non évident est (6). Clairement o) est au moins
égal au sup. Pour l'inégalité réciproque, soit 8 < aA. Par le lemme qui suit 6 =
ac+paveco < Aet p<a. Onaf < a(o+1), donc 0 est strictement inférieur au
sup. L]

1.4.8. Lemme. — Siy < af, il existe p < a et o < 3 tels que v = ao + p.

Démonstration. — On pose (p,0) = f~(y) pour f : a x 8 — af I'unique isomor-
phisme entre ensembles bien ordonnés. O]
1.4.9. Exercice. — Montrer que pour tout ordinal 3 et tout ordinal non nul « et

il existe un unique couple d’ordinaux (o, p) avec § = ao + p et p < .

1.4.10. Proposition (Exponentiation). — (1) Onaa® =1, o' =a, 17 = 1.
Pour 3 # 0, 0° = 0.
(2) ot = aPa et af7 = (aﬁ)v_
(3) Sia>1,a% <o sip<p.
(4) Sia>1, et \ est limite, a* = SUPg- a?.

Démonstration. — Montrons la direction non triviale de (4). Soit f une fonction
a support fini de A dans «. Il existe 3 < A strictement plus grand que tous les
éléments du support de f. Il suit que le segment initial de o) déterminé par f peut
étre plongé dans un segment initial de a(?). O

1.5. Suites de Goodstein. — On écrit un entier n en base p:
n=p"c 4+ pte

avec les ¢; des entiers < p. On peut alors exprimer les exposants n; en base p et
itérer le processus. On appelle représentation de n en base p itérée la décomposition
ainsi obtenue.

Pour ¢ > p > 2, on définit une fonction f,, : N — N comme suit. L’entier
fp.q(n) est obtenu en remplagant tous les p par des ¢ dans la décomposition de n en
base p itérée.

Exemple : f34(26) = f34(3%-2+3-2+2)=4%-2+4-24+2 =142,

Pour @ un entier, on pose ga(a) = a et gp+1(a) = fppi1(gp(a)) —1 si g,(a) est non
nul, g,+1(a) = 0 sinon.

Ainsi go(5) = 5 = 22 4+ 1, g3(5) = fos(5) =1 = (33 +1) =1 = 27 = 3%,
94(5) = f34(27) =1 = (441) —1=255=433+423+4'3+3, g5(5) = f15(255) — 1 =
(53 + 523+ 513 +3) —1 =447 = 5’3 + 523+ 5'3 + 2, g5(5) = [56(447) — 1 =
(633 + 623 + 613+ 2) — 1 = 775, etc.
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1.5.1. Théoréme (Goodstein). — Pour chaque entier a il existe un entier p tel
que gp(a) = 0.
Démonstration. — On introduit la fonction f,, de N a valeurs dans les ordinaux

définie sur le modele précédent : f, . (n) est obtenu en remplagant tous les p par des
w dans la décomposition de n en base p itérée et les entiers < p par les ordinaux
finis correspondants.

Démontrons par récurrence que f,,(n) < f,o(n+ 1) pour tout n € N et p > 2.
Pour n = 0 et n =1 le résultat est clair. Comme p® —1 > n pour p > 2 et n > 2,
on peut écrire

n=p"e, 14+
avec les ¢; des entiers < p qui ne sont pas tous égaux a p — 1. Soit m le plus petit
entier tel que ¢, ne soit pas égal a p—1. On a

n+1l=p"le,o1 4+ +p"(cm+ 1)
Pour montrer que f,,(n+1) > f,.(n) il suffit de vérifier que
wlvem) 5 Gfowm=1ec Ly @)
Or le terme de droite est majoré par w/r< =1 (¢, _, +1) qui est lui méme strictement
majoré par w/rem=1+1,

Pour conclure on considere la suite §,(a) := f,.(g,(a)). Si gp(a) est non nul, on
a

Gp+1(@) = fpi1,0(9p+1(a)) = for1,0(fppr1(9p(a)) = 1) < forrw(fppr1(gp(a))),
or
Sor10(ppi1(9p(a))) = fpw(gp(a)) = gp(a).
Comme il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante d’ordinaux, on en
déduit le résultat. O

1.5.2. Remarque. — C’est un théoreme de Kirby et Paris que 1’énoncé du
théoreme de Goodstein n’est pas conséquence des axiomes de Peano. Par contre il
se déduit des axiomes de Zermelo-Fraenkel.

1.6. L’axiome du choix. — Soit (X;);c; une famille d’ensembles indexée par un
ensemble /. On note [[,., X; 'ensemble des applications f : I — U X; telles que
f(i) € X; pour tout i.

L’axiome du choix est 1’énoncé suivant :

1.6.1. Axziome du choix (AC). — Sitous les ensembles X; sont non vides, alors
[T, Xi nlest pas vide.

Dans le systeme de Zermelo-Fraenkel ’axiome du choix est équivalent au Lemme
de Zorn, ainsi qu’au théoreme de Zermelo.

1.6.2. Définition. — Un ensemble ordonné X est inductif si toute partie Y de X
totalement ordonnée par < admet un majorant dans X.
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Un tel ensemble n’est pas vide.

1.6.3. Théoréme (Lemme de Zorn). — Tout ensemble ordonné inductif admet
un €élément mazimal.

1.6.4. Théoréme (Théoreme de Zermelo). — Pour tout ensemble X il existe
un bon ordre sur X.

1.7. Cardinaux. — A partir de maintenant on supposera que l'axiome du
choix est vérifié. Ceci est nécessaire pour développer une théorie des cardinaux
raisonnable. Notons que la section sur les ordinaux ne requiérait par contre pas
I'usage de 'axiome du choix.

Soient A et B deux ensembles. On dit qu’ils sont équipotents s’ils sont en bijection
et on dit que A est subpotent a B s’il existe une injection de A dans B.

On appelle cardinal un ordinal qui n’est équipotent a aucun ordinal strictement
plus petit. Ainsi les ordinaux finis sont des cardinaux ainsi que w (ces assertions
claires en théorie naive des ensembles, par contre en théorie des ensembles, les
énoncés analogues requierent une démonstration). Par contre 'ordinal w + 1 n’est
pas un cardinal.

1.7.1. Proposition. — Tout ensemble A est équipotent a un unique cardinal noté
card (A).
Démonstration. — Soit a un ordinal. L’ensemble des x € a+ 1 en bijection avec

a est non vide et son plus petit élément est un cardinal équipotent a a. Par le
théoreme de Zermelo tout ensemble est équipotent a un ordinal. Si deux ordinaux
distincts sont en bijection, I'un des deux appartient a 'autre, donc au plus un est
un cardinal. O

1.7.2. Proposition. — Soient A et B deux ensembles. On suppose A non vide.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) card (A) < card (B)

(2) il existe une injection de A dans B

(3) il existe une surjection de B sur A.

Démonstration. — Pour (1) = (2) on peut supposer que A et B sont des car-
dinaux, le résultat est alors clair. S’il existe une injection de A dans B et card (A) £
card (B) alors card (B) < card (A) et il existe une injection de B — A. Les ensem-
bles A et B sont alors en bijection et card (A) = card (B), d’ou (2) = (1). Pour
(3) = (2), sl g: B — A est surjective, on munit B d’un bon ordre et on définit
f:A— Bpar f(z) est le plus petit élément de g~'(x). Pour la réciproque, on fixe
1o dans A, et si f: A — B est injective, on envoie x € B sur f~!(z) si x est dans
I'image de A, sur z sinon. O

1.7.3. Lemme. — Si A est un ensemble de cardinauz, alors 3 = sup,c, o est un
cardinal.
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Démonstration. — Si A est un ordinal < (3, il existe v > A dans A, donc card () >
card (7) = > A. On en déduit que 3 est un cardinal. O

1.7.4. Lemme. — Si f : B — « est une application strictement croissante entre
ordinauz, pour tout v dans 3, f(v) > 7.

Démonstration. — Par I'absurde. Sinon, soit v le plus petit ordinal avec f(v) < 7.
Pour tout 6 <+, d < f(4) < f(y). On a donc v C f(7), soit v < f(7). O

Notons que par le théoreme de Cantor, pour tout cardinal « il existe un ensemble
X tel que card (X) > «a. L’ensemble des cardinaux 5 < card (X) tels que 8 > «
est donc non vide et possede un plus petit élément. Il suit qu’il existe un plus petit
cardinal > «, on le note a™ (pour éviter tout risque de confusion on note désormais
v+ 1 le successeur d’'un ordinal 7).

On définit une application strictement croissante N de la classe des ordinaux dans
celle des cardinaux de la facon suivante. On pose Ry = w, N1 = NP, si o est un

ordinal limite on pose N, = sup;_, ¥g (qui est un cardinal par le lemme 1.7.3).

1.7.5. Proposition. — Tout cardinal infini est un X,,.

Démonstration. — Du lemme on tire que pour tout cardinal infini A, Ny, > A,
donc il existe un plus petit ordinal a tel que R, > A. Ce ne peut étre un ordinal
limite ni 0, donc o = B+ 1 et on a Rg < A < RNgyq. On en tire que A = Ng. O

1.8. Opérations sur les cardinaux. — Si X et Y sont des ensembles on note
X +Y la somme disjointe de X et Y, X x Y leur produit cartésien et XY 1’ensemble
des applications de Y dans X. Si k et A sont deux cardinaux, on note kK + A
le cardinal de la réunion disjointe de x et X, kA le cardinal de x x A, et x* le
cardinal de I’ensemble des applications de A dans k. Ces notations sont cohérentes
car card (X +Y) = card X + card Y, card (X x Y) = card XcardY et card (XY) =
card X®4Y  Par contre, ces opérations ne doivent pas étre confondues avec les
opérations correspondantes sur les ordinaux. Si k et A sont finis, ces opérations
coincident avec les opérations correspondantes sur les entiers.
Quelques propriétés de vérification directe:

1.8.1. Proposition. — (1) Si A< petv <k, alors \+v < u+k, \v < uk et,
st # 0, AV < .
(2) L’addition et le produit des cardinauz sont commutatifs et associatifs, le produit
est distributif par rapport a Uaddition, \T7 = NN/, Xu¥ = (A\p)”, (M) =
AV

1.8.2. Proposition. — card (R) = 2™.

Démonstration. — On a une injection h : 2% — R qui & une suite a; de 0 et de
1 associe Y, ;27" si le support de la suite est infini, et 2+ Y, a;27* si le support
est fini. On en tire card (R) > 2%. D’autre part la fonction 1/marctg(z) + 1/2
établit une bijection entre R et |0, 1[, et 'image de h contient ]0,1[. On en tire
card (R) < card (h(2%0)) < 2%, O
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Un ensemble A est dénombrable si card (4) = w.
1.8.3. Lemme. — Si « est un ordinal infini, card (o) = card (a + 1).

Démonstration. — Si o« = w, on considere f : N — N U {oo} envoyant 0 sur oo et
i > 0 sur ¢ — 1. C’est une bijection, d’ou le résultat. Le cas général s’en déduit en
écrivant o = w + /. O

Maintenant un résultat non trivial.
1.8.4. Proposition. — Pour tout cardinal infini X on a A - X = \.

Démonstration. — Par induction : on suppose que pour tout cardinal infini p < A
ona f-p =g On munit A X A\ de Pordre suivant (3,7) < (81,71) si sup(f,7) <
sup(f1,71) ou sup(83,7) = sup(B1, 1) et 8 < By ou sup(B3,7) = sup(B1, ), B = B
et v < 71. On vérifie que c’est un bon ordre. Il existe donc un ordinal « et un
isomorphisme d’ensembles ordonnés f : @« — A X A. Si a > A, alors A € a. Dans
ce cas, on écrit f(A) = (6o, 70) et la restriction de f a A induit une bijection entre
Aet Y = {(8,7) < (Bo,70)}. Soit &g = sup(By,70) + 1. On a card (dy) < A (par
le lemme) et Y C dy - 9. En appliquant I'hypotheése on en tire que card (Y) < A,
contradiction. On a donc A - A < A, I'inégalité dans ’autre sens est claire. O]

La bijection ay : N? — N donnée par as(p,n) = 1/2(n+p+1)(n+p)+n fournit
une preuve directe de I'égalité w - w = w.

1.8.5. Proposition. — (1) Si X est infini alors A+ X = \.
(2) Si X etY sont des ensembles non vides dont l'un au moins est infini

card (X UY') = card (X x Y') = sup(card (X), card (Y)).

(3) Si (X;)ier est une famille d’ensembles dont l'un au moins est infini, alors
card (U;jer X;) < sup(card (X;),card (1)). Si, de plus les X; sont tous non
vides, alors on a éqalité. En particulier, une réunion dénombrable d’ensembles
dénombrables est dénombrable.

Démonstration. — Pour (1) on remarque que A < A+ A< A- A=\

Démontrons (2). Soit A = sup(card (X), card (Y')). Certainement, A < card (X U
Y)et A < card (X xY). Dans 'autre sens card (X xY) < A-A = Aet card (XUY) <
A+ A=A\

Démontrons (3). Par I'axiome du choix il existe une application f : X = UX; — [
telle que x € Xy(;) pour tout x (munir / d’un bon ordre et poser f(z) = inf{i €
Iz € X;}). Pour chaque i l'ensemble Y; des applications injectives X; — \ :=
sup(card (X;), card (1)) est non vide. Par I’axiome du choix il existe donc une famille
(9:)icr d’applications injectives g; : X; — A. On en déduit une application injective
X — I x X donnée par x — (f(x),gf@ (x)). Il suit que card (X) < A- A = A
L’égalité quand les X; sont tous non vides est claire. O
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1.8.6. Théoréme (Théoréme de Konig). — Soient (X;)icr et (Yi)ier deux
familles d’ensembles dont on suppose que card (X;) < card (Y;) pour tout i. Alors

card (U;es X;) < card (H Y;).
iel
Démonstration. — On pose X = U;er X; et Y = HieIYi. Soit f: X — Y. Pour
chaque 7, f induit une application f; : X; — Y; donnée par la i-éme composante de
la restriction de f a X;. Par hypothese le complémentaire B; de 'image de f; dans
Y; n’est pas vide. Par I'axiome du choix il existe b dans [],.; B;. Certainement b
n’est pas dans 'image de f. O]

1.9. Cofinalité: N, # 2%, — Pour démontrer que X, # 2% on va introduire la
notion de cofinalité.

Soit A un ensemble muni d’un ordre total <. On dit qu’une partie B C A est
cofinale dans A si B est non borné dans A, autrement dit, si pour tout a € A il
existe b dans B avec b > a.

Soit f : 8 — « une application entre ordinaux. On dit que f est cofinale si
I'image de f est cofinale dans a.

Soit a un ordinal. La cofinalité de a est le plus petit ordinal 3 tel qu’il existe une
application cofinale strictement croissante 5 — a. On note cf(«) la cofinalité de a.

1.9.1. Exemples. — (0) cf(a) < a.
(1) cf(0) = 0.
(2) Si « est un ordinal cf(a+ 1) = 1.
(3) Notons que cf(w) = w.

D’apres le lemme suivant, on peut supprimer la condition “strictement croissante”
dans la définition :

1.9.2. Lemme. — Pour tout ordinal o, l'ordinal cf(«) est le plus petit ordinal 0
tel qu’il existe une application cofinale 6 — «.

Démonstration. — 1l suffit de démontrer que s’il existe f : f — « une application
entre ordinaux cofinale dans «, il existe une application strictement croissante co-
finale g : ' — « avec ' un ordinal < (3. Si @ = 0 ou est un ordinal successeur le
résultat est clair. Supposons donc que « est un ordinal limite.

Pour cela on construit une fonction ¢ : § — «a + 1 par induction de la fagon
suivante. (On peut supposer [ non vide.) On pose ¢(0) = f(0). Maintenant on
pose K(A) = supy,(e(N)) pour A < . Si k(A) > « on pose p(A) = « tandis
que si k(A) < a on définit p(A) comme le plus petit élément de ’ensemble non
vide f(5) N{ca/ € a0/ > K(A) 4+ 1} (c’est ici que 'on utilise que « est un ordinal
limite). On pose ' = {X € B;¢(\) < a} et on note g la restriction de ¢ a . Par
construction g est strictement croissante et cofinale dans «. O

1.9.3. Proposition. — Pour tout ordinal o, on a cf(a) < a, cf(cf(a)) = cf(a) et
cf(a) est un cardinal.
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Démonstration. — Le premier énoncé est clair. On en tire que cf(cf(a)) < cf(a).
Notons que si C est cofinal dans B et B est cofinal dans A, alors C' est cofinal dans
A. Tl suit que cf(cf()) est cofinal dans « et donc cf (cf(a)) > cf(a).

Soit # un ordinal qui n’est pas un cardinal. Il existe alors une application surjec-
tive # — (3 avec 6 un ordinal < . Par le lemme cf(3) < 6, donc cf(5) < . 1l en
résulte que cf(a) est un cardinal. O

1.9.4. Proposition. — Si \ est un ordinal limite,
cf(Ry) = cf(N).

Démonstration. — On a Ny = sup{®,;a < A}. Si (a,),<p est une suite strictement
croissante cofinale dans A, la suite (R, ),<p est strictement croissante cofinale dans
N, donc cf(Xy) < cf(N). Réciproquement, si (b,)<¢ est une suite strictement crois-
sante cofinale dans N, on définit une suite cofinale non nécessairement strictement
croissante par R, = card (by),<p et on en déduit cf(N,) > cf()) par le lemme. [

Un cardinal infini x est dit régulier si cf(k) = &, singulier sinon.
1.9.5. Proposition. — Tout cardinal infini successeur est réqulier.

Démonstration. — Si kK = AT, et f : @ — K est cofinale avec a < k, alors, par le
lemme 1.9.6

k= f8

serait la réunion de < A ensembles chacun de cardinalité < X\ et donc serait de
cardinal < A, absurde. O

1.9.6. Lemme. — Soit [ : a« — Kk une application cofinale entre ordinauz. On
suppose que Kk est un ordinal limite. Alors k = Ugen f(5).

Démonstration. — En effet, 0 = Ugen f(0) est un ordinal > k. Si d # &, alors § € k
et il existe 3 € av avec f(5) > 6+ 1 > 0 par cofinalité et le fait que  soit un ordinal
limite, contradiction. O

On ne connait pas de cardinal limite régulier autre que Xy. Plus généralement on
dit qu’un cardinal A est fortement limite si 2 < A pour tout u < A et on dit que A
est inaccessible s’il est régulier, fortement limite et > N,. L’existence de cardinaux
inaccessibles est indépendante des axiomes ZFC mais est néanmoins parfois tres
utile en mathématiques. On peut la voir comme une généralisation de I'axiome de
I'infini.

1.9.7. Proposition. — Pour tout cardinal k > 2 et tout cardinal infini A on a

cf (k) > A
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Démonstration. — Soit f : 0 — &

D’apres le théoreme de Konig,

card (Unca f(a)) < card (JT (1)) = (1)250) = jheard @) — o2

une application avec card () < X et 6 # 0.

a<6
en particulier, f ne peut pas étre cofinale d’apres le lemme 1.9.6. O
1.9.8. Corollaire. — On a
N, # 2%,
Démonstration. — En effet, cf(R,) = w tandis que cf(2%) > w. O

2. Théorie des modeles

2.1. Langages. — Un langage est composé

(a) d'un ensemble infini dénombrable de variables V = {vg, -+ ,vp, - },
(b) des symboles logiques — (négation), A (et), V (ou), =, <=, Vet 3,
(¢) d’une suite d’ensembles F,,, n € N,
(d) d’une suite d’ensembles R,,, n € N.

Les éléments de F,, sont appelés symboles de fonctions n-aires, ceux de R, sont
appelés symboles de relations n-aires. Un symbole fonction 0-aire est une constante.
De plus, on suppose que Ry contient un symbole T (qui sera interprété comme
’énoncé toujours vrai).

Le langage L est formé de la réunion de ces ensembles de symboles. Un mot du
langage L est une suite finie m = (ag,--- ,ar) d’éléments de L. On écrira aussi
m = apay - - - a;. On note L* I’ensemble des mots de L.

2.2. Termes. — L’ensemble 7 (L) des termes du langage L est le plus petit en-
semble de L* qui contient les variables et les symboles de constante et tel que si f
est dans F,,, t1, ..., t, sont dans 7 (L), alors ft; ---t, est un terme.

Notons 75(L) l'ensemble des variables et des symboles de constante, 7jq(L)
la réunion de 7 (L) et des ft;---t, avec f dans F, et les t; dans 7p(L). Alors
T (L) = Upen7x(L). On appelle hauteur d'un terme ¢ le plus petit entier k tel que
t appartienne a 7y (L).

On a la propriété suivante de lecture unique (de vérification facile, laissée en
exercice) :

2.2.1. Proposition. — Tout terme t de T (L) vérifie une et une seulement des
trois possibilités suivantes :

(a) t est une variable de L

(b) t est un symbole de constante

(c) il existe un unique entier n > 1, un unique symbole de fonction n-aire f et une
unique suite (t1,--- ,t,) de termes tels que t = fty--t,.

2.2.2. Notation. — On écrira dorénavant f(ty,--- ,t,) pour fty---t,.
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2.2.3. Notation. — Si t est un terme, on écrira t = tlv;,,...,v;, | si toutes les
variables ayant au moins une occurence dans ¢ figurent parmi les v;; .

2.2.4. Substitution dans les termes. — Si wy, ..., w, sont des variables distinctes
et uq, ..., u, des termes, ¢t un terme, on définit, par récurrence sur la hauteur de t,
un terme &y, juw,.,....u, jw, €0 substituant les u; aux w;.

2.3. Formules. — Une formule atomique est un mot de la forme Rt; ---t,, avec
R une relation n-aire et les ¢; des termes. On écrira Rty - -t, = R(t1,...,t,).

On définit par récurrence les formules de hauteur m de la facon suivante : les
formules atomiques sont de hauteur 0, si F' est une formule de hauteur m, alors = F,
Yu, F' et v, F' sont des formules de hauteur m + 1, si de plus G est une formule de
hauteur m/, alors aF'G - notée (FaG) - est une formule de hauteur sup(m, m’) + 1,
pour a € {A\, =, <= }. L’ensemble des formules dans le langage L est constitué
des formules de hauteur m pour m € N. C’est le plus petit sous-ensemble de L*
contenant les formules atomiques et tels que si F' et GG sont des formules —=F', Vv, F
et v, F, (FAG), (FVG), (F = G), et (F <= @) sont des formules.

On a un énoncé d’unicité similaire a celui pour les termes (de vérification facile,
laissée en exercice) :

2.3.1. Proposition. — Tout formule F' de T (L) vérifie une et une seulement des
cing possibilités suivantes :

(a) F est une formule atomique et s’écrit de fagon unique comme R(tq, ... t,).

(b) F est de la forme =G avec G une unique formule.

(c) F est de la forme aGH avec G et H d’uniques formules et a unique dans
NV, =, =1}

(d) F est de la forme Yv,G avec n et G uniques.

(e) F est de la forme Jv,G avec n et G uniques.

2.3.2. Variables libres, liées. — Soit v, une variable. Si F' est atomique toutes les
occurences de v, dans F' sont libres. Si F' = =G les occurences libres de v, dans F'
sont celles de v, dans G. Les occurences libres de vy dans (FaG) sont celles dans
F et celles dans G. Si F' = Vv, G ou Ju,G avec h # k, les occurences libres de vy
dans F' sont celles de v, dans GG. Si h = k, aucune des occurences de v, dans F' n’est
libre. Les occurences non libres d’une variable sont dites liées.

Les variables libres dans F' sont celles admettant au moins une occurence libre.
Un énoncé est une formule sans variable libre.

On écrit Flv;,...,v;,] si les variables libres de F' figurent parmi les v, (supposés
distincts).

Soit F' une formule et v une variable ayant une occurence liée dans F'. Alors con-
sidérons la sous-formule QuG de F' correspondante. Les occurences libres de v dans
G ainsi que l'occurence de v suivant le quantificateur () sont appelées occurences de
v figurant dans le champ du quantificateur Qu.
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2.4. Substitution dans les formules. — Soit F' une formule, wq, ..., w, des
variables distinctes et uy, ..., u, des termes, on définit une expression F,, jw,, .. u, /wn
“en remplagant w; par u; dans les variable libres”. Ainsi si F' = R(ty,...,t,) est

atomique, Fy, ju,,...u,/w, €St obtenue par substitution dans chaque terme ¢;, si F' =
=G, on effectue la substitution dans G, idem pour (FaG) et YoG, JvG, si v ne
figure pas parmi les w;. Par contre dans Vw;G et Jw;G on se contente de substituer
les u; aux w; pour j # i.

2.5. Structures. —

2.5.1. Structures. — Soit L un langage. Une L-structure 91 est un ensemble non
vide M muni, pour chaque symbole de fonction n-aire f de L d'une fonction f™ :
M"™ — M et pour chaque symbole de relation n-aire R d'une partie R™ de M™. On
demande que T = MO,

2.5.2. Interprétation d’un terme dans une structure. — Soit t[wo, . . ., w,] un terme.
Si ag, ..., a, sont dans M, on note t[ag, ..., a,] 'interprétation de t dans M avec
w; interprété par a;: si t = w;, c’est a;. Si t est la constante ¢, cest ¢™. Si
t= f(t1,...t.), cest [P (t1]ao, ..., anl,. .. trlao, ..., a.l).

2.5.8. Satisfaction d’une formule dans une structure. — Soit Flwy, ..., w,] une
formule. Si ag, ..., a, sont dans M, on dit que (a4, ...,a,) satisfait F' dans 90,
et on note M = Flay,...,a,], si la formule obtenue en interprétant w; par a; est

satisfaite dans M:
(1) si F = R(t1,...,t.), ME Flay, ..., a,) st R(t1[ag, ..., an), ... t]ao, ..., an))

est vérifiée.

(2) M = —Flay, ..., a,) ssi M E Flag, ..., an).

(3) ME (FAG)|ay,...,a,) ssi M E Flay, ..., a,) et M = Glay, ..., a,).

(4) ME (FVG)|ay,...,a,) ssi M E Flay, ..., a,) ou M = Glag, ..., anl.

(5) Idem pour = et <.

(6) Si F = (Vo@)[wy, ..., w,] et v différent des w;, alors G = G[v,wy, ..., w,] et
M E (YvG)|aq,. .., a,], si pour tout a dans M, M = Gla,ay,...,a,], idem
pour 4.

(7) Si F = (Yw,G)[wy, ..., w,], alors M = (Yw,;G)[ay, . .., a,), si pour tout a dans
M, M Flay,...,a;_1,a,a;41,--.,a,]. Idem pour 3.

Si F' est un énoncé, alors soit M = F, soit M (= F. Si Flvy, -+ ,v,] est une formule
on écrit M = Flvy, -+ ,v,] si, pour tout (ay, - ,a,) € M™, M |= Flay, -+ ,a,].
Si F' est une formule de la forme Fluvy,--- ,v,] on appelle cloture universelle de F
I'énoncé F' = Vv, - - -V, Flvy, -+ ,v,]. Noter la non unicité de la cléture universelle
(il y’en a une pour chaque ensemble fini ordonné contenant les variables libres de
F). Ona M |= Flvy, -+ ,v,] si et seulement si M |= F” (noter que cette équivalence
ne vaudrait pas pour des structures vides).

2.5.4. Vocabulaire. — Un énoncé de L est dit universellement valide s’il est vérifié
dans toute L-structure. Une formule F[vy, - - ,v,] de L est universellement valide si
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une (et donc toute) cloture universelle 'est. Deux formules F' et G sont logiquement
équivalentes si [’ <= (G est universellement valide.

Une théorie est un ensemble d’énoncés de L. Une L-structure 91 est un modele
d’une théorie T si tous les énoncés de T' sont satisfaits dans 9. Si T admet au
moins un modele on dit que 7" est consistante.

2.6. Tautologie. — Pour définir les tautologies il est commode d’introduire le
langage Lp du calcul propositionnel. Il est constitué d'un ensemble dénombrable de
symboles P;, i € N, ainsi que des symboles logiques =, A,V, = et <= et du
symbole T.

L’ensemble des formules du calcul propositionnel est le plus petit sous-ensemble
de L} contenant les P; et T et tel que si M et N sont des formules du calcul
propositionnel alors =M, M AN, MV N, M = N, et M <= N aussi. Notons
P 'ensemble des formules du calcul propositionnel. Considérons

0:P— Z/)2Z[Xo,...,Xpn,...]

envoyant T sur 1, P, sur X;, =M sur 1 4+ 0(M), M AN sur (M)§(N), M vV N sur
O(M)+0(N)+0(M)ON), M = Nsur1+0(M)+6(M)I(N) et M < N
sur 1 +6(M) + 0(N). Une tautologie du calcul propositonnel est une formule J de
P tel que le polynome 6(J) ne prend que la valeur 1 sur {0, 1}N. Autrement dit J
est toujours vrai quelle que soit la valeur de vérité des P;.

Maintenant si J[Fy, ..., P,] est une tautologie du calcul propositionnel formée a
partir des variables P;, et si Fy, ..., F, sont des formules du langage L, alors la
formule J[Fy,..., F,] obtenue par substitution des F; aux P; est appelé tautologie
dans L. Une tautologie est clairement une formule universellement valide.

2.7. Modeles égalitaires. — On suppose ici que L contient un symbole =. Une
L-structure M est dite égalitaire si =™ correspond & la vraie égalité dans M.
Un modele égalitaire d’une théorie dans L est un modele qui est une L-structure
égalitaire.
On considere la théorie FE formée des énoncés suivants :

(a) Yo(v =)

(b) Vvovvl(l)o =V — U1 = Uo)
¢) YugVu Voo ((vg = v1 Avp = 19) = vy = 3)
(d) pour chaque symbole de fonction n-aire f de I’énoncé exprimant que si v; =

Vitn, pour tout i, f(vy,...,v,) = f(Uns1,--.,V2n)
(e) pour chaque symbole de relation n-aire R de 1’énoncé exprimant que si v; =
Vign, pour tout i, R(vy,...,v,) ssi R(Upi1, ..., Vap).

2.7.1. Proposition. — T admet un modele égalitaire ssi T'U E admet un modéle.

Démonstration. — Le premier sens est trivial. Si T'U E admet un modele M on
obtient un modele égalitaire en quotientant M par la relation d’équivalence =™, [
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2.8. Démonstrations formelles. — On veut donner un sens précis a “I’énoncé
F' est démontrable a partir de la théorie 17 .

Reégles formelles. — 1l y en a deux :

(1) Le modus ponens : a partir de F' et de ' = G, le modus ponens permet de
déduire G.

(2) Laregle de généralisation : a partir de F' ot F' est une formule, on déduit Vo F'.
(Si on sait démontrer F'(v), on sait démontrer Vo F').

Axiomes logiques. — 1ls sont de deux types :

(1) Les tautologies
(2) Les axiomes des quantificateurs
(a) VF <= =Yo—=F ou F est une formule quelconque
(b) Vo(F = G) = (F = Yv@) pour F et G des formules et v une
variable n’ayant pas d’occurence libre dans F'.
(c) VoF = Fy,, pour toute formule F' et tout terme ¢ tels qu’aucune
occurence libre de v dans F' n’apparait dans le champ d’un quantificateur liant
une variable de t.

2.8.1. Remarque. — La restriction sur les occurences libres de v dans (c) est
nécessaire. En effet, prenons F' = Jv;~R(v,v;) et t = vy Alors F,, /, = Fv1~R(v1, 1)
tandis que YoF = Yo3v;—R(v,v;). La formule VoF — Fy/, n’est pas satisfaite
pour R interprété par 1’égalité dans une structure de cardinal > 1.

2.8.2. Remarque. — La formule Yo(F = VuvF) n’est pas universellement
valide en général (notons que cela ne contredit pas le fait que la regle de
généralisation soit raisonnable). En effet si F = P(v) avec P une relation 1-
aire, Yo(F = YuF) est logiquement équivalente a JvP(v) — Vo P(v) qui n’est
pas universellement valide.

2.8.3. Définition. — Soit T une théorie et F' une formule de L. Une preuve
formelle de F' dans T est une suite finie (Fy,..., F,) avec F,, = F, telle que pour
chaque i, soit F; € T', soit F; est un axiome logique, soit F; se déduit a partir d'une
ou deux formules précédentes dans la suite par I'une des regles de déduction.

S’il existe une démonstration de F' dans T on dit que F est une conséquence
syntaxique de T" et on écrit T'F F'. Si F' est une formule telle que pour tout modele
M de T, on a M = F, on dit que F est conséquence sémantique de T' et on écrit
TEF.

Les regles de déduction et les axiomes logiques ont été choisis de fagon a ce que
I’énoncé suivant soit vérifié :

2.8.4. Lemme. — Soit T une théorie et soit F' une formule de L. Si'T' & F, alors
TEF.

Démonstration. — Vérification directe laissée au lecteur. O
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Toutefois on aurait pu choisir d’autres regles et obtenir peut-étre une autre notion
de conséquence syntaxique. Il résultera du théoreme de complétude de Godel que
Tk FssiT | F, ce qui justifiera a posteriori nos choix.

Si T F F avec T la théorie vide, on écrit - F.

2.8.5. Exemples. — (1) Si F et G sont des énoncés, alors {F,G} F F AG.

(2) Soit F' une formule et t un terme tels qu’aucune occurence libre de v dans F
n’apparait dans le champ d’un quantificateur liant une variable de t. Alors
FFy, = J0F.

(3) Sila variable w n’a aucune occurence dans F, alors - VwF,;,, = YvF.

(4) FYoF = F.

Démonstration. — (1) A partir de F' et de la tautologie F — (G = (F A G))
on démontre G = (F A G) par modus ponens, d’ou 'on déduit F' A G' par modus
ponens.

(2) Utiliser I'axiome Yv—F = —F}, et la tautologie (Vo-F — —F,,) =
(Ft/v — ﬁV’U—'F).

(3) De l'axiome des quantificateurs (c) on déduit YwF,/, = (Fiu/v)v/w- Mais
(Fu/w)ow = F, d’ott par généralisation Vo(VwF,,, == F) et on conclut par
I'axiome des quantificateurs (b) et modus ponens.

(4) C’est une conséquence de 'axiome des quantificateurs (c) car F,;, = F. 0O

2.9. Cohérence. — On dit que T est cohérente s’il n’existe pas de formule F telle
que T'F F et TH—F. SiT n’est pas cohérente alors T' = G pour toute formule G
(utiliser la tautologie FF — (-F = G)).

Notons que si T'F F, alors il existe Ty C T finie telle que Ty F F.

2.9.1. Corollaire. — Si toutes les parties finies de T" sont cohérentes, T aussi.

2.9.2. Corollaire. — Soient T; des théories, i € I, avec T; C T} ou T; C T; pour
tout 1 et j. Si les T; sont cohérentes, T = U;c;T; aussi.

2.9.3. Lemme (Lemme de déduction). — Soit F' un énoncé. Si TU{F}+ G,
alorsTHF = G.

Démonstration. — Soit Gy, ..., G, une démonstration de G dans T'U {F'}. On
va obtenir une démonstration de ' = G dans T en faisant des insertions dans
la suite ¥ = Gq, ..., FF = (G, et en effectuant une récurrence sur n.

Notons que si G; est une tautologie, ' = G, aussi. Si G; est un axiome de
quantificateurs ou est dans 7T, on démontre FF' = G, a partir de G; et de la
tautologie G; — (F = G;). Supposons que G; se déduise par modus ponens
de G; et de G, = (G; = G;). On considere alors la tautologie

(F = G;) = (F = (G = G) = (F = Gy)).
Par modus ponens on en déduit (FF = (G; = G;)) = (F = ;). Comme

F = (G, = G;) par hypothese de récurrence, on conclut par modus ponens.
Supposons enfin que G; = VvG,;. Par généralisation on déduit Vo(FF = G,) a
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partir de F' = G;. Comme Yv(F = G;) = (F = YvG,) est un axiome
de quantificateurs (F' est un énoncé), on conclut par modus ponens. O

2.9.4. Corollaire. — T+ F ssi T U{—F} n'est pas cohérente.

Démonstration. — En effet, si T+ F', TU{—F'} n’est pas cohérente. Réciproquement,
si. T'U {—=F} n’est pas cohérente, elle démontre F. Par le lemme 2.9.3,
TF-F = F. Comme (nF = F) = F est une tautologie, on en
tire T+ F. O

Autre lemme utile :

2.9.5. Lemme. — Soit T une théorie, soit v une variable et soit F[v] une formule
ayant au plus une variable libre. Soit ¢ un symbole de constante n’apparaissant ni
dans T' ni dans F. St T+ F,,, alors T' = VoF'.

Démonstration. — Soit Gy, ..., G, une démonstration de F,/, dans T. Soit w
une variable n’apparaissant dans aucune des formules G; et soit K; obtenue en
remplacant ¢ par w dans G;. Si G; est un axiome logique, K; aussi. Si G; se déduit
des précédentes par modus ponens ou généralisation, K; aussi. Enfin, si G; est dans

T, K; = G; aussi. Il en résulte que Ko, ..., K, est une démonstration de F,,/, dans
T. Par généralisation on en déduit 7' = VwrF,,, et donc T' + VuF' par I'exemple
(3). m
2.9.6. Corollaire. — Soit T une théorie, soit v une variable et soit F[v] une for-

mule ayant au plus une variable libre. Soit ¢ un symbole de constante n’apparaissant
ni dans T' ni dans F'. SiT est cohérente, alors TU{IvFv| = F/,} est cohérente.

Démonstration. — En effet, si TU {FJwF[v] = F,),} n'est pas cohérente T' -
—(WFv] = F,,), autrement dit, 7' = JuF[v] A ~F,/,. Mais alors par le lemme
2.9.5 et les axiomes de quantificateurs, T' = JvF[v] A Vo= F[v], ce qui contredit la
cohérence de T'. O

2.9.7. Lemme. — Soit T une théorie et soit F' un énoncé dans un langage L. Soit
L’ un langage contenant L et tel que L'\ L soit uniquement composé de symboles
constantes. Alors T démontre F dans L' si et seulement si T démontre F dans L.
En particulier T est cohérente dans L si et seulement si elle est cohérente dans L.

Démonstration. — On procede comme dans la preuve du lemme 2.9.5. Soit Gy, ...,
G, une démonstration de F' a partir de 7" dans L’. Pour chaque constante ¢; de
L"\ L apparaissant dans un G; on introduit une nouvelle variable w; n’apparaissant
dans aucune des formules G; et on considere K; obtenue en remplagant les ¢; par
les w; dans G;. Pour les mémes raisons que dans la preuve du lemme 2.9.5 K, ...,
K, est une démonstration de F' a partir de T' dans le langage L. O]
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2.10. Construction de modeles. — On dit qu’une théorie T" est complete dans
un langage L si elle est cohérente et si pour tout énoncé F dans L, T+ FouT + —F.

On dit que T a des témoins de Henkin dans L si, pour toute variable v et toute
formule F' = F[v], il existe un symbole de constante ¢ dans L tel que (FvF[v] =
Fl])eT.

2.10.1. Théoréme. — Toute théorie T compléte et admettant des témoins de
Henkin admet un modele.

Démonstration. — On prend comme ensemble M 'ensemble des termes clos (c’est-
a-dire dans lesquels aucune variable n’apparait) de L. Cet ensemble est non vide
car il existe au moins un symbole de constante (par exemple ¢ dans L tel que
(FvTv] = Tl¢]) € T). Sic est un symbole de constante on 'interprete par
lui-méme. Si R est un symbole de relation n-aire on linterprete par (¢q,...,t,) €
R™ssi T F R(ty,...,t,). Si f est un symbole de fonctions n-aire, par définition
Pty ..., t,) est le terme f(ty,. .., t,).

Il suit des définitions que si F' est un énoncé atomique, on a T'F F ssi M = F.
On va faire une induction sur la hauteur de F' pour établir le méme énoncé pour F
arbitraire.

1) Supposons que F' = =G et que le résultat est connu pour G. On a M |= F ssi
M= G Or M= G ssi T H G Comme T est complete, le dernier énoncé équivaut
aTkF.

2) si FF = G A H et que le résultat est connu pour G et H, il 'est pour F.
Vérification immédiate.

3)si F'= GV H, et le résultat est connu pour G et H, il 'est pour F' : résulte
de ce qui précede. Idem pour F'= (G = H) et = ((G < H).

4) F =YvG. Si T FYvG, et si t est dans M, il résulte des axiomes logiques que
T+ Gy, et donc que M = G(t), ceci pour tout ¢, donc M = VoG,

Dans l'autre sens, si T' ne démontre pas Vv, alors T' démontre —=VuG et par
conséquent aussi Jv—G. Comme il existe des témoins de Henkin, il existe un symbole
de constante ¢ tel que T'+ =G(c) et donc M = —G(c), VoG est donc faux dans 0.

5) Le cas ' = JuG résulte du précédent et de 1). O

2.10.2. Proposition. — Soit T' une théorie cohérente dans un langage L. Alors
il existe un langage L' contenant L et une théorie T' contenant T', compléte dans le
langage L' et admettant des témoins de Henkin dans L'.

Démonstration. — Supposons tout d’abord le langage L fini ou dénombrable. On
considere L' obtenu en rajoutant a L des nouveaux symboles de constantes co, ...,
Cn, - ... Lelangage L' est dénombrable et on peut énumérer les énoncés de L’ en Fy,
U

On pose Ty = T. Par le lemme 2.9.7, Tj est cohérente dans L'. On va construire
pas récurrence sur n une suite croissante 7T, de théories cohérentes dans L' avec
T, — T fini, F, ou —F, dans 71,1, et si F,, = JuvH est dans T,;, il existe un
symbole de constante c tel que H,/, est dans T;,;.
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Supposons 7, construite. Si T, U {F,} est cohérente, on pose G,, = F,,. Sinon,
T, b —F,, et on pose G,, = =F,. Dans les deux cas T,, U {G,} est cohérente.

Si G, n’est pas de la forme JvH, on pose T,,,1 = T, U{G,}. Si G, = JvH,
on considere un symbole ¢; avec ¢ minimal n’apparaissant ni dans 7;, ni dans G,,.
On pose T,,11 = T,, U{G,} U{H][¢;])}. Montrons que 7,41 est cohérente. Sinon,
T,U{3vH} F —~H.),. Mais par le lemme 2.9.5, il suit que T, U {JvH} - Vo—-H, ce
qui contredit la cohérence de T,, U {FvH }.

On considere la réunion 7" des T;,. C’est une théorie cohérente par le corollaire
2.9.2 et complete par construction. Montrons qu’elle admet des témoins de Henkin.
Soit H = H|[v]. 1l existe n tel que F,, = JvH et soit =F,, € T" soit il existe ¢ tel que
H., € T'. Dans les deux cas T" = JvH = H.,, ce qui force WH = H., a
appartenir a 7" car sinon ~3vH = H,./, appartiendrait a 7" ce qui contredirait
la cohérence.

Dans le cas général, on introduit un nouveau symbole de constante cp pour
chaque formule F[v] avec v une variable. On note L; = L le langage ainsi obtenu.
Par le corollaire 2.9.6, pour chaque famille finie F;, 1 < ¢ < n, la théorie T" U
{(Fw,Fylw,] = F,lck,]}1<p<n est cohérente, donc la théorie T} = T = T U
{FvFv] = F|cF|} est cohérente dans L, par le corollaire 2.9.1 et le lemme 2.9.7.

On pose L; = L;_; et T, = T,_;. On note L’ la réunion des L; et T" celle des T;.
Par application répétée du corollaire 2.9.1 et du lemme 2.9.7 chaque 7T; est cohérent.
Par le corollaire 2.9.2 on en tire que la théorie 7" est cohérente. Par construction
elle admet des témoins de Henkin dans le langage L'.

Il reste a démontrer que toute théorie 7" dans un langage L’ qui est cohérente est
contenue dans une théorie 7" cohérente et complete dans le méme langage (car si
T" admet des témoins de Henkin, 7" aussi) .

Cela résulte du lemme de Zorn. On considere ’ensemble des théories cohérentes
de L' contenant 7" ordonné par I'inclusion. C’est un ensemble inductif, par le lemme
de Zorn il existe un élément maximal T7”. Soit F' un énoncé n’appartenant pas a 7".
Par maximalité 7" U {F'} n’est pas cohérente. Il suit que 7" = —=F'. La théorie T"
est donc complete. O

On en tire le théoreme de complétude de Godel (1930) :
2.10.3. Théoréme. — Toute théorie cohérente a un modeéle.

Démonstration. — Soit T une théorie cohérente dans un langage L. Il existe un
langage L’ contenant L et une théorie 7" contenant T, complete dans le langage L'
et admettant des témoins de Henkin dans L'. La théorie 7" admet un modele 9.
Ce modele peut aussi étre vu comme une L-structure (cette L-structure est appelée

réduite de 9t). C’est un modele de 7. O
On en tire
2.10.4. Proposition. — Soit T une théorie et soit F' un énoncé vrai dans tout

modeéle de T'. Alors T+ F'.
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Démonstration. — Si T t/ F, alors on a vu que T'U {—F'} est cohérente, et donc
admet un modele. O]

Il n’'y a donc pas de différence entre conséquence sémantique et conséquence
syntaxique.
Une autre conséquence est le théoreme de compacité :

2.10.5. Théoréme. — Si T est une théorie dont toute partie finie a un modéle,
alors T a un modéle.

Démonstration. — Toute partie finie de T" est cohérente, donc T' est cohérente. Par
le théoreme de complétude 1" a un modele. O
2.11. Sous-structures élémentaires. — Soit 9 une L-structure. Soit N un

sous-ensemble de M, contenant les ¢™, ¢ symbole de constante et les f¥(N*) pour
f symboles de fonctions k-aires. On munit alors N d’une structure de L-structure
M en interprétant les symboles de relation k-aires par R™ = R™N N*, les constantes
par ¢™ et les fonctions f par les restrictions des f™ a N*. On dit que O est une
sous-structure de 9.

On dit que 91 est une sous-structure élémentaire de M (ou que M est une exten-
sion élémentaire de M) si pour toute formule F[vy, ..., v,] de L et tous les (aq, . .., a,)
dans N*, M |= Flay, ..., a,] si et seulement si N = Flay, ..., a,].

Soit 9t une L-structure. On note Th(9M) l'ensemble des énoncés de L vérifiés
dans M. Si M est une autre L-structure et que Th(M) = Th(IM) on dit que N et
M sont élémentairement équivalentes. En particulier si 9 est une sous-structure
élémentaire de M, N et M sont élémentairement équivalentes.

Voici un critere permettant de vérifier qu'une sous-structure est élémentaire.

2.11.1. Théoréme (Test de Tarski-Vaught). — Soit 9 wune structure et N
une sous-structure. On suppose que pour toute formule Fluvg,...,v,] de L et tous
les (ay,...,a,) dans N*, si

M = JugF vy, aq, .. ., Gy
alors il existe ay dans N tel que
M = Flag, ..., an).
Alors M est une sous-structure élémentaire de IN.

Démonstration. — On va montrer que pour toute formule G[vy, ..., v,] de L et tous
les (ay,...,a,) dans N¥. 9 | Glay, ..., a,) si et seulement si N = Glay, ..., a,)
par induction sur G. Pour G atomique, c’est clair et le cas des connecteurs propo-
sitionnels ne pose pas de difficulté. En remplacant G par une formule logiquement
équivalente on se ramene au cas ou G = JvgFlvg, v1, . .., Uy).

Si M | JugFvg, ay,...,a,l], il existe ay dans N tel que M = Flag, ..., a,] et
M = Flag, - .., a,] par hypothese, donc M = JugF vy, aq, - . ., ayl.

Réciproquement, si M = JvgFlvg, ay, . . ., a,], M | Flag, . .., a,] par hypothese,
N E Flag,...,a,) et N = FugFlug, ay, ..., ay). O
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On note card L le cardinal de ensemble des formules de L.
On va en déduire le théoréeme de Lowenheim-Skolem descendant:

2.11.2. Théoréme. — Soit M une L-structure, A une partie de M. On suppose
que card M > card L. Alors il existe une sous-structure élémentaire My de M
contenant A de cardinalité sup(card A, card L).

Démonstration. — Quitte a agrandir A on peut supposer que card A > card L.
Notons que si B est une partie de M de cardinal > L, la sous-structure engendrée
par B a meéme cardinal que B. On considere Ay la structure engendrée par A.
Etant définie A; on construit A;;; comme suit. Pour chaque formule Fluvy, ..., v,]
de L et chaque suite (aq,...,a,) dans A;, si M E JugF[vg, a1, ... ,a,|, on choisit
c(F,ay,...,a,) dans M tel que M = Flc(F,aq,...,a,),a1,...,a,]. On considere
B; obtenu en rajoutant tous les ¢(F,ay,...,a,) & A; et on définit A;;; comme la
sous-structure engendrée par B;. On définit 9y comme la réunion des A;. C’est
une sous-structure de cardinal card A. FElle est élémentaire par le test de Tarski-
Vaught. O

2.12. Diagrammes. — Soit 91 une L-structure égalitaire. On considere le lan-
gage L); obtenu en rajoutant a L une constante pour chaque élément de M. La
structure 9 s’enrichit naturellement en une L ,;-structure notée M.

Le diagramme complet D(9) est la théorie complete de 9M*. Il est formé
des Flay,...,a,] avec Flvy,...,v,] formule de L, ay, ..., a, dans M et

M= Flay, ..., a).

2.12.1. Proposition. — Le réduit au langage L d’un modéle de D(IM) est - a iso-
morphisme pres - une extension élémentaire de M. Réciproquement toute extension
élémentaire de M est le réduit au langage L d’un modeéle de D(9M).

Démonstration. — Soit 9* un modele de D(IM) de réduit au langage M.
L’application M — N qui a un élément de M associe son interprétation dans
N est injective (si m et m’ sont distincts alors m # m' appartient a D(I).
N est donc isomorphe a une extension de 9 qui est clairement élémentaire.
Réciproquement, si 91 est une extension élémentaire de M, l'inclusion M C N
permet d’étendre 91 en une Ly-structure 9N qui est un modele de D(IN). O

De fagon similaire, on considere le diagramme simple A(9) formé des
Flay,...,a,] avec Flvy,...,v,] formule sans quantificateur de L, ay, ..., a,

dans M et M = Flay, ..., a,).

2.12.2. Proposition. — Les réduits au langage L des modéle de A(9M) correspon-
dent a 1somorphisme prés aux extensions de M.

Démonstration. — Preuve similaire a celle de la Proposition 2.12.1. O]

On peut maintenant démontrer le théoreme de Lowenheim-Skolem ascendant:
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2.12.3. Théoréme. — Soit M une L-structure infinie et k un cardinal tel que
k > sup(card M, card L). Alors il existe une extension élémentaire de 9 de cardinal
K.

Démonstration. — Quitte a agrandir le langage on peut supposer que 9 est
égalitaire. Il suffit de construire une extension élémentaire de 91 de cardinal > k.
et d’appliquer le théoreme de Lowenheim-Skolem descendant. Pour chaque ¢ € k on
considere un nouveau symbole de constante ¢; et on considere le langage L* obtenu
en rajoutant les ¢; & L. On introduit la théorie T formée de D(IM) et des énoncés
—¢; = ¢; pour ¢ # j. Cette théorie est consistante car toute partie finie de 7" a un
modele (a savoir M, les ¢; étant interprétés par des points distincts de 9). 1l existe
donc un modele de 7" dont le réduit est (isomorphe a) une extension élémentaire
de 9 et dont le cardinal est > k. O

2.12.4. Corollaire. — Soit T une théorie. Si T a un modéle infini, elle a un
modele en tout cardinal > card L.

2.13. Elimination des quantificateurs. — Le résultat suivant donne une car-
actérisation sémantique des formules équivalentes a une formule sans quantificateurs
dans une théorie.

2.13.1. Théoréme. — Soit T une théorie égalitaire et soit F[v] une formule a m
variables libres. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) Il existe une formule sans quantificateur Gv] telle que T |= Yu(Fv] <=
G[v)).

2) Si A est une L-structure, I et N sont des modeles de T' contenant chacun A,
pour tout uplet a de A, M = Fla] si et seulement si N' = Fla.

Démonstration. — 1) = 2) est clair car une formule sans quantificateur est
vérifiée dans un modele si et seulement si elle est vérifiée dans une sous-structure.

Pour la réciproque, on considére ’ensemble I'(v) formé des formules sans quantifi-
cateur G[v] telles que T' |= Vo(F[v] = GJv]). On rajoute des nouvelles constantes
de symbole dy, ..., d,.

Montrons que T"UT'(d) = F[d]. Sinon, il existerait 9 tel que M = T UT'(d) U
{=F[d]}. Considérons la sous-structure A de 9 engendrée par d. On considere
Y =TUA(A)U{F[d]}. Montrons que ¥ a un modele. En effet, si ¥ n’a pas de
modele, il existe par compacité des formules sans quantificateurs g;1[d], ..., g,|d]
dans A(A) telles que

T = Agld] = ~F[d].
Comme les d; n’apparaissent pas dans 7" ni dans L, il suit que
T = Vu(Aigilv] = ~F[]).

Mais alors
T =VYu(Flv] = V;—g(v])
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et V;7g;[v] appartient a I'(v) et donc A = V;—g;[d], contradiction. Il existe donc
un modele M de ¥ contenant A. On a M | —F[d] tandis que N |= F[d], ce qui
contredit 2).

On a donc montré que TUT'(d) = F|d]. il existe par compacité des formules sans
quantificateurs ¢i[d], ..., g,|d] dans T'(d) telles que

Tk nigild) = Fld].

il suit que
T Volhgle) = Flu).
Mais alors
T'=Vo(higilv] <= Flu])
et A;gi[v] est sans quantificateurs. O

On dit que la théorie T" admet 1’élimination des quantificateurs dans le langage
L si toute formule de L est équivalente a une formule sans quantificateurs dans 7.
On a le critere tres simple suivant :

2.13.2. Lemme. — Si pour toute formule sans quantificateur 6(v, w) il existe une
formule sans quantificateur Y(w) telle que T | Fvb(v,w) <= Y(w), alors T
admet ’élimination des quantificateurs.

Démonstration. — Comme Vv est logiquement équivalente a —Jv—6, 'hypothese
du lemme vaut aussi quand on remplace 3 par V. Comme toute formule est
équivalente a une formule sous forme prénexe, c’est a dire de la forme Q11 - - - Qnxpp
avec Q1, ..., @, des quantificateurs 3 ou V, on conclut par récurrence sur n. O]

Compte-tenu du théoreme précédent on en tire:

2.13.3. Théoréme. — Soit T une théorie égalitaire. On suppose que pour toute
paire de modeéles M et N de T, pour toute sous-structure A commune a M et N et
toute formule sans quantificateur 0(v,w), s’il existe a un uplet de A et b dans M

tels que M = 0(b,a), alors il existe ¢ dans N tel que N = 6(c,a). Alors T admet
I’élimination des quantificateurs.

2.14. Corps algébriquement clos. — On se place dans le langage des anneaux
L ={+,—,-,0,1,=}. Dans ce langage on considere la théorie T,. formée des axiomes
des corps et pour chaque entier n > 2 de I’énoncé exprimant que tout polynome de
degré n a une racine. Un corps algébriquement clos est un modele de T,..

On utilisera les énoncés et notions suivants qui seront vus en Algebre 1. Soit A
un sous-anneau d’un corps K. Un élément de K est dit algébrique sur A s’il est
racine d’un polyndéme non nul a coefficients dans A. Une cloture algébrique d'un
anneau integre A est un corps algébriquement clos contenant A et dont tous les
éléments sont algébriques sur A. Si K est un corps algébriquement clos contenant
A, 'ensemble des éléments de K algébriques sur A est une cloture algébrique de A.
Enfin, si K et K’ sont deux clotures algébriques de A, il existe un isomorphisme de
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corps entre K et K’ dont la restriction a A est I'identité de A. Enfin tout anneau
integre admet une cloture algébrique.

2.14.1. Théoréme. — La théorie T,. admet [’élimination des quantificateurs dans
le langage des anneaux.

Démonstration. — Il suffit de démontrer que si K et F' sont des corps algébriquement
clos avec F' C K et O(v,w) est une formule sans quantificateur, pour tout a uplet
de F, sl existe b dans K tel que K = 6(b,a), alors il existe ¢ dans F' tel que
F = 0(c,a). En effet si A est une sous-structure de K et Ky algébriquement clos,
A est un anneau integre. Soient I} et Fy la cloture algébrique de A dans K et K,
respectivement. Soit a un uplet dans A. S’il existe b dans K tel que K = 6(b,a)
alors il existe ¢; dans F} tel que F} = 6(c1,a). Par isomorphisme, il existe ¢, dans
F; tel que Fy = 0(cq,a) et nécessairement Ko = 6(cz, a).

Remarquons que 6 est équivalente logiquement a une formule de la forme V; A;
0; j(v,w) avec les 6;; atomiques ou négations d’atomiques. Maintenant, si K =
8(b,a), il existe i tel que K = A;0; (b, a), donc on peut supposer que 6 est une con-
jonction de formules atomiques ou négations d’atomiques. Dans le langage des an-
neaux toute formule atomique est de la forme p(vy,- -+ ,v,) = 0 avec p un polynéme
a coefficients entiers. On peut donc supposer que 6(v,a) est de la forme

/\?:11%'(“) =0A /\;‘11%(@ # 0

avec p; et ¢; des polynomes a coefficients dans F. Si I'un des p; est non nul, b est
algébrique sur A, donc appartient & F'. On peut donc supposer que (v, a) est de la

forme A",q;(v) # 0. Comme chaque polynome ¢; n’a qu’un nombre fini de racines
et que F est infini, il existe ¢ dans F' tel que 6(c, a). O]

Pour p un nombre premier on note 7T,., la théorie T,, augmentée de I'’énoncé
p = 0 et on note T,.o la théorie T,. augmentée des énoncés p # 0, p parcourant
I’ensemble des nombres premiers.

2.14.2. Corollaire. — Les théories T, et Ty sont complétes.

Démonstration. — Notons F, une cloture algébrique du corps fini a p éléments F,.
La théorie Th(F,) formée des énoncés vrais dans F, est complete par définition.
Tout corps algébriquement clos de caractéristique p K contient F, donc également

un sous-corps isomorphe a F,,. Par élimination des quantificateurs Th(F,) = Th(K).
Il s’ensuit que tous les énoncés de Th(F,) sont des conséquences de T}, qui est donc
complete. En raisonnant de méme en remplacant F,, par Q on obtient I’énoncé pour

Thacp- [l

2.14.3. Théoréme (Principe de Lefschetz). — Soit ¢ un énoncé dans le lan-
gage des anneaux. les énoncés suivant sont équivalents

1. L’énoncé ¢ est vérifié dans C.
2. L’énoncé ¢ est vérifié dans un corps algébriquement clos de caractéristique 0.
3. L’énoncé p est vérifié dans tout corps algébriquement clos de caractéristique 0.
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4. L’énoncé  est vérifié dans tout corps algébriquement clos de caractéristique p
avec p suffisamment grand.

5. 1l existe un ensemble infini de nombres premiers P, tel que pour chaque p dans
P est vérifié pour au moins un corps algébriqguement clos de caractéristique

p.

Démonstration. — L’équivalence de 1), 2) et 3) résulte de la complétude. Montrons
3) = 4). Dans ce cas T,y = . Par compacité il existe une partie finie A de
Toco telle que A = . Comme pour p suffisament grand Ty, = A, on déduit 4).
Comme 4) = 5) il reste a montrer que 5) = 3). Supposons qu'il existe un
ensemble infini de nombres premiers P, tel que ¢ est vérifié pour p dans P pour au
moins un corps algébriquement clos de caractéristique p. Si Toco & @, Taco = —¢
par complétude. Mais alors —¢ est vérifiée dans tout corps algébriquement clos de
caractéristique p avec p suffisament grand, absurde. O

Donnons une application remarquable, le théoreme d’Ax.

2.14.4. Théoréme (Ax). — Soit f : C* — C" une application polynomiale,
c’est a dire de la forme f = (f1,-+-, fn), fi € C[X1, -+, X,]. Si [ est injective,
alors f est surjective.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer 1’énoncé correspondant pour le corps Fp
pour p premier. En effet pour toute paire d’entiers n et d il existe un énoncé du
premier ordre @, 4 exprimant dans un corps K que pour toute famille fi,---, f,

de polynomes en n variables de degré < d si 'application associée K" — K" est
injective alors elle est surjective. Si ®,, 4 est une conséquence de 7}, pour tout p,
alors c’est une conséquence de T .

Pour tout entier £ > 1, I’ensemble des racines du polynome X P _ X dans F, est
un sous-corps Fx de cardinal p* de Fp, Fpx est un sous-corps de F ey et Fp est la
réunion de ses sous-corps F, . En particulier toute partie finie de Fp est contenue
dans un sous-corps fini de Fp.

Soit f = (f1, -, fn) : FZ — FZ une application polynomiale injective. Sup-
posons que f n’est pas surjective. Soit b dans Fg qui n’est pas dans I'image de f.
Soit k un sous-corps fini de Fp contenant les composantes de b ainsi que les coef-
ficients des polynomes f;. L’application f induit une application k" — k™ qui est
injective et non surjective, ce qui est absurde vu que k" est un ensemble fini. O

3. Récursivité

3.1. Fonctions primitives récursives. — Pour chaque entier p, on note F,
I’ensemble des fonctions N? — N. On note F la réunion des ensembles F,,.

3.1.1. Définition. — L’ensemble des fonctions primitives récursives est le plus
petit sous-ensemble E de F vérifiant les conditions suivantes

1. E contient pour tout entier p les fonctions constantes N? — IN.
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2. FE contient pour tout entier p et tout 1 <4 < p la projection P’ : N? — N sur

le i-eme facteur

E contient la fonction successeur S : z — = + 1 de F;.

4. F est clos par composition : si fi,--- , f, sont n fonctions de F, appartenant a
E et si h est une fonction de F,, appartenant a E, alors la fonction h(fy,- -, fn)
appartient a F.

5. I est clos par récurrence : pour tout entier p, si g est une fonction de F, appar-
tenant a E et si h est une fonction de F,1o appartenant a E, alors la fonction
f de F,yq définie par f(zy,--- ,2,,0) = g(z1,--- ,2,) et f(xy, - ,2p,y+1) =
h(xy, - xp,y, f(z1,--- ,xp,y)) appartient a E.

had

Une partie de N? est primitive récursive si sa fonction caractéristique l’est.

3.1.2. Exemples. — Les fonctions (z,y) — z + vy, (z,y) — z X y, (z,y) — 2¥, la
fonction z—1 définie par 0—1 = 0 et z + 1—1 = x est primitive récursive, ainsi que
la fonction z—y définie par z—0 = z et x—(y+1) = (z—y)—1. La fonction sg valant
0 en 0 et 1 pour z > 0 est primitive récursive (elle est égale & x — 1—(1—x)). Le
prédicat x > y est primitif récursif car sa fonction caractéristique est sg(x—y).

3.1.3. Remarques. — (1) L’ensemble des fonctions primitives récursives est clos
par permutation des variables.

(2) Si A C N"™ est primitif récursif et fi, ..., f, sont dans F, et primitives
récursives alors 'ensemble des x tels que (f1(x), -, fu(z)) € A est primitif récursif
car sa fonction caractéristique est 14(f1, -, fn)-

(3) L’ensemble des parties primitives récursives de N™ est stable par réunion,
intersection et complémentaire.

(4) Si f et g sont dans F, primitives récursives et A est primitif récursif, alors
la fonction h = f1l + glnw\a aussi. Plus généralement pour une partition de
N? en un nombre fini de parties primitives récursives. En particulier les fonctions
sup(zy,- -+ ,xp) et inf(zy,- -+, x,) sont primitives récursives.

(5) Sommes et produits limités : si f est dans F,; est primitive récursive
les fonctions (z1,---,xp,y) Zogtgy flxy, -, zp,t) et (21, ,2p,y)
[o<icy f(1,- -+ 2p, 1) également.

3.1.4. Le schéma u borné. — Soit A primitif récursif dans NPT, Alors la fonc-
tion f = pt < z((xy1,--- ,xp,t) € A) définie par f(xy,---,2,,2) = 0 8'll n’existe
pas de t < z tel que (z1,---,x,,t) € A et par f(zy,---,2p,2) = ¢ sit estle
plus petit entier < z tel que (z1,---,z,,t) € A est primitive récursive. En ef-
fet f est définie par f(z1,---,2,,0) =0, f(x1, - ,2p, 2+ 1) = fa1, - ,2p,2) s
Yoocres Ya(@, -y, t) > 1, f(ar, -+ ,xp,2+1) = z+ 1 sinon et si (@1, -+ , 2y, 2+
1) € Aet f(x1,-++ ,7p,2+ 1) =0 sinon.

3.1.5. Quantification bornée. — Si A est primitif récursif dans NP*! il en est de
méme de {(z1, - ,2p,2), 3 < z(x1, - ,7p,t) € A} et de {(z1,--+ ,2p,2),Vt <
2(xy, -+ 2y, t) € Al
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3.1.6. Exemples. — (1) La fonction ¢(z,y) qui est égale a partie entiere de z/y
si y non nul et & 0 sinon est primitive récursive (c’est ut < z((t + 1)y > x).

(2) L’ensemble {(z,y);ydivisex} est primitif récursif car y divise x ssi x =
ya(z,y)

(3) L’ensemble des nombres premiers est primitif récursif

(4) La fonction m qui a un entier n associe le n + 1-éme nombre premier est
primitive récursive. Elle est définie par 7(0) =2 et 7(n+1) = pz < (xv(n)!+1)(z >
m(n)et z est premier).

(5) Une bijection récursive entre N? et N: ay((p,n)) = 1/2(n+p+1)(n +p) +
n. Son inverse est aussi donnée par des fonctions récursives. En effet notons que
as((p,mn)) est au moins égal a n et p. On peut donc considérer la fonction primitive
récursive 33(z) = pz < x(3t < way(z,t) = ) et de méme B3(z). On considere
ap(z1,- -+, xpi1) = (T, -+, Tp_1, @2(Tp, Tpr1)) qui établit un isomorphisme entre
NP+ et N la i-eme composante de l'inverse étant une fonction primitive récursive

2
p+1*

3.2. La fonction d’Ackermann. — On considere la fonction £ a deux variables
définie par £(0,2) =27, &(y,0) =let {(y+ 1,z +1) =&(y, E(y + 1, x)).

On écrit aussi &,(x) pour &(n, z).

Notons que &, (z) > z par récurrence sur n. Pour n = 0 c’est clair. Pour n > 0
on va faire une récurrence sur x. On a §,(z + 1) = &,-1(&,(z)) > &u(2) > =

Notons que &,(z) est strictement croissante. Enfin &,(x) > &,_1(x) (car &,(x +
1) = Sn—l(gn(x)) = fn_1($ + 1)'

On note &F la fonction &, itérée k fois. Il est clair que les fonctions £¥ sont
strictement croissantes, ¥ < €81 R (x) > x, et €8 < €k sim < n.

On dit que la fonction f dans F; domine g de F,, s’il existe A entier tel que pour
tout uplet (z1,-,x,), g(x1,-,x,) < f(sup(x;, A)). Si f est strictement croissante f
domine g ssi g(z1,-,x,) < f(sup(z;)) sauf pour un ensemble fini de uplets.

On note C,, I'ensemble des fonctions dominées par au moins une fonction &*.
Notons que Cj contient les fonctions constantes, successeur et les projections. Il est
facile de vérifier que C,, est clos par composition.

Montrons que si g et h sont dans C),, la fonction f définie par récurrence a partir de
get hestdans Cnqq1. Ona f(xy, -+ ,2,,0) = g(x1, -+ ,2p) et f(z1, - ,2p,y+1) =

h(xla"' 7xp7y7f<x17"' 7xp7y)>‘ On a g(ﬂf) < gﬁl(sup('x’hAl)) et h(xvyat) <
&2 (sup(zy,y,t, A2)).  Par récurrence sur y, on vérifie que f(z1, - ,7,,y) <
EMtvk2 (sup(x;, y,t, Ay, Ag)). On remarque (récurrence sur k > 1) que &f(z) <
§nt1(z + k), d’ott
f(x1, 2, y) < Snpa(sup(wi, y, Ay, Ag) + ki + kay)
or la fonction majorante est composée de fonctions de C), ;.
On en déduit que C = U,C, contient l'ensemble des fonctions primitives

récursives.
Montrons maintenant que £ n’est pas primitive. Sinon la fonction z — &(x, 2x)
le serait également. Il existerait alors des entiers A, n et k tels que &(z, 2x) < £F(x)
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pour z > A. On aurait alors &, (2x) < &,41(x+ k) pour x > A, ce qui est impossible
des que x > sup(1, k,n + 1).

3.3. Fonctions partielles récursives. — Une application partielle de N? dans
N est un couple (A, f) avec A C NP et f: A — N. L’ensemble A est le domaine de
définition de f. On note F, I'ensemble de ces couples et F* la réunion des F.
Composition de fonctions partielles : Soient f1, ..., f, dans F; et g dans F,;. La
fonction composée h = g(fi1, -, fn) a pour domaine de définition '’ensemble des
uplets en lesquels les f; et g(f1,---, fn) est définie.
Soit g une fonction partielle dans F; et h une fonction partielle de ., , alors

on définit la fonction partielle f de F,,, par f(xi,---,25,0) = g(z1,---,7p)
si g est définie et f(xy,---,2p,y + 1) = h(xy, -, 25y, f(x1, - ,2p,y) s
h(xy, - xp,y, f(z1,--,2p,y) est définie.

Le schéma yu: soit f € Fy,, Alors on définit la fonction partielle g(z1,--- ,z,) =
wy(f(zy, -+, 2p,y) = 0) par s'il existe un entier z tel que f(z1,---,xp,2) = 0 et
que f(z1, -+ ,xp, 2') est définie pour 2’ < z, alors g(xy,--- ,x,) est le plus petit de

ces entiers z. Sinon g n’est pas définie.

L’ensemble des fonctions partielles récursives est le plus petit sous-ensemble de
JF* contenant les fonctions totales constantes, les projections, la fonction successeur
et clos par composition, définition par récurrence et schéma p.

Un sous-ensemble de N? est récursif si sa fonction caractéristique 1’est.

3.4. Machines de Turing. — Une machine de Turing est composée d’un nom-
bre fini de bandes horizontales et d’une téte de lecture. Chaque bande est bornée
a gauche, illimitée a droite et divisée en cases successives numérotés de la fagon
suivante : 1 pour la case la plus a gauche, 2 pour la suivante a droite, etc. La téte
peut lire, écrire ou effacer des symboles et se déplacer horizontalement. Elle peut
écrire 3 symboles : le symbole de début de bande d, le symbole blanc b, et le baton
|. On pose S := {d,b,|}. Une machine de Turing est déterminée par le nombre n de
ses bandes, un ensemble fini £/ d’états contenant ’état initial e; et I'état final ey et
une table M qui est une application de S™ x E dans S™ x E' x {—1,0,+1}.

La machine fonctionne de la fagon suivante. A l'instant ¢ = 0, la téte se trouve
devant les cases numéro 1 sur lesquelles est écrit le symbole d. Un symbole est
écrit sur chaque case. La machine est dans l'état e;. A linstant ¢ la machine
lit les symboles sy, ..., s, écrits devant sa téte. Si elle est dans 1'état e et si
M(sy,--+ ,sp,€e) = (8}, -+ ,s,,€,¢), alors la machine efface les symboles s; qu’elle
remplace par les s}, et elle déplace sa téte de € cases vers la droite et elle passe a
I’état ¢/. On est alors a I'instant ¢ + 1. La machine s’arréte quand elle est en 1’état
€f.

Les contraintes sont les suivantes :

(1) La machine s’arréte en ey, ie M(s1,- -+, Sp,e5) = (S1,- - , Sn, €5, 0).

(2) On ne peut effacer ou écrire le symbole d qui se trouve uniquement sur les
cases numéro 1. Il n’est pas possible a la téte de se déplacer sur la gauche quand
elle lit le symbole d.
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(3) A l'instant ¢ = 0 il n y a qu’un nombre fini de cases remplies par autre chose
que b.

On dit qu’une bande représente un entier x si elle commence par un d suivi de x
batons puis uniquement de symboles b.

3.5. Fonctions T-calculables. — Soit f une fonction dans F; et M une machine
de Turing possédant au moins p+1 bandes. On dit que M calcule f si pour tout suite
d’entiers x1, ..., xp, si on fait fonctionner la machine M a partir de la configuration
initiale ou les p premieres bandes représentent respectivement xy, ..., xp, les autres
étant blanches (ie sans baton), alors si f(xy,--- ,x,) n’est pas définie la machine ne
s’arréte jamais (ie ey n’est jamais atteint), si f(z1,---,z,) est définie, la machine
s’arréte en un temps fini et son état final est le suivant : les p premieres bandes
représentent respectivement i, ..., z,, la p + 1l-eme représente f(xq,---,x,) les
autres étant blanches.

3.5.1. Lemme. — La fonction successeur est T'-calculable par une machine a deuz
bandes avec états {e;, ey}.

Démonstration. — On considere une machine avec une table vérifiant M(d, d, e;) =
(d.d,e;,+1), M(|,b,e;) = (|, |, e, +1) et M(b,b,e;) = (b, |, ey,0). O
3.5.2. Lemme. — La projection P; est T'-calculable par une machine a p+1 bandes
avec états {e;, ef}.

Démonstration. — On consideére une machine avec une table vérifiant M(d, - - - ,d, e;) =
(dv 7d7€ia+1)7 M(Sla"' 7Spab7€7l) = (817“' 7Sp7 |7€i7+1) Sisi = ’a M(Sly'” a8p7b7€i) =
(s1,--+ ,8p, b, er,0) sis; =b. ]
3.5.3. Lemme. — La fonction constante égale a k en p variables est T-calculable
par une machine & p+ 1 bandes avec états {e;, ef,e1, - ,ex}.

Démonstration. — On consideére une machine avec une table vérifiant M(d, --- ,d, ;) =
(d,--- ,d,e1,+1), M(s1,---,8p,b,en) = (S1,-,Sp, |, €nt1, +1) pour n entre 1 et
k_lvM(Sla"'7Sp?b>€k):(81>"'78p7|>€f70)' L
3.5.4. Lemme. — L’ensemble des fonctions T-calculables est clos par composi-
tion.

Démonstration. — Etant données des machines de Turing M; a p; bandes calculant

fi et une machine de Turing N/ & n/ bandes calculant g, il s’agit de décrire une
machine de Turing M a p + > (p;i — p) +n' — n bandes calculant g(fi,--- , fn).
A Tinstant initial on représente les z; sur les p premieres bandes les autres étant
blanches. On calcule fi(zy,---,2,) a l'aide de M; en utilisant les p premieres
bandes et p; — p autres bandes mais pas la p + 1-eme. On calcule de méme les
fi(x1,--+ ,x,) en utilisant p; — p nouvelles bandes a chaque fois mais pas la p + 1-
eme. Une fois cela fait on calcule g(fy,-- - , f,,) & partir des f;(x1, -+, x,) en utilisant
N (et en renumérotant les bandes) et en utilisant la p + 1-eéme bande pour inscrire
le résultat. O
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3.5.5. Lemme. — L’ensemble des fonctions T-calculables est clos par récurrence.

Démonstration. — Soit g une fonction partielle dans F calculée par M avec
p+ 1+ kbandes et h une fonction partielle de F, , calculée par M’ avec p + 3 + k'
bandes. On suppose les ensembles d’états disjoints. Alors on peut calculer

la fonction partielle f de F;,, définie par f(xy,---,7,,0) = g(x1, -, 7p)
si g est définie et f(xy,---,xp,y + 1) = h(xy, -, 2p,y, f(x1, - ,2p,y) si
h(zy, -, 2p,y, f(x1,- -+ ,2p,y) est définie de la fagon suivante. La machine N
ap+4+ k+ k' bandes et ses états sont formés de E, E' et de 8 nouveaux états
€y, ..., ey. Pour commencer on calcule g(zi,---,x,) avec M en utilisant les
bandes 1, ..., p, p + 4 et k bandes calcul. Ensuite on passe a 1'état ey et on
calcule succesivement f(zq,---,2,,1), ..., f(x1, -+, 2p,2pr1). Quand on calcule

f(x1, - ,2p,y + 1), y est codé sur la bande p + 2, f(xy,---,2z,,y) sur la bande
p+ 3. En état eg elle transfere le contenu de la bande p + 4 sur la bande p 4+ 3 en
effacant celui de la bande p 4+ 4 et compare le contenu des bandes p + 2 et p + 1.
S’ils sont égaux elle efface la bande p 4 2 et s’arréte. Sinon elle revient en début de
bande et travaille avec M’ en se servant des bandes 1,--- ,p, p+ 2 et p+ 3 comme
bandes de données et de la bande p + 4 pour écrire le résultat. Quand cela est
terminé elle rajoute un baton sur la bande p + 2, replace sa téte en début de bande

et se met en état eg. O
3.5.6. Lemme. — L’ensemble des fonctions T-calculables est clos par schéma .
Démonstration. — C’est clair. O

On a donc démontré

3.5.7. Théoréme. — Les fonctions partielles récursives sont T-calculables.

3.6. Les fonctions T-calculables sont récursives. — On fixe une machine de
Turing M et on suppose que M calcule la fonction partielle f.

On suppose que M possede n bandes. On note {0, 1,--- ,m} 'ensemble des états
avec 0 initial et 1 final. On identifie le symbole blanc avec 0, d avec 1 et | avec 2.
On appelle configuration de M a l'instant ¢ la suite C(t) = (sg, S1, ) avec Spytv
le symbole écrit sur la case u + 1 de la bande v + 1 (0 < v < n). La situation de
de M a l'instant ¢ est le triplet S(t) = (e, k,C(t)) avec e I'état et k le numéro des
cases devant la téte a cet instant.

On code la configuration C' par I'(C) = Y. ;3" et la situation S = (e, k, C') par
I'(S) = as(e, k,I'(C)). (Plus généralement, on code une suite finie C' = (s;) de
symboles par I'(C) = 3, 5;3".) A partir de I'(C') on retrouve le symbole écrit sur
la case numéro u de la bande v par une fonction primitive récursive n(I'(C), u,v) =
r(q(T(C),3Mu=D+v=1) 3) Tci q(w,y) et r(z,y) désignent le quotient et le reste de
la division par y. On retrouve de méme la suite o des n symboles sur les cases u:
['(0) = e(I'(C),u,n), avec e(x,y, z) = r(q(z,3*¥~1), 3%).
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3.6.1. Lemme. — I| existe une fonction primitive récursive g telle que si x est le
code de la situation de la machine a Uinstant t, g(x) est le code de la situation de
la machine a linstant t + 1.

Démonstration. — L’état de la machine est (3i(z), le numéro des cases observées
B3(x), et le code de la configuration est 33(z). Le code de la suite que la téte
lit est ¢ = e(B3(z), B3(z),n). Si Gi(z) = j et si e(B3(x),B2(x),n) = ¢, avec ¢ =
F(807 cee ,Sn_l)7 M(SO, ce ,Sn_l,j) = (to, s ;tn—ly h,(,()) et

g(x) = as(h, B3(z) + w, B3 (x) + 3"HE@=D( — ¢))

sid =T(tg,  ,tn_1). SiBi(x) > m ousie(F(x),2(x),n) > 3" —1 (dans ce cas
x n’est pas code d’une situation), on pose g(z) = 0. O
3.6.2. Lemvme. — La fonction Sit(t, xy,-- - ,x,) donnant le code de la situation de

la machine a linstant t est une fonction primitive récursive.

Démonstration. — Comme Sit(t + 1,2, ,x,) = g(Sit(t,z1,---,x,)), il suffit
de montrer que la fonction Sit(0,z1,---,x,) est primitive récursive. Or comme
Sit(0,z1,- -+ ,2,) = a3(0,1,'(C)) avec C' la configuration des bandes ou z; est
représenté sur la i-eme bande, les autres étant blanches, ceci résulte du fait que
['(C) est primitive récursive comme fonction des z;. O

Montrons maintenant que la fonction f calculée par M est partielle récursive. Le
temps de calcul est la fonction T'(zy,- - ,x,) = pt(B3(Sit(t, 21, -+ ,2,)) = 1). La
fonction f est alors égale au nombre de batons sur la p + 1-eme ligne a I'instant 7.
Si z est le code de situation de la machine n(53(x),y + 2,p + 1) = 0 signifie que le
symbole sur la case y 4+ 2 de la bande p + 1 est un blanc. Considérons la fonction
a(z) = py(n(B3(z),y+2,p+1) = 0). On a donc

flxy, - xp) = a(S(T (2, - -+, xp), @1, -+, Tp).

Remarquons que c’est seulement dans la définition de T'(zy,---,z,) que 'on
utilise le schéma p non borné (pour a(x) on peut utiliser py < x).
On en déduit de cette remarque :

3.6.3. Proposition. — (1) Si f est une fonction totale calculable par une ma-
chine de Turing en un temps T(xq,--- ,x,) primitif récursif alors f est primi-
tive récursive.

(2) L’ensemble des fonctions partielles récursives est le plus petit sous-ensemble
de F* contenant les fonctions primitives récursives et clos par composition et
schéma .

(8) L’ensemble des fonctions totales récursives est le plus petit sous-ensemble de F
contenant les fonctions primitives récursives et clos par composition et schéma

L.

3.7. Machines et fonctions universelles. —
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3.7.1. Codage des machines de Turing. — Une machine de Turing est définie
par son nombre de bandes n, son ensemble d’états £ = {0,---,m} et sa table
de transition M qui est une application de S™ x F — S™ x E x {—1,0,+1}.
Pour p = (s1,-++,8n,e) de S" x E avec M(p) = (t1,--+ ,t,,€,€), on pose
1= ao(I(s1,- -+, 8n),€), 70 = as(T'(t1, - ,tn),€,e+1) et n(p) = w(r1)", avec 7 (1)
le i-eme nombre premier. Le code de la table M est I'entier

u=T] nlo).

pESTXE
Pour décoder on utilise la fonction primitive récursive
§(i,x) = pz < z(z  nest pas divisible par 7 (:)*™1).

Si ¢ est le code de (s1,---,s,), ¢ celui de (t1,---,t,), on a d(as(c,e),u) =
as(d, e, e +1).

L’indice de la machine de Turing M est l'entier as(n, m,u).

Notons I, I'ensemble des codes des machines de Turing ayant au moins p + 1
bandes. C’est un ensemble primitif récursif.

On définit alors une fonction GP(i,t,xy,--- ,x,) par GP(i,t, 21, -+ ,x,) = 0 si
i ¢ I, et GP(i,t,x1,--- ,x,) = L(S(t)), avec I'(S(t)) le code a l'instant ¢ de la
situation de la machine d’indice ¢ avec configuration initiale les x; représentés sur
les p premicres bandes, les autres blanches, si i € I,,.

3.7.2. Théoréme. — Pour tout entier p la fonction GP(i,t,xq,--- ,x,) est prim-
itive récursive.

Démonstration. — La fonction GP(i,0,2q,---,x,) est certainement primitive
récursive (exercice). Il suffit donc de montrer que la fonction ¢(i,z) qui donne le
code de situation de la machine d’indice ¢ a I'instant £+ 1 en fonction de ¢ et du code
x de situation de la machine d’indice ¢ a l'instant ¢ est primitive récursive. C’est
clair. Explicitement, ¢ = &(833(z), 32(x), 31(i)) est le code de ce que la téte lit a
instant ¢. Sion pose § = §(as(c, B3(x)), B3(i)), le code ¢’ de la suite écrite a la place
est égal & B1(0) et g(i,7) = az(e’, k', T'(C")) avec ¢’ = 33(9), k' = B2(z) + B3(6) — 1
et D(C") = B3(x) 4+ 3%OEE@-D (¢ — ). O
3.7.3. Fonction universelle. — Pour chaque entier p, on note T7(i,xy,--- ,x,) la

fonction récursive partielle définie ainsi. Si¢ ¢ I, elle n’est pas définie. Sii € I, on
pose

Tp@’ L1y pr) = Mt(ﬁé(Gp(iv by, ’xp)) = 1))
C’est le temps de calcul de la machine de Turing d’indice ¢ avec données initiales

('rlv T 7xp)'
On note B? I'ensemble des (i,t,x1, - , ;) tels que B3 (GP(i, ¢, x1, -+ ,1,)) = 1 et
C? l'ensemble des (4, y,t, 21, -+ ,xp) tels que (i,t, 2y, -+ ,2,) appartienne a B? et y

soit le nombre de batons sur la p + 1-eme bande de la machine d’indice 7 a I'instant
t avec données initiales x1,--- ,x,. Ce sont des ensembles primitifs récursifs.
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On définit la fonction partielle récursive

g0p<i,$1,' o 7xp) = My((i7y7Tp(i7'r17 e 7xp)7x17 e 7Ip) S O;D)

Quand elle est définie ¢P(i,x1,- - ,x,) donne le résultat du calcul par la machine de
Turing d’indice ¢ et de données initiales x1,--- ,x,. Elle n’est définie que si i € I,
et si le calcul s’arréte.

Pour tout entier ¢, on note ¢¥ la fonction

P p(;
2 (:Elv"' 7xp) =@ (Zaxb'” 7x;l)>‘
La fonction P est une fonction partielle récursive universelle : toute fonction
partielle récursive f en p variables zy,--- ,z, est de la forme ¢! pour i convenable.

On dit que 7 est un indice de f. Il n’est en général pas unique.

3.8. Ensembles récursivement énumérables. —

3.8.1. Définition. — Une partie A de NP est dite récursive si sa fonction car-
actéristique l'est.

L’ensemble des parties récursives est clos par intersection, réunion et passage au
complémentaire.

3.8.2. Définition. — Une partie A de NP est dite récursivement énumérable si
elle est le domaine de définition d’'une fonction partielle récursive.

Si T'on note W/ le domaine de définition de ¥, les parties récursivement
énumérables de NP sont exactement les W7

3.8.3. Lemme. — Tout ensemble récursif est récursivement énumérable.

Démonstration. — 1l existe une fonction partielle récursive f de domaine N\ {0},
par exemple puy(y + 1 = z). Si A est récursif, A est le domaine de fo14. O

3.8.4. Théoréeme. — Tout ensemble récursivement énumérable de NP est la pro-
jection d’un ensemble primitif récursif de NPFL,

Démonstration. — On écrit A = W/. L’ensemble A est alors la projection de
I'ensemble primitif récursif BP(i) formé de 'ensemble des points de BP de premiere
composante i. 0

3.8.5. Théoréme. — La projection d’un ensemble récursivement énumérable est
récursivement énumérable.

Démonstration. — Montrons que si A C NPT est récursivement énumérable, sa
projection B sur N? lest aussi. On écrit A = W/ 1 Alors B est la projection de
BPTY(i), ie (x1,- -+ ,x,) € B ssi il existe ¢ et zg tels que (i,t,z9, x1, -+ ,x,) € BFTL
L’ensemble B est domaine de définition de la fonction pz((i, 83 (2), 55(2), x1, -+ ,x,) €
BT, O
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Notons B?(7) et CP(i) 'ensemble des points de BP et C? de premieére composante
1. Ce sont des ensembles primitifs récursifs.

L’intersection de deux ensembles récursivement énumérables est récursivement
énumérable car le domaine de f; + f5 est 'intersection des domaines de f; et f5. La
réunion de deux ensembles récursivement énumeérables est récursivement énumérable
car si A; et A, sont respectivement projection de B; et By primitifs récursifs, A;UA,
est la projection de B U Bs.

3.8.6. Théoréme. — Soit A C NP. L’ensemble A est récursif si et seulement si
A et son complémentaire sont récursivement énumérables.

Démonstration. — Démontrons 'implication non triviale. Soit ¢ I'indice d'une fonc-
tion de domaine A et i’ celui d’une fonction de domaine N? \ A. La fonction
h(xy,--- ,xp,) égale & pt((t,xq,--- ,x,) € BP(i) U BP(i') est récursive totale. Soit
g la fonction caractéristique de BP(i). La fonction g(h(xy,--- ,xp), 21, -+ ,xp) est
égale a la fonction caractéristique de A. m

Soit f une fonction partielle récursive de domaine W?. Le graphe de f est la
projection de I'ensemble primitif récursif C?(7) il est donc récursivement énumérable.
En particulier, 'image de f qui est projection de son graphe est récursivement
énumérable.

Réciproquement, toute partie récursivement énumérable non vide A de N est
I'image d’'une fonction primitive récursive & une variable. En effet on écrit A = W}
et on choisit n € A. Alors A est I'image de la fonction g définie par g(z) = 33(2) si

(B3(2), 32(2)) € B(i) et g(z) = n sinon.

3.9. Le probléme de 'arrét. — Soit g(z) = ¢!(z,z) et soit A le domaine de
définition de g. Montrons que le complémentaire de A n’est pas récursivement
énumérable. Sinon, il existerait un entier n tel que N\ A = W!. Notons que z € A
ssi A € W On en déduit que n € N\ A ssi n € A, absurde.

3.9.1. Corollaire. — Le domaine de définition de o' n’est pas récursif.

3.10. Compléments sur la récursivité. — Soit M une machine de Turing a au
moins p+p’ bandes. Etant donnés des entiers ay, - - - , a,r, on considere la machine de
Turing M’ qui fonctionne de la fagon suivante. Elle écrit a4, - - - , a, sur les bandes
p+2, ..., p+p + 1. Ensuite elle travaille comme M a permutation des bandes
pres @ ¢étant donnée une donnée initiale xy,--- ,z, qu’elle écrit sur les p premieres
bandes elle effectue le méme calcul que M (& permutation des bandes pres) pour
¢rire le résultat sur la bande p+ 1. Enfin elle efface les bandes p+2, ..., p+p + 1.
I1 est clair qu’il existe une fonction primitive récursive g en p’ + 1 variables telle que
I'indice de M’ dans I, soit égal a ¢(i,a,- - ,ay) avec i 'indice de M dans I,4,.
On déduit de cette observation



UN PREMIER COURS DE LOGIQUE 37

3.10.1. Théoréme (SMN). — Pour tout couple d’entiers m et n il existe une
fonction primitive récursive s)' a n+ 1 variables telle que
Som—i_n(ia Ty 5 Tns Y1, 00 Jym) - Spm<szl(i7x17 U >xn)7?/17 o 7ym)

pour tous i, x; et yy.

3.10.2. Théoréme (Rice). — Soit X wun ensemble de fonctions partielles
récursives a une variable non vide et distinct de l’ensemble de toutes les fonc-
tions partielles récursives a une variable. Alors A = {i; o} € X} n'est pas récursif.

Démonstration. — Quitte a remplacer X par son complémentaire on peut suppose
que la fonction () de domaine vide est dans X. Soit b un entier qui n’est pas dans
A. On considere la fonction

U,y 2) = ¢ (b,2) + @' (2, y) — ¢ (2,9)

et on note 1., la fonction vue comme fonction de z seulement. Notons que 1),
appartient & X ssi o!'(z,y) n’est pas défini. On écrit Y(z,y,2) = @*(i,2,9,2) =
o' (h(x,y), z) avec h primitive récursive. Notons que h(z,y) est un indice pour v, ,.
Si W est ensemble des (z,y) tels que p!(z,y) n’est pas défini, on a (z,y) € W ssi
h(z,y) € A. Si A était récursif, W le serait, absurde. O]

Exemples d’applications :

- 'ensemble des indices d’une fonction partielle récursif n’est pas récursif
- Pensemble des (4, j) avec o} = @’ n’est pas récursif

- 'ensemble des indices des fonctions totales n’est pas récursif.

3.10.3. Théoréme (Point fixe). — Soit p un entier positif et « une fonction

récursive totale a une variable. Alors il existe un entier i tel que ¥ = goz(i).

Démonstration. — On considere la fonction ¢?(a(si(y,y)), z1,--- ,x,). Elle admet
un indice a. On a donc

SDZ(Slf(y,y))(xla e 7mp) - Spg—’—l(y’ Ty, axp) = Spglll’(a,y)(xlv e axp)'
L’entier ¢ = s{(a, a) convient. O

Montrons en application que la fonction d’Ackermann est récursive. On définit
une fonction partielle récursive 6 de la facon suivante :

-0(i,y,x) =2"siy = 0.

-0(i,y,x) = 1six=0.

- 9(27 y,x) = QDQ(Z-ay - 17 ()02(i7y7 T — 1)) sinon.

On a

0(i,y, ) = p*(a,i,y,2) = ¢*(si(a, 1), 2,y)

pour a convenable. Il existe donc une fonction primitive récursive «; telle que
0(i,y,z) = gpi(i) (y,x). Par le théoreme du point fixe il existe un entier j tel que
¢} = ¢ La fonction ¢? est récursive et satisfait les relations déterminant la
fonction d’Ackermann. Celle-ci est donc égale a gp? et est donc récursive.
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4. Modeles de I’Arithmétique et théorémes de limitation

4.1. Axiomes de Peano. — On considere le langage L, de I'arithmétique com-
prenant, outre 1’égalité, 4 symboles : un symbole de constante 0, un symbole de
fonction unaire S, deux symboles de fonctions binaires + et x

L’ensemble des axiomes de Peano faibles est I’ensemble fini Py formé des 7 axiomes
suivants :

(Al) V’UOﬁSUO =0
) VUozl?]l(_\'Uo =0 = S'Ul = Uo)
) V’UO\V/’01<S’UO Sv; = Vo = ’01)
) Yogve + 0 = vy
) YogVuug + Svg = S(vo + v1)
) \V/’U()’UO x0=0

( ) ‘v’vo‘v’vlvo X SUl = (’UO X Ul) -+ Vg

L’ensemble des axiomes de Peano est ’ensemble infini P formé de Py, et pour
chaque formule Flvg,---,v,] de Ly sans autre variable libre que wvg, ..., v,, de
I’axiome d’induction

Yoy .. Yo, ((F[0,v1, -+, 0u)A(F[vg, -+ yon] = F[Svg, -+ ,v,])) = YooF v, ,v,]).

(A
(A3
(A4
(A5
(A6
AT

4.2. Modeles de P et de Py. — Notons tout d’abord que N est muni d’une
Lo-structure naturelle qui en fait un modele de P.

Dans une L, structure, pour chaque entier n on notera n ou n le terme composé
de n occurences du symbole S suivi du symbole 0 Ainsi 2 désigne SS0. Un tel
élément de la structure est appelé standard.

Démontrons qu’il existe des modeles de P contenant des éléments non standard,
en particulier non isomorphes a N. En effet on considere le langage £ = Lo U {c} et
la théorie T" formée de P et des énoncés —¢ = n pour tout entier n. Par le théoreme
de compacité T" admet un modele, dont le réduit a Ly est un modele de P admettant
un élément non standard.

On note vy < vy la formule Jvy(vy + vy = vy).

La théorie Py est tres faible. On peut montrer qu’il existe des modeles de Py
pour lesquels 'addition n’est pas commutative.

Toutefois

4.2.1. Proposition. — Soit M un modele de Py. Alors le sous-ensemble de M
formé des entiers standard est une sous-structure de M qui en est un segment initial
et est isomorphe a N.

On dit qu’une sous-structure 91 de 9 en est un segment initial si pour tout a

dans 9t et tout b dans M, si M E=b<aalorsbeNetsibg N ME=a <b.

Démonstration. — Le seul point non immédiat est que le sous-ensemble de 9 formé
des entiers standard en est un segment initial. Notons que si ¢ < 0 alors ¢ = 0 et que
Sa < Sbsi et seulement sia < b (en effet b = c+a ssi Sb= S(c+a) ssi Sb = c+Sa).
Montrons par récurrence sur n € N que si ¢ < n, alors ¢ est standard. Pour n = 0
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cest clair. Sic<n+1etquec#0,c=295cetd <n, est alors standard, ainsi
que c¢. Montrons par récurrence sur n € N que si ¢ est non standard, alors ¢ > n.
Pour n = 0, c’est clair. Si ¢ est non standard, il s’écrit ¢ = S¢’ avec ¢ non standard.
Par hypothese ¢ > n, douc>n+ 1. O

4.2.2. Proposition. — Soit M un modele de P. L’addition et la multiplication
sont associatives et commutatives et la multiplication est distributive par rapport a
Uaddition. De plus tout élément (resp. tout élément non nul) de M est réqulier
pour 'addition (resp. la multiplication). Enfin la formule vy < vy définit un ordre
total sur M compatible avec [’addition et la multiplication.

Démonstration. — Exercice facile sur la récurrence. OJ

Le lemme suivant est treés utile

4.2.3. Lemme. — Soit M un modéle non standard de P. Soit F(x) une formule
avec une variable libre. Si pour tout n dans N, 9 |= F(n), alors il eziste ¢ non
standard dans M tel que M = F(c).

Démonstration. — Sinon, seuls les éléments standard vérifieraient F' dans 91. Mais
alors on aurait F'(0) et YoF'(v) = F(Sv). Absurde. O
4.3. Représentabilité des fonctions récursives. — On rappelle que F,, désigne
I’ensemble des fonctions totales NP — N.

On dit qu’une fonction f dans F, est représentée par une formule Flvy, -, v, Upy1]
si pour tout p-uplet d’entiers n,...,n, on a

Po = Vo(Fn, -+ np,v] <= v=f(ni,---,np)).

Notons qu’en particulier, si m est un entier, f(n,---,n,) = m si et seulement si
Po = Flna, -+, ny,ml.

On dit qu’une partie A de NP est représentable si sa fonction caractéristique 14
I’est. Dans ce cas, si F' est une formule représentant 1,4, on a dit que la formule
G = Flvy,- -+ ,vp, Uy, 1] représente A. Pour tout p-uplet d’entiers ny,...,n, on a
(n1,...,np) € Asiet seulement si Py = Gng, - -, ny).

On note ¥ le plus petit ensemble de formules de £, contenant les formules
sans quantificateurs, stable par A et V, clos par quantification existentielle, clos par
quantification universelle bornée (i.e. si F' est dans ¥, Yvg(vo < vy = F') aussi.

4.3.1. Théoréme. — Toute fonction récursive totale est représentable par une
formule ;.
Démonstration. — Notons que les fonctions successeur, addition, multiplication,

projection et constante sont représentables par des formules ¥4 .

Etape 1 : L’ensemble des fonctions représentables par une formule X, est stable
par composition.
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En effet si fi, ..., f, dans F, et g dans F,, sont représentées par F; et G, la
fonction g(f1, -, fn) est représentée par
Fwy - - - 3w, (Glwy, . . ., Wy, V] A /\ Filvy, -+ vy, wy]).
1<i<n

Etape 2 : L’ensemble des fonctions représentables par une formule X, est stable
par U'opérateur p total.

En effet si la fonction caractéristique de A C NPT! est représentée par F et la
fonction f = py((y, x1,...,x,) € A) est totale, alors f est représentée par

F(vg,v1,...,0p, 1) AVw < voF(w, vy, . ..,0p,0).

Etape 3 : Il existe une fonction 3 (la fonction de Godel) a trois variables, récursive
primitive et représentable par une formule >, telle que pour tout entier p et toute
suite (ny,---,n,) dans NP, il existe des entiers a et b tels que pour tout ¢ entre 1 et
p on ait #(i,a,b) = n;.

On définit G(i,a,b) comme le reste de la division euclidienne de b par ai + 1.
Notons que (3 est représentée par la formule

Blvy, -+ v3,0] = Jwvg = (w x S(vg X v1)) +v Av < S(vg X v7).

Montrons que 3 possede la propriété voulue. Soit ay, - - - , o, une suite d’entiers. On
choisit m supérieur a p + 1 tel que a = m! soit supérieur a tous les ;. Notons que
les ai + 1 sont premiers entre eux deux a deux pour ¢ entre 1 et p. En effet si ¢ est
un diviseur premier de ai 4+ 1 et aj + 1 pour j < 4, il divise a(i — j) = m!(i — j) et
donc ¢ < m, ce qui contredit le fait que ¢ divise m!i + 1.

Par le théoreme chinois il existe un entier b tel que pour tout ¢ entre 1 et p b soit
congru a «; modulo ai + 1. Comme «; < a < ai+ 1, on a bien «oy; = 3(i, a, b).

Etape 4 : Soient g dans F, et h dans F,;5 représentables par une formule ;.
Alors la fonction f définie par récurrence a partir de g et h: f(zy, -+ ,2,,0) =
g<I17 T 7xp)7 f($17 Tt Tpy Tpy1 1) = h(xlv T Tpy Lt f(xlv BNEEY IP+1>> est
représentable par par une formule ;.

Pour exprimer que y = f(xy,---,xp41) on écrit qu'il existe une suite d’entiers
(2(0),- -, 2(zpg1)) telle que 2(0) = g(x, -+ ,2p), 2(xpp1) = y et 2(i + 1) =
h(xy, 29, - ,xp,i,2(i)) au moyen de la fonction 8. Soit G et H représentant g
et h, B représentant 5. On remplace B par B'vy, vq, v3,v] = Bluy, v, v3,v] A Vo, <
v By, vg, v3, V4] qui présente 'avantage que si M est un modele de Py et n est stan-
dard avec M = B'[a, b, ¢, n|, alors aucun autre point x de 9 ne vérifie B'[a, b, ¢, x].
Notons que B’ est X1 car le quantificateur existentiel dans B peut étre borné. Alors
la formule

Fw; Fws (Fw(B'[1, wy, we, w] A Glog, -+ vy, w]) A B'[vp41 + 1, w1, wa, v]A
Vws < vpy1FwyFws(B'[Sws, wy, we, wy AB'[SSws, w1, we, ws]AH v, -+, Up, w3, Wy, ws))).

représente f. n
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4.4. Codage des formules. — A toute formule F' dans Ly on va associer un code
#F de la fagon suivante.

Par induction sur la hauteur du terme ¢ on définit #t par:

sit =0, #t = «3(0,0,0), si t = v,, #t = az(n +1,0,0), si t = St1, #t =
O[g(#tl, 0, 1)7 sit= t1 +t2, #t = Oég(#tl, #tg, 2), sit= t1 X tQ, #t = Oég(#th #tg, 3)

4.4.1. Lemme. — L’ensemble Term des #t pour t un terme de Ly est primitif
récursif. Le codage t — #t est injectif.

Si maintenant I est une formule on définit son code (ou nombre de Gédel) #F
par induction sur la hauteur :

si F'= (tl = tg), #F = ag(#tl,#tQ,O), si F'= _‘Fb #F = Oég(#Fl,O,l), si
F =R N\Fy, #F = az(#F, #1F2,2), si F = FyV Fy, #F = a3(#F1, #F, 3), 51 F =
F1 — FQ, #F = Oég(#Fl,#Fg,Zl), si F = F1 e FQ, #F = &3<#F1,#F2,5),
si F'= VUnFl, #F = Oég(#Fl,n, 6), si F'= E'UnFl, #F = Oég(#Fl,n, 7), si F = T,
#F = a3(0,0,8).

4.4.2. Lemme. — L’ensemble Form des #F pour T une formule de Ly est primitif
récursif. Le codage F' — #F' est injectif.

4.4.3. Lemme. — Les ensembles suivants sont primaitifs récursifs :

(1) L’ensemble des (#t,n) avec t un terme et v, n’a pas d’occurence (resp. a au
moins une occurence) dans t.

(2) L’ensemble des (#F,n) avec F' une formule et v, n’a pas d’occurence (resp.
n'a pas d’occurence libre, resp. liée) dans F.

(3) L’ensemble des (#F,n) avec F une formule et v, a au moins une occurence
libre (resp. liée) dans F.

(4) L’ensemble des #F avec F énoncé.

Notons qu’on aurait pu utiliser d’autres codages. Par exemple a toute formule F
on pourrait associer le code ASCII de son expression en IXTEX.

Substituer dans une formule ou un terme est primitif récursif : il existe deux fonc-
tions primitives récursives Subst, et Subst telles que pour tout entier n, si ¢ et u sont
des termes et F' une formule, Subst,(n, #t, #u) = #uy., et Substs(n, #t, #F) =
#Ft/”un

Notons qu’on peut de méme coder de fagon injective les formules du calcul propo-
sitionnel:

si P=T, #P = «3(0,0,0), si P = P,, #P = az(n + 2,0,0), si P = =Py,
#P:()é;g(#Pl,O,l), si P = P1 /\P27 #P:Oég(#Pl,#PQ,Q), si P = P1 \/FQ, #P:
Oég(#Pl,#Pg,g), siP=P — D, #P = ag(#Pl,#P2,4), siP=P < P,
#P = a3(#P17 #P27 5)

4.-4.4. Lemme. — L’ensemble des codes des tautologies du calcul propositionnel
est primitif récursif.
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Démonstration. — Pour chaque entier k, on pose \g(P,) = 1 si m(n) divise k et
Ak(P,) = 0 sinon, et on étend \; en une valeur de vérité sur toutes les formules
du calcul propositionnel. On vérifie que la fonction E définie par E(k,z) = 0 si z
n’est pas le code d’une proposition et par E(k, #P) = A\(P) est primitive récursive.
Enfin P est une tautologie si et seulement si Vk < w(#P)!E(k,#P) = 1. O

4.4.5. Lemme. — L’ensemble des codes des tautologies du calcul des prédicats est
primitif récursif.

Démonstration. — Si F est une formule on écrit F' = P[F},--- , F;] avec P une
proposition et les F; ne peuvent étre décomposées a 1’aide de connecteurs proposi-
tionnels. On pose Pp = P[Pyp,, -+, Pgp] et Pr = T. Alors I est une tautologie
si et seulement si Pr en est une. Pour terminer il suffit de construire une fonction
primitive récursive telle que y(#F) = # P pour tout formule F'. O

On en déduit assez facilement

4.4.6. Théoréme. — L’ensemble Ax des #F avec F axiome logique de Ly est
primitif récursif.

On dit qu'une théorie T est récursive si #1 = {#F, F € T} est récursif. Par
exemple Py et P sont récursives. On note #Th(T") 'ensemble {#F,T - F'} pour F
un énoncé. On dit que T est décidable si #Th(7T') est récursif.

Codage des démonstrations : Si d = (Fp,- -, F,) est une suite de formules on

note ##d = w(0)#0 . w(1)# . q(n)#

4.4.7. Proposition. — Si T est une théorie récursive alors l’ensemble Dem(T') =
{(#F, ##d)}avec F une formule et d une démonstration de F a partir de T est
récursif.

4.4.8. Corollaire. — SiT est récursive alors ['ensemble #Th(T') est récursivement
énumeérable. En particulier l’ensemble des #F' telles que = F, resp. Py = F, resp.
P = F, est récursivement énumérable.

4.4.9. Corollaire. — Si'T est compléte et récursive elle est décidable.

4.5. L’argument diagonal. — Il résulte de ce qu’on a vu qu’il existe une fonction
primitive récursive subst telle que pour toute formule F' a une variable libre et tout
entier n, subst[#F,n] = #F(n). On choisit une formule ¥; G(z,y, z) représentant
subst. Soit F'[x] une formule & une variable libre 2. On considere la formule H(x) =
32G(x,z,2) AN F(z). On pose n = #(—H) et Ap = —H(n).

4.5.1. Proposition. — Pour toute F[x] une formule a une variable libre x, on a

P(]"F(#AF> <~ _'AF.
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Démonstration. — On a subst[n, n| = subst[#(—H),n] = #-H(n) = #Ar. On en
déduit que dans tout modele M de Py on a G(n,n, #Ar) et Vz(G(n,n,z) — z =
4Ap).

D’autre part

Ap =-3z(G(n,n, z) A F(2)).

Soit M un modele de Py. Si M = F(#Ar), M = Iz(G(n,n,z) A F(2)) et donc
M = -Ap. Réciproquement, si M = —-Ap, M = I2(G(n,n,2) A F(z)). 1l existe
donc un élément ¢ de M qui ne peut étre que #Ar tel que G(n,n,c) A F(c). On a
alors M = F(#AF). O

4.6. Le théoréme de Tarski. —

4.6.1. Théoréeme (Tarski). — Soit M un modéle de Py. Alors l'ensemble des
nombres de Gddel des énoncés de Lo vrais dans M n’est pas définissable dans M :

il n’existe pas de formule Son(x) telle que pour tout énoncé F de Ly on ait M | F
si et seulement si M = Son(#F).

Démonstration. — Soit S une telle formule et posons A = Ag. Par construction,
on a M= S(#A) < —A ce qui contredit '’hypothese faite sur S. O

4.6.2. Corollaire. — Il n’existe pas de formule Snx(x) telle que pour tout énoncé
F de Ly on ait N |= F si et seulement si N |= Sn(#F).

4.6.3. Corollaire. — L’ensemble #Th(N) des codes des énoncés vrais dans N
n’est pas récursivement énumeérable.

Démonstration. — Comme F est vérifié dans N si et seulement si = F" ne 'est pas, si
#Th(N) était récursivement énumérable son complémentaire dans N le serait aussi,
donc #Th(N) serait récursif. Il serait alors représentable par une formule G(x) qui
vérifierait la propriété énoncée dans le corollaire. O

4.6.4. Corollaire. — Soit T une théorie récursive telle que N | T. Alors il
existe un énoncé de Ly vrai dans N mats non démontrable a partir de T .

Démonstration. — En effet 'ensemble des codes des énoncés démontrables a partir
de T est récursivement énumérable. O]

4.7. Le théoréme de Church. —

4.7.1. Théoréme (Church). — Soit T' un ensemble consistant d’énoncés de Ly
contenant Py. Alors T n’est pas décidable.

Démonstration. — Sinon #Th(T') serait récursif, donc représentable par une for-
mule F'(z). Posons A = Ap. On sait que Py b F(#A) < -A.

SiTHFA, ona#A e #Th(T) et donc Py F F(#A), absurde. Si Tt/ A, on a
#A & #Th(T) et donc Py F = F(#A), absurde. O

4.7.2. Corollaire. — Si T est une théorie récursive et consistante contenant Py,
alors #Th(T') est récursivement énumérable non récursif.
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4.7.3. Corollaire. — L’ensemble Ty des énoncés de Ly universellement valides
n’est pas récursif.

Démonstration. — Soit H la conjonction des axiomes de Py. Pour tout énoncé F
de Ly, Po - F si et seulement si (H = F) € Ty. Si Ty était récursif, Py serait
décidable, ce qui contredit le théoreme de Church. O]

4.8. Les théoremes d’incomplétude de Godel. — Soit T une théorie
récursive. Alors Dem(T") = {(#F, ##d)} est récursif. Soit Pr(x,y) une formule 3
représentant Dem(7") et notons hr(z) la formule 3y Pr(z,y). On note Ap = Ay,

4.8.1. Théoréme (Premier théoréme d’incomplétude de Godel)
Soit T une théorie récursive consistante contenant Py. Alors N | Ar, mais Ar
n’est pas démontrable a partir de T.

Démonstration. — Soit A = Ar et n = #A. On a Py - JyPr(n,y) < -A.
Supposons que T+ A. Alors il existe une preuve de A dans 7', autrement
dit il existe un entier p dans N tel que (n,p) appartienne a Dem(7") et donc, par
représentabilité, Py F Pr(n,p). On a donc Py F JyPr(n,y) et donc Py F —A, ce
qui contredit I'hypothese de consistance de T. Si N £ A, alors N = JyPr(n,y). 1l
existe alors un entier p tel que Pr(n,p) soit vérifié dans N. Autrement dit, il existe
une preuve dans 7' de A et donc T'F A, ce qui est absurde. n

Présentons maintenant ’amélioration technique, due a Rosser, de ce résultat. On
définit une fonction primitive récursive N : N — N de la facon suivante : si n
est le nombre de Gédel d'un énoncé F'; N(n) est le nombre de Godel de —F' sinon
N(n) = 0. On choisit une formule ¥; A représentant cette fonction. Si T est une
théorie récursive, on modifie Pr(z,y) en

Pi(z,y) = Pr(z,y) A =3z <y 3u(Pr(u, 2) AN (z,u)).
On note hf(z) la formule Iy P (z,y) et Aff = Apr.

4.8.2. Théoréme (Variante de Rosser). — Soit T une théorie récursive con-
sistante contenant Py. Alors ni AR ni sa négation ne sont démontrables a partir de

T.

Démonstration. — La preuve que T I/ AR est similaire & celle du théoreme
précédent. Supposons que T F —AZ. Tl résulte qu’il existe un entier naturel e
code d'une démonstration de =A%, et donc Py F Pr(#-Ak e). De plus, T étant
consistante, pour tout entier naturel €’ on a Py I/ Pr(#AL, ¢'). 1l résulte que

Comme ce dernier énoncé est logiquement équivalent & —hZ(#AE), on en déduit
que Py = AR contradiction. O
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Soit T une théorie récursive dans le langage Ly. Soit a le code de I’énoncé —0 = 0.
On note Coh(7T') I’énoncé
~3yPr(5°(0), y).
On a N |= Coh(T) si et seulement si T" est cohérente.

4.8.3. Théoréme (Second théoréme d’incomplétude de Goédel)

Soit T une théorie cohérente récursive et contenant P (ou au moins Py et les
aziomes d’induction pour les formules 31 ). Alors TU{Coh(T)} & Ar. En particulier
Coh(T") n'est pas démontrable a partir de T.

Idée informelle de la preuve. — La preuve longue et technique est rarement
présentée completement en détail. Indiquons en l'idée. Si T'U {Coh(T)} t/ Ar,
alors il existe un modele NV de T'U {Coh(T)} avec N = —Agp, autrement dit
N | JyPr(#Ar,y). Le fait que N |= Coh(T) permet a N de “mimer” la construc-
tion d’un modele de Henkin en faisant comme si les vrais entiers étaient les éléments
de la structure A/. Ainsi un terme au sens de N sera un élément de N vérifiant une
formule Y fixée représentant I’ensemble des codes de termes. La construction d’'un
modele de Henkin peut ainsi étre mimée (car N' = Coh(T')) par des constructions
définissables par des formules a parametres dans N et permet d’obtenir un modele
M de T au sens de N, qui vérifie M | T. Comme N E JyPr(#Ar,y), il existe
une preuve “au sens de N de Arp, ce qui permet d’obtenir que Az est satisfaite
dans M. De méme que tout modele de Py contient une copie de N comme segment
initial, M contient comme segment initial une sous-structure isomorphe & N.
Mais, comme Pr est X1, N' | JyPr(#Ar,y) et M = —~JyPr(#Ar,y) sont alors
contradictoires. L’hypothese que T' doit contenir au moins les axiomes d’induction
pour les formules ¥; permet de garantir que tout se passe comme indiqué. O

5. Théorie des ensembles

Dans cette section on considere le langage £ formé outre de I’égalité d’un prédicat
binaire noté €. On considere une L-structure U. L’ensemble naif sous-jacent U sera
appelé univers et les éléments de U seront appelés ensembles. On ne parlera plus
d’ensemble ou d’appartenance etc. dans le sens naif (sauf exception).

5.1. Axiomes de Zermelo-Fraenkel. — Les axiomes de Zermelo-Fraenkel com-
prennent les axiomes d’extensionnalité, de la réunion, des parties, de remplacement
et de l'infini.

5.1.1. Aziome d’extensionnalité. — Il exprime que deux ensembles ayant les mémes
éléments sont égaux :

YuoVuy (Vug(vy € vg <= vy € v1) = vy = v1).

On notera a C b si Vug(vg € a = vy € b).
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5.1.2. Aziome de la réunion. — Il exprime que étant donné un ensemble a, il existe
un ensemble dont les éléments sont exactement les éléments des éléments de a :

VoeTv VYua(vg € 11 <= Jug(vg € vg A vy € 13)).

5.1.3. Aziome des parties. — 1l exprime que étant donné un ensemble a, il existe
un ensemble (unique par extensionnalité) que 1'on notera §(a) dont les éléments
sont les parties de a :

VU()HQHVUQ(UQ SRR —— va(vg € UV — V3 € Uo)).

5.1.4. Aziome de compréhension. — Pour tout formule F[vy,...,v,] de £ on con-
sidere I'axiome

Yoy --- vUnJrlEIUnJerUO(UO € Upyo < (UO € Upy1 N F[’Uo, R 7Un]))-

Une autre formulation est que pour toute formule H x| a parametres dans U et tout
ensemble «a il existe un ensemble b tel que y € b si et seulement si y € a et H[y] est
vérifié. Une formule & parametres dans U est une formule dans le langage £(U) (on
rajoute a un £ un symbole de constante pour chaque élément naif de U). Notons
qu’il est primordial d’imposer la restriction y € a. En effet il n’existe pas d’ensemble
atelquexr € a <= x ¢ .

Soit H[z] une formule & parametres dans U. On appelera classe définie par H|[z]
I’ensemble naif formés des ensembles satisfaisant H. En général une classe n’est pas
un ensemble. Ainsi U est une classe (définie par x = z). Tout ensemble a est une
classe (définie par = = a).

5.1.5. Quelques conséquences de l’axiome de compréhension. — Comme U est non
vide, soit @ un ensemble. Il existe un unique ensemble ) = {x € a,—z = z}. De
plus cet ensemble ne dépend pas de a.

Si a et b sont deux ensembles il existe un unique ensemble a Nb dont les éléments
sont les éléments de a appartenant a b. De méme si a est non vide, il existe un
unique ensemble N,c,x formé des ensembles appartenant a tous les éléments de a.

5.1.6. Axiome de remplacement. — 1l entraine ’axiome de compréhension. Pour
toute formule F[wg, wq,v1,...,v,] de £ on demande

VoVoy - - - Yo, (YweVw, Yws ((Flwg, wy, v1, . . ., U] AF[wo, wa, vy, ..., vp]) = w1 = wy)
= 1 VUnt2(Ung2 € Uny1 = Fwo(wo € vo A Flwo, Uny2, V1, ..., 0)))).

Une relation fonctionnelle en wy est une formule Flwy, w1, ay, ..., a,] & deux vari-
ables libres et a parametres dans U telle que

VwoVw,Vws ((Fwg, wy, ay, . .., ay] A Flwg, we, aq, . .., a,] = w; = wy).

A une telle relation correspond une fonction partielle naive ¢ g qui associe a b I'unique
c tel que F'[b, c] sl existe et qui n’est pas définie sinon. Le schéma de remplacement
exprime que si F'[wg, w] est une relation fonctionnelle en wy et si a est un ensemble,
alors la classe formée des images par ¢p des éléments de a est un ensemble, que
I'on notera {z;3vy € aF|vy,z]}. Le schéma de remplacement implique celui de
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compréhension. En effet si Fvg| est une formule & une variable libre a parametres
dans U, 'axiome de compréhension pour F' est équivalent a celui de remplacement
pour la relation fonctionnelle wy = wy A Flwy).

5.1.7. Quelques conséquences de l’axiome de remplacement. — Montrons I’existence
pour deux ensembles a et b de l'ensemble {a,b} dont les éléments sont ex-
actement a et b. On remarque que PB()) possede un unique élément & savoir
(). L’ensemble P(P(0)) possede donc exactement deux éléments a savoir ()
et {0}. On applique l'axiome de remplacement a la relation fonctionnelle
(x=0Ay=a)V(z={0}Ay=0).

On pose {a} = {a,a} et (a,b) = {{a},{a,b}}. Pour n un entier > 3, on pose
(a1, ...,a,) = (a1, (ag,...,a,)). On a (ay,...,a,) = (ay,...,al) si et seulement si
a; = a; pour tout i.

Le produit de deux ensembles a et b est la classe définie par

dxJy(z = (z,y) Nx €a Ny € D)

C’est un ensemble car si x € a et y € b, (x,y) € P(P(a U b)).

Soit R(x,y) une relation fonctionnelle & un argument. Son domaine est la classe
définie par JyR(z,y). Si ce domaine est un ensemble, alors I'image de R est un
ensemble ¢ et il existe un ensemble f C a x ¢ dont les éléments sont les couples
(x,y) tels que R(z,y). Un tel ensemble f est appelé fonction de domaine a ou famille
d’ensembles indexées par a. Si b est un ensemble, une fonction (ou application) de
a dans b est une relation fonctionnelle de domaine a et d’image contenue dans b.

Exercice : écrire I'énoncé “f est une fonction de a dans b” dans le langage L.
Une fonction de a dans b étant un élément de P(a x b), il résulte de 'axiome de
compréhension que la classe des fonctions des a dans b est un ensemble.

Soit a une famille d’ensemble indexée par un ensemble I, c’est a dire une fonction
de domaine I. On note |J;.; a; la réunion des éléments de I'image de la fonction a.

L’intersection (,.; a; de la famille est la classe définie par Vi(i € I = z € a;)
Si I est non vide c¢’est un ensemble.

Considérons la classe des applications f de I dans (J,.; a; telles que f(i) € a;

pour tout ¢ € I. Une telle application est un élément de (|J,c; a;)’, ¢’est donc un
ensemble par compréhension. On le note [],.; a;.
5.1.8. Ordinaux et axiome de ['infini. — On définit les ordinaux comme en théorie
naive. Il existe une formule & une variable libre Ord(z) exprimant que = est un
ordinal. Les ordinaux forment donc une classe. Ils vérifient les meémes propriétés
que celles vues dans le premier chapitre. Notons que la classe des ordinaux n’est pas
un ensemble. En effet soit X un tel ensemble. Ce serait un ordinal, on aurait donc
X e Xet X ¢ X, absurde.

On dit qu'un ordinal est fini si ni lui-méme, ni aucun de ses éléments n’est un
ordinal limite. Sinon il est dit infini.

L’axiome de 'infini suppose 'existence d’un ordinal infini. Il équivaut a

Fuo(Ord(vg) A —wg = 0 A Vo = v U{v1}).
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On note w le plus petit ordinal infini (pour tout ordinal infini a, w est le plus petit
ordinal infini appartenant a a 4+ 1). Notons que w est I'ensemble des ordinaux finis.

5.1.9. Proposition. — L’ordinal w muni de ’addition et de la multiplication or-
dinale, de 'application successeur et de 0 = () est un modéle des axiomes de Peano,
en général non standard.

Démonstration. — Exercice. O

5.2. L’axiome du choix. —

5.2.1. Induction transfinie. — Soit F' une formule a une variable libre et a
parametres dans U. Pour montrer que Fa] est vérifiée pour tout ordinal « il suffit
de montrer que si F' est satisfaite pour tout v < « alors elle est satisfaite pour a.
En effet sinon, soit « le plus petit ordinal tel que F'(«) ne soit pas satisfaite. Alors
F est satisfaite pour tout v < «, absurde.

Le résultat suivant permet de construire des fonctions par induction transfinie.

5.2.2. Théoréme. — Soit Fvy, vy, ve] une formule avec paramétres dans U telle
que

VuoVur ((Ord(vg) A vy est une application de domainevy) = FwoFlvg, vy, va]).

Alors, il existe une unique relation fonctionnelle ¢ de domaine la classe des ordinauz
telle que pour tout ordinal o, p(ar) est lunique ensemble x tel que F'(ov, Pja, ).

Démonstration. — On considere la condition (x) suivante sur une fonction f : le
domaine de f est un ordinal a et pour tout 3 € avon a F(83, fis, f(3)). Certainement
si f vérifie (x), la restriction de f a tout élément de « aussi. D’autre part pour tout
ordinal « il existe au plus une telle fonction f (si f’ est une autre telle fonction
considérer le plus petit 3 tel que f(5) # f'(5)). On en déduit 'unicité.

On considere la formule G[vg, v1] exprimant que vy est un ordinal et qu’il existe
une application f de domaine vy + 1 satisfaisant (x) et telle que v; = f(vg). Cette
formule est fonctionnelle en vy. Il est reste a démontrer qu’elle est de domaine la
classe des ordinaux.

Montrons par induction que pour tout ordinal « il existe un ensemble x satis-
faisant Gov, z]. On suppose que c’est vrai pour tout 5 < «. Dans ce cas la restriction
de G & « définit une fonction g de domaine a. Cette application satisfait (x) (raison-
ner par I'absurde et considérer le plus petit 3 tel F'(3, g3, 9(()) ne soit pas vérifié).
Par hypothese il existe un ensemble x tel que Fa, g, x] soit vérifié. On étend g en
une fonction f de domaine a+ 1 en posant f(a) = z) et on a bien G|a, z]. O

5.2.3. L’axiome du choiz. — On rappelle que I'axiome du choix AC est ’énoncé
suivant : le produit d’une famille d’ensembles non vides est non vide. Pour tout
ensemble a on appelle fonction de choix sur a une fonction h de 'ensemble PB(a)’
des parties non vides de a dans a, telle que, pour tout x € B(a)', h(z) €

5.2.4. Proposition. — L’axiome du choiz est équivalent a l'existence d’une fonc-
tion de choix pour tout ensemble a.
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Démonstration. — Supposons que I’axiome du choix est vérifié. Soit a un ensemble.
Alors le produit [, (o) L €St 0N vide. Un élément de ce produit n’est autre qu’'une
fonction de choix sur a. Réciproquement si (a;);e; est une famille d’ensemble non
vides, considérons a = U,cra; et une fonction de choix A sur a. En composant la
fonction I — P(a)’ correspondant a la famille des a; avec la fonction de choix h on
obtient une fonction h : I — a qui est un élément de [],.; a;. O
5.2.5. Théoréme. — Les énoncés suivant sont équivalents dans ZF :

(1) L’aziome du choix
(2) Le lemme de Zorn
(8) Le théoréme de Zermelo.

Démonstration. — (1) = (2). Supposons qu’il existe un ensemble (X, <) qui est
inductif et n’admet pas d’élément maximal. On considere ’ensemble T" des parties
totalement ordonnées par <. Pour chaque Y dans T' I'ensemble {z € X;Vy € Yy <
x} n’est pas vide. Par 'axiome du choix, il existe donc une fonction k : T'— X telle
que pour tout Y dans T, Vy € Y, y < k(Y).

On considere la formule F[vg,v1,vs] exprimant que vy est un ordinal, que v;
est une fonction de domaine vy et que si 'image de v; appartient a 7', alors vy =
k(Im(vy)) et sinon, vy = (). Cette formule vérifie les conditions du théoreme 5.2.2.
On en déduit une relation fonctionnelle h de domaine la classe des ordinaux telle que
pour tout ordinal «, Fa, hjo, h(a)] soit vérifiée. On vérifie par induction que pour
tout ordinal o, h(a) € X et que h(5) < h(a) si f < a. Pour conclure on considere
la formule H [vg, v1] exprimant que vy est un ordinal, que v; € T et qu’il existe un
isomorphisme de vy sur v;. Comme un ensemble ordonné ne peut étre isomorphe
a deux ordinaux différents, la formule H est fonctionnelle en v;. Par 'axiome de
remplacement 1'image de T par la fonction définie par H est un ensemble. Mais cet
ensemble serait 1’ensemble de tous les ordinaux !

(2) = (3). Soit @ un ensemble. On considere 1’ensemble X des couples (b, R)
avec b C a et R un bon ordre sur b. On ordonne X par (b, R) < (I, R’) si b est un
segment initial de (', R') et R est la restriction de R’. Cette relation est inductive :
en effet si (b;, R;)ies est une famille totalement ordonnée d’éléments de X, la réunion
b des b; munie de I'unique relation d’ordre induisant R; sur chaque b; est un majorant
des b;. Soit (b, R) maximal dans X. Si b # a, il existe un ensemble ¥’ = bU {z}
avec x € a \ b, et on peut prolonger R en un bon ordre sur ¥’ en imposant que x est
strictement supérieur a tout élément de a. Contradiction.

(3) = (1). Soit a un ensemble. Par hypothese il peut étre bien ordonné. La
fonction P(a)’ — a qui & une partie non vide de a associe son plus petit élément
pour ce bon ordre est une fonction de choix sur a. O

On note ZF les axiomes de Zermelo-Fraenkel et ZFC les axiomes de Zermelo-
Fraenkel augmentés de l'axiome du choix.

Dans ZFC on peut développer la notion de cardinal et obtenir les mémes énoncés
que ceux obtenus dans le premier chapitre.
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5.3. Paradoxe de Skolem. — Si la théorie ZFC est consistante, elle a un modele,
nécessairement infini a cause des axiomes, et, d’apres le théoreme de Lowenheim-
Skolem, ce modele possede une sous-structure dénombrable qui satisfait exactement
les mémes énoncés, en particulier les axiomes de ZFC. Les points de cette structure,
qui sont des ensembles, sont, en tant qu’ensembles, inclus dans la classe de tous les
ensembles, le support de la structure.

Or, I'un des premiers résultats de la théorie des ensembles est la démonstration
de l'existence d’un ensemble non dénombrable. C’est une conséquence immédiate
du théoreme de Cantor. Comment un ensemble non dénombrable pourrait-il étre
inclus dans une sous-structure dénombrable ?

Comme souligné par Skolem, le probléeme réside dans la relativité de ce qu’on
appelle ici dénombrable. En théorie des ensembles, un ensemble est dénombrable
s’il est en bijection avec N, I’ensemble des entiers naturels. Mais nous avons utilisé
cette notion en deux sens différents : les ensemble dénombrables au sens du modele
de ZFC, et les ensemble dénombrables au sens de la théorie intuitive dans laquelle
nous avons énoncé le théoreme de Lowenheim-Skolem. On peut tout a fait formaliser
ce théoreme en théorie des ensembles, mais on ne peut faire coincider le modele de
ZFC dans lequel on a effectué cette formalisation, et celui auquel on applique le
théoreme. Dans le modele dénombrable de ZFC obtenu par Léowenheim-Skolem, il
existe bien une collection (un ensemble de I'univers de la formalisation) de couples
qui établit une bijection entre les ensembles N et R du modele, mais comme R,
I’ensemble des réels, n’est pas dénombrable, cette collection n’est pas représentée
par un ensemble de ce modele. Ce n’est méme pas une classe. Il n’y a aucun moyen
d’en parler dans ce modele. L’ensemble R est bien non dénombrable au sens du
modele.

5.4. Autres axiomes, incomplétude et énoncés de consistance relative. —

5.4.1. Axiome de fondation. — L’axiome de fondation AF est 1’énoncé suivant :
pour tout ensemble a non vide, il existe un élément de a dont 'intersection avec a
est vide.

Sous 'axiome du choix il est équivalent a I’énoncé suivant : il n’existe pas de
famille (a;);e, telle que pour tout i dans w, a;11 € a;.

En effet supposons que 'axiome de fondation soit vérifié et montrons le second
énoncé (sans axiome du choix). On considere ’ensemble a dont les éléments sont les
a;. Par hypothese il existe a, tel que a N a, soit vide, ce qui contredit a,.1 € a,.
Réciproquement, soit x un ensemble non vide tel que pour tout élément y de z, yNx
soit non vide. Par I'axiome du choix il existe f : x — x telle que pour tout y € =,
f(y) € y. Soit ag dans x. On définit une suite par récurrence sur i : a;+1 = f(a;).

En particulier sous ’axiome de fondation tout ensemble = vérifie & x.

Dans l'univers U, on définit par induction une relation fonctionnelle V,, de do-
maine la classe des ordinaux par V, = Ug<oP(V3). Ona Vy =0, Voy1 = P(Va). On
considere la classe V' formée de la réunion des V,,. Si z est dans V, on définit r(z)
comme le plus petit « tel que z € V.
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5.4.2. Lemme. — Un ensemble x est dans V' si et seulement si tous ses éléments
y sont. Si x est de rang r, les éléments de x sont de rang < r.

Démonstration. — Soit x un ensemble dans V. 1l est de rang r = o+ 1. On a
donc x C V,, et donc tous les éléments de x sont de rang < r. Réciproquement,
si tous les éléments de x sont dans V', I’ensemble des rangs de ces éléments est un
ensemble d’ordinaux, il est donc contenu dans un ordinal . On a alors a C V,,

d’out le résultat. O
5.4.3. Lemme. — Tout ordinal o est dans V' et le rang de o est o+ 1.
Démonstration. — Soit « le plus petit ordinal tel que o ¢ V1 8’1l en existe. Alors

siffea, e Vg Ilsuit que o C UgeoVpyrr = Vo, et a € Vyqq. Soit « le plus
petit ordinal tel que o € V,, 8'il en existe. Il existe alors § < «a tel que a € P(V3).

On a alors aw C Vj et donc 8 € Vp, absurde. O
5.4.4. Proposition. — L’axiome de fondation équivaut a

VoV (x).
Démonstration. — Supposons VaV (x) satisfait et soit a un ensemble non vide. Soit

b € a de rang minimal. Alors aNb = (.

Réciproquement, soit a un ensemble qui n’est pas dans V. Soit b un ensemble
transitif contenant a et soit ¢ ’ensemble des x € b tel que x ne soit pas dans V.
C’est un ensemble non vide : considérons x € a qui n’est pas dans V', alors x € b.
Maintenant soit x € c. Il existe y € x qui n’est pas dans V. Comme b est transitif,
y € b, donc y € c. 1l suit que c Nz # O et Paxiome de fondation n’est pas vérifié.

Il reste a vérifier que tout ensemble a est contenu dans un ensemble transitif b
(c’est a dire tel que si x € b et y € x alors y € b). Pour cela on considere la
fonction f définie par induction sur w par f(0) = a, f(n +1) = Uzepm)x et on
pose b = Upe, f(n). L’ensemble b est la cloture transitive de a : c’est un ensemble
transitif contenant a et tout tel ensemble contient b. O

5.4.5. Formes faibles de l’axiome du choir. — L’axiome du choix dépendant, noté
ACD, est I’énoncé suivant : pour tout ensemble a, pour tout élément xy de a et
tout r C a* tel que Vz € a3y € a((x,y) € r), il existe une suite f : w — a telle que
f(0)==xget (f(n), f(n+1)) € r pour tout n € w. L’axiome du choix entraine ACD
dans ZF. En effet si on dispose d’une fonction de choix A sur a on peut définir par
récurrence par f(0) =z et f(n+1) =h({y € a; (f(n),y) € r}).

L’axiome du choix dépendant entraine I'axiome du choix dénombrable qui énonce
que si (X,,)new est une suite d’ensembles non vides alors le produit des X, est non
vide. En effet il suffit de poser Y,, = {n} x X,,, a = U,e,Y, et de définir r par
(x,y) € r si et seulement si il existe n tel que z € Y,, et y € Y, ;1. Par 'axiome
de choix dépendant on a alors une suite f : w — a avec f(n) € Y, pour tout n,
autrement dit f(n) = (n,g(n)) avec g une fonction de domaine w définissant un
élément du produit des X,,.
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5.4.6. Aziome des cardinaux inaccessibles. — On se place dans ZFC. Un cardinal
A est appelé fortement limite si pour tout cardinal p strictement inférieur a A\, 2* est
aussi strictement inférieur a A\. On dit que A est inaccessible s’il est fortement limite,
strictement supérieur a Ny et régulier. L’axiome CI des cardinaux inaccessibles
énonce 'existence d’un cardinal inaccessible.

5.4.7. Théoréeme de Godel. — Le codage de Godel est également possible dans

le cadre du langage de la théorie des ensembles, car les nombre entiers naturels

s’interpetent dans tout modele de ZF. Ainsi il existe un énoncé Cohyzr exprimant la

cohérence de ZF. De plus cet énoncé est arithmétique : les quantificateurs portent

sur des éléments de w et ’énoncé peut se réécrire dans le langage de 'arithmétique.
Le deuxieme théoreme d’incomplétude de Godel s’étend a ce cadre:

5.4.8. Théoréme (Godel). — Si ZF est cohérente, alors ZF t/ Cohyg.

Par contre, on peut montrer assez facilement que

5.4.9. Quelques énoncés de consistance relative. — (1) Si ZF est consistant alors
ZF + AF est consistant.

En effet on vérifie que si U est un modele de ZF, alors la classe V' est un modele
de ZF + AF.

(2) Si ZF est consistant alors ZF~ + —Infini est consistant. Ici ZF~ désigne ZF
sans ’axiome de 'infini.

En effet on vérifie que si U est un modele de ZF, alors (V,, €) est un modele de
ZF~ 4 —Infini.

(3) Si ZFC est consistant alors ZFC + —CI est consistant.
Soit U un modele de ZFC. S’il n’admet pas de cardinal inaccessible c’est terminé.
Sinon, soit A le plus petit cardinal inaccessible. Alors (V), €) est un modele de

ZFC + —CL

(4) Si ZF est consistant alors ZF +—=AC est consistant (Mostowski 1939, méthode
de Fraenkel-Mostowski).

(5) Si ZF est consistant alors ZFC + AF + HGC est consistant (Godel 1940,
ensembles constructibles).
Rappelons que I'hypothese du continu est 1’énoncé

QNO = Nla
tandis que ’hypothese du continu généralisée HGC est I’énoncé
2Na = Na+1

pour tout ordinal «.

Soit U un modele de ZF. Il existe une relation fonctionnelle de domaine U qui a
un ensemble a associe 'ensemble I1(a) des parties de a définissables par une formule
F(z) a parametres dans a, ie de la forme {z € a|F(x)}. [Noter la présence de deux
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difficultés dans cette définition : comme on quantifie sur les formules, il faut définir
une formule ZF définissant ’ensemble des formules dans le langage ZF, cela se fait
par codage de Godel ; d’autre part il faut définir la notion de satisfaction, pour cela
on se restreint a ne considérer que la structure (a €).] On définit par induction une
relation fonctionnelle L, de domaine la classe des ordinaux par L, = Ug<,II(Lg).
L’axiome de constructibilité est ’énoncé U = L.

Il n’est pas tres difficile de vérifier que L satisfait ZF + AF. Par contre il est
moins facile (Goédel) de montrer que L satisfait 'axiome de constructibilité. Pour
conclure Godel démontre que I'axiome de constructibilité (joint a ZF) entraine AC
et HGC

Les énoncés précédents se démontrent en construisant un modele a l'intérieur
d’un modele donné. La méthode de forcing, introduite par Cohen en 1964, permet
de construire des modeles plus grands que des modeles donnés. Elle permet de
démontrer les résultats suivants :

(6) Si ZF est consistant alors ZFC + AF 4+ —=HC est consistant (Cohen 1964).
(7) Si ZF est consistant alors ZF 4+ AF + =AC est consistant (Cohen 1964).

(8) Si ZFC + CI est consistant alors ZF + ACD+ “toute partie de R est
mesurable” est consistant (Solovay 1970).
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