Projet de recherches détaillé

David A. Madore

1 Présentation générale du domaine

Mon domaine de recherche concerne l'arithmétique des variétés ration-
nelles ou « presque » rationnelles (pour prendre le terme, volontairement
imprécis, utilisé dans [18] : « nearly rational »).

1.1 Variétés rationnelles et « presque » rationnelles

Par variétés rationnelles on entend les variétés X (sous-entendu : pro-
jectives, lisses) géométriquement rationnelles, c¢’est-a-dire celles qui, sur la
cloture algébrique k de leur corps de définition k, sont birationnelles & I’es-
pace projectif P" (i.e., un ouvert de X est isomorphe a un ouvert de P™). Les
variétés qualifiées de « presque » rationnelles peuvent étre, par exemple :

— unirationnelles, c’est-a-dire seulement dominées par l'espace projectif
(sans qu’on impose que ce paramétrage rationnel soit génériquement
bijectif),

— rationnellement connexes (« r.c. »), c’est-a-dire que deux points quel-
conques (il suffit en fait de le supposer pour deux points généraux) sont
reliés par une courbe rationnelle tracée sur X, ou séparablement ration-
nellement connexes (« s.r.c. »), notion équivalente en caractéristique 0,
qui revient & demander qu'il existe f: P! — X avec f~!Tx ample (une
telle courbe rationnelle est dite « tres libre »),

— Fano, c’est-a-dire que ¢;(Tx) = w3 ' est ample!.

On renvoie a [15] ou [6] pour les définitions précises.

Dans tous les cas, ces notions doivent se comprendre géométriquement,

c’est-a-dire qu’elles sont prises sur un corps algébriquement clos.

1On peut éventuellement aussi évoquer les variétés 2-Fano, cf. [8]...



Parmi les variétés « presque » rationnelles, les hypersurfaces cubiques,
c’est-a-dire les hypersurfaces définies dans PV (ot N > 3) par une équation
de degré 3 (étudiées en détail dans [29]), jouent souvent le role du premier
cas intéressant et indicateur. Ce sont des variétés de Fano, séparablement
rationnellement connexes, unirationnelles, et dont la rationalité (vraie pour
dim X = 2 et fausse pour dim X = 3) souleve déja des questions géomé-
triques intéressantes. Les hypersurfaces cubiques sont munies d'une loi de
composition birationnelle (qui & deux points z et y suffisamment généraux
associe le troisieme point d’intersection de I’hypersurface avec la droite xy)
qui se révele souvent étre un outil précieux dans leur étude.

1.2 Arithmétique

Un slogan général affirme que
« La géométrie conditionne [’'arithmétique. »

ce qui signifie notamment que plus une variété « se rapproche » de l'espace
projectif, du point de vue de la géométrie, plus elle est susceptible d’admettre
des points rationnels (du moins sur certains corps) : cf. notamment [15],
IV.6.3.1, et [21], chapitres I & X; dans le cas d'une courbe C, le slogan se
traduit par C' = P}, lorsque g(C) = 0 deés que C'(k) # @ (tandis qu’a 'opposé
C' n’a qu’un nombre fini de points sur un corps de nombres k lorsque g(C') > 2
d’apres le théoreme de Faltings [10]).

Voici a titre d’exemple quelques conjectures emblématiques concernant
une variété séparablement rationnellement connexe X (sous-entendu : pro-
jective, lisse) sur un corps k :

— Si k est un corps C) (c’est-a-dire que toute forme homogene de degré

d en > d variables admet un zéro non trivial) alors X (k) # @. Ce fait
est connu lorsque & est un corps fini ([9]) ou le corps de fonctions d'une
courbe sur un corps algébriquement clos ([7]).

— Si k est un corps local, le groupe de Chow CHJ(X) des zéro-cycles de
degré zéro modulo équivalence rationnelle est fini. Lorsque X a bonne
réduction, ce fait est connu, et on sait méme que CHy(X) = 0 ([19]).

— Sik = C(t), ou plus généralement le corps de fonctions d’une courbe sur
un corps algébriquement clos, alors I’approximation faible vaut, ¢’est-a-
dire que X (k) est dense dans I'ensemble des points adéliques X (A) =
[1, X(k,) (on, v étant une place, k, est le complété C((t — v)), ou bien
C((t')) si v = oo, muni de la topologie v-adique). Ce fait est connu
pour les places de bonne réduction ([13]).



— Si k est un corps de nombres, il existe une extension finie £'/k tel que
X (k') soit Zariski-dense (les points rationnels sont « potentiellement
denses »).

— Si k est un corps de nombres, 1'obstruction de Brauer-Manin au prin-
cipe de Hasse est la seule, i.e., si Br(X) = HZ(X,G,,) est le groupe de
Brauer de X, et X (A;)P"®) I'esemble des points adéliques (x,) de X
orthogonaux au groupe de Brauer (au sens ou ), A(z,) =0 € Q/Z
pour tout A € Br(X), ce qui est le cas si (z,) est en fait dans X (k)),
alors X (A)P"®) #£ @ implique X (k) # @. Ceci implique notam-
ment (cf. [31], remarque 5.3) l'existence d’un algorithme pour décider
si X (k) # @.

2 Recherches déja effectuées

L’essentiel de mes recherches passées a été mené dans le cadre de ma
these ([28]), effectuée sous la direction de Jean-Louis Colliot-Thélene.

2.1 Zéro-cycles sur les hypersurfaces cubiques

Cas de bonne réduction : Si X est une hypersurface cubique (lisse)
ayant bonne réduction (c’est-a~dire ayant un modele projectif dont la fibre
spéciale Y est une hypersurface cubique lisse) sur un corps p-adique (avec
p > 5), je démontre que CH)(X) = 0. L’idée originale consiste & obtenir une
courbe « tres libre » sur la fibre spéciale, pour pouvoir ensuite la déformer.
Ce résultat fait 'objet d'une publication & Manuscripta Math. ([24]).

Ultérieurement, Kolldr et Szabé ont obtenu dans [19], également en dé-
formant des courbes tres libres pour passer de la fibre spéciale a la fibre gé-
nérique, un résultat plus général : si X est une variété projective lisse sur K
corps local de corps résiduel k, dont on suppose la réduction Y a k lisse (géo-
métriquement) séparablement rationnellement connexe, on a CH)(X) = 0.

Cas de mauvaise réduction : La situation dans le cas de mauvaise
réduction est encore tres mal comprise. J’ai obtenu deux résultats allant
dans des sens opposés :

— Si X est une hypersurface cubique de dimension au moins 10 sur un

corps p-adique (ou sur un corps Cy), alors CHJ(X) = 0.

— Sur un exemple explicite, on peut avoir CHj(X) # 0 pour X une hy-

persurface cubique (lisse) de dimension 3 sur le corps C((w))(v)) (qui



est Cy). (Le phénomene analogue était connu en pour dim X = 2, mais
la méthode qui sert dans ce cas — détecter une obstruction a 1’équi-
valence rationnelle par accouplement avec le groupe de Brauer — ne
s’applique plus a partir de la dimension 3.) La démonstration utilise une
description explicite de désingularisation par des méthodes toroidales,
et des calculs de théorie de l'intersection.

Ces deux derniers résultats sont joints dans un article a paraitre au

J. Number Theory ([26]).

2.2 Approximation faible sur les surfaces cubiques

Si k est le corps des fonctions sur une courbe I' sur un corps algébrique-
ment clos et X une variété projective sur k telle que X (k) # &, on dira que
X vérifie 'approximation faible en un ensemble fini S C T" de places de k
lorsque X (k) est dense dans [], .o X (ky) ol k, est le complété de k en la
place v, ot on a muni X (k,) de la topologie v-adique.

Le résultat est ici : si X est une surface cubique lisse sur k et .S un ensemble
fini de places de bonne réduction (en une surface cubique lisse) de X, alors
I’approximation faible vaut aux places de S. Il s’agit du premier cas ou la
question de 'approximation faible sur les corps de fonctions se pose de fagon
intéressante (cf. [2]). La démonstration est, d’ailleurs, effective. Elle s’inspire
d’un résultat de Swinnerton-Dyer ([37]) dans le cas des corps de nombres. Le
résultat est a paraitre au Bull. Soc. Math. France (]25]).

Ultérieurement, Hassett et Tschinkel ([13]) ont obtenu le résultat d’ap-
proximation faible, par des méthodes différentes mais toujours pour les places
de bonne réduction, pour toutes les variétés (projectives, lisses) séparable-
ment rationnellement connexes.

2.3 R-équivalence

Deux autres résultats figurent dans ma these, concernant la R-équivalence
(la R-équivalence est la relation d’équivalence définie sur 'ensemble X (k) des
points k-rationnels d’une variété X engendrée par le fait de pouvoir relier
deux points par une courbe k-rationnelle P}, — X) :
— Une description de la spécialisation de la R-équivalence pour une variété
projective sur le corps des fractions d’un anneau de valuation discrete.
Le fait que cette spécialisation existe devait sans doute étre considéré
comme connu mais ne semble pas figurer dans la littérature.



— L’égalité entre R-équivalence tres libre et équivalence rationnelle sur
une variété torique ou une surface de Del Pezzo de degré 5. (La démons-
tration procede par description d'un torseur universel et par étude de
la R-équivalence sur celui-ci.)

2.4 Corps de dimension cohomologique 1

Le résultat suivant est un travail en collaboration avec J.-L. Colliot-
Thélene, et ne fait pas partie de ma these : il s’agit de I'existence de surfaces
de Del Pezzo (lisses) de degrés 4 (intersection complete de deux quadriques
dans P*), 3 (surface cubique) et 2 sur des corps de dimension cohomologique 1
(et de caractéristique 0) n’admettant pas de point rationnel. Il s’agit donc
d’un exemple fort de corps de dimension cohomologique 1 qui ne soient pas
(. La démonstration utilise le théoreme de Merkur’ev-Suslin et la formule
du degré de Rost.

Ce résultat a fait 'objet d’une publication au J. Inst. Math. Jussieu ([3]).

3 Recherches en cours

3.1 Principe de Hasse pour les hypersurfaces cubiques
singulieres

La question du principe de Hasse (c’est-a-dire de I'implication X (Ay) #
@ = X (k) # @) pour les surfaces cubiques singulieres a été résolue po-
sitivement par Skolem ([35]), mais la question des dimensions plus élevées
demeure ouverte.

J’ai obtenu le résultat positif espéré (le principe de Hasse) pour les hyper-
surfaces cubiques dont le lieu singulier est de codimension au plus deux (et
dans certaines situations pour la codimension 3) : la méthode repose essentiel-
lement sur des arguments de type Bertini, de fagon a ramener, par fibration
en sections hyperplanes, le cas de la dimension n a la dimension n — 1 (donc
au théoreme de Skolem évoqué ci-dessus). Avant de soumettre ce résultat a
publication, j’espere le compléter par une amélioration pour le cas de la co-
dimension 3 en I’absence d’obstruction cohomologique (de Brauer-Manin) :
cette amélioration passera par un théoreme de D. Harari ([11]).

Il s’agit ici d'un autre regard sur des questions également étudiées du
point de vue de la théorie analytique des nombres (méthode du cercle) : on



mentionnera, par exemple, que R. Heath-Brown a prouvé ([14]) le principe de
Hasse pour toutes les hypersurfaces cubiques a partir de la dimension 12 (les
deux approches sont complémentaires puisque la méthode du cercle marche
en grande dimension alors que la méthode que j’ai utilisée se ramene a la
petite dimension).

3.2 Séparable rationnelle connexité des hypersurfaces
de Fano

Une hypersurface de Fano est-elle séparablement rationnellement connexe
(en caractéristique positive) ? On sait qu’elles sont rationnellement connexes
(cf. [15], V.2.13), mais méme dans le cas des hypersurfaces cubiques la sé-
parabilité ne semble pas figurer explicitement dans la littérature (cf. [27],
prop. 7). Il est possible qu'une spécialisation lisse d’'une variété s.r.c. soit
encore s.r.c. (ce fait est vrai en caractéristique 0), ce qui résoudrait la ques-
tion : cependant, ce résultat parait actuellement difficile a atteindre. Malgré
les progres réalisés récemment (voir notamment [4]), la question de la sépa-
rable rationnelle connexité des hypersurfaces de Fano demeure ouverte. On
espere qu’un travail plus approfondi sur les méthodes de [27] pourrait aboutir
a des résultats intéressants dans cette direction.

4 Quelques pistes de recherche ultérieure

4.1 Sur les hypersurfaces cubiques

Les hypersurfaces cubiques présentent encore un certain nombre de pistes
de recherche intéressantes a explorer dans la continuité de mes travaux de
these. Notamment :

— L’étude de l'approximation faible sur une surface cubique aux places
de réduction conique (sur le corps de fonctions d’une courbe). En effet,
si le cas des places de bonne réduction est maintenant traité et si le cas
des réductions ne possédant que des points doubles ordinaires semble
pouvoir s’y ramener sans difficulté substantielle, le cas des singularités
coniques parait autrement plus difficile. Une premiere étape serait sans
doute I’étude approfondie d'un exemple particulier (probleme posé no-
tamment par Yu. Tschinkel en mars 2007 au Focused Research Group
Meeting & Columbia) : & cet effet, les calculs de désingularisation que



j’ai déja effectués pour I'étude du groupe de Chow en mauvaise réduc-
tion (cf. section 2.1 ci-dessus) pourraient se révéler utiles.

~ L’étude de CHY(X) pour des hypersurfaces X dans différentes situa-
tions de mauvaise réduction, notamment sur Q, ou C((w))((v)). Il parait
en effet important de déterminer si I’exemple de non-nullité d’un groupe
de Chow obtenu sur C((u))((v)) peut se transposer a Q,. Le candidat na-
turel d’hypersurface & considérer serait X3 + X7 + X3 4+ pX3 + pa X} =
0 avec o non cube dans [F, : malheureusement, les techniques utili-
sées pour C((u))((v)) se heurtent & un obstacle sérieux; peut-étre, au
contraire, faut-il chercher & montrer I'annulation de CHj(X) sur Q,
des la dimension 37

— L’annulation de CHS(X) si X est une hypersurface cubique lisse sur
un corps k de dimension cohomologique 1 avec X (k) # @. Il s’agirait
de la généralisation d'un résultat de Colliot-Thélene pour le cas des
surfaces ([1]).

— La question de l'existence d’hypersurfaces cubiques de dimension ar-
bitrairement grande sans point rationnel sur un corps de dimension
cohomologique 1 : ce serait un renforcement naturel de [3].

4.2 Quelques autres questions

S’écartant du domaine des hypersurfaces cubiques, d’autres questions me

viennent a ’esprit :

— Le corps C((u,v)) est-il Cy (au moins pour les formes cubiques...)? 1l
s’agit la d’un probleme assez frustrant puisque C(u,v) et C((u))(v))
sont connus pour étre Cy ; s’agissant de C((u, v)), le résultat n’est pour
I'instant connu que pour les formes diagonales, notamment quadra-
tiques (cf. [20], XIIL.1). Le lien avec 'arithmétique des variétés ration-
nelles pourrait étre fourni par 1’étude menée par de Jong & al. (cf. [8])
des variétés 2-Fano et des corps des fonctions de surfaces, a rappro-
cher d'un résultat de Kollar ([17]) qui, en étudiant la dégénerescence
des variétés de Fano, prouve que (en caractéristique zéro) tout corps
pseudo-algébriquement clos est C.

— Le corps Q) est-il Cy pour l'existence d'un zéro-cycle de degré 17 On
sait en effet ([38]) que Q, n’est pas Cy (il existe une forme quartique
homogene en > 16 variables n’ayant pas de zéro non trivial), mais il
semble raisonnable de penser qu’il I'est pour 'existence d'un zéro-cycle
de degré 1, i.e., que toute forme de homogene de degré d en > d?



variables sur @, admette des zéros dans des extensions de degrés pre-
miers entre eux dans leur ensemble. S’agissant des formes quadratiques
ou cubiques, on sait déja que Q, est Cy ([22], cf. aussi [36]), et I’étude
du rapport entre l'existence d'un zéro-cycle de degré 1 et d’un point
rationnel a été étudiée au moins dans le cas cubique ([5]).

— Toute variété rationnellement connexe a-t-elle un point sur Q)" (ex-
tension maximale non ramifiée de Q,) ou sa complétion W(F,)? On
sait que QpF est Oy (cf. [34], 11.§3.3(c)), on conjecture que toute variété
séparablement rationnellement connexe sur un corps C; a un point, et
on sait le prouver notamment pour C((t)) en utilisant le cas C(t) ([12]),
mais le cas Q" semble plus délicat. (On aimerait pouvoir utiliser des

méthodes analogues pour W(IF,) et C((t)) : peut-étre faut-il chercher
du coté des techniques de la géométrie tropicale 7)

4.3 Problemes plus vastes

De fagon plus distante des sujets abordés ci-dessus, je m’intéresse égale-

ment a des questions telles que :

— Le principe de Hasse, 'obstruction de Brauer-Manin et I’approximation
faible sur les corps de nombres. (Au sujet de "approximation faible, il
parait clair que l'article [37] a encore énormément & livrer. Concernant
I'obstruction de Brauer-Manin pour le principe de Hasse, des avancées
ont été faites dans le cas des surfaces de Del Pezzo de degré 4 par
Wittenberg, mais la situation pour les surfaces cubiques reste encore
tout a fait ouverte.)

— Le probleme de Galois inverse, et notamment son approche par 1’ap-
proximation faible (cf. [33], §3.5) — méme si les dessins d’enfants at-
tirent également ma curiosité. Une recherche de méthodes effectives
pour des résultats tels que ceux de [16] semble intéressante dans cette
optique.

— Le dixieme probleme de Hilbert (probleme de décision pour les équa-
tions diophantiennes), notamment pour des coefficients rationnels (cf. [31],
[32]) ou sur certains corps de fonctions (cf. [30]).

— L’utilisation éventuelle des surfaces cubiques en théorie du codage et
en cryptographie. Méme si dans ce cas (cf. [29], chapitre I), la loi de
composition naturelle ne fournit pas une structure de groupe, on peut
espérer diverses applications en cryptographie, comme généralisation
des courbes elliptiques. En théorie du codage, il s’agit de généraliser les



codes de Goppa : suivant les méthodes générales de [39], on peut tirer
un code correcteur d’'une surface cubique sur un corps fini (et d'un fibré
en droites dessus) ; le cas particulier des surfaces réglées ayant montré
son intérét ([23]), les surfaces cubiques semblent prometteuses sous cet
angle.
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