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1 Chaines de Markov

Exercice 1 (Markov ou pas Markov ?)
Soit (S,,) une marche aléatoire simple sur Z. Lesquels des processus suivants sont des chaines de Markov
sur Z 7 Pour ceux qui le sont, donner la matrice de transition.

A I

A= (Sn)p>00 6. F' = (ISu]) >0

B = ( + n)n>07 7.G= (5721 - n)nZO’

C= (Sn +n )n>07 8. H= (S2n)n207

D = (S, + 10" )n>0, 9. I = (X,)n>0 une arbre de Galton-Watson,
E=(S,+ (-1 )nzm 10. J avec Jyp1 = (Jn+1)Enq1 00§ ~ B(p) iid.

Solution de l’exercice 1

. Oui. La matrice de transition est Q(z,y) =

. Oui. La matrice de transition est Q(z,y) =

si | —y| =1 et 0 sinon.

[ SIS

siy=xouy=ax+42, et 0 sinon.

. Non. Si C était une chaine de Markov de matrice de transition @, on aurait d’une part

P(Co =0,C1 =0) =Q(0,0)
soit @Q(0,0) =P (S; = —1) = 3, et d’autre part
P(Cy=0,C1 =0,C; =0) =Q(0,0)?,

mais Cy > —2+ 2% = 2 donc P (Cy = 0) = 0 donc Q(0,0)? =0 et Q(0,0) = 0, d’ott la contradiction.

. Oui. La matrice de transition est la suivante : pour tous n € N et k € Z de méme parité que n tel

que k| < n, on pose Q(10™ +k, 10" +k+1) = Q(10" +k, 10" +k—1) = £, et Q(10" +k,y) =0
pour tous les autres y. Cette définition a bien un sens car chaque entier peut s’écrire d’au plus une
maniére comme 10" + k avec |k| < n. Notons que cet argument ne marche plus pour Iexemple
précédent, car par exemple 0 peut s’écrire 02 + 0, mais aussi 12 + (—1).

. Oui. La matrice de transition est la suivante : si x est pair alors Q(z,y) = % siy=z—louy=2—3

et 0 sinon. Si x est impair alors Q(z,y) = % siy=x2+1ouy=2x+3 et 0 sinon.

. Oui. La matrice de transition est la suivante : on a @(0,1) = 1 et Q(0,y) = 0 pour tout y # 1 et,

pour z > 1, on a Q(z,y) = % si |y — 2| = 1 et 0 sinon.
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7. Non. Si G était une chaine de Markov de matrice de transition @), on aurait d’une part
Q0,00=P(G,=0)=P(S;=1)=1
et d’autre part
Q0,0 =P(G1=G2=0) <P (G, =0)=P (55 =2) =0,
d’out la contradiction.

8. Oui. La matrice de transition est

% six =y,
Qlz,y) =41 silz—yl=1,
0 sinon.

Exercice 2 On dit qu'un graphe G est transitif si pour tous sommets u et v de G, il existe un automor-
phisme ® de G tel que ®(u) = v (autrement dit, les sommets de G jouent tous le méme role). Soit G un
graphe (fini ou infini) transitif et localement fini, et soit X une marche aléatoire simple sur G issue d’un
sommet u.

1. Montrer que pour tout sommet v et tout k > 0, on a
P(ng = u) Z]P)(ng :’U).
2. En déduire que P (X3 = u) est décroissante en k.

Solution de Uexercice 2

1. Notons que si le graphe est transitif, alors tous les sommets ont le méme degré d. Soit @) la matrice

de transition de la marche aléatoire simple sur G, i.e. Q(x,y) = é si x et y sont voisins et 0 sinon.

L’énoncé se réécrit :
Q%(u,v) < Q2k(u,u).

Or, on a

1/2 1/2
Q% (u,v) = ZQkukawv ZQkukavw (ZQ’“uw)) (ZQk(uw)Q) ,

en utilisant la symétrie de @, puis I'inégalité de Cauchy-Schwarz. De plus, comme le graphe est
transitif, la famille (Q* (v, w))wec est une permutation de la famille (Q*(u, w))weG. En effet, si ®

est un automorphisme de G qui envoie u sur v, on a Q*(u, w) = Q*(v, ®(w)) pour tout sommet w.

On a donc > Q% (v,w)? =3 QF(u,w)?, d’on
QQk(u’ ’U) < ZQk(u’w)Q = Z Qk(u’ w)Qk(w’u) = QQk(ua u)7

w

en réutilisant a la fin la symétrie de ). Notons que méme si G est infini, X; et Xo, ne peuvent
prendre qu’un nombre fini de valeurs, donc toutes les sommes manipulées sont en fait finies, donc
il n’y a pas de probléme de convergence.

2. Soit k> 0. On a
Q2 uu) = 3 (u0)QA(v, )

Q™ (u,u) Y Q*(v,u)

= Q2k (U" u) Z Q2 (uv U)

IN

= Q2k (ua ’LL)

en utilisant successivement la question précédente, et la symétrie de ). Cela conclut.



Remarque La premiére question est fausse sans I’hypothése de transitivité (prendre par exemple un
graphe avec un sommet de trés gros degré), et en remplagant 2k par un entier impair (prendre un grand
cycle de longueur impaire).

Exercice 3 (h-transformée d’une chaine de Markov)
Soit S un ensemble dénombrable et (X,,),>0 une chaine de Markov sur S de matrice de transition Q.
Soit h : S — R,. Soit P la matrice définie sur Sy = {z € S|h(z) > 0} par la formule
P = —= .
(i, 5) 0] Q(i, )
1. Donner une hypothése sur i qui garantit que P est la matrice de transition d’une chaine de Markov
sur ST. Que signifie cette hypothése si X est la marche aléatoire simple sur un graphe? On dit
alors que P est la h-transformée de Q.
2. Soit Y une chaine de Markov de matrice de transition P. Déterminer la dérivée de Radon-Nikodym
de la loi de (Y;)o<i<n par rapport & celle de (X;)o<i<n-
3. On consideére la marche aléatoire simple S sur Z. On note T; = inf{n > 0|S,, = i}. Pour N > 0 et
k € [0, N], on définit
PN = P( - Ty < Th).
(a) On rappelle que Py(Tn < Tp) = % Montrer que sous P,EN), (SnAaTy )n>0 €st une chaine de
Markov et donner sa matrice de transition.

rouver une fonction A : [0, N] — elle que la matrice de transition de la question précé-
b) T fonction A : [0, N R tell 1 trice de t ition de 1 ti Ecé
dente soit la h-transformée de la matrice de transition de la marche aléatoire simple.

(¢) Proposer une définition de la "marche aléatoire simple sur Z conditionnée a rester positive".

Solution de Uexercice 3

L. 11 faut avoir }; g+ P(i,j) = 1 pour tout i € ST, soit
> QUi j)h(j) = h(i).
jes+

Par définition de ST, le membre de gauche est égal a jes QUi, j)h(j) car les contributions pour
j € S\ST sont nulles. Une condition suffisante est donc

Vie ST h(i) = Q(i.j)h(j).
JjES

Si X est une marche aléatoire simple, i.e. Q(4,5) = @L’Hj, cette condition signifie que h est
harmonique sur S™.

2. Soient yg,...,yn € ST. On a

PYo=vyo- - Yn=uyn) = P(Xo=w0)PWo,v1)---PYn-1,Yn)
h(y1) h(yn)
= P(Xy= JY1) - n—1,Yn
( 0 yO) h(yO)Q(yO yl) h(yn—l)Q(y 1,Y )
h(yn)
= P(Xo=wyo..., X0 =Un
h(yO) ( 0 Yo Y )
La dérivée de Radon-Nikodym recherchée vaut donc 2(();;)) .

3. On calcule

P/iN) (Xn+1 = Tnt1]|Xo = w0, ..., Xy = )
 Pr(Xo=w0,..., X =20, Xpnp1 = 21 et Ty < Tp)
n Py (Xo=20,...,Xp =2, et Ty <Tp)




Par la propriété de Markov simple, on a Py (Xo = 2¢,..., Xp =2, et Ty <Tp) = o - L2 ainsi

2n N>
que Py (Xo = @0, .-, Xp = @, X1 = Tpg1 et T < Tp) = gter - “* Par conséquent,
(N) _ _ _ _ anrl
Py [Xnt1 = Zny1 [ Xo =20,..., Xn =2p] = T
n

La marche arrétée sous la proba P,gN) est donc une chaine de Markov de matrice de transition

Qe.y) = -l ym1 ot QN,N) =1.

1l s’agit de la h-transformée de la marche simple stoppée en N avec h(z) = z.
Conditionner une marche aléatoire simple sur Z (issue, par exemple, de 1) & ne pas taper 0 n’a a
priori pas de sens. Une maniére de lui donner un sens est de la conditionner & taper N avant 0 puis

de faire tendre N vers +oo. D’aprés la discussion qui précéde, pour tous n et xzg,x1,...,T, avec

xo=1ona
n—1 .
(N) . . i+1
P (Xo =0, X = 20) ———— [[ 5 Lorsist=r
i=0 g

Un candidat naturel est donc la h-transformée de la marche simple avec h(z) = x1,50.

Remarque L’utilisation d’une h-transformée pour "conditionner" une marche aléatoire & un événement
de probabilité nulle (par exemple ne pas taper un état ou un ensemble d’états donné) fonctionne dans
des cas assez variés.

Exercice 4 Soit (X,,),>0 une chaine de Markov sur E. Pour « € E on pose H, :=inf{n >1: X,, =z}
et Nx = Z 1Xn=:c-
n=1

1.

Montrez que P,(H, < o©) =1 <= N, = oo p.s . Montrez que P,(H, < c0) < 1 implique
E.[N.] = m. Dans le premier cas on dit que x est réccurent, dans le second que x est
transitoire.

. On pose pour z,y € E, U(z,y) = Ey[N,]. Exprimer U(xz,y) en fonction des Q" (z,y) puis montrer

que z est récurrent si et seulement si U(z, z) = oo.

3. Montrer que U(z,y) = Py (Hy < 00)U(y,y). Que dire de I’ensemble des points récurrents ?

4. En supposant E;[N,] = oo, quelles valeurs peut prendre E,[N,]?

Solution de ’ezercice /

1. Les 3 premiéres propritétés sont vues en cours et sont détaillées dans le polycopié de J-F. Le Gall

page 200-201.

. La marche simple est récurrente en d = 1,2 et transiante pour d > 3. On peut voir ce résultat

en utilisant une formule explicite de la probabilité d’étre en 0 aprés n pas (via des coefficients
multinomiaux) ainsi que la propriété vérifiée dans la question 1 i.e. La marche est récurrente ssi

U(0,0) = 3 P(S, = 0) = oc.

n=0
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