Processus Stochastiques Rémy Mahfouf
ENS Paris, 2021-2022 Bureau V2

remy.mahfouf@ens.fr

TD 8 : Chailnes de Markov et classification des états

Vendredi 26 Novembre

Exercice 1 Soit (S,),>0 une marche aléatoire simple sur Z issue de 0. Pour tout ¢ > 0, on
pose T; = min{n > 0|S,, = ¢} (on rappelle que tous les T; sont finis p.s. par récurrence de 5).

1.
2.

Montrer que les variables T;,; — T; sont i.i.d.

On suppose maintenant que S est une marche biaisée négativement, i.e. les S,.1 — S,

sont 1.i.d. et )
P(Sn+1 - Sn = —1) =1 _P(Sn-l—l - Sn — +1> > 5

Montrer sans calcul que M = max{S,|n > 0} est une variable géométrique.

On se replace dans le cas non biaisé. Déduire de la question 1 que E[T}] = 400

Solution de exercice 1

1

. On propose deux maniéres de rédiger le résultat : une maniére formelle en utilisant la
formule vue en cours, et une autre plus intuitive.

Preuve formelle :

Soit ¢ > 0. On rappelle la formule donnant la propriété de Markov forte pour le temps
d’arrét T; : pour toute variable Fr.-mesurable F' et toute variable G' qui est une fonction
mesurable de S, on a

Eo [11,< oo F X G 0 07, = Eg | L1, 1o FEs,, [G]] .

Notons que dans notre cas, on a T; < 400 p.s. (déja vu précédemment) et Sy, = i par
définition de 4, donc la formule s’écrit

Eo [F x G o 0] = B [FE[G]].

On prend G = 1p, avec t;;1 € N. On a alors

+1=tit+1>
Go QTi = ]]‘Ti+1—Ti:ti+17
donc dans ce cas la formule s’écrit

Eo [Flr,-m=ti] = Eo[FP(Tip1 = tis1)]
= Ko [FPo(T) = tit1)]
= Po(T1 = ti41)Eo[F]

en utilisant le fait qu'une marche aléatoire simple issue de 7 a la méme loi qu'une marche
issue de 0 a laquelle on a ajouté i, donc T;y; en partant de i a la méme loi que T} en
partant de 0. Cela est vrai pour toute variable Fr,-mesurable F'. En particulier, en
prenant

F = 1=t 1r-1T=ts . Ti~Ti_y=t;5
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on obtient
P(li=t1, Ty —Ty=ty,..., Tsx1 —Ti=tiy1) =P(N1 =t; 1) P(Lh=t1, T — T\ =to,..., T, = Tj_1 =

Par une récurrence immeédiate sur ¢, on obtient donc

Ph=t,T—-Ti=ty... T, -T,1=t) :H]P)(leti)a

j=1

donc les variables T;,1 — T; sont bien des copies i.i.d. de 77.

Preuve intuitive :

Soit ¢ > 0. Par la propriété de Markov forte, conditionnellement & Fr,, le processus
(ST,4n)n>0 & la loi d'une marche simple issue de 7, donc S = (S7,4, —)ns0 est une marche
simple sur Z conditionnellement & F7,. De plus, on a

Tip1 — Ty = min{n > 0[5, = 1},

donc conditionnellement a Fr,, la variable 7, — 7; a la méme loi que 7;. Or, les
variables 11,75 — Ty, ...,T; — T;—; sont Frp-mesurables, donc 7;41 — T} a la loi de T}
et est indépendante de (Tj11 — 1j)o<j<i—1, d’ott le résultat.

2. Le raisonnement est similaire. Soit 7 > 0. Conditionnellement a Fr,, si T; < +oo, le
processus S = (S7,4n — ©)n>0 est une marche simple sur Z par la propriété de Markov
forte, donc

P(Tiy1 < +00|T; < 4+00) :P(Eln > 0,§n = +1) =P(T) < +00).
Par récurrence, on en déduit P (T; < +00) = P (T} < +o0)’ pour tout i > 0, d’ou le
résultat car T; < +o0 équivaut a M > 1.

On pourrait aussi rédiger une preuve formelle dans le méme esprit que celle de la question
précédente, en prenant G' = 17, <4o. La seule différence est que les temps d’arrét
auxquels on applique Markov forte ne sont pas finis p.s., donc on doit garder I'indicatrice
jusqu’au bout dans la formule.

3. On utilise la loi forte des grands nombres. Si on avait E[7}] < +o0, comme T; peut s’écrire

comme la somme de ¢ copies i.i.d. de T}, on aurait TT — E[T1] p.s. quand i — +00. On

aurait donc STT — ﬁ > 0 quand i — 400, ce qui contredit la formule 22 — 0 donnée
1] n

par la loi forte des grands nombres.

Remarque: Le résultat de la deuxiéme question a déja été obtenu (avec le paramétre de la
loi géométrique) en utilisant le théoréme d’arrét dans un TD précédent.

Exercice 2 (Petites questions sur la classification des états)
On notera génériquement (X,,),en une chaine de Markov de matrice de transition ) a valeurs
dans un espace d’états dénombrable S. Pour x € S, on notera N, = ZneN Lix,—)-

1. Donner un exemple oli ’ensemble des points visités par la chaine issue de x n’est pas
déterministe.

2. Donner un exemple ot1, sous IP,,, ’ensemble des points visités par la chaine est p.s. toujours
le méme, sans que x soit récurrent. Donner un exemple o1, de plus, 'ensemble des 3
premiers points visités en partant de x n’est pas déterministe.



Pour z,y € S, est-il vrai que si y est récurrent et il existe n tel que Q"(x,y) > 0, alors
N, =400 P,-p.s. 7

. Donner un exemple ou il existe n tel que @"(x,y) > 0 mais Q™(y,z) = 0 pour tout

m > 0.

Montrer que pour z,y € S, si E,;[N,] = +o00, alors y est récurrent. La réciproque est-elle
vraie 7

Peut-on avoir 0 < E,[N,] < 400, avec y récurrent ?
Si E,[N,] = 400, quelles valeurs peut prendre E,[N,|?

On suppose que pour tout € S, 'ensemble V, = {y € S|3In tel que Q" (z,y) > 0} est
fini. Montrer qu’il existe des états récurrents.

Solution de exercice 2

1.

On prend S = {—1,0,1}, Q(1,1) = Q(—1,-1) =1 et Q(0,1) = Q(0,—1) = 1/2. Alors,
sous Py, l'ensemble des points visités est {0,1} avec probabilité 1/2, et {0,—1} avec
probabilité 1/2.

. Pour S = {0,1} et Q(0,1) = 1 = Q(1,1), on voit que x = 0 n’est pas récurrent, et

I'ensemble des points visités par la chaine est {0, 1} Py-p.s..

Pour S = {0,1,2} et Q(i,1) = Q(i,2) = 1/2 pour i = 0,1,2, on voit que x = 0 n’est pas
récurrent, que I'ensemble des points visités est {0, 1,2} Py-p.s., et que le deuxiéme point
visité est 1 ou 2 avec probabilité 1/2 chacun.

La réponse est non. Il suffit de reprendre ’exemple de la question 1., on voit que 1 est
récurrent, Q(0,1) > 0 mais Py(N; = +00) = 1/2.

. Toujours avec le méme exemple, Q(0,1) > 0 et pour tout p € N, Q?(1,0) = 0.

On a, d’apreés la propriété de Markov forte pour H, = inf{n > 1|X,, = y}, en notant
(Y,,) une autre chaine de méme matrice de transition,

Er[Ny] = E; ILHy<+OOZ]an:y

n>Hy
)

n>0

>t

n>0

= P, (Hy < +00) Ey[Ny]a

—= Ez :H-Hy<+OOEXHy

— P,(H, < +o0)E,

donc si E,[N,] = +oo, comme P,(H, < +00) est fini, on a E,[N,] = +oo, i.e. y est
récurrent.

La réciproque est fausse, cf 'exemple 1. ou 1 est récurrent, mais E_;[N;] = 0.

Non, car E,[N,] = P,(H, < +00)E,[N,] (cf question 5.) et E,[N,] = 400, donc E,[N,] =
0 ou +oo selon que P, (H, < +00) =0 ou > 0.



7. Si E,[N,] = 400, alors y est récurrent (cf 5.). On en déduit que E,[N,| ne peut prendre
que 2 valeurs : E,[V,] = 400 si z est récurrent et dans la méme classe que y, et E,[N,| =0
sinon.

8. Soit x € E. Sous P,, la chaine reste p.s. dans V, donc sous P,

Vz0 3 Q) = 1,

yeEV:
donc
DY QM) =D > QFw,y) = +oo.
yeVr k>0 k>0 yeVy

V, étant fini, il existe y € V, tel que E,[N,] = >, QF(x,1y) = +o0, ce qui implique (cf
5.) que y est récurrent.

Exercice 3 (Chaine de naissance et de mort)
Soit () la matrice de transition sur N donnée par:

To Po 0 0 0
¢ pr O 0
Q= 0 @ r p O

0 0 g3 r3 p3

avec pg > 0, po + ro = 1, ainsi que p; > 0, ¢; > 0 et p; + r; + ¢; = 1 pour tout ¢ > 1. Soit
(X3)n>0 une chaine de Markov a valeurs dans N de matrice de transition Q.

1. Montrer que X est irréductible.

2. On suppose que

Z Po---Di-1 < 100,

=

Montrer que X admet une mesure de probabilité réversible 7 qu’on déterminera. Que
peut-on en déduire sur X ?

3. On pose f(j) = S0 2=t (ayec f(0) = 0 et f(1) = 1) et 7 = inf{n > 0|X, =

i=0 p1...p;
0}. Montrer que f(X,r,) est une martingale, et en déduire que X, est récurrente si et

seulement si
QG
SOt
P1---Ppi

120

Solution de l'exercice 3

1. Soient : € N et 7 € N. On remarque que

Q7H(0j) 2 QUi+ 1)...QU—1j) = pipr > 0 si i<
Q2(i’i) Z Q(i,i—i—l)@(i—}-l,i) = Pi%i+1 > Oa

donc X est irréductible.



2. Soit m une mesure de probabilité. Elle est réversible ssi pour tout ¢ € N,
m(i)pi = m(i+1)git1 - (1)

En effet cette condition est suffisante car si j # i+1, la condition 7(i)Q(i, 7) = 7(5)Q(j,7)
est triviale. La condition est équivalente a : pour tout i € N,

N — o Do ... Pi-1
7(i) = m(0) X—C]l---C_Ii : (2)

Il suffit donc de vérifier qu’il existe une mesure de probabilité qui satisfait . Or

Po---Pi—1
s o= SO PPl g )
2,

ieN
par hypothése, donc on peut poser m(0) = L pour obtenir >, 7(i) = 1. On en déduit que
la mesure 7 définie par
1pg...05
VieN, n(i)=-2Pit
S q1...4;
est bien une probabilité réversible pour la chaine.

La mesure m étant réversible, elle est également invariante. Puisque la chaine est irré-
ductible et admet une probabilité invariante, on sait qu’elle est aussi récurrente positive.

Si la somme considérée est infinie, 7 reste une mesure réversible donc invariante, mais
sa masse est infinie. Par unicité de la mesure invariante pour une chaine de Markov
irréductible, X n’a donc pas de mesure de proba invariante, donc la condition qu’on a
donnée est nécessaire et suffisante.

3. On se fixe un point de départ x > 0, et on commence par montrer que f(X,,,) est une
martingale sous P, pour (F,), ot F,, = 0(Xo, ..., Xy). Si Xpar = 0, alors X(,11)ar = 0,
donc

Si Xpar > 0, alors X, 11)ar = X141, et sa loi conditionnelle sachant F;, est la suivante :
elle vaut X,, + 1 avec proba pyx, , elle vaut X,, avec proba rx,, et elle vaut X,, — 1 avec
proba ¢y, . On en déduit

Pour conclure, il suffit donc de vérifier, pour tout 7 > 1, la relation

pifG+1)+7rif(G) + a4 f(G—1) = f().

En remplacant r; par 1 — p; — g;, elle équivaut a

pi(fG+1) = () =aq(fG) = fU —1)),
qui est facile a vérifier.

Si la somme considérée est finie, alors f est bornée, donc la martingale f(X,,.) converge
p.s. et dans L' vers une limite M., avec E[M,] = f(z) > 0 (on rappelle qu’on a choisi
un point de départ > 0). En particulier, on a P, (M, > 0) > 0. Mais si M, > 0, alors
forcément 7 = +00. On a donc P, (7 = +00) > 0, donc la chaine X est transiente.

Si au contraire la somme est infinie, alors lim;_, -, f(j) = +o00. De plus, f(X,A-) est une
martingale positive, donc elle converge p.s.. Par conséquent, X, ., est p.s. constante a
partir d'un certain rang, donc soit 7 < 400, soit X,, est constante a partir d’'un certain
rang. Le second cas est impossible par irréductibilité, donc 7 < +o00 p.s. et la chaine est
récurrente.



Exercice 4 (Temps de départ)
Soit (X,,) une chaine de Markov sur un espace dénombrable F, de matrice de transition ). On
suppose que Q(z,z) < 1 pour tout x € E. On note (F,),>o la filtration canonique et on définit

T=1inf{n > 1, X, # Xo}.

1. Montrer que 7 est un temps d’arrét et que pour tout x € E, 7 est fini P,-p.s. Calculer
les lois de 7 et de X, sous P,.

2. On définit une suite de variables (7% )x>0 par
0=0, 11 =7, Tpy1 =inf{n>7n, X, # X, }
Montrer que les 75, sont des temps d’arrét finis P,-p.s.

3. On définit un processus (Y,,) par Y,, = X,,. Montrer que (Y,,) est une chaine de Markov
et donner sa matrice de transition.

4. On suppose que (X,,) est irréductible récurrente. Montrer que (Y,) est aussi irréductible
récurrente.

5. Soit p une mesure invariante pour (X,,). A partir de u, construire une mesure v invariante
pour (Y,).

Solution de ’exercice

1. Pour tout n > 0, on a {7 < n} =J_,{X, # Xo} € F, donc 7 est bien un temps d’arrét.
De plus, pour tout n > 0,

P.(r>n)=P, (Xo=X;=---=X,) =Q(z,2)" —— 0,

n—-+o0o

donc 7 < +00 p.s.

2. On montre par récurrence sur k que 75 est un temps d’arrét. On ’a montré pour k = 1
dans la question précédente. De plus, pour tout n > 0 on a

n—1 n
nn<ny=J U m=ix#X}eF
j=1 i=j+1
par hypothése de récurrence, donc 74,1 est un temps d’arrét. On montre également par
récurrence sur k que 7 est fini P,-p.s. On l’a montré pour k£ = 1 dans la question
précédente. De plus, si 73 est fini P,-p.s., alors 7441 = 7 0 0, donc d’apres la propriété
de Markov forte appliquée a 7,

Py (Thr1 < +00) = Ey [Lr <00 007, 11 c00]) = E, [EXTk Y ]]-Tk<+oo} =FE,[1 X Lrpcioe) = L.
3. Soient yo = z,y1,...,yx € E tels que y; 11 # y; pour tout . On a
P (Yo =yo,. -, Yo = yk)
= Z P(Yo=vyo,n =1, Y1 =vy1,7o —T1 =to, ..., Tk — The1 = b, Y& = Yr)

t1yeestp>1
= Z P (XO == Xt1—1 = Yo, th == Xt1+t2—1 =Y, 7Xt1+t2+~~~+tk = yk:)
1,0ty >1
= Z Q (Yo, %0)" ' QWo, y1)Qy1, 1) -+ QW1 yb—1)" T QYr—1, U)
1yt >1
QYo y1) QYk-1, k)

T 1-QUow) 1= Q1Y)

Le processus Y est donc bien une chaine de Markov, de matrice de transition P(z,y) =
% pour x # y et P(x,z) =0.



4. Soient z # y € S. Comme X est irréductible, il existe zg = z,x1,..., 2, = y tels que
Q(zi—1,2;) > 0 pour tout 1 < i < n. Quitte a retirer ; quand x; = z;_1, on peut de
plus supposer z; # x;_1 pour tout 1 < i < n. On a alors P(x;_1,z;) > 0 pour tout
1 < i < n, donc Y est bien irréductible. Par ailleurs, comme tous les 7, sont finis, un
sommet est visité une infinité de fois par Y ssi il est visité une infinité de fois par y, donc
Y est récurrente.

5. Pour tout x € E, on pose v(z) = (1 — Q(z,z)) p(x). Pour tout y € E, on a alors

Pl O, 1)) ()2 Y)
; (z)P(z,y) xe%\:{y}(l Q(x,2)) i )1_Q($’x)
— (Z M(m)Q(x,g)) — 1(y)Q(y, y)
= u(y) — uy)Qy,y)
= v(y),

donc v est bien invariante pour Y.

Exercice 5

Les jolies images ci-dessous sont des illustrations de l'exercice 3 (jusqu’a n = 1000, avec X, = 20
a chaque fois, les échelles verticales changent d’une image a Iautre). On a pris a chaque fois
r; = 0, et on a testé les valeurs suivantes pour ¢ > 1:

1-pi:§ 4-171':%4-%
2 pi=t_1 5.pi= 3%+ 2
T 2 2V
3-1%':% 6-131':%

Retrouver I'image qui correspond a chaque cas.




Solution de exercice 5

e La premiére correspond a p; = % C’est la marche aléatoire simple, réfléchie en 0. FElle
est récurrente nulle.

e La seconde correspond a p; = % + ﬁ Elle est transiente, et on peut vérifier que X,, ~
3n\2/3
(5)7" ps
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e La troisieme correspond a p; = % Elle est récurrente positive.

e La quatriéme correspond & p; = % + % C’est la marche aléatoire "conditionnée a rester
positive" (cf. jolie image du TD 5). Elle est transiente, mais on a X,, &~ y/n comme pour
la marche simple.

e La cinquiéme correspond & p; = % Elle est transiente et d’aprés la loi des grands nombres,
ona X, ~ % ps..

e La sixiéme correspond a p; = % — % Elle est récurrente positive comme la troisiéme, mais
met un peu plus de temps a "redescendre" en partant de haut.

Exercice 6 (La fourmi et la montre)

Une fourmi se proméne sur une montre de la maniére suivante : elle démarre sur le chiffre 0
et, toutes les minutes, elle se déplace avec proba % d’un chiffre vers la gauche et avec proba %
d’un chiffre vers la droite. La fourmi s’arréte quand elle a visité tous les chiffres de la montre.
On note C' le dernier chiffre de la montre visité par la fourmi. Montrer que C' est une variable
uniforme sur {1,2,...,11}.

Solution de ’exercice 6

Notons d’abord que C' existe bien p.s. car la fourmi finit forcément par faire 12 pas con-
sécutifs vers la gauche (argument déja vu en TD, par exemple exercice 6 du TD6), donc par
visiter tous les chiffres de la montre. Pour tout i € Z\12Z, on note T; le premier temps auquel
la fourmi découvre i. Pour tout ¢ € (Z/12Z), on a

P(C=i) = P(T,>T1,Ti > Ti1)
= P <Tia <T)+P(Tia <Tima < To)
= P(Tio1i <Ti1) P(Tiga < Ti|Ticq < Tia) + P (Tig1 < Tm1) P (11 < Ti|Tipa < Tia)

Mais d’aprés la propriété de Markov forte, conditionnellement & Fr,_,, la marche de la fourmi
aprés T;_1 ala méme loi qu'une marche aléatoire démarrée de i—1, donc P (T;41 < T;|T;—1 < Ti41)
est égale a la probabilité qu'une marche démarrée en i — 1 atteigne ¢+ 1 avant 7. Par invariance
par rotation, cette probabilité ne dépend pas de i, donc vaut P (7, < T}). De méme, on a

P(Tioy <Ti|Tiyy < Tih) =P (Tho <Tn) =P (12 < Th),
ou la derniére égalité s’obtient par symétrie. On obtient donc

]P)(C = Z) = P(E—l < E+1)P(TQ < Tl) +P(E+1 < E_l)P(TQ < Tl)
= P(TQ <T1)

Comme cela ne dépend pas de i, on en déduit que C' est bien uniforme sur {1,2,...,11}.



