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Exercice 1 Une loi infiniement divisible
On veut montrer que & — exp(—|£|*) est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire
lorsque « €]0,2[. On rappelle que sur D(0, 1) on a

n!

(1—2)° = 1+i<-1)n5(5_1)”'<5_"+1>zn.

1. Montrez que si ¢ est une fonction caracteristique et n € N, alors ¢" 'est aussi. Montrez
que si ¢1, @2, ... sont des fonctions caracteristiques et que ) p, = 1 avec p, > 0, alors
>, Pn®n est encore une fonction caracteristique.

2. Montrez que pour a €]0,2[ et ¥(t) = 1 — (1 — cos(¢))*/? on a
U(t) =D pacos™(t)
n=1

avec » . p, = 1 puis que v est encore une fonction caracteristique.

3. Montrez que pour £ € R on a
lim ¢(¢v2n71/)" = exp(—[¢]°),

et en déduire que exp(—|£|*) est a son tour une fonction caracteristique. Soient X7, ..., X,

i.i.d de fonction caracteristique exp(—[€|*). Montrez que n= /(X +...4+X,,) £ X,. Que
dire du comportement asymptotique de la marche simple d’incréments de loi X;?

4. Montrez pour X, X’ deux variables i.i.d, on a |¢x(£)|? = E[e®*X=X)]. En déduire que si
X n’est pas constante, il existe §,& > 0 tel que |px(£)] < 1 — &€ pour € € [, 4].

5. Montrez que si |¢x(&)| = 1 sur [—4,4], alors |¢x ()] = 1 sur R. Montrez aussi que
pour X, X’ iid., on a X + X' £x implique X = 0 presque surement. Conclure que
& — exp(—|€|¥) n’est pas la fonction caracteristique d’une loi de probabilité lorsque o > 2.
Exercice 2 Application simples de la condition de Lindeberg
1. Soit X,, ~ Bin(n,p,). Montrez que
X, — np,
B AL Ny (0,1) (1)
npn(l _pn> n—00

si et seulement si np, (1 — p,) — oo lorsque n — co.
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2. Soit (X;);>0 une suite de variable i.i.d. centrées de variance 0. On se donne une suite
(2nk)1<k<n de constantes qui vérifient lorsque n — oo

2
max z
h<n n,k

Z?:l ZT2L,]

Montrez que pour T,, = Y ,_; 2,1 X}, on a Var(Tn)_%Tn N N(0,1).

— 0.

3. Soit (X, k)1<k<n une suite de variables de Poisson de parameétre % Soient (Y, k)1<k<n une
suite de variable indépendantes, centrées, telles que X, et Y,, ;, ont les mémes moments
d’ordre 2 et 3. Démontrez un théoréme central limite pour > ;_, Y, k.

Exercice 3 Un contre exemple On considére une suite (Xj),>1 de variables indépendantes
centrées réduites telles que

: siz = +£1,
P(Xy=2)=4 53— siz=0 (2)
# si v = £k.

On pose S, = X; + ...+ X,,. Montrez que la condition de Lindeberg n’est pas vérifiée puis
déterminez la limite en loi de j—%

Exercice 4 Le pré-mouvement Brownien
Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d centrées de variance o?. On pose
S, =X1+ ...+ X, et pour tout réel t > 0

n 1

ou [z] désigne la partie entiére de x. Montrez que pour 0 =ty <t; <--- <t,ona

(S, 8, 8™M) L (U, Us,...,U,),

1 ?
n—oQ

et la loi limite est caracterisée comme il suit:
e Les variables aléatoires Uy, Uy — Uy, ..., U, — U,_; sont mutuellement indépendantes.

e Pour j < p, on a U; — U;_; est une Gaussienne centrée de variance o?(t; — t;_1) (avec la
convention Uy = 0 presque surement).



