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2.1.6 Générisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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5.2.4.3 Optimalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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6.2.4 Chow-stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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7.2 Duale d’une variété torique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
7.2.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
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Introduction

Cette introduction est constituée de deux parties. Dans la première, on brosse
un rapide tableau du domaine dans lequel s’inscrit cette thèse : la construction
et l’étude d’espaces de modules de variétés polarisées. On s’intéresse à l’histoire
de cette problématique, aux questions qu’elle recouvre, et à quelques théorèmes
connus.

Dans la seconde, on énonce les résultats obtenus dans cette thèse. En parti-
culier, on explique comment ils s’inscrivent dans le cadre décrit dans la première
partie, et quelles en sont les limites. Enfin, on détaille précisément, chapitre par
chapitre, le contenu de cette thèse.

Pour ne pas alourdir cette introduction, la discussion y est parfois imprécise,
notamment dans la première partie.

0.1 Espaces de modules de variétés polarisées

0.1.1 Espaces de modules de courbes

Soit g ≥ 2. Notons Mg,C l’ensemble des classes d’isomorphismes de courbes
algébriques complexes propres, lisses, connexes et de genre g (ou, de manière
équivalente, de surfaces de Riemann connexes compactes de genre g). Cet en-
semble paramètre des variétés ; on dit que c’est un espace de modules : l’espace
de modules des courbes lisses de genre g.

On peut faire remonter l’étude de Mg,C à Riemann. Il montre heuristique-
ment qu’une surface de Riemann de genre g dépend de 6g−6 paramètres réels, de
sorte qu’on peut considérer Mg,C comme étant de dimension 6g−6. La première
construction rigoureuse est cependant due à Teichmüller [68], qui munit Mg,C
d’une structure de variété analytique complexe (de dimension complexe 3g−3).

Dans le livre [57], Mumford propose une construction algébrique de l’espace
de modules des courbes : Mg,C y est muni d’une structure de variété algébrique
complexe. Mumford fait même mieux : il construit un espace de modules de
courbes Mg sur Z. C’est un schéma quasi-projectif dont les points géométriques
sont en bijection avec les classes d’isomorphisme de courbes algébriques propres,
lisses, connexes et de genre g sur tous les corps algébriquement clos (et non plus
seulement sur C). Cette construction a été l’une des principales motivations de
Mumford pour le développement de la théorie géométrique des invariants.
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Dans leur article [15], Deligne et Mumford effectuent deux avancées concep-
tuelles majeures. D’une part, ils réalisent que le bon objet à étudier n’est pas
l’espace de modules Mg, mais un champ algébrique Mg : le champ de modules
des courbes lisses de genre g. De manière informelle, Mg est un objet qui en-
code toutes les familles de courbes de genre g. La variété algébrique Mg est
son espace de modules grossier, c’est-à-dire le schéma qui l’approche le mieux.
D’autre part, ils introduisent une compactification M̄g de Mg, qui paramètre
des courbes avec quelques singularités autorisées : c’est l’espace de modules des
courbes stables de genre g. L’idée est d’autoriser suffisament de singularités pour
que M̄g soit compact, mais suffisament peu pour qu’il reste séparé.

Finalement, des travaux indépendants de Knudsen [37] et de Gieseker et
Mumford [56] ont permis de montrer que l’espace de modules grossier M̄g de
M̄g est projectif.

0.1.2 Généralisations en dimension supérieure

De nombreux efforts ont été faits pour construire des espaces de modules de
variétés de dimension ≥ 2, généralisant les espaces de modules de courbes. On
va ici décrire des résultats connus dans cette direction.

On travaille sur une base qui peut être, par exemple, Spec(k) pour k un corps,
ou Spec(Z), et qu’on sous-entend systématiquement. On fixe une collection C
de familles plates de schémas dont les fibres géométriques sont des variétés
connexes projectives lisses polarisées (i.e. munies d’un fibré en droites ample).
On notera V la collection des variétés connexes projectives lisses polarisées qui
interviennent comme fibres géométriques d’une famille de C.

Si C vérifie une condition technique facile à vérifier (si C est localement
fermée, voir [69] 1.16), on peut construire un champ algébriqueMC qui encode
toutes les familles de C. Quand C est l’ensemble des familles lisses de courbes
de genre g polarisées par leur fibré canonique, on retrouve le champ Mg.

Une première question est celle du caractère borné (ou limité) de C : existe-t-
il une famille F dans C, de base un schéma de type fini, telle que tout élément de
V intervienne comme fibre géométrique de la famille F ? Cette propriété permet
d’éviter qu’un éventuel espace de modules grossier possède, par exemple, une
infinité de composantes irréductibles. En caractéristique nulle, on dispose du
grand théorème de Matsusaka [52] :

Théorème 0.1.1. En caractéristique nulle, si les variétés polarisées de V ont
toutes le même polynôme de Hilbert, C est bornée.

La deuxième question est celle de la séparation du champMC . Il s’agit d’une
propriété d’unicité de la limite dans V d’une famille à un paramètre de variétés
polarisées de V . Un résultat général en ce sens est le théorème de Matsusaka et
Mumford ([53]) ; remarquons que ce théorème s’applique par exemple quand le
fibré canonique des variétés de V est ample.
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Théorème 0.1.2. Si les variétés de V ne sont pas birationnellement réglées
(i.e. ne sont pas birationnelles à une variété de la forme P1×Y ), le champMC

est séparé.

Par un théorème de Keel et Mori ([34], [13]), quandMC est séparé, il admet
un espace de modules grossier MC qui est un espace algébrique séparé. On
s’intéresse alors à la géométrie de cet espace de modules grossier MC . Est-ce
un schéma, un schéma quasi-projectif ? On dispose par exemple du théorème de
Viehweg [69] :

Théorème 0.1.3. En caractéristique nulle, si les familles de C sont polarisées
par leur fibré canonique relatif, MC est un schéma quasi-projectif.

Restreignons-nous à la caractéristique nulle, et supposons que les familles
de C sont polarisées par leur fibré canonique relatif. Par analogie avec l’espace
de modules des courbes stables, il est naturel de chercher à compactifier MC

en autorisant des variétés polarisées singulières, pour obtenir un champ M̄C

propre possédant un espace de modules grossier projectif.
Le cas des surfaces a été traité par Kollár et Shepherd-Barron [44] ; le ca-

ractère borné des variétés singulières autorisées étant dû à Alexeev [2], et la
projectivité de l’espace de modules grossier à Kollár [40].

Suite à des avancées récentes en géométrie birationnelle (notamment dues
à Hacon et McKernan) et à des travaux de Kollár, on sait aujourd’hui quelles
classes de singularités et quelles familles autoriser pour compactifier MC en
dimension quelconque (voir le livre en préparation [43]).

On dispose ainsi d’un analogue en dimension supérieure des espaces de mo-
dules de courbes stables.

0.1.3 Espaces de modules de variétés de Fano

Les résultats décrits au paragraphe précédent s’appliquent à des variétés dont
le fibré canonique vérifie des conditions de positivité. On peut se demander ce
qu’il advient quand on considère d’autres problèmes de modules de variétés
polarisées. Un exemple particulièrement intéressant est le cas où les variétés de
V sont des variétés de Fano (i.e. dont le fibré anticanonique est ample). Ce cas
particulier est motivé par l’intervention en théorie de Mori de fibrations à fibres
variétés de Fano, donc de familles de variétés de Fano. Dans ce paragraphe, on
se restreint à cette situation.

Dans cette thèse, les variétés qu’on manipulera seront explicites, de sorte
que le caractère borné des familles considérées sera évident. D’autre part, on
ne s’intéressera pas au problème très difficile de compactification du champ de
modules ; on ne considèrera que des variétés lisses. Les questions qu’on étudiera
seront donc la séparation du champ MC , et, quand celle-ci est vraie, la quasi-
projectivité de l’espace de modules grossier MC .

Commençons par une remarque facile et utile. Les stabilisateurs des points
géométriques de MC s’identifient aux groupes d’automorphismes des variétés
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polarisées de V , qui sont des schémas en groupes affines. Si MC est séparé, ces
stabilisateurs doivent être propres ; comme ils sont donc propres et affines, ils
sont même finis. On a montré :

Remarque 0.1.4. Une condition nécessaire pour que MC soit séparé est que
toute variété polarisée de V ait un groupe d’automorphismes fini.

Bien sûr, des variétés de Fano peuvent avoir des groupes d’automorphismes
de dimension > 0 (c’est le cas de PN ), et il faudra donc au moins exclure de tels
cas.

Regardons des exemples de petite dimension. En dimension 1, la seule variété
de Fano est P1, dont le groupe d’automorphismes est de dimension > 0 ; par la
remarque 0.1.4, la situation n’est pas intéressante.

En dimension 2, les variétés de Fano sont les surfaces de del Pezzo. Prenons
pour C la collection des familles lisses de surfaces de del Pezzo de degré d
polarisées par leur fibré anticanonique. Au vu de la remarque 0.1.4, la question
est intéressante si 1 ≤ d ≤ 5. L’article [30] propose alors une construction de
MC à l’aide de théorie géométrique des invariants qui montre que le champMC

est séparé, et que son espace de modules grossier MC est quasi-projectif.

En dimension 3, on peut parfois appliquer le théorème 0.1.2 de Matsusaka
et Mumford via le corollaire suivant :

Corollaire 0.1.5. En caractéristique nulle, si V est constitué de solides de
Fano lisses qui ne sont pas rationnels, MC est nécessairement séparé.

Preuve. Soit X un solide de Fano lisse birationnel à P1 × Y . Comme X est
de Fano et que nous sommes en caractéristique nulle, X est rationnellement
connexe, de sorte que Y est une surface rationnellement connexe. Comme Y est
recouverte par des courbes rationnelles très libres, toute forme pluricanonique
sur Y est nulle. La classification des surfaces montre alors que Y est birationnelle
à P1 × C pour C une courbe. Comme Y est rationnellement connexe, C est
rationnelle, de sorte que Y , donc X sont rationnels. On a montré, comme voulu,
qu’un solide de Fano lisse non rationnel n’est pas birationnellement réglé.

Cependant, pour certaines collections de solides de Fano à groupes d’auto-
morphismes finis, par exemple celle étudiée dans [14], la séparation deMC n’est
pas connue :

Question 0.1.6. En caractéristique nulle, si V est constitué de solides de Fano
de nombre de Picard 1, d’indice 1 et de degré 10, MC est-il séparé ?

Au vu de ces exemples, on peut plus généralement se demander si la finitude
du groupe d’automorphismes est la seule obstruction à la séparation d’un champ
de modules de variétés de Fano :

Question 0.1.7. Si les variétés de V sont des variétés de Fano à groupes d’auto-
morphismes finis, MC est-il séparé ?
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En ce qui concerne la quasi-projectivité de MC , Kollár a construit dans [42]
des exemples d’espaces de modules de variétés polarisées qui ne sont pas quasi-
projectifs. Cependant, les techniques de Kollár ne semblent pas permettre de
construire de tels exemples faisant intervenir des variétés de Fano. La question
suivante reste donc ouverte :

Question 0.1.8. Si V est constitué de variétés de Fano et siMC est séparé, MC

est-il un schéma quasi-projectif ?

Cette absence de résultats généraux contraste avec des exemples explicites
et très étudiés d’espaces de modules de variétés de Fano.

On a déjà évoqué les espaces de modules de surfaces de del Pezzo, dont des
compactifications géométriques ont été étudiées en [26]. Le cas particulier des
espaces de modules de surfaces cubiques a été l’objet de développements récents
[4]. Signalons, des travaux analogues concernant l’espace de modules des solides
cubiques [5] et des cubiques de dimension 4 [46].

0.2 Intersections complètes lisses

On restreint maintenant la discussion au cas particulier qui nous intéresse.

0.2.1 Notations

On travaille sur Spec(Z). Fixons N ≥ 2, 1 ≤ c ≤ N − 1 et 2 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dc
des entiers. On prend pour V l’ensemble des intersections complètes lisses de
codimension c dans PN définies par c équations homogènes de degrés d1, . . . , dc
et polarisées par O(1). Le bon choix de C est un peu technique ; il sera précisé
au paragraphe 2.3.2.

On note M =MC : c’est le champ de modules des intersections complètes
lisses polarisées par O(1). Il s’agit de l’objet d’étude principal de cette thèse.
Une définition précise en sera donnée dans la partie 2.3.

Remarquons que si d1+· · ·+dc > N+1, le fibré canonique des variétés en jeu
est ample, de sorte qu’on rentre dans le cadre des résultats décrits au paragraphe
0.1.2. En revanche, si d1 + · · · + dc < N + 1, les variétés considérées sont de
Fano. Pour ces valeurs des paramètres, on étudie donc des cas particuliers des
questions 0.1.7 et 0.1.8.

0.2.2 Énoncés des principaux théorèmes

Décrivons les principaux résultats concernant le champ M qu’on obtient.

0.2.2.1 Automorphismes

Le premier théorème signifie que, sauf pour quelques exceptions, les auto-
morphismes projectifs d’une intersection complète lisse forment un schéma en
groupes fini réduit. Il y a deux types d’exceptions différents : dans le cas (i), ces
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groupes sont de dimension > 0 ; dans les cas (ii), (iii) et (iv), ils sont finis non
réduits.

Théorème 0.2.1. Le champ M est de Deligne-Mumford sauf dans les cas sui-
vants :

(i) Si c = 1 et d1 = 2.

(ii) Si N = 2, c = 1, d1 = 3, auquel cas il est de Deligne-Mumford au-dessus
de Spec(Z[ 1

3 ]).

(iii) Si N = 3, c = 2, d1 = d2 = 2, auquel cas il est de Deligne-Mumford
au-dessus de Spec(Z[ 1

2 ]).

(iv) Si N ≥ 5 est impair, c = 2, d1 = d2 = 2, auquel cas il est de Deligne-
Mumford au-dessus de Spec(Z[ 1

2 ]).

Au vu de la remarque 0.1.4, cet énoncé peut être vu comme un résultat facile
à tester indiquant que l’étude de la séparation de M est intéressante. C’est ce
qui a motivé pour nous son étude. Ce n’est cependant pas un énoncé plus faible
que la séparation du champM car celle-ci ne dit rien sur le caractère réduit de
ces groupes d’automorphismes.

0.2.2.2 Séparation

Le champ de modules des quadriques ne peut être séparé par la remarque
0.1.4 car le groupe de leurs automorphismes projectifs est de dimension > 0. On
montre que ce contre-exemple trivial est le seul :

Théorème 0.2.2. Le champ M est séparé, sauf si c = 1 et d1 = 2.

Ce théorème permet d’appliquer le théorème de Keel et Mori pour obtenir :

Corollaire 0.2.3. Si l’on n’a pas c = 1 et d1 = 2, le champM admet un espace
de modules grossier M qui est un espace algébrique séparé.

0.2.2.3 Quasi-projectivité

On peut alors étudier l’espace de modules grossier M . On obtient les deux
résultats suivants :

Théorème 0.2.4. Supposons que d1 = · · · = dc et que l’on n’a pas c = 1 et
d1 = 2. Alors M est un schéma affine.

Théorème 0.2.5. Supposons que c ≥ 2, que d1 < d2 = · · · = dc et que

d2(N − c+ 2) > d1((c− 1)(d2 − d1) + 1).

Alors M est un schéma quasi-projectif.

À l’aide du théorème 0.1.3 de Viehweg, on obtient comme corollaire :

Corollaire 0.2.6. En caractéristique nulle, si d1 ≤ d2 = · · · = dc et si l’on n’a
pas c = 1 et d1 = 2, M est un schéma quasi-projectif.
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0.2.3 Limites des résultats

On explique ici la portée de ces résultats, et quelles en sont les limites.

0.2.3.1 Séparation

Le théorème 0.2.2 donne beaucoup d’exemples de champs de modules de
variétés de Fano qui sont séparés. Dans quelle mesure est-il pour autant un
indice sérieux que la question 0.1.7 ait une réponse positive ?

Pour de nombreuses valeurs des paramètres, le champ M est en fait un
ouvert d’un champ M̃ géométriquement plus pertinent. C’est par exemple ce
qui se passe dans les exemples étudiés au chapitre 6. Dans la partie 6.2, on fait
N = 3, c = 2, d1 = 2 et d2 = 3 et M est l’ouvert du champ de modules des
courbes lisses de genre 4 constitué des courbes non hyperelliptiques. Dans la
partie 6.3, on fait N = 4, c = 2, d1 = 2 et d2 = 3 et M est l’ouvert du champ
de modules des surfaces K3 lisses polarisées de degré 6 constitué des surfaces
K3 non hyperelliptiques.

Donnons un exemple plus parlant, concernant des variétés de Fano. Plaçons-
nous en caractéristique nulle, et faisons N = 4, c = 1 et d1 = 4 :M est l’espace
de modules des solides quartiques lisses. C’est un ouvert du champ de modules
M̃ des solides de Fano lisses de nombre de Picard 1, d’indice 1 et de degré
4, qui paramètre aussi des revêtements doubles de quadriques ramifiés le long
d’une surface de degré 8 (voir [32] 4.1.11, 4.1.12). Ces solides ne sont jamais
rationnels par [31], de sorte qu’on peut appliquer le corollaire 0.1.5 : le champ
M̃ est séparé.

Dans une telle situation, la séparation deM est un énoncé plus faible que la
séparation de M̃. Il est donc possible queM soit un ouvert séparé d’un champ
de modules bien plus compliqué M̃.

Une manière de donner plus de poids à ces exemples de champs de modules
séparés de variétés de Fano serait de montrer que l’espace de modules grossier
associé M n’est pas quasi-affine, ou mieux, qu’il contient des courbes complètes.
En effet, si, par exemple, M contient des courbes complètes, cela signifie que
le champ de modules considéré paramètre suffisament de variétés pour que la
vérification de la séparation ait représenté une gageure.

Question 0.2.7. L’espace algébrique M contient-il des courbes complètes ?

Je ne sais vérifier cela que pour une valeur des paramètres, où la réponse est
classique (voir le paragraphe 6.2.2) :

Proposition 0.2.8. Si N = 3, c = 2, d1 = 2 et d2 = 3, l’espace algébrique M
contient des courbes complètes.

Bien sûr, cet exemple ne concerne pas des variétés de Fano. Cependant, il
a le mérite de montrer que les espaces de modules grossiers construits par le
corollaire 0.2.3 ne sont pas tous quasi-affines. Ces questions sont en général
difficiles ; un autre exemple est évoqué au paragraphe 6.3.4.
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0.2.3.2 Quasi-projectivité

Énonçons explicitement le cas particulier suivant de la question 0.1.8, auquel
les théorèmes 0.2.4 et 0.2.5 répondent partiellement :

Question 0.2.9. L’espace algébrique M est-il un schéma quasi-projectif ?

Les conditions sur les degrés dans l’énoncé du théorème 0.2.5 sont artifi-
cielles ; ce sont des artefacts de la démonstration. Plus précisément, on utilise
la théorie géométrique des invariants, et on a besoin pour cela d’une compacti-
fication du schéma de Hilbert H des intersections complètes lisses et d’un fibré
ample sur cette compactification. La première condition d1 < d2 = · · · = dc as-
sure l’existence d’une compactification H̄ dont la géométrie est très simple ; la
seconde condition d2(N−c+2) > d1((c−1)(d2−d1)+1) reflète l’existence d’un
fibré ample sur H̄ qui permet d’appliquer la théorie géométrique des invariants.

Pour répondre à la question 0.2.9 pour d’autres valeurs des di en suivant la
même stratégie, il faudrait travailler avec une autre compactification de H.

Même dans des cas où la démonstration fonctionne, la compactification uti-
lisée ne semble pas naturelle. D’une part, les points du bord H̄ \ H n’ont pas
tous une interprétation géométrique (par exemple, H̄ n’est pas la base d’une
famille plate de variétés). D’autre part, certains fibrés en droites sur H̄ qu’il
aurait été naturel d’utiliser pour appliquer la théorie géométrique des invariants
s’avèrent ne pas être amples. Cela sera mis en évidence dans les exemples étudiés
au chapitre 6 (voir les remarques 6.2.8, 6.2.11 et 6.3.6).

Suivant Mumford, on peut chercher à utiliser comme compactification le
schéma de Hilbert de PN , et comme fibrés amples les fibrés de Plücker naturels
sur celui-ci. On s’intéressera à cette stratégie dans la partie 5.5. En particulier,
le paragraphe 5.5.3 discute la question suivante :

Question 0.2.10. Supposons qu’on n’a pas c = 1 et d1 = 2. Les intersections
complètes lisses sont-elles Hilbert-stables ?

0.2.4 Plan du texte

Décrivons maintenant précisément comment les différents chapitres s’arti-
culent.

Le premier chapitre rassemble, faute de références commodes, des résultats
standards, de nature technique, qui seront utilisés dans toute cette thèse. Le
lecteur est invité à ne s’y référer qu’en cas de besoin.

Le deuxième chapitre regroupe tous les résultats généraux sur les intersec-
tions complètes qu’on utilisera par la suite. Une grande partie est classique ; on
prend le parti de détailler beaucoup pour le confort du lecteur.

L’essentiel repose sur des calculs de cohomologie cohérente des intersections
complètes menés au paragraphe 2.1.3. On y construit de manière détaillée le
schéma de Hilbert Hic des intersections complètes (partie 2.2), puis le champ
de modules Mic des intersections complètes polarisées par O(1) (partie 2.3)
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— ainsi que leurs ouverts respectifs H et M paramétrant des intersections
complètes lisses.

Dans le troisième chapitre, on étudie la séparation du champ de modulesM.
L’objectif en est la preuve du théorème 0.2.2 (théorème 3.1.1). On fait le lien
entre ce résultat et une conjecture de Pukhlikov.

Comme mentionné ci-dessus, une conséquence importante est l’existence
d’un espace de modules grossier M qui est un espace algébrique séparé.

Dans le quatrième chapitre, on étudie le schéma en groupes des automor-
phismes des intersections complètes lisses polarisées par O(1). Le résultat prin-
cipal est le théorème 4.2.1 ; on montre notamment que, à quelques exceptions
près, ce schéma en groupes est fini et réduit. Ce théorème généralise au cas des
intersections complètes un théorème de Kodaira et Spencer sur les hypersurfaces
complexes (voir la discussion au paragraphe 4.2.2).

Remarquons que, contrairement à ce qu’on a laissé entendre plus haut, et
qui aurait été plus naturel, l’étude de la séparation de M précède ici celle des
groupes d’automorphismes. La raison pour cela est que, faute d’argument plus
simple, on déduira le théorème 4.2.1 quand N ≥ 5 est impair, c = 2, d1 = d2 = 2
et car(k) = 2 de la séparation de M.

On en déduit dans la partie 4.4 une preuve du théorème 0.2.1 (théorème
4.4.1).

Dans le cinquième chapitre, on s’intéresse au champ de modules grossier M ;
on montre pour certaines valeurs des paramètres la quasi-projectivité de M sur
Spec(Z).

L’essentiel de ce chapitre est consacré à la preuve des théorèmes 0.2.4 et 0.2.5
(théorèmes 5.1.1 et 5.1.2). Il s’agit d’une application de la théorie géométrique
des invariants de Mumford. Les principaux ingrédients sont le calcul du cône
ample d’une compactification explicite H̄ du schéma de Hilbert Hic (proposition
5.4.6), et une inégalité qui permettra d’y vérifier le critère d’Hilbert-Mumford
(théorème 5.2.1). On renvoie à la partie 5.1 pour plus de détails.

Enfin, dans la dernière partie 5.5, on discute l’éventuelle Hilbert-stabilité des
intersections complètes lisses.

Dans le sixième chapitre, on illustre sur deux exemples les constructions des
chapitres précédents. Le premier (N = 3, c = 2, d1 = 2 et d2 = 3) est un espace
de modules de courbes, et le second (N = 4, c = 2, d1 = 2 et d2 = 3) un espace
de modules de surfaces K3 polarisées.

Dans chacun de ces exemples, on s’intéresse à deux questions. D’une part,
l’utilisation de compactifications connues des espaces de modules concernés per-
met de montrer les limites des constructions du chapitre 5 (paragraphes 6.2.3,
6.2.4 et 6.3.3). Cela permet de faire le lien avec des travaux de Casalaina-Martin,
Jensen et Laza [11] et de Looijenga [50]. D’autre part, on étudie l’existence de
courbes complètes dans l’espace de modules grossier M (paragraphes 6.2.2 et
6.3.4).
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Finalement, dans le dernier chapitre, on s’intéresse à la question suivante,
largement indépendante de ce qui précède. On considère le polynôme discrimi-
nant : c’est le polynôme en les coefficients de c équations homogènes de degrés
d1, . . . , dc qui s’annule si et seulement si ces équations ne définissent pas une
intersection complète lisse. Le but de ce chapitre est de calculer les degrés d’ho-
mogénéité du discriminant en les coefficients de chacune des équations : c’est
l’objet du théorème 7.1.3. On applique, en la généralisant, une méthode due à
Gel’fand, Kapranov et Zelevinsky [18]. On prend notamment en compte l’in-
fluence de la caractéristique du corps de base.

Ce théorème est utilisé à deux reprises dans les chapitres précédents. Dans
le cinquième chapitre, il montre qu’une stratégie näıve pour prouver la quasi-
projectivité de M quand c = 2 et d1 < d2 échoue toujours (paragraphe 5.4.3.1).
Dans le sixième chapitre, il est utilisé dans la preuve du lemme 6.2.6. C’est la
première de ces deux applications qui a motivé cette étude.

Ce chapitre a été accepté aux Annales de l’Institut Fourier. Son contenu est
identique à la version qui sera publiée, à l’exception de l’exemple 7.1.13, signalé
par le referee, qui ne figure pas dans le texte publié.



Chapitre 1

Préliminaires

On trouvera dans ce chapitre des notations et résultats utilisés dans tout
ce texte, et qu’il est agréable de regrouper ici pour pouvoir y faire référence
aisément. Tous ces résultats sont classiques. On conseille au lecteur de ne se
reporter à ce chapitre que si nécessaire.

1.1 Images directes et changement de base

Tout d’abord, on énonce des théorèmes dus à Grothendieck sur la compati-
bilité aux changements de base des images directes de faisceaux quasi-cohérents.
On explique où trouver dans la littérature des preuves de ces énoncés.

On rappelle la définition suivante :

Définition 1.1.1. Soient f : X → Y un morphisme de schémas, F un faisceau
de OX -modules et g : Y ′ → Y un morphisme de schémas. On dit que la for-
mation de f∗F commute au changement de base par g si, avec les notations du
diagramme cartésien ci-dessous :

X ′

f ′

��

g′
// X

f

��

Y ′
g

// Y,

l’homomorphisme de changement de base g∗f∗F → f ′∗g
′∗F est un isomorphisme.

Indiquons avant tout une propriété formelle de cette notion :

Proposition 1.1.2. Soient f : X → Y un morphisme de schémas et F un

17
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faisceau de OX-modules. On considère les diagrammes cartésiens suivants :

X ′′

f ′′

��

h′ // X ′

f ′

��

g′
// X

f

��

Y ′′
h // Y ′

g
// Y,

où g et h sont des morphismes de schémas.
Supposons que la formation de f∗F commute au changement de base par

g. Alors la formation de f∗F commute au changement de base par g ◦ h si et
seulement si la formation de f ′∗(g

′∗F) commute au changement de base par h.

Preuve. C’est [16] Coro. 4.36.

On dispose de la proposition suivante relativement au changement de base
par un morphisme plat.

Proposition 1.1.3. Soient f : X → Y un morphisme de schémas séparé et
de type fini et F un faisceau quasi-cohérent sur X. Alors la formation de f∗F
commute à tout changement de base plat.

Preuve. C’est [21] Prop 1.4.15.

On en déduit une propriété de descente de la commutation à tout changement
de base :

Proposition 1.1.4. Soient f : X → Y un morphisme de schémas séparé et
de type fini et F un faisceau quasi-cohérent sur X. On considère le diagramme
cartésien suivant :

XZ

fZ

��

q′
// X

f

��

Z
q

// Y,

où q est un morphisme de schémas fidèlement plat.
Supposons que la formation de fZ,∗(q

′∗F) commute à tout changement de
base. Alors la formation de f∗F commute à tout changement de base.

Preuve. Soit g : Y ′ → Y un morphisme de schémas. On note Z ′ = Z ×Y Y ′.
Soient f ′ : X ′ → Y ′ et f ′Z : X ′Z → Z ′ les tirés en arrière de f : X → Y . Par
abus de notation, on notera toujours F les tirés en arrière de F sur X ′, XZ et
X ′Z .

Par la proposition 1.1.3, la formation de f∗F commute au changement de
base par q : Z → Y . Par hypothèse, la formation de fZ,∗(q

′∗F) commute au
changement de base par la projection Z ′ → Z. Ainsi, par la proposition 1.1.2,
la formation de f∗F commute au changement de base par Z ′ → Y .

De plus, à nouveau par la proposition 1.1.3, la formation de f ′∗F commute
au changement de base par la projection Z ′ → Y ′. On déduit alors du dia-
gramme commutatif [16] Prop. 4.35 que le morphisme de changement de base
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g∗f∗F → f ′∗F devient un isomorphisme après pull-back sur Z ′. Comme Z ′ → Z
est fidèlement plat, c’est un isomorphisme. On a montré que la formation de
f∗F commutait au changement de base par g, donc à tout changement de base
car g est arbitraire.

Énonçons alors plusieurs critères de commutation à tout changement de base.

Proposition 1.1.5. Soient f : X → Y un morphisme de schémas propre et de
présentation finie et F un faisceau quasi-cohérent et de présentation finie sur
X et plat sur Y .

On suppose que pour tout y ∈ Y , h1(Xy,Fy) = 0. Alors f∗F est localement
libre et sa formation commute à tout changement de base.

Preuve. Expliquons tout d’abord pourquoi le cas où Y est noethérien est
conséquence des résultats généraux de [22] 7.7 et 7.8. On conserve les nota-
tions de ce texte en prenant pour P• le complexe réduit à F placé en degré
0. En particulier, pour p ∈ Z et M un OY -module quasi-cohérent, on pose
Tp(M) = R−pf∗(F ⊗OY M).

Vu l’hypothèse sur le H1 des fibres, la condition [22] 7.7.10 (b) est vérifiée
pour p = −1 et pour tout y ∈ Y , de sorte que T−1 est exact à droite. Alors,
par [22] 7.7.5 II (a)⇒(d) pour p = −1, la formation de R1f∗F commute à tout
changement de base. L’hypothèse sur le H1 des fibres montre alors que, pour
tout y ∈ Y , (R1f∗F)y = 0. Comme F est cohérent, R1f∗F est aussi cohérent
de sorte que, par le lemme de Nakayama, T−1(OY ) = R1f∗F = 0. Par [22] 7.7.5
II (a)⇒(a’) pour p = −1, on a donc T−1 = 0 ; en particulier, T−1 est exact à
gauche. Alors, par [22] 7.7.5 II (b)⇒(d),(a) pour p = 0, la formation de f∗F
commute à tout changement de base et T0 est exact à droite. Par [22] 7.7.5 II
(a)⇒(b) pour p = 1, comme T1 = 0, T0 est exact à gauche, donc exact ; suivant
la terminologie de [22], F est homologiquement plat sur Y en dimension 0. On
peut alors appliquer [22] 7.8.4 (a)⇒(d) pour p = 0 pour montrer que f∗F est
localement libre.

Le cas général se déduit du cas noethérien par les techniques générales de
[24], comme expliqué très précisément dans [16] Prop 4.37.

Proposition 1.1.6. Soient f : X → Y un morphisme de schémas propre et de
présentation finie, F un faisceau quasi-cohérent de présentation finie sur X et
plat sur Y .

On suppose que Y est réduit et que la fonction y 7→ h0(Xy,Fy) sur Y est
constante. Alors f∗F est localement libre et sa formation commute à tout chan-
gement de base.

Preuve. On procède comme dans la preuve précédente dont on reprend les
notations. La réduction au cas où Y est noethérien est similaire, et on se contente
d’expliquer pourquoi ce cas particulier est conséquence des résultats généraux
de [22] 7.7 et 7.8.

Les hypothèses permettent d’appliquer [22] 7.8.4 (e)⇒(d) pour p = 0 pour
montrer que f∗F est localement libre. Par ailleurs, par [22] 7.8.4 (e)⇒(a) pour
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p = 0, T0 est exact, de sorte que, par [22] 7.7.5 II (a)⇒(d) pour p = 0, la
formation de f∗F commute à tout changement de base.

Proposition 1.1.7. Soient f : X → Y un morphisme propre entre schémas
noethériens, et F un faisceau cohérent sur X et plat sur Y .

On suppose que pour tout y ∈ Y , H0(XOy ,FOy ) → H0(Xy,Fy) est surjec-
tive. Alors f∗F est localement libre et sa formation commute à tout changement
de base.

Preuve. On procède comme dans les preuves précédentes dont on reprend les
notations. On se contente d’expliquer pourquoi cet énoncé est conséquence des
résultats généraux de [22] 7.7 et 7.8.

Par hypothèse, la condition [22] 7.7.10 (b) est vérifiée pour p = 0 et pour
tout y ∈ Y , de sorte que T0 est exact à droite. Ainsi, par [22] 7.7.5 II (a)⇒(d)
pour p = 0, la formation de f∗F commute à tout changement de base. D’autre
part, par [22] 7.7.5 II (a)⇒(b) pour p = 1, comme T1 = 0, T0 est exact à gauche,
donc exact ; suivant la terminologie de [22], F est homologiquement plat sur Y
en dimension 0. On peut alors appliquer [22] 7.8.4 (a)⇒(d) pour p = 0 pour
montrer que f∗F est localement libre.

Enfin, on utilisera à plusieurs reprises cette propriété de commutation au
changement de base à travers le lemme suivant :

Lemme 1.1.8. Soient f : X → Y un morphisme propre de schémas et L un
fibré en droites sur X très ample sur les fibres de f tel que la formation de f∗L
commute à tout changement de base. Alors L est très ample relativement à f .

Preuve. Pour tout y ∈ Y , H0(Xy,Ly) → Ly est surjectif car Ly est engendré
par ses sections globales. Par commutation au changement de base par y → Y ,
cela montre que (f∗f∗L)y → Ly est surjectif pour tout y ∈ Y , donc, appliquant
le lemme de Nakayama à son conoyau, que f∗f∗L → L est surjectif. On obtient
donc un morphisme i : X → P(f∗L), qui, en restriction à Xy, cöıncide avec
Xy → P(H0(Xy,Ly)) (on utilise ici la notation de Grothendieck concernant les
fibrés projectifs).

Il faut montrer que i est une immersion fermée. Comme i est propre et quasi-
fini, i est fini, donc affine. Il suffit donc de montrer que le morphisme de faisceaux
OP(f∗L) → i∗OX est surjectif. En appliquant à nouveau le lemme de Nakayama,
on est ramenés à montrer que pour tout y ∈ Y , (OP(f∗L))y → (i∗OX)y est sur-
jectif. On a vu que le faisceau de gauche cöıncide avec OP(H0(Xy,Ly)). Le faisceau
de droite cöıncide avec iy,∗OXy par affinité de i. La surjectivité recherchée est
donc conséquence du fait que Ly est très ample sur Xy.

1.2 Foncteurs et schéma de Picard

Les conventions que l’on fait sur les foncteurs et schémas de Picard sont
celles de [16] Chap. 9. On les rappelle brièvement ici.
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Si f : X → S est un morphisme de schémas, PicX/S est le foncteur qui à un
S-schéma T associe PicX/S(T ) = Pic(XT )/Pic(T ). On note Pic(X/S)(fppf) son
faisceautisé pour la topologie fppf. Si ce dernier foncteur est représentable, on
note PicX/S l’espace algébrique qui le représente.

Par [16] 9.4.8, si f est projectif plat à fibres géométriquement intègres,
PicX/S existe et est un S-schéma séparé localement de type fini. Par [16] 9.4.4,
sa formation commute à tout changement de base.

Le lemme suivant nous permettra de tester l’égalité de deux éléments de
Pic(X/S)(fppf)(S) :

Lemme 1.2.1. Soit f : X → S un morphisme de schémas propre, plat et de
présentation finie à fibres géométriques intègres. On suppose que S est réduit.
Alors, si L1 et L2 sont deux faisceaux inversibles sur X tels que pour tout s ∈ S,
L1|Xs ' L2|Xs , L1 et L2 cöıncident dans Pic(X/S)(fppf)(S).

Preuve. Quitte à remplacer L1 par L1⊗L−1
2 , on peut supposer que L2 ' OX .

Alors, pour s ∈ S, H0(Xs,L1|Xs) = H0(Xs,OXs) = κ(s) par hypothèse sur Xs.
On peut donc appliquer la proposition 1.1.6 : f∗L1 est un faisceau inversible sur
S.

Notons M = L1 ⊗ f∗(f∗L1)−1. Alors, par formule de projection, f∗(M) '
OS . Toujours par la proposition 1.1.6, la formation de cette image directe com-
mute à tout changement de base. On note σ ∈ H0(X,M) la section correspon-
dant à 1 ∈ H0(S,OS). Si s ∈ S, par commutation au changement de base par
s → S, σ|Xs est un élément non nul de H0(Xs,Ms) ' H0(Xs,OXs) = κ(s).
Ainsi, σ|Xs est nulle part nul sur Xs, de sorte que M, possédant une section
globale σ nulle part nulle, est trivial.

Ainsi, L1 ' f∗f∗L1, ce qui montre immédiatement que L1 est isomorphe à
OX Zariski-localement sur S.

1.3 Champs quotients

On effectue dans cette partie des rappels sur les champs quotients. Attention :
on travaille ici avec des actions à gauche alors que [45], qui nous sert de référence,
considère des actions à droite.

Soit S un schéma. On note (Sch /S) la catégorie des S-schémas. Soient X
un S-schéma et G un S-schéma en groupes séparé, lisse et de présentation finie.
On suppose que G opère à gauche sur X par σ : G×S X → X. On note [G\X]
la catégorie fibrée en groupöıdes sur (Sch /S) définie comme suit. Si T est un
S-schéma, la catégorie [G\X](T ) a pour objets :

[G\X](T ) =

{
GT -torseurs fppf à gauche P sur T

munis d’un morphisme GT -équivariant σ : P → XT

}
(1.1)

et une flèche P ′ → P au-dessus du morphisme de schémas T ′ → T est un
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diagramme cartésien

P ′

��

// P

��

T ′ // T

respectant les structures de torseurs et les morphismes équivariants.
Par [45] 4.6.1 et 9.6, [G\X] est un S-champ algébrique dont une présentation

est donnée par le 1-morphisme canonique P : X → [G\X], et on a un diagramme
2-cartésien :

G×S X

p2

��

σ // X

P

��

X
P // [G\X]

(1.2)

Faute de référence explicite, on rassemble ci-dessous trois propositions reliant
les propriétés de [G\X] à celles de l’action de G sur X.

Proposition 1.3.1. Sous les hypothèses ci-dessus, le champ algébrique [G\X]
est lisse sur S si et seulement si X est lisse sur S.

Preuve. C’est une conséquence de la définition de la lissité ([45] 4.14) et de
l’existence de la présentation P : X → [G\X] de [G\X].

Proposition 1.3.2. Sous les hypothèses ci-dessus, le champ algébrique [G\X]
est séparé si et seulement si le morphisme (σ, p2) : G ×S X → X ×S X est
propre.

Preuve. Comme conséquence formelle du fait que le diagramme (1.2) est 2-
cartésien, le diagramme ci-dessous, où l’on a noté ∆ le morphisme diagonal de
[G\X], est également 2-cartésien :

G×S X

p2◦P
��

(σ,p2)
// X ×S X

(P,P )

��

[G\X]
∆ // [G\X]×S [G\X]

(1.3)

Comme P est lisse et surjectif, (P, P ) est également lisse et surjectif, donc un
recouvrement fppf. Par conséquent, par [45] 7.11.1, (σ, p2) est propre si et seule-
ment si ∆ l’est. Enfin, par [45] 7.7, ∆ est propre si et seulement si [G\X] est
séparé.

Proposition 1.3.3. Sous les hypothèses ci-dessus, le champ algébrique [G\X]
est de Deligne-Mumford si et seulement si les stabilisateurs géométriques de
l’action de G sur X sont finis et réduits.
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Preuve. Par [45] Th. 8.1, [G\X] est de Deligne-Mumford si et seulement si le
morphisme diagonal de [G\X] est non ramifié. Vu le diagramme cartésien (1.3),
comme être non ramifié est une propriété locale sur la base pour la topologie
fppf ([25] 17.7.4), cela est équivalent au fait que le morphisme (σ, p2) : G×SX →
X ×S X est non ramifié. Par [25] 17.4.2 d), cela revient à dire que les fibres de
(σ, p2) : G ×S X → X ×S X sont non ramifiées, donc, par [25] 17.7.4, que les
fibres géométriques de (σ, p2) : G×S X → X ×S X sont non ramifiées.

Supposons que c’est le cas. Soient K un corps algébriquement clos et x ∈
X(K) un point géométrique de X. Alors la fibre géométrique de (σ, p2) en (x, x)
s’identifie au stabilisateur de x par G. Comme il est non ramifié sur Spec(K),
il est réunion disjointe de copies de Spec(K) par [25] 17.4.2 d’). Comme il est
de plus de type fini, il y a un nombre fini de telles copies. Ce stabilisateur
géométrique est donc bien fini réduit.

Réciproquement, supposons les stabilisateurs géométriques de l’action de G
sur X finis réduits. Soient K un corps algébriquement clos et (x, y) ∈ (X ×S
X)(K) un point géométrique. Si la fibre de (σ, p2) en (x, y) est vide, il n’y a rien
à vérifier. Sinon, il existe g ∈ G(K) tel que g(y) = x. La multiplication par g
identifie alors la fibre de (σ, p2) en (x, y) et la fibre de (σ, p2) en (x, x). Comme
cette dernière s’identifie au stabilisateur de x sous G, elle est finie réduite, donc
nécessairement isomorphe à une réunion disjointe de copies de Spec(K), et par
conséquent non ramifiée.
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Chapitre 2

Généralités sur les
intersections complètes

Ce chapitre est constitué de trois parties. La première rassemble tous les
résultats généraux sur les intersections complètes que nous utiliserons dans la
suite. La deuxième et la troisième sont respectivement consacrées à la construc-
tion du schéma de Hilbert Hic des intersections complètes et du champ de
modules Mic des intersections complètes polarisées par O(1).

2.1 Intersections complètes

2.1.1 Définition et notations

Définition 2.1.1. Soient N ≥ 2, 0 ≤ c ≤ N − 1 et 2 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dc des
entiers, et k un corps. Une intersection complète de codimension c dans PNk
de degrés d1, . . . , dc est un sous-schéma de codimension c dans PNk défini par c
équations homogènes de degrés d1, . . . , dc.

Les entiers d1, . . . , dc sont les degrés de l’intersection complète.

Dans tout ce chapitre, on fixe N ≥ 2, 0 ≤ c ≤ N − 1 et 2 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dc
des entiers. En l’absence d’indication contraire, une intersection complète sur
un corps k sera toujours de codimension c dans PNk et de degrés d1, . . . , dc. On
notera n = N − c la dimension de ces intersections complètes.

On note δ1 < · · · < δs les entiers distincts apparaissant parmi les dj , et on
note mi le nombre de dj égaux à δi. Soit µi = m1 + · · · + mi le nombre de dj
inférieurs ou égaux à δi.

Enfin, si S est un schéma et Z ⊂ PNS un sous-schéma fermé, on notera IZ le
faisceau d’idéaux définissant Z dans PNS . Cet abus de notation ne prêtera pas à
confusion.

25
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2.1.2 Suites régulières globales

Définition 2.1.2. Si Z ⊂ PNk est une intersection complète, une suite régulière
globale définissant Z est la donnée de c équations homogènes la définissant.

Commençons par montrer une proposition qui justifie la terminologie de
suite régulière globale.

Proposition 2.1.3. Soient Z une intersection complète sur le corps k, et
F1, . . . , Fc une suite régulière globale la définissant. Alors :

(i) Pour 0 ≤ i ≤ c, Zi = {F1 = · · · = Fi = 0} est une intersection complète
de codimension i dans PNk et de degrés d1, . . . , di.

(ii) F1, . . . , Fc est une suite régulière.

(iii) Z est Cohen-Macaulay.

Preuve. Par Hauptidealsatz, Zi+1 est de codimension au plus 1 dans Zi, de
sorte que, comme Z = Zc est de codimension c dans PNk = Z0, Zi est nécessai-
rement de codimension pure i dans PNk . Cela montre (i).

Montrons alors simultanément (ii) et (iii) par récurrence sur c. Pour c = 0,
c’est évident. Supposons le résultat connu pour c− 1. L’équation Fc ne s’annule
pas sur une composante irréductible de Zc−1 car Zc est de codimension 1 dans
Zc−1. Il ne s’annule pas non plus sur un point immergé de Zc−1 car Zc−1,
Cohen-Macaulay par hypothèse de récurrence, n’en a pas. Ainsi, Fc n’est pas un
diviseur de zéro sur Zc−1 de sorte que F1, . . . , Fc forment une suite régulière. On
en déduit que Zc est localement intersection complète, donc Cohen-Macaulay.
Cela conclut la récurrence, et prouve (ii) et (iii).

On énonce les deux propositions suivantes pour pouvoir y faire référence
ultérieurement :

Proposition 2.1.4. Soit Z une intersection complète sur le corps k. Alors le
faisceau dualisant ωZ/k est :

ωZ/k ' O(d1 + · · ·+ dc −N − 1).

Preuve. Soit F1, . . . , Fc une suite régulière globale définissant Z. Comme il
s’agit d’une suite régulière par la proposition 2.1.3 (ii), on dispose d’une résolu-
tion de Koszul de IZ :⊕

1≤i<j≤c

O(−di − dj)→
⊕

1≤i≤c

O(−di)→ IZ → 0.

Par exactitude à droite du produit tensoriel, et comme la flèche O(−di− dj)→
O(−di) est donnée au signe près par la multiplication par Fj , on obtient en
restreignant à Z : IZ |Z '

⊕
1≤i≤cO(−di). Finalement, par [49] Def. 6.4.7 et

Th. 6.4.32,

ωZ/k ' ωPNk /k ⊗ (det IZ |Z)−1 ' O(d1 + · · ·+ dc −N − 1).
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Proposition 2.1.5. Soient Z une intersection complète lisse sur le corps algé-
briquement clos k, et F1, . . . , Fc une suite régulière globale la définissant. Alors
les sous-schémas {Fi = 0} sont lisses et transverses en tout point de Z.

Preuve. Par lissité, si z ∈ Z, TzZ est de codimension c dans TzPNk . Comme
TzZ =

⋂c
i=1 Tz{Fi = 0}, les Tz{Fi = 0} sont nécessairement des hyperplans

transverses de TzPNk , de sorte que les {Fi = 0} sont lisses et transverses en
z.

2.1.3 Cohomologie cohérente

On commence par faire quelques calculs de cohomologie cohérente des inter-
sections complètes.

Proposition 2.1.6. Soit Z une intersection complète sur le corps k. Si 0 <
q < n et d ∈ Z, Hq(Z,OZ(d)) = 0.

Preuve. On montre la proposition par récurrence sur c, le cas c = 0 étant
connu. Soit F1, . . . , Fc une suite régulière globale définissant Z, et posons Zc−1 =
{F1 = · · · = Fc−1 = 0}. Par la proposition 2.1.3 (i), l’hypothèse de récurrence
s’applique à Zc−1. Comme, par la proposition 2.1.3 (ii), Fc n’est pas un diviseur
de zéro sur Zc−1, la multiplication par Fc induit une suite exacte courte de
faisceaux sur Zc−1 :

0→ OZc−1
(d− dc)→ OZc−1

(d)→ OZc(d)→ 0. (2.1)

En écrivant la suite exacte longue de cohomologie associée et en utilisant les
annulations données par l’hypothèse de récurrence appliquée à Zc−1, on obtient
les annulations désirées.

Proposition 2.1.7. Soient Z une intersection complète sur le corps k, et
F1, . . . , Fc une suite régulière globale définissant Z.

(i) Si d ∈ Z, la flèche de restriction H0(PNk ,O(d)) → H0(Z,OZ(d)) est sur-
jective.

(ii) Son noyau, égal à H0(PNk , IZ(d)), est constitué des polynômes homogènes
de la forme

∑
iQiFi, Qi ∈ H0(PNk ,O(d− di)).

(iii) La dimension de ce noyau et le polynôme de Hilbert de Z ne dépendent
que de N , c, d1, . . . , dc et d.

Preuve. Que le noyau de cette flèche de restriction soit H0(PNk , IZ(d)) résulte
de la suite longue de cohomologie associée à la suite exacte courte 0 → IZ →
OPNk → OZ → 0.

On va montrer les autres assertions par récurrence sur c, le cas c = 0 étant
immédiat. Comme dans la preuve de la proposition 2.1.6, on pourra appliquer
l’hypothèse de récurrence à Zc−1 = {F1 = · · · = Fc−1 = 0}, et on dispose
toujours de la suite exacte courte (2.1).

Montrons (i). La suite exacte longue de cohomologie associée à (2.1) montre
la surjectivité de H0(Zc−1,O(d)) → H0(Zc,O(d)), car le H1 s’annule par la
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proposition 2.1.6. On conclut car, par hypothèse de récurrence, H0(PNk ,O(d))→
H0(Zc−1,O(d)) est surjective.

En particulier, on a une suite exacte courte :

0→ H0(PNk , IZ(d))→ H0(PNk ,OPNk (d))→ H0(Z,OZ(d))→ 0.

Pour montrer que h0(PNk , IZ(d)) ne dépend pas que de N , c, d1, . . . , dc et d, il
suffit donc de montrer que c’est le cas de h0(Z,OZ(d)). C’est une conséquence
de la suite exacte :

0→ H0(Zc−1,O(d− dc))→ H0(Zc−1,O(d))→ H0(Zc,O(d))→ 0,

ainsi que de l’hypothèse de récurrence appliquée à Zc−1. On a montré (iii).
Il reste à prouver (ii) en décrivant les polynômes homogènes inclus dans ce

noyau. On procède par chasse au diagramme dans le diagramme commutatif
ci-dessous où l’on a vu que la deuxième ligne est exacte, où les flèches verticales
sont surjectives de noyau connu par hypothèse de récurrence appliquée à Zc−1

et où les flèches horizontales de gauche sont données par la multiplication par
Fc :

H0(PNk ,O(d− dc)) //

��

H0(PNk ,O(d))

��

0 // H0(Zc−1,O(d− dc)) // H0(Zc−1,O(d)) // H0(Zc,O(d)) // 0.

2.1.4 Premières applications

Voici quelques conséquences des calculs de cohomologie cohérente effectués
ci-dessus, qui seront utilisées dans la suite de ce texte :

Proposition 2.1.8. Soient 1 ≤ r ≤ s, Z une intersection complète sur k et
F1, . . . , Fc une suite régulière globale définissant Z.

Alors :

(i) Le sous-schéma Z est inclus dans une unique intersection complète Xr−1

de degrés d1, . . . , dµr−1
. On a Xr−1 = {F1 = · · · = Fµr−1

= 0}.
(ii) Le noyau de H0(Xr−1,O(δr)) → H0(Z,O(δr)) est de dimension mr en-

gendré par Fµr−1+1, . . . , Fµr .

Preuve. (i) Le sous-schéma Xr−1 = {F1 = · · · = Fµr−1
= 0} est bien une

intersection complète de degrés d1, . . . , dµr−1 par la proposition 2.1.3 (i).
Réciproquement, si Z ′ est une intersection complète de degrés d1, . . . , dµr−1

contenant Z, ses équations sont nulles sur Z, donc, par la proposition 2.1.7
(ii), combinaisons à coefficients polynomiaux de F1, . . . , Fµr−1

. Elles sont
alors nulles sur Xr−1, et Xr−1 ⊂ Z ′. Comme, par la proposition 2.1.7 (iii),
ces deux schémas ont même polynôme de Hilbert, ils cöıncident.
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(ii) Par la proposition 2.1.7 (ii) appliquée à Z etXr−1, on voit que les équations
Fµr−1+1, . . . , Fµr engendrent ce noyau. Ils forment de plus une famille libre
car s’ils étaient linéairement liés, {F1 = · · · = Fµr = 0} serait de codimen-
sion < µr dans PNk , contredisant la proposition 2.1.3 (i).

Proposition 2.1.9. Soit Z une intersection complète sur le corps k.

(i) Le schéma Z est connexe. Si Z est régulier, Z est intègre.

(ii) Le sous-schéma Z n’est schématiquement inclus dans aucun hyperplan de
PNk .

(iii) Toute base de H0(PNk , IZ(d1)) peut être complétée en une suite régulière
globale définissant Z.

(iv) Si F ∈ H0(PNk , IZ(d)) ne s’écrit pas
∑
iQiFi où la somme porte sur les i

tels que di < d, F fait partie d’une suite régulière globale définissant Z.

Preuve. (i) On applique la proposition 2.1.7 (ii) avec d = 0. On obtient
H0(Z,OZ) = k : Z est bien connexe. Si Z est régulier et connexe, Z est
intègre.

(ii) On applique la proposition 2.1.7 (ii) avec d = 1 : la description expli-
cite de H0(PNk , IZ(1)) montre qu’il est nul, de sorte que H0(PNk ,O(1))→
H0(Z,OZ(1)) est injective, ce qu’on voulait.

(iii) On applique la proposition 2.1.7 (ii) avec d = d1 : H0(PNk , IZ(d1)) est
constitué des combinaisons linéaires à coefficients dans k des Fi qui sont
de degré d1. Si l’on remplace les Fi de degré d1 par une autre base de
H0(PNk , IZ(d1)), on obtient une nouvelle collection de c équations défi-
nissant Z.

(iv) Par la proposition 2.1.7 (ii), on peut écrire F =
∑
iQiFi et il existe i tel

que d = di et Qi est un scalaire non nul. Alors, en remplaçant Fi par F ,
on obtient on obtient une nouvelle collection de c équations définissant Z.

Proposition 2.1.10. Soient Y un schéma noethérien et Z ⊂ PNY un sous-
schéma fermé tel que la projection f : Z → Y soit plate et ait pour fibres des
intersections complètes. Alors, pour tout d ∈ Z, f∗O(d) est localement libre et
sa formation commute à tout changement de base.

Preuve. Soit y ∈ Y ; on considère le diagramme commutatif suivant :

H0(PNOy ,O(d))

��

β
// H0(PNy ,O(d))

α

��

H0(XOy ,O(d))
γ

// H0(Xy,O(d)).

La flèche α est surjective par la proposition 2.1.7 (i), et la flèche β est surjective
par description explicite à l’aide de polynômes homogènes. Par conséquent, la
flèche γ est surjective, et on peut appliquer la proposition 1.1.7.
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2.1.5 Changement du corps de base

On montre que la propriété d’être une intersection complète est indépendante
du corps de base.

Proposition 2.1.11. Soient k ⊂ K une extension de corps et Z ⊂ PNk un
sous-schéma fermé. Alors Z est une intersection complète si et seulement si ZK
est une intersection complète.

Preuve. Si Z = {F1 = · · · = Fc = 0}, on a ZK = {F1,K = · · · = Fc,K = 0}, de
sorte que si Z est une intersection complète, ZK est également une intersection
complète.

Montrons la réciproque : supposons que ZK est une intersection complète,
et soit G1, . . . , Gc une suite régulière globale la définissant. On va montrer par
récurrence sur 0 ≤ r ≤ c que, quitte à changer cette suite régulière globale,
on peut supposer que, pour 1 ≤ i ≤ r, il existe Fi ∈ H0(PNk , IZ(di)) tel que
Gi = Fi,K . Quand r = 0, il n’y a rien à vérifier. Supposons le résultat démontré
pour r. Notons Zr = {F1 = · · · = Fr = 0}, et considérons l’inclusion de k-
espaces vectoriels suivante :

H0(PNk , IZr (dr+1)) ⊂ H0(PNk , IZ(dr+1)). (2.2)

Étendant les scalaires à K et appliquant le théorème de changement de base plat
pour identifier les deux termes, on obtient l’inclusion de K-espaces vectoriels
suivante :

H0(PNK , IZr,K (dr+1)) ⊂ H0(PNK , IZK (dr+1)). (2.3)

L’inclusion (2.3) est stricte car Gr+1 appartient à H0(PNK , IZK (dr+1)) mais pas
à H0(PNK , IZr,K (dr+1)). On en déduit que l’inclusion (2.2) est stricte.

Soit alors Fr+1∈ H0(PNk , IZ(dr+1)) n’appartenant pas àH0(PNk , IZr (dr+1)) ;
ainsi, Fr+1,K appartient à H0(PNK , IZK (dr+1)) mais pas à H0(PNK , IZr,K (dr+1)).
Comme Fr+1,K ∈ H0(PNK , IZK (dr+1)), par la proposition 2.1.7 (ii), on peut
écrire :

Fr+1,K =

c∑
i=1

QiGi,

avec Qi ∈ H0(PNK ,O(dr+1 − di)). Comme Fr+1,K /∈ H0(PNK , IZr,K (dr+1)), il
existe j ≥ r + 1 tel que Qj 6= 0. Cela implique en particulier que dj = dr+1 :
quitte à échanger Gj et Gr+1, on peut supposer que j = r+1. On construit alors
une nouvelle suite régulière globale pour ZK en remplaçant Gr+1 par Fr+1,K .
Cela conclut la récurrence.

Notons alors Z ′ = {F1 = · · · = Fc = 0} ⊂ PNk : on a Z ⊂ Z ′. Par extension
des scalaires à K, cette immersion fermée devient un isomorphisme. Par fidèle
platitude de k → K, cela implique que Z = Z ′. Ainsi, Z est bien une intersection
complète.



2.2. SCHÉMA DE HILBERT 31

2.1.6 Générisation

Enfin, les intersections complètes sont stables par générisation.

Proposition 2.1.12. Soient T un trait (i.e. le spectre d’un anneau de valuation
discrète) et Z ⊂ PNT un sous-schéma fermé plat sur T dont la fibre spéciale est
une intersection complète. Alors sa fibre générique est aussi une intersection
complète.

De plus, toute équation de la fibre spéciale se relève en une équation de Z.

Preuve. On note s = Spec(k) et η = Spec(K) le point spécial et le point
générique de T , et π : PNT → T le morphisme structurel.

Comme PNT et Z sont plats sur T , la suite exacte

0→ IZ → OPNT → OZ → 0 (2.4)

montre que IZ est plat sur T . De plus, cette suite reste alors exacte après
restriction à la fibre spéciale, de sorte que IZ |PNk = IZs .

Tensorisons (2.4) par O(d) avec d ≥ 0, restreignons-la à la fibre spéciale, et
considérons la suite exacte longue de cohomologie associée. La surjectivité de
H0(PNk ,O(d)) → H0(Zs,O(d)) (proposition 2.1.7 (i)) ainsi que l’annulation de
H1(PNk ,O(d)) montre que H1(PNk , IZs(d)) = 0.

Par semi-continuité ([28] III Th. 12.8), il vient H1(PNK , IZη (d)) = 0. On
peut donc appliquer la proposition 1.1.5 pour montrer que π∗IZ(d) est un fais-
ceau localement libre dont la formation commute à tout changement de base.
Comme T est local, ce faisceau est même libre. Par conséquent, tout élément
F ∈ H0(PNk , IZs(d)) = (π∗IZ(d))s se relève en un élément F̃ ∈ H0(PNT , IZ(d)).
Ceci montre la seconde partie de l’énoncé.

Soit alors F1, . . . , Fc une suite régulière globale définissant Zs. Relevons ces
équations comme ci-dessus en F̃1, . . . , F̃c et notons Z ′ = {F̃1 = · · · = F̃c = 0}.
On a Z ⊂ Z ′ et Zs = Z ′s. Par semi-continuité de la dimension, Z ′η est bien une

intersection complète définie par la suite régulière globale F̃1,η, . . . , F̃c,η. Par
platitude, les polynômes de Hilbert de Zs et Zη cöıncident. Par la proposition
2.1.7 (iii), les polynômes de Hilbert de Zs et Z ′η cöıncident. On en déduit que les
polynômes de Hilbert de Zη et Z ′η cöıncident, donc, vu l’inclusion, que Zη = Z ′η :
Zη est bien une intersection complète.

2.2 Schéma de Hilbert

On travaille à présent sur Spec(Z). Ce schéma de base est souvent sous-
entendu ; par exemple, PN = PNZ .

On note HilbPN le schéma de Hilbert de PN . Si P est un polynôme, HilbPPN ⊂
HilbPN est le schéma de Hilbert associé au polynôme de Hilbert P .

Si F est un faisceau localement libre sur un schéma, le fibré vectoriel géomé-
trique associé à F est celui dont le faisceau des sections est F∨. Par G(r,F),
on désignera la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de rang r de ce fibré
vectoriel géométrique. Quand r = 1, on notera aussi ce schéma P(F).
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Rappelons les conventions faites au début de ce chapitre. On a fixé N ≥ 2,
0 ≤ c ≤ N − 1 et 2 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dc des entiers. En l’absence d’indication
contraire, une intersection complète sur un corps k est toujours de codimension
c dans PNk et de degrés d1, . . . , dc. On a de plus défini δ1 < · · · < δs comme
étant les entiers distincts apparaissant parmi les dj , mi le nombre de dj égaux
à δi et µi = m1 + · · ·+mi.

2.2.1 Définition

Soit F le foncteur contravariant de la catégorie des schémas dans la catégorie
des ensembles qui à un schéma B associe l’ensemble :

F (B) =

 sous-schémas fermés Z ⊂ PN ×B
tels que la projection prB : Z → B soit plate
et ait pour fibres des intersections complètes


et qui à un morphisme de schémas associe l’application donnée par le produit
fibré.

Le résultat principal de cette partie est :

Proposition 2.2.1. Le foncteur F est représentable par un ouvert de HilbPN qui
est intègre et lisse sur Spec(Z), et dont une construction géométrique explicite
est donnée au paragraphe 2.2.2.

Les trois paragraphes qui suivent sont consacrés à la preuve de cette propo-
sition.

On notera Hic le schéma qui représente F : c’est le schéma de Hilbert des
intersections complètes. On considérera aussi le sous-schéma ouvert H de Hic

paramétrant les intersections complètes lisses : c’est le schéma de Hilbert des
intersections complètes lisses. On notera pr : X ic → Hic et pr : X → H leurs
familles universelles respectives.

2.2.2 Une construction explicite

Dans ce paragraphe, on va construire explicitement un schéma Hic dont on
montrera plus tard qu’il représente le foncteur F .

On construit par récurrence sur 0 ≤ r ≤ s un schéma Hr intègre et lisse sur
Spec(Z) et un sous-schéma fermé Xr de PN ×Hr tel que le morphisme naturel
prr : Xr → Hr soit plat et ait pour fibres des intersections complètes définies
par m1 équations de degré δ1, . . . ,mr équations de degré δr.

Pour initialiser, on pose H0 = Spec(Z) et X0 = PN . Supposons Hr−1 et Xr−1

construits. Par la proposition 2.1.10, Er = prr−1,∗OXr−1
(δr) est un fibré vectoriel

dont la formation commute au changement de base. En particulier, si x ∈ Hr−1,
Er,x = H0(Xr−1,x,O(δr)). On note Kr = G(mr, E∨r ) et πr : Kr → Hr−1 la
projection. On utilise alors les notations du diagramme cartésien suivant :
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π∗rXr−1
//

prr

��

Xr−1

prr−1

��

Kr
πr // Hr−1.

Considérons l’injection du faisceau tautologique Fr → π∗rEr sur le fibré en
grassmanniennes Kr. Par changement de base par le morphisme πr, cette injec-
tion se réécrit Fr → prr,∗Oπ∗rXr−1

(δr). Tirant en arrière sur π∗rXr−1 et utilisant
l’adjonction, on obtient un morphisme de fibré vectoriel pr∗rFr → Oπ∗rXr−1

(δr).
Le lieu des zéros de ce morphisme est un sous-schéma fermé de π∗rXr−1 qu’on
note Zr.

Soient k un corps, y ∈ Hr(k) et x = πr(y). Notons V le sous-espace vectoriel
de dimension mr de Er,x = H0(Xr−1,x,O(δr)) auquel y correspond. Alors, par
construction, Zr,y s’identifie au sous-schéma de Xr−1,x défini par les équations
{F = 0}F∈V . En particulier, Zr,y est de codimension au plus mr dans Xr−1,x.

Notons Hr l’ouvert de Kr constitué des points y tels que la dimension de Zr,y
soit minimale. Vu la discussion ci-dessus, c’est exactement le lieu où Zr,y est une
intersection complète définie par m1 équations de degré δ1, . . . ,mr équations de
degré δr. On note Xr l’image réciproque de Hr dans Zr.

Le schéma Hr est intègre et lisse sur Spec(Z) comme ouvert d’un fibré en
grassmanniennes sur Hr−1. La platitude de πr : Xr → Hr est conséquence du
critère de platitude [28] III Theorem 9.9, dont les hypothèses sont vérifiées par
la proposition 2.1.7 (iii).

Cela conclut la récurrence. On note finalement Hic = Hs, X ic = Xs, et
pr = prs.

2.2.3 Représentabilité du foncteur

On va montrer dans ce paragraphe que F est représentable par un ouvert U
du schéma de Hilbert de PN .

On commence par montrer un lemme. La famille pr : X ic → Hic induit un
morphisme de foncteurs Φ : Hic → F . Ce morphisme vérifie :

Lemme 2.2.2. Pour tout corps k, Φ(k) : Hic(k)→ F (k) est une bijection.

Preuve. Soit k un corps. La construction du paragraphe précédent montre
qu’un k-point de Hic est la donnée, pour 0 ≤ r ≤ s d’une intersection complète
Xr de degrés d1, . . . , dµr dans PNk et, pour 1 ≤ r ≤ s d’un sous-espace vectoriel
de dimension mr de H0(Xr−1,O(δr)) noté Vr tel que Xr soit le lieu des zéros
dans Xr−1 des éléments de Vr. L’application Φ(k) associe à cet élément de
Hic(k) l’intersection complète Z = Xs.

Montrons que Φ(k) est injective ; soit pour cela Z une intersection complète
sur k. Par la proposition 2.1.8 (i), les sous-schémas Xr de Z sont uniquement
déterminés. Enfin, Vr doit être inclus dans le noyau de H0(Xr−1,O(δr)) →
H0(Z,O(δr)). Par la proposition 2.1.8 (ii), Vr est nécessairement égal à ce noyau.
L’intersection complète Z a donc bien au plus un antécédent par Φ(k).
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Montrons que Φ(k) est de plus surjective : soient Z une intersection complète
sur k et F1, . . . , Fc une suite régulière globale la définissant. On choisit Xr =
{F1 = · · · = Fµr = 0} : c’est une intersection complète de degrés convenables
par la proposition 2.1.3 (i). On prend alors Vr = 〈Fµr−1+1, . . . , Fµr 〉. Le sous-
schéma Zr de Zr−1 est bien défini par l’annulation dans Zr−1 des éléments de
Vr, et Vr est de dimension mr car si Fµr−1+1, . . . , Fµr étaient linéairement liés
dans H0(Xr−1,O(δr)), Xr serait de codimension < mr dans Xr−1.

Par la proposition 2.1.7 (iii), toutes les intersections complètes ont même
polynôme de Hilbert P . On dispose d’un monomorphisme de foncteurs évident
i : F → HilbPPN .

Notons U l’ensemble des x ∈ HilbPPN tels que le sous-schéma de PNκ(x) qui lui

correspond soit une intersection complète sur κ(x).

Lemme 2.2.3. Le sous-ensemble U de HilbPPN est ouvert.

Preuve. On va appliquer le critère [21] 0.9.2.5 : il faut montrer que U est
constructible et stable par générisation.

Soient x, y ∈ HilbPPN tels que y ∈ {x} et y ∈ U . Par [20] 7.1.9, il existe
un trait T de point fermé s et de point générique η ainsi qu’un morphisme
f : T → HilbPPN tel que f(s) = y et f(η) = x. En tirant en arrière sur T
la famille universelle de HilbPPN , on obtient un sous-schéma Z ⊂ PN × T plat
sur T . Comme y ∈ U , on peut lui appliquer la proposition 2.1.12 : Zη est une
intersection complète. Comme Zη est obtenu par extension des scalaires à partir
du sous-schéma de PNκ(x) associé à x, la proposition 2.1.11 montre que x ∈ U .
On a montré que U est stable par générisation.

Considérons le morphisme de foncteurs i ◦ Φ : Hic → HilbPPN ; c’est un
morphisme de schémas. Si x ∈ U , la surjectivité dans le lemme 2.2.2 montre
que x est dans l’image de i ◦ Φ. Réciproquement, soit x un point de l’image de
i ◦ Φ et y un antécédent de x. Alors X icy est obtenu par extension des scalaires

à partir du sous-schéma de PNκ(x) associé à x. Par le lemme 2.1.11, cela montre
x ∈ U . Ainsi, U est l’image ensembliste de i ◦ Φ. Par le théorème de Chevalley,
U est donc constructible. Cela conclut.

On considère maintenant U comme un sous-schéma ouvert de HilbPPN .

Proposition 2.2.4. Le foncteur F est représentable par U .

Preuve. Par la proposition 2.1.11, le morphisme de foncteurs i factorise en
i : F → U . La définition du morphisme de foncteurs i montre que c’est un mono-
morphisme. Il est immédiat que i : F → U est un épimorphisme. Par conséquent,
i : F → U est un isomorphisme de foncteurs : F est bien représentable par U .

2.2.4 Identification du schéma de Hilbert

On peut enfin montrer que Hic représente le foncteur F .

Proposition 2.2.5. Le morphisme Φ : Hic → U induit par la famille pr :
X ic → Hic est un isomorphisme.
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Preuve. On commence par construire un morphisme Ψ : U → Hic qui s’avèrera
être l’inverse de Φ. Pour cela, on note prU : X → U la famille universelle, on
conserve les notations du paragraphe 2.2.2, et on construit par récurrence sur
0 ≤ r ≤ s un morphisme Ψr : U → Hr tel que X ⊂ Ψ∗rXr comme sous-schémas
fermés de PN × U .

Pour initialiser, on prend pour Ψ0 : U → H0 = Spec(Z) le morphisme
structurel. Supposons Ψr−1 construit. La proposition 2.1.10 montre que les fais-
ceaux prU,∗OΨ∗r−1Xr−1

(δr) et prU,∗OX (δr) sont des fibrés vectoriels sur U dont
la formation commute au changement de base. La proposition 2.1.8 montre
que, pour u ∈ U , la restriction H0((Ψ∗r−1Xr−1)u,O(δr)) → H0(Xu,O(δr)) est
surjective de noyau de dimension mr. Par conséquent, le morphisme de fibrés
vectoriels prU,∗OΨ∗r−1Xr−1(δr) → prU,∗OX (δr) est surjectif et a pour noyau un
fibré vectoriel N de rang mr. Par définition de la grassmannienne, cela induit un
morphisme Ψr : U → Kr. Soit F1, . . . , Fc une suite régulière globale définissant
Xu. Par la proposition 2.1.8, (Ψ∗r−1Xr−1)u = {F1 = · · · = Fµr−1

= 0}, et Nu
est engendré par Fµr−1+1, . . . , Fµr . Par conséquent, (Ψ∗r−1Zr)u = {F1 = · · · =
Fµr = 0}. Par le lemme 2.1.3 (i), c’est une intersection complète. Cela montre
que Ψr factorise en Ψr : U → Hr. Par construction, on a bien X ⊂ Ψ∗rXr, ce
qui achève la récurrence. On pose Ψ = Ψs.

On va vérifier que Ψ est un inverse de Φ. On commence par montrer que
Φ ◦ Ψ : U → U est l’identité, i.e. que Φ ◦ Ψ et Id cöıncident comme éléments
de U(U). Au vu du foncteur que U représente, il suffit de vérifier que les deux
sous-schémas X et Ψ∗X ic de PN × U cöıncident. Par construction, on connâıt
l’inclusion X ⊂ Ψ∗X ic ; on note alors N le faisceau d’idéaux définissant X dans
Ψ∗X ic, de sorte qu’on a une suite exacte courte de faisceaux sur PN × U :

0→ N → OΨ∗X ic → OX → 0.

Par platitude de X sur U , le faisceau de droite est plat sur U , de sorte que
par changement de base à un point u ∈ U , on obtient la suite exacte courte de
faisceaux sur PNu suivante :

0→ Nu → O(Ψ∗X ic)u → OXu → 0.

Par la proposition 2.1.7 (iii), les deux faisceaux de droite ont même polynôme
de Hilbert. Par additivité de celui-ci, le polynôme de Hilbert de Nu est nul, donc
Nu = 0. Ceci étant vrai pour tout u ∈ U , le lemme de Nakayama montre que
N = 0. On a donc Ψ∗X ic = X , comme voulu.

Soit k un corps. Comme Φ ◦Ψ = Id et que, par le lemme 2.2.2, Φ(k) est une
bijection, Ψ(k) est la réciproque de Φ(k). Ainsi, Ψ ◦ Φ induit l’identité sur les
k-points pour tout corps k. Les deux morphismes de schémas Ψ◦Φ : Hic → Hic

et Id : Hic → Hic induisent donc les mêmes applications sur les k-points pour
tout corps k. Comme Hic est réduit (car lisse sur Spec(Z)), ces deux morphismes
cöıncident par le lemme 2.2.6.

On a montré que Ψ est l’inverse de Φ, de sorte que Φ est un isomorphisme.

On a utilisé le lemme suivant :
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Lemme 2.2.6. Soient f, g : X → Y deux morphismes de schémas avec X
réduit. Si f et g induisent les mêmes applications entre X(k) et Y (k) pour tout
corps k, f et g cöıncident.

Preuve. En appliquant l’hypothèse aux corps résiduels des points de X, on
montre que f et g cöıncident ensemblistement. Pour montrer que les morphismes
f et g cöıncident, il reste à vérifier qu’ils induisent la même application entre
les faisceaux structurels.

Pour cela, soit U = Spec(A) un ouvert affine de Y . Comme f et g cöıncident
ensemblistement, f−1(U) = g−1(U). On choisit V = Spec(B) un ouvert affine
inclus dans cette image réciproque. Soit α ∈ A une fonction sur U . Par hy-
pothèse, β = f∗α− g∗α ∈ B a image nulle dans tous les corps résiduels de tous
les points de V , i.e. β est inclus dans tous les idéaux premiers de B. Cela signifie
que β est nilpotent, donc nul car X est réduit, et permet de conclure.

2.2.5 Application au changement de base

On peut maintenant éliminer l’hypothèse noethérienne dans la proposition
2.1.10.

Proposition 2.2.7. Soient Y un schéma et Z ⊂ PNY un sous-schéma fermé
tel que la projection f : Z → Y soit plate et ait pour fibres des intersections
complètes. Alors, pour tout d ∈ Z, f∗O(d) est localement libre et sa formation
commute à tout changement de base.

Preuve. La famille Z → Y induit un morphisme g : Y → Hic tel que Z soit
le tiré en arrière par g de la famille universelle X ic → Hic. On peut appliquer
la proposition 2.1.10 au morphisme pr : X ic → Hic car Hic est noethérien :
pr∗O(d) est localement libre et sa formation commute à tout changement de
base. On conclut alors en utilisant la proposition 1.1.2.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.8. Soient Y un schéma et Z ⊂ PNY un sous-schéma fermé tel que
la projection f : Z → Y soit plate et ait pour fibres des intersections complètes.
Alors l’application PicZ/Y (Y )→ Pic(Z/Y )(fppf)(Y ) est injective.

Preuve. On va appliquer [16] Theorem 9.2.5. Il faut vérifier que le morphisme
naturel OY → f∗OZ est universellement un isomorphisme. On montre que c’est
un isomorphisme ; l’argument fonctionne encore après tout changement de base.
Pour cela, notons Q (resp. N ) son conoyau (resp. son noyau).

Par la proposition 2.2.7, la formation de f∗OZ commute à tout changement
de base. Ainsi, par exactitude à droite du produit tensoriel, pour tout y ∈ Y ,
on a la suite exacte :

κ(y)→ H0(Zy,Oy)→ Qy → 0.

Par la proposition 2.1.7 pour d = 0, κ(y) → H0(Zy,Oy) est un isomorphisme,
de sorte que Qy = 0. Par le lemme de Nakayama, Q = 0.
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Par la proposition 2.2.7, f∗OZ est localement libre, donc plat. Ainsi, pour
tout y ∈ Y , on a la suite exacte :

0→ Ny → κ(y)→ H0(Zy,Oy)→ 0.

Utilisant à nouveau que κ(y)→ H0(Zy,Oy) est un isomorphisme, on en déduit
Ny = 0. Le lemme de Nakayama s’applique à nouveau (N est localement libre
comme noyau d’une surjection de faisceaux localement libres, donc de type fini)
et montre que N = 0. Cela conclut.

2.3 Champ de modules

Dans cette partie, on définit le champ de modules M des intersections
complètes polarisées par O(1), puis on calcule son foncteur des points.

Dans la plus grande partie de ce texte, notamment pour la preuve des
théorèmes 3.1.1, 4.4.1, 5.1.1 et 5.1.2, c’est la définition de M comme quotient,
donnée au paragraphe 2.3.1, que l’on utilisera. Il est cependant utile de décrire
ce champ comme catégorie fibrée en groupöıdes sur (Sch), i.e. de calculer son
foncteur des points. En effet, cela permet de donner un sens géométrique à M,
qui justifie l’appellation � champ de modules des intersections complètes lisses
polarisées par O(1) �. D’autre part, c’est cette description concrète qu’on uti-
lisera au chapitre 6 pour comparer, dans des cas particuliers, M à des champs
de modules classiques.

2.3.1 Définition du champ de modules

Le schéma en groupes PGLN+1 est lisse sur Spec(Z), et agit sur PN par
changement de coordonnées. Cette action induit une action à gauche sur son
schéma de Hilbert HilbPN . L’ouvert Hic paramétrant les intersections complètes
est stable par cette action. On est dans le cadre de la partie 1.3 : on note
Mic = [PGLN+1\Hic] le champ quotient. C’est le champ de modules des inter-
sections complètes polarisées par O(1). Comme Hic est lisse sur Spec(Z), par
la proposition 1.3.1, Mic est lisse sur Spec(Z).

De même, l’ouvert H paramétrant les intersections complètes lisses est stable
par cette action. On noteM = [PGLN+1\H] le champ quotient. C’est un sous-
champ ouvert de Mic : le champ de modules des intersections complètes lisses
polarisées par O(1).

2.3.2 Calcul du foncteur des points

On note (Sch) la catégorie des schémas.

Soit Cic la catégorie fibrée en groupöıdes sur (Sch) définie comme suit. Si T
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est un schéma, la catégorie Cic(T ) a pour objets :

Cic(T ) =



morphismes de schémas p : X → T propres, plats
et de présentation finie munis de λ ∈ Pic(X/T )(fppf)(T )
tels qu’il existe un recouvrement fppf U → T tel que
λU soit représenté par un fibré en droites L sur XU ,

que les fibres géométriques de (XU ,L) soient iso-
morphes à des intersections complètes munies de O(1)

et que pU,∗L soit un faisceau localement libre
dont la formation commute à tout changement de base


(2.5)

et une flèche X ′ → X au-dessus du morphisme de schémas T ′ → T est un
diagramme cartésien

X ′

��

// X

��

T ′ // T

respectant les polarisations.

Proposition 2.3.1. Les catégories fibrées en groupöıdes Mic et Cic sont équi-
valentes.

Preuve. On commence par construire un foncteur Φ : Cic → Mic. Pour cela,
soit x = (p : X → T, λ) un élément de Cic(T ) ; on choisit U comme en (2.5).
Quitte à remplacer U par un recouvrement Zariski, on peut supposer que pU,∗L
est même libre. On va construire Φ(x) ∈ Mic(T ) par descente. Par le lemme
1.1.8, L est très ample relativement à pU , donc le choix d’une trivialisation de
pU,∗L induit une immersion fermée XU → PNU , donc un morphisme f : U → Hic

U .
On note alors PU = PGLN+1,U le PGLN+1,U -torseur trivial. Le morphisme f
et l’action de PGLN+1,U induisent un morphisme PGLN+1,U -équivariant σU :
PU → Hic

U . Il reste à construire une donnée de descente. Pour cela, on note V =
U×T U et q1, q2 : V → U les deux projections. Par le corollaire 2.2.8, comme q∗1L
et q∗2L cöıncident dans Pic(XV /V )(fppf)(V ), ils cöıncident aussi dans PicXV /V (V ).
Par conséquent, les deux immersions fermées : q∗1XU → PNV et q∗2XU → PNV
correspondent à des trivialisations différentes de pV,∗q

∗
1L ' pV,∗q

∗
2L. Il existe

donc un élément g ∈ PGLN+1,V induisant un isomorphisme g : q∗1XU → q∗2XU .
On vérifie aisément la condition de cocycle, de sorte que la multiplication par
g induit une donnée de descente PU → PU . Le torseur PU descend donc en un
PGLN+1,T -torseur P sur T . La commutativité du diagramme suivant :

PV

q∗2σU
��

g
// PV

q∗1σU
��

Hic
V

Id // Hic
V .

montre que σU descend également, en un morphisme PGLN+1-équivariant σ :
P → Hic

T . On a ainsi défini un élément de Φ(x) ∈ Mic(T ), dont on vérifie qu’il
ne dépend pas des choix faits.



2.3. CHAMP DE MODULES 39

Définissons de manière analogue (i.e. par descente) l’image d’une flèche par
Φ. Soient pour cela T ′ → T un morphisme de schémas, x = (p : X → T, λ) ∈
Cic(T ) et x′ = (p′ : X ′ → T ′, λ′) ∈ Cic(T ′) comme en (2.5). Soit α ∈ Hom(x′, x) :
c’est un morphisme α : X ′ → X rendant le diagramme naturel cartésien et
respectant les polarisations. Soit U comme ci-dessus et notons U ′ = U ×T T ′.
Le fibré en droites L′ = α∗UL représente λ′, et pU ′,∗L′ est libre de formation
compatible à tout changement de base. On peut alors appliquer la construction
ci-dessus sur U d’une part, et sur U ′ d’autre part. On obtient des données
de descente sur PU = PGLN+1,U et P ′U ′ = PGLN+1,U ′ , et des morphismes
équivariants les respectant σU : PU → Hic

U et σ′U ′ : P ′U ′ → Hic
U ′ . On vérifie que

la projection naturelle βU : P ′U ′ → PU respecte les données de descente et les
morphismes équivariants, de sorte qu’elle descend en un morphisme β : P ′ → P .
On vérifie que ce morphisme est un élément de Hom(Φ(x′),Φ(x)) ne dépendant
pas des choix faits : c’est Φ(α).

Construisons à présent un foncteur Ψ : Mic → Cic. On laissera le lecteur
vérifier que c’est un inverse de Φ, de sorte que Mic et Cic sont bien équi-
valentes. Pour cela, soit y = (σ : P → Hic

T ) un élément de Mic(T ) comme en
(1.1) : on va construire Ψ(y). Le groupe PGLN+1,T agit sur la famille universelle
X icT ⊂ PNT ×Hic

T . Il agit donc également diagonalement sur XP = σ∗X icT . De plus
le fibré O(N + 1) est naturellement linéarisé. Par descente le long du torseur
P (voir [16] 4.3.3 et 4.4.1), on obtient un morphisme projectif p : X → T . Le
fibré O(1) sur XP représente une classe λ ∈ Pic(X/T )(fppf)(T ). On vérifie que
x = (p : X → T, λ) est un élément de Cic(T ) comme en (2.5) ; on peut prendre
U = P : la propriété de liberté locale et de commutation à tout changement de
base est conséquence de la proposition 2.2.7. On pose alors Ψ(y) = x.

On définit de manière analogue l’image d’une flèche par Ψ : soient pour
cela T ′ → T un morphisme de schémas, y = (σ : P → Hic

T ) ∈ Mic(T ) et
y′ = (σ′ : P ′ → Hic

T ′) ∈Mic(T ′) comme en (1.1). Soit β ∈ Hom(y′, y) : c’est un
morphisme équivariant β : P ′ → P rendant le diagramme naturel cartésien et
respectant les morphismes équivariants. Le morphisme β induit un morphisme
équivariant γ : XP ′ → XP , tel que γ∗O(1) ' O(1), et que γ∗O(N+1) ' O(N+1)
comme fibrés en droites linéarisés. Le morphisme γ descend donc en α : X ′ → X
rendant le diagramme naturel cartésien et respectant les polarisations. On pose
Ψ(β) = α.

Remarque 2.3.2. On en déduit une description du foncteur des points deM : il
suffit de modifier (2.5) en demandant que le morphisme p soit lisse.

Remarque 2.3.3. Remarquons que, si n > 1, on peut appliquer les propositions
1.1.5 et 2.1.6 pour montrer que la condition selon laquelle pU,∗L est localement
libre de formation commutant à tout changement de base est automatiquement
vérifiée. En revanche, en général, cette condition est indispensable si n = 1. En
effet, c’est cette condition qui permet de munir Mic d’une structure nilpotente
naturelle (en l’occurence, la structure réduite car M est lisse sur Spec(Z)).

Remarque 2.3.4. Si n > 1 et si ce ne sont pas des surfaces K3, la famille des
intersections complètes lisses est une famille complète de variétés abstraites (voir
par exemple [8]).
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Chapitre 3

Séparation

3.1 Introduction

3.1.1 Notations

Dans tout ce chapitre, on fixe N ≥ 2, 1 ≤ c ≤ N − 1 et 2 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dc
des entiers. En l’absence d’indication contraire, une intersection complète sur
un corps k sera toujours de codimension c dans PNk et de degrés d1, . . . , dc. On
notera n = N − c ≥ 1 la dimension de ces intersections complètes.

Un trait T est le spectre d’un anneau de valuation discrète. Si T est un trait,
on notera toujours η son point générique et s son point spécial, R l’anneau de
valuation discrète dont il est le spectre, K le corps de fractions de R, k son corps
résiduel, t une uniformisante, v la valuation et π : R→ k la spécialisation.

3.1.2 Séparation du champ de modules

On note H le schéma de Hilbert des intersections complètes lisses construit
dans la partie 2.2. On rappelle (voir la partie 2.3) que le schéma en groupes
G = PGLN+1 agit naturellement sur H par changement de coordonnées et
que le champ quotient M = [G\H] est le champ de modules des intersections
complètes lisses polarisées par O(1).

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théorème 3.1.1. Le champ M est séparé, sauf si c = 1 et d1 = 2.

L’intérêt du théorème 3.1.1 est qu’il permet de construire un espace de mo-
dules grossier en appliquant le théorème de Keel et Mori ([34], [13]) :

Corollaire 3.1.2. Si l’on n’a pas c = 1 et d1 = 2, le champM admet un espace
de modules grossier M qui est un espace algébrique séparé.

On peut reformuler plus concrètement le théorème 3.1.1. C’est sous la forme
(iii) que nous le démontrerons.

41
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Lemme 3.1.3. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le champ M est séparé.

(ii) Le groupe G agit proprement sur H.

(iii) Pour tout trait T à corps résiduel algébriquement clos, si Z,Z ′ ⊂ PNT sont
des sous-T -schémas fermés plats sur T dont les fibres géométriques sont
des intersections complètes lisses, tout automorphisme fη : PNη → PNη tel

que fη(Zη) = Z ′η se prolonge en un automorphisme f : PNT → PNT tel que
f(Z) = Z ′.

Preuve. L’équivalence entre les deux premières assertions résulte du critère
1.3.2. L’équivalence entre les deux dernières est exactement le critère valuatif
de propreté appliqué au morphisme G × H → H × H (on peut se restreindre
aux corps résiduels algébriquement clos par la remarque 7.3.9 (i) de [20]).

Remarquons qu’il est nécessaire d’exclure le cas des quadriques (c = 1 et
d1 = 2). Par exemple, la condition (ii) ci-dessus n’est pas vérifiée : G ne peut
agir proprement sur H car les stabilisateurs de cette action, qui sont des groupes
orthogonaux, ne sont pas propres. On peut aussi proposer un contre-exemple
explicite à (iii) : on prend R = k[[t]], Z = Z ′ définis par l’équation X0XN +
Q(X1, . . . , XN−1) = 0 où Q est une forme quadratique ordinaire sur k, et on
choisit pour fη l’automorphisme de PNη donné par l’équation fη([x0 : . . . : xN ]) =
[t−1x0 : x1 : . . . : xN−1 : txN ].

Enfin, plusieurs cas du théorème 3.1.1 sont déjà connus.
Le cas c = 1 et d1 ≥ 3 sous sa forme (ii) est conséquence de [57] Corollary

2.5 appliqué à [57] Proposition 4.2. Dans cette référence, la base est un corps de
caractéristique nulle, mais ces arguments fonctionnent sur une base quelconque
(par exemple Spec(Z)) comme expliqué dans [66] (voir aussi [57] Appendix 1G).

Enfin, quand d1 + · · · + dc ≥ N + 1, le fibré canonique des intersections
complètes considérées est ample ou trivial, de sorte qu’elles ne peuvent être bi-
rationnellement réglées. On peut alors appliquer le théorème 0.1.2 de Matsusaka
et Mumford [53].

3.1.3 Conjecture de Pukhlikov

Dans [61], Pukhlikov, motivé par des questions de géométrie birationnelle,
considère l’énoncé ci-dessous plus général que (iii) :

(iv) Pour tout trait T à corps résiduel algébriquement clos, si Z,Z ′ ⊂ PNT
sont des sous-T -schémas fermés réguliers et plats sur T dont les fibres
géométriques sont des intersections complètes, tout automorphisme fη :
PNη → PNη tel que fη(Zη) = Z ′η se prolonge en un automorphisme f :

PNT → PNT tel que f(Z) = Z ′.

Pour être précis, Pukhlikov travaille avec n ≥ 2 et R = C[[t]]. Il montre (iv)
si c = 1 et d1 ≥ 3, et il conjecture que, à c fixé, si N est grand et quitte à exclure
un nombre fini de multidegrés, (iv) est vrai.
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Le cas c ≥ 2, même dans le cas abordé ici où Z et Z ′ sont lisses sur T , fait
apparâıtre la difficulté suivante par rapport au cas c = 1 traité par Pukhlikov :
il n’y a aucune raison pour qu’on puisse trouver c équations F1, . . . , Fc de Zη
se spécialisant en c équations définissant Zs telles que f−1∗

η F1, . . . , f
−1∗
η Fc se

spécialisent en c équations définissant Z ′s. Cela empêche de montrer (iii) en
comparant directement les équations de Zs et Z ′s.

3.1.4 Structure de la démonstration

Les deux parties qui suivent sont consacrées à une preuve par l’absurde du
théorème 3.1.1 sous sa forme (iii) ci-dessus. Dans la première, le lemme 3.2.2
fournit, à l’aide d’arguments géométriques, des restrictions a priori sur Zs et Z ′s.
Dans la seconde, on conclut en manipulant de manière explicite les équations
de petit degré de Zs et Z ′s. On distingue pour cela trois cas : le cas d1 ≥ 3 est
traité au paragraphe 3.3.2, le cas c ≥ 2, d1 = d2 = 2 au paragraphe 3.3.3, et le
cas c ≥ 2, d1 = 2, d2 ≥ 3, plus délicat, au paragraphe 3.3.4.

3.2 Automorphismes projectifs

Commençons la preuve du théorème 3.1.1. On fixe pour cela un trait T à
corps résiduel algébriquement clos, Z,Z ′ ⊂ PNT des sous-T -schémas fermés plats
sur T dont les fibres géométriques sont des intersections complètes lisses, et un
automorphisme fη : PNη → PNη tel que fη(Zη) = Z ′η.

3.2.1 Description de l’automorphisme fη

Lemme 3.2.1. On peut supposer qu’il existe des entiers α0 ≤ · · · ≤ αN tels
que fη soit donné par la formule fη([x0 : . . . : xN ]) = [tα0x0 : . . . : tαNxN ].

Preuve. L’automorphisme fη est induit par un automorphisme linéaire fK :
KN+1 → KN+1. Quitte à composer fK avec une homothétie, on peut supposer
que fK induit fR : RN+1 → RN+1 R-linéaire. Comme fR ⊗ K est surjective,
Coker(fR) est de torsion, de sorte que fR est injective et Im(fR) est un sous-R-
module de rang maximal. Par le théorème de la base adaptée, on peut trouver
des éléments e0, . . . , eN de RN+1, f0, . . . , fN de RN+1 et λ0, . . . , λN de R tels
que (fR(ei)) soit une base de Im(fR), (fi) soit une base de RN+1 et fR(ei) =
λifi. Comme tout élément de R s’écrit comme une unité fois une puissance de
l’uniformisante, on peut supposer λi = tαi . Quitte à réordonner les ei et les fi,
on peut supposer que α0 ≤ · · · ≤ αN . Remarquons enfin que comme fR est
injective, les ei forment une base de RN+1.

On a montré que quitte à composer à la source et au but par un automor-
phisme de PNT , fη est de la forme voulue.

Désormais, on suppose que fη est donné par une telle formule.
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Si α0 = · · · = αN , fη est l’identité et se prolonge donc en l’identité f : PNT →
PNT . Comme, par platitude, Z et Z ′ sont les adhérences de Zη et Z ′η, et que
fη(Zη) = Z ′η, on a f(Z) = Z ′ comme voulu.

Dans toute la suite, on suppose au contraire que α0 < αN , et on cherche à
obtenir une contradiction.

3.2.2 Spécialisation de l’automorphisme fη

On définit p∗ et p∗ de sorte que α0 = · · · = αp∗ < αp∗+1 et αN = · · · =
αN−p∗ > αN−p∗−1. On note :

P∗ = {Xp∗+1 = · · · = XN = t = 0},
P ∗ = {X0 = · · · = XN−p∗−1 = t = 0},
L∗ = {XN−p∗ = · · · = XN = t = 0},
L∗ = {X0 = · · · = Xp∗ = t = 0}.

Ce sont des sous-espaces linéaires de PNk .

Lemme 3.2.2. On a P∗ ⊂ Z ′s. De même, P ∗ ⊂ Zs.

Preuve. On montre l’énoncé concernant Z ′s ; l’autre est symétrique.
L’isomorphisme fη induit une application rationnelle f : PNT 99K PNT . L’ex-

pression de fη montre que f est définie hors de L∗ et que sa restriction fs à la
fibre spéciale est la projection depuis L∗ sur P∗.

NotonsW l’adhérence de fs(Zs\(Zs∩L∗)), munie de sa structure réduite. Par
description de fs, W ⊂ P∗. Comme, par platitude, Z et Z ′ sont les adhérences
de Zη et Z ′η, et que fη(Zη) ⊂ Z ′η, on a f(Z \ (Z ∩L∗)) ⊂ Z ′. En se restreignant
aux fibres spéciales, il vient : W ⊂ Z ′s. Si W = P∗, on peut conclure ; on suppose
par l’absurde que ce n’est pas le cas.

Remarquons que Zs n’est pas ensemblistement inclus dans L∗. Si c’était le
cas, comme Zs est réduit, il serait schématiquement inclus dans L∗, donc dans un
hyperplan de PNk , et cela contredit la proposition 2.1.9 (ii). Ainsi, (Zs∩L∗) 6= Zs
de sorte que, Zs étant intègre par la proposition 2.1.9 (i), Zs\(Zs∩L∗) est dense
dans Zs, donc de dimension n.

Si fs : Zs \ (Zs ∩L∗)→W était génériquement finie, W serait de dimension
n. Comme W ⊂ Z ′s, W serait une composante irréductible de Z ′s, et comme Z ′s
est intègre par la proposition 2.1.9 (i), on aurait Z ′s = W , donc Z ′s ⊂ P∗. Alors
Z ′s serait schématiquement inclus dans un hyperplan de PNk , ce qui contredit
la proposition 2.1.9 (ii). On a montré que fs : Zs \ (Zs ∩ L∗) → W n’est pas
génériquement finie.

Soit maintenant w un point fermé de W ; on choisit w général de sorte que
w est un point lisse de W , et que la fibre F de fs : Zs \ (Zs ∩L∗)→W en w est
de dimension ≥ 1. Comme w est un point lisse de W et que W 6= P∗, il résulte
que TwW est un sous-espace linéaire strict de P∗. Notons C le cône réduit de
sommet L∗ et de base W : on a Zs ⊂ C ensemblistement car fs(Zs\(Zs∩L∗)) ⊂
W , donc schématiquement car Zs est réduit. Ainsi, pour tout f ∈ F , comme
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TfC = 〈TwW,L∗〉, on a TfZs ⊂ 〈TwW,L∗〉. Comme TwW est un sous-espace
linéaire strict de P∗, 〈TwW,L∗〉 est un sous-espace linéaire strict de PNk . On
obtient une contradiction car, par [48] 6.3.5, 6.3.6, un sous-espace linéaire strict
de PNk ne peut pas être tangent à Zs le long d’une sous-variété de dimension
≥ 1.

Corollaire 3.2.3. Si F ∈ H0(PNk ,O(d)) fait partie d’une suite régulière globale
définissant Zs, {F = 0} contient P ∗ et y est lisse.

De même, si F ′ ∈ H0(PNk ,O(d)) fait partie d’une suite régulière globale
définissant Z ′s, {F ′ = 0} contient P∗ et y est lisse.

Preuve. C’est une conséquence du lemme 3.2.2 et de la proposition 2.1.5.

3.3 Étude des équations de petit degré

Notons Md l’ensemble des monômes de degré d en X0, . . . , XN . Si M =
Xe0

0 . . . XeN
N , on note degα(M) =

∑
i αiei : c’est le α-degré du monôme M . Si

F ∈ H0(PNk ,O(d)), on dit qu’un monôme M intervient dans F si le coefficient
de M dans F n’est pas nul. On dit qu’une variable Xi intervient dans F si un
monôme qu’elle divise intervient dans F .

3.3.1 Spécialisation d’équations

Soit F ∈ H0(PNk ,O(d)) une équation de degré d non nulle de Zs. Par la

proposition 2.1.12, on peut la relever en F̃ =
∑
M∈Md

aMM ∈ H0(PNT ,O(d)),

une équation de degré d non nulle de Z. Vu l’expression de fη,
∑
t− degα(M)aMM

est une équation de degré d non nulle de Z ′η. Notons rF̃ = minM∈Md
(v(aM ) −

degα(M)), considérons F̃ ′ =
∑
t− degα(M)−rF̃ aMM ∈ H0(PNT ,O(d)) et notons

F ′ = π(F̃ ′) ∈ H0(PNk ,O(d)). Par choix de rF̃ , F ′ est non nulle. Comme Z ′η ⊂
{F̃ ′ = 0}, et que Z ′ est son adhérence par platitude, Z ′ ⊂ {F̃ ′ = 0}. Prenant
les fibres spéciales, on obtient Z ′s ⊂ {F ′ = 0} : F ′ est une équation de degré d
non nulle de Z ′s.

3.3.2 Équations de degré d ≥ 3

On garde les notations du paragraphe 3.3.1.

Lemme 3.3.1. Supposons que d ≥ 3 et que F fasse partie d’une suite régulière
globale définissant Zs. Alors {F ′ = 0} contient P∗ et y est singulier.

De plus, les monômes intervenant dans F ′ sont de α-degré ≥ α0 +(d−1)αN .

Preuve. Si aucun monôme Xi1 . . . Xid−1
Xj avec N − p∗ ≤ i1, . . . , id−1 ≤ N

n’intervient dans F , on voit que P ∗ ⊂ {F = 0}, et le critère jacobien montre
que {F = 0} est singulier le long de P ∗. Cela contredit le corollaire 3.2.3.

Soit donc M un monôme de cette forme intervenant dans F . Alors rF̃ ≤
v(aM )− degα(M) = −degα(M) ≤ −(α0 + (d− 1)αN ).
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Soit maintenant M ′ un monôme intervenant dans F ′, de sorte que v(aM ′)−
degα(M ′) − rF̃ = 0. Alors degα(M ′) = v(aM ′) − rF̃ ≥ −rF̃ ≥ α0 + (d − 1)αN .
Comme d ≥ 3, et que α0 < αN , cela implique degα(M ′) > (d− 1)α0 + αN . En
particulier, aucun monôme de la forme Xj1 . . . Xjd−1

Xi avec 0 ≤ j1, . . . , jd−1 ≤
p∗ n’intervient dans F ′. Cela implique que {F ′ = 0} contient P∗ et le critère
jacobien montre que {F ′ = 0} est singulier le long de P∗.

On peut à présent montrer le théorème 3.1.1 si d1 ≥ 3.

Preuve du théorème 3.1.1 si d1 ≥ 3.
On prend pour F une équation de degré d1 de Zs qui fait partie d’une suite

régulière globale définissant Zs. Alors, par le lemme 3.3.1, {F ′ = 0} contient P∗
et y est singulier.

Comme F ′ est une équation non nulle de degré d1 de Z ′s, par 2.1.9 (iii), elle
fait partie d’une suite régulière globale définissant Z ′s. Cela contredit le corollaire
3.2.3.

3.3.3 Équations de degré 2

On garde les notations du paragraphe 3.3.1.

Lemme 3.3.2. Supposons que d = d1 = 2.
Alors, si N − p∗ ≤ i ≤ N , la variable Xi intervient dans F , mais seulement

dans des monômes de la forme XiXj avec 0 ≤ j ≤ p∗.
De même, si 0 ≤ j ≤ p∗, la variable Xj intervient dans F ′, mais seulement

dans des monômes de la forme XiXj avec N − p∗ ≤ i ≤ N .
De plus, rF̃ = −α0 − αN .

Preuve. Par la proposition 2.1.9 (iii), F fait partie d’une suite régulière globale
définissant Zs. En particulier, par le corollaire 3.2.3, {F = 0} contient P ∗ et y
est lisse. Si N − p∗ ≤ i ≤ N est tel que Xi n’intervient pas dans F , le critère
jacobien montre que {F = 0} est singulier en le point de P ∗ ayant toutes ses
coordonnées nulles sauf la i-ème : c’est absurde. De même, si 0 ≤ j ≤ p∗, la
variable Xj apparâıt dans F ′.

Soient maintenant N − p∗ ≤ i ≤ N , 0 ≤ j ≤ p∗, M un monôme intervenant
dans F divisible par Xi et M ′ un monôme intervenant dans F ′ divisible par
Xj . On a rF̃ ≤ v(aM ) − degα(M) = −degα(M) ≤ −α0 − αN d’une part et
rF̃ = v(aM ′)−degα(M ′) ≥ −degα(M ′) ≥ −α0−αN d’autre part. Ces inégalités
sont donc des égalités. En particulier, degα(M) = degα(M ′) = α0 + αN , ce qui
montre les restrictions voulues sur les monômes intervenant dans F et F ′, et
rF̃ = −α0 − αN .

Montrons à présent le théorème 3.1.1 si c ≥ 2 et d1 = d2 = 2.

Preuve du théorème 3.1.1 si c ≥ 2 et d1 = d2 = 2.
On peut supposer, quitte à échanger Z et Z ′, que p∗ ≥ p∗. Soit (Ft)t∈P1 un

pinceau d’équations de degré 2 de Zs. Comme Ft fait partie d’une suite régulière
globale définissant Zs par la proposition 2.1.9 (iii), le corollaire 3.2.3 montre que
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{Ft = 0} contient P ∗ et y est lisse. De plus, les restrictions sur les monômes de
Ft obtenues dans le lemme 3.3.2 montrent que si x ∈ P ∗, on a L∗ ⊂ Tx{Ft = 0}.
L’ensemble des hyperplans de PNk contenant L∗ s’identifie naturellement au dual
(P∗)

∨ de P∗, et on obtient un morphisme Γ : P1 × P ∗ → (P∗)
∨ défini par

Γ(t, x) = Tx{Ft = 0}.
Comme dim(P1 × P ∗) = p∗ + 1 > p∗ = dim((P∗)

∨), on peut trouver un
hyperplan H ∈ (P∗)

∨, et C une courbe irréductible dans P1 × P ∗ tels que
Γ(t, x) = H pour (t, x) ∈ C. Si la projection C → P ∗ n’est pas constante,
son image est une courbe, et H est tangent à Zs le long de cette courbe, ce qui
contredit [48] 6.3.5, 6.3.6. Sinon, C = P1×{x} pour x ∈ P ∗, et tous les {Ft = 0}
ont espace tangent H en x. En particulier, les équations F0 et F1 ne sont pas
transverses en x. Comme, par la proposition 2.1.9 (iii), elles font partie d’une
suite régulière globale définissant Zs, cela contredit la proposition 2.1.5.

3.3.4 Fin de la preuve

Il reste à prouver le théorème 3.1.1 si c ≥ 2, d1 = 2 et d2 ≥ 3.

Preuve du théorème 3.1.1 si c ≥ 2, d1 = 2 et d2 ≥ 3.

Soient F ∈ H0(PNk ,O(2)) et G ∈ H0(PNk ,O(d2)) des équations de Zs faisant
partie d’une suite régulière globale la définissant. Appliquant la discussion du
paragraphe 3.3.1 à F et G, on obtient d’une part des équations F̃ , F̃ ′, F ′ et un
entier rF̃ , d’autre part des équations G̃, G̃′, G′ et un entier rG̃. Par le lemme
3.3.2, rF̃ = −α0 − αN .

Par le lemme 3.3.1,G′ est singulier le long de P∗, de sorte que, par le corollaire
3.2.3, G′ ne peut faire partie d’une suite régulière globale définissant Z ′s. Par la
proposition 2.1.9 (iv), cela signifie qu’il existe Q ∈ H0(PNk ,O(d2 − 2)) tel que
G′ = QF ′.

Par le lemme 3.3.2, la variable X0 intervient dans F ′. Par le lemme 3.3.1,
tous les monômes intervenant dans G′ ont un α-degré ≥ α0 + (d2 − 1)αN . Ces
deux faits impliquent que tous les monômes intervenant dans Q ont α-degré
(d2 − 2)αN , et que G′ fait intervenir au moins un monôme de α-degré α0 +
(d2 − 1)αN . En particulier, on a égalité dans les inégalités de la démonstration
du lemme 3.3.1, ce qui montre rG̃ = −α0 − (d2 − 1)αN .

Soit Q̃ un relevé de Q à H0(PNT ,O(d2 − 2)) ne faisant intervenir que des
monômes de α-degré (d2−2)αN . Posons H = G−QF . Comme {F = G = 0} =
{F = H = 0}, F et H font partie d’une suite régulière globale définissant Zs.
On applique la discussion du paragraphe 3.3.1 à H et à son relevé H̃ = G̃−Q̃F̃ .
Comme le raisonnement effectué ci-dessus pour F et G vaut aussi pour F et H,
on a rH̃ = −α0 − (d2 − 1)αN .

Calculons H̃ ′. On note aF̃M le coefficient du monôme M dans F̃ , et on utilise
des notations analogues pour G̃, H̃ et Q̃. Comme le α-degré d’un produit de
monômes est la somme des α-degrés de ces monômes, il vient :
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H̃ ′ = t−rH̃

( ∑
M∈Md2

t− degα(M)aH̃MM

)

= t−rH̃

( ∑
M∈Md2

t− degα(M)aG̃MM

−
∑

M∈Md2−2

t− degα(M)aQ̃MM
∑

M∈M2

t− degα(M)aF̃MM

)
.

Comme rG̃ = rH̃ = −α0 − (d2 − 1)αN , rF̃ = −α0 − αN , et que tous les

monômes intervenant dans Q̃ sont de α-degré (d2 − 2)αN , on obtient :

H̃ ′ = t−rG̃

( ∑
M∈Md2

t− degα(M)aG̃MM

)
− Q̃

(
t−rF̃

∑
M∈M2

t− degα(M)aF̃MM

)
= G̃′ − Q̃F̃ ′.

Spécialisant cette équation, il vient H ′ = G′ − QF ′ = 0. C’est une contra-
diction car, dans la construction du paragraphe 3.3.1, rH̃ est choisi de sorte que
H ′ soit non nul. Cela conclut la preuve.



Chapitre 4

Automorphismes

Dans ce chapitre, on étudie les automorphismes des intersections complètes
lisses : le théorème principal est le théorème 4.2.1. Dans la première partie, on
regroupe des généralités sur les automorphismes de variétés, nécessaires pour
l’énoncé et la preuve de ce théorème. La seconde partie contient l’énoncé du
théorème, et la troisième sa preuve. Enfin, dans la quatrième partie, on en
déduit, comme application, quand le champ de modules M des intersections
complètes lisses polarisées par O(1) est de Deligne-Mumford.

4.1 Schéma en groupes des automorphismes

4.1.1 Notations

Soit k un corps ; on note p sa caractéristique (on peut avoir p = 0).

On fixe N ≥ 2, 1 ≤ c ≤ N − 1 et 2 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dc des entiers. Par
intersection complète, on voudra dire sous-schéma fermé de codimension c de PNk
défini par c équations homogènes de degrés d1, . . . , dc. On notera n = N − c ≥ 1
la dimension de ces intersections complètes.

Si Z et T sont des k-schémas, on notera ZT le T -schéma Z ×k T .

On renvoie à la partie 1.2 pour les conventions relatives au foncteurs de
Picard.

4.1.2 Automorphismes d’une variété

On rappelle que, si Z est un k-schéma projectif, le foncteur qui à un k-schéma
T associe l’ensemble AutT (ZT ) des T -automorphismes de ZT est représentable
par un k-schéma en groupes noté Autk(Z). Le groupe des composantes connexes
de Autk(Z) est dénombrable et sa composante neutre est un k-schéma en
groupes de type fini dont l’espace tangent en l’identité s’identifie à H0(Z, TZ).
Pour ces faits, on pourra consulter [65] Prop. 4.6.10.

49
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4.1.3 Automorphismes d’une variété polarisée

Soient g : Z → Spec(k) un k-schéma projectif géométriquement intègre, et
λ ∈ PicZ/k(k). Considérons le foncteur qui à un k-schéma T associe l’ensemble
des f ∈ AutT (ZT ) tels que le diagramme suivant commute :

PicZT /T
f∗

// PicZT /T

T

λT

ccGGGGGGGGG λT

;;wwwwwwwww

(4.1)

Ce foncteur est représentable par un sous-schéma fermé de Autk(Z). En effet,
si T est un k-schéma et f ∈ AutT (Z ×k T ), le sous-schéma fermé de T défini
par l’équation f∗ ◦ λT − λT = 0 vérifie la propriété universelle requise. Il est de
plus immédiat que c’est un sous-schéma en groupes. On le note Autk(Z, λ).

4.1.4 Cas des intersections complètes

Supposons maintenant que Z ⊂ PNk est une intersection complète lisse pola-
risée par O(1). On note i : Z ⊂ PNk l’inclusion, et g et h les morphismes structu-
rels de Z et PNk . On va donner une description plus concrète de Autk(Z,O(1)),
en l’identifiant à un sous-schéma en groupes de PGLN+1,k.

Rappelons que PGLN+1,k = Autk(PNk ), de sorte que si T est un k-schéma,
PGLN+1,k(T ) est l’ensemble des T -automorphismes de PNT (voir [57] 0.5b).
Considérons le sous-foncteur G de PGLN+1,k qui associe à un k-schéma T
l’ensemble G(T ) des f ∈ PGLN+1,k(T ) tels que f(ZT ) = ZT . Vérifions que
G est représentable par un sous-schéma fermé de PGLN+1,k. Pour cela, soit T
un k-schéma et f ∈ PGLN+1,k(T ). Les sous-schémas ZT et f(ZT ) de PNT sont
plats sur T et induisent donc des sections T → Hilb(PNT /T ) qui sont des im-
mersions fermées par [19] 5.4.6. L’intersection de ces deux sous-schémas fermés
de Hilb(PNT /T ) s’identifie à un sous-schéma fermé de T qui vérifie la propriété
universelle requise. On a montré que G est représentable par un sous-schéma
fermé de PGLN+1,k ; que ce soit un sous-schéma en groupes est immédiat.

On va montrer que G et Autk(Z,O(1)) cöıncident. Si f ∈ G(T ), on note
Φ(T )(f) = f |ZT . Comme f préserve nécessairement la polarisation O(1) ∈
PicPNT /T (T ) de PNT , elle préserve sa restriction à ZT , de sorte que Φ(T )(f) ∈
Autk(Z,O(1))(T ). On a ainsi construit un morphisme de foncteurs Φ : G →
Autk(Z,O(1)) ; on vérifie aisément qu’il respecte les lois de groupes. Montrons
en deux temps que c’est un isomorphisme.

Tout d’abord, montrons que Φ(T ) est injectif. Pour cela, soit f ∈ Ker(Φ(T )) :
f |ZT : ZT → ZT est l’identité. Par la proposition 2.1.7, i∗ : H0(PNk ,O(1)) →
H0(Z,O(1)) est un isomorphisme de sorte que par changement de base plat par
T → Spec(k), i∗T : hT∗O(1)→ gT∗O(1) est un isomorphisme. La commutativité



4.2. AUTOMORPHISMES DES INTERSECTIONS COMPLÈTES LISSES 51

du diagramme ci-dessous :

gT∗O(1)
f |∗ZT // gT∗O(1)

hT∗O(1)
f∗

//

i∗T

OO

hT∗O(1)

i∗T

OO

montre que f∗ : hT∗O(1)→ hT∗O(1) est l’identité, de sorte que f est l’identité.
Montrons enfin que Φ(T ) est surjectif. Pour cela, soit f : ZT → ZT un

élément de Autk(Z,O(1))(T ) : f∗O(1)⊗O(−1) est trivial dans PicZT /T (T ) =
PicZ/k(T ), donc, par [16] Th. 9.2.5 1, dans PicZ/k(T ). Il existe donc L ∈ Pic(T )
tel que f∗O(1) ' O(1)⊗g∗TL. Par conséquent, f∗ induit un isomorphisme entre
gT∗O(1) et gT∗O(1)⊗L. Composant avec i∗T , on obtient un isomorphisme entre
hT∗O(1) et hT∗O(1) ⊗ L, donc entre les fibrés projectifs associés : c’est un
isomorphisme PNT → PNT . Par construction, c’est un élément de G(T ) qui est un
antécédent de f par Φ(T ).

Ainsi, suivant la situation, on pourra considérer Autk(Z,O(1)) comme un
sous-schéma en groupes fermé de Autk(Z) ou de PGLN+1,k.

4.2 Automorphismes des intersections complètes
lisses

4.2.1 Énoncé du théorème

Le but de ce chapitre est de montrer que, si Z est une intersection complète
lisse, Autk(Z) et Autk(Z,O(1)) sont, sauf pour un petit nombre d’exceptions
qu’on explique, des schémas en groupes finis réduits.

Le théorème principal est le suivant :

Théorème 4.2.1. Les schémas en groupes Autk(Z) et Autk(Z,O(1)) cöıncident
et sont finis réduits, sauf dans les cas suivants :

(i) Quadriques : si c = 1 et d1 = 2, Autk(Z) = Autk(Z,O(1)) est lisse de

dimension N(N+1)
2 .

(ii) Courbes de genre 1 : si N = 2, c = 1 et d1 = 3 ou si N = 3, c = 2
et d1 = d2 = 2, Autk(Z) est de type fini et sa composante neutre est une
courbe elliptique. De plus Autk(Z,O(1)) est fini ; il est aussi réduit sauf si
N = 2, c = 1, d1 = 3 et p = 3 ou si N = 3, c = 2, d1 = d2 = 2 et p = 2.

(iii) Courbes de genre ≥ 2 : dans les autres cas où n = 1, Autk(Z) et
Autk(Z,O(1)) sont tous deux finis réduits, mais peuvent ne pas cöınci-
der.

(iv) Surfaces K3 : si N = 3, c = 1 et d1 = 4, si N = 4, c = 2, d1 = 2
et d2 = 3 ou si N = 5, c = 3 et d1 = d2 = d3 = 2, Autk(Z) est de
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dimension nulle, réduit et au plus dénombrable tandis que Autk(Z,O(1))
est fini réduit.

(v) Intersections de deux quadriques : si N ≥ 5 est impair, c = 2, d1 =
d2 = 2 et p = 2, Autk(Z) = Autk(Z,O(1)) est fini non réduit.

4.2.2 Cas des hypersurfaces

Le cas des hypersurfaces est classique. En caractéristique nulle, il est traité
par Kodaira et Spencer dans [39] 14.2. En caractéristique positive, la finitude
des groupes d’automorphismes est étudiée dans [51]. On trouvera une discussion
très détaillée incluant les problèmes de réduction dans [33] 11.5, 11.6, 11.7.

4.2.3 Codimension supérieure

Les arguments en codimension supérieure sont analogues. D’une part, il faut
étendre aux intersections complètes lisses le calcul fait dans [39] des champs de
vecteurs sur une hypersurface lisse. C’est l’objet du paragraphe 4.3.1. D’autre
part, un phénomène nouveau apparâıt : la non réduction de Autk(Z) quand
N ≥ 5 est impair, c = 2, d1 = d2 = 2 et p = 2 (cas (v) ci-dessus). On traite
ce cas à l’aide de calculs explicites au paragraphe 4.3.3. La preuve proprement
dite du théorème 4.2.1 se trouve au paragraphe 4.3.4.

Dans le cas (ii) ci-dessus, les automorphismes infinitésimaux sont facile-
ment explicables : ce sont des automorphismes de translation de la courbe de
genre 1. Il serait intéressant d’obtenir également dans le cas (v) une description
géométrique de ces automorphismes infinitésimaux. Pourrait-on même identifier
la composante connexe de l’identité de Autk(Z) ?

4.3 Preuve du théorème

4.3.1 Champs de vecteurs sur les intersections complètes
lisses

Soit Z une intersection complète lisse sur k. L’objectif de ce paragraphe est
la proposition 4.3.5 : on montre que, à quelques exceptions éventuelles près, Z
n’admet pas de champs de vecteurs globaux non triviaux. La preuve, qui étend
celle de [39] pour les hypersurfaces, consiste en un calcul de cohomologie de
faisceaux de formes différentielles.

Rappelons tout d’abord le théorème d’annulation suivant sur PN . En ca-
ractéristique 0, c’est une conséquence du théorème d’annulation de Bott. On
peut en trouver une preuve de Deligne, indépendante de la caractéristique, dans
[1] Exposé XI, Th. 1.1.

Lemme 4.3.1. On a Hq(PNk ,Ω
p

PNk
(l)) = 0 sauf dans les trois cas suivants :

(i) p = q et l = 0,

(ii) q = 0 et l > p,
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(iii) q = N et l < p−N .

On peut en déduire des théorèmes d’annulation sur Z.

Lemme 4.3.2. Soit Z une intersection complète lisse sur k.
Si p+ q > n et l > p− q, on a Hq(Z,ΩpZ(l)) = 0.

Preuve. On raisonne par récurrence sur q. Si q = 0, on a p > n, de sorte que
ΩpZ = 0 et l’annulation est évidente.

Considérons la (p + c)-ème puissance extérieure de la suite exacte courte
0 → N∗

Z/PNk
→ ΩPNk |Z → ΩZ → 0. On obtient une filtration de Ωp+cPNk

|Z dont les

gradués successifs sont les faisceaux localement libres :

Ωp+tZ ⊗
c−t∧

N∗Z/PNk
=

⊕
1≤j1<···<jc−t≤c

Ωp+tZ (−dj1 − · · · − djc−t), t ≥ 0.

Tensorisons ce faisceau localement libre filtré par O(l+d1 +· · ·+dc), de sorte
que le gradué correspondant à t = 0 soit ΩpZ(l). En dévissant cette filtration en
suite exactes courtes de faisceaux localement libres, et en écrivant les suites
exactes longues de cohomologie associées à ces suites exactes courtes, on est
ramenés, pour montrer l’annulation désirée, à vérifier les annulations suivantes :

(i) Pour t ≥ 1 et 1 ≤ j1 < · · · < jt ≤ c, Hq−1(Z,Ωp+tZ (dj1 + · · ·+djt + l)) = 0.

(ii) Hq(Z,Ωp+cPNk
|Z(l + d1 + · · ·+ dc)) = 0.

Pour les premières annulations, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence.
Les hypothèses sont vérifiées car p+ t+ q− 1 ≥ p+ q > n et dj1 + · · ·+djt + l ≥
l + t+ 1 > p+ t− q + 1.

Pour la seconde annulation, on dispose de la résolution de Koszul de OZ :

0→ K−c → · · · → K0 → OZ → 0,

où K−r =
∧r

(⊕ci=1O(−di)) =
⊕

1≤j1<···<jr≤cO(−dj1 − · · · − djc). Tensori-

sons cette résolution par le faisceau localement libre Ωp+cPNk
(l + d1 + · · ·+ dc), et

considérons la suite spectrale d’hypercohomologie associée :

Er,s1 = Hs(PNk ,Kr⊗Ωp+cPNk
(l+d1 +· · ·+dc))⇒ Hr+s(Z,Ωp+cPNk

|Z(l+d1 +· · ·+dc)).

Il s’ensuit que pour montrer l’annulation voulue, il suffit de vérifier l’annulation
des Hq+r(PNk ,Ω

p+c

PNk
(l + dj1 + · · · + djc−r )) pour 0 ≤ r ≤ c et 1 ≤ j1 < · · · <

jc−r ≤ c. Pour cela, montrons que le lemme 4.3.1 s’applique.
Si l’on était cans le cas (i), on pourrait écrire l = −dj1 − · · · − djc−r ≤

−2(c − r) = (p − q) − (c − r) ≤ p − q, ce qui est absurde. Si l’on était dans
le cas (ii), on aurait q + r = 0 donc q = 0, mais ce cas a été traité comme
initialisation de la récurrence. Enfin, si l’on était dans le cas (iii), il viendrait :
p− q < l ≤ l+ dj1 + · · ·+ djc−r < p+ c−N = p− n, de sorte que q > n et que
l’annulation de Hq(Z,ΩpZ(l)) était évidente.
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La stratégie de démonstration du lemme ci-dessus permet de montrer l’an-
nulation d’autres groupes de cohomologie. Les deux lemmes qui suivent en sont
des exemples, dont on aura besoin. Le premier de ces lemmes concerne les hy-
persurfaces cubiques de dimension au moins 2.

Lemme 4.3.3. Supposons que c = 1, d1 = 3 et N ≥ 3. Soit Z une intersection
complète lisse sur k.

Alors HN−1(Z,Ω1
Z(2−N)) = 0.

Preuve. On procède de la même manière que dans la preuve du lemme 4.3.2.
Par l’argument de filtration, on est ramenés à montrer l’annulation des deux
groupes de cohomologieHN−2(Z,Ω2

Z(5−N)) etHN−1(Z,Ω2
PNk
|Z(5−N)). Pour le

premier, on peut appliquer le lemme 4.3.2. Pour le second, on procède de la même
manière qu’en 4.3.2 : par l’argument de suite spectrale de Koszul, on est ramenés
à montrer l’annulation des deux groupes de cohomologie HN−1(PNk ,Ω2

PNk
(5−N))

et HN (PNk ,Ω2
PNk

(2−N)). Le lemme 4.3.1 montre qu’ils s’annulent, sauf le second

si N = 2.

Le second de ces lemmes concerne les intersections de deux quadriques de
dimension paire.

Lemme 4.3.4. Supposons que c = 2, d1 = d2 = 2 et que N est pair. Soit Z
une intersection complète lisse sur k.

Alors HN−2(Z,Ω1
Z(3−N)) = 0.

Preuve. On va en fait prouver l’énoncé plus général suivant : si c = 2, d1 =
d2 = 2 et i ≥ 0, HN−2−i(Z,Ω1+i

Z (3 + 2i − N)) = 0, de sorte qu’on obtient le
résultat voulu en faisant i = 0. La preuve procède par récurrence descendante
sur i. L’initialisation de la récurrence est facile : si i ≥ N − 2, le faisceau Ω1+i

Z

est nul par dimension. Supposons l’annulation vérifiée pour i+ 1, et cherchons
à la montrer pour i.

On procède de la même manière que dans la preuve du lemme 4.3.2. Par
l’argument de filtration, on est ramenés à montrer l’annulation des trois groupes
de cohomologie HN−3−i(Z,Ω2+i

Z (5 + 2i−N)), HN−3−i(Z,Ω3+i
Z (7 + 2i−N)) et

HN−2−i(Z,Ω3+i
PNk
|Z(7+2i−N)). Le premier s’annule par hypothèse de récurrence,

le second s’annule par le lemme 4.3.2. Pour montrer l’annulation du troisième,
on procède toujours comme dans la preuve du lemme 4.3.2 : en utilisant la suite
spectrale de Koszul, on est ramenés à montrer l’annulation des trois groupes de
cohomologie suivants : HN−2−i(PNk ,Ω

3+i
PNk

(7 + 2i − N)), HN−1−i(PNk ,Ω
3+i
PNk

(5 +

2i−N)) et HN−i(PNk ,Ω
3+i
PNk

(3 + 2i−N)). Pour cela, appliquons le lemme 4.3.1.

Le cas (i) n’arrive que pour le troisième de ces groupes et N = 2i+ 3, ce qui est
impossible car N est supposé pair. Le cas (ii) n’intervient pas car i < N − 2, et
on vérifie facilement qu’on n’est jamais dans le cas (iii). Cela conclut.

On peut finalement montrer :
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Proposition 4.3.5. Supposons qu’on n’a pas c = 1 et d1 = 2, ni N = 2, c = 1
et d1 = 3, ni N impair, c = 2 et d1 = d2 = 2. Soit Z une intersection complète
lisse sur k.

Alors H0(Z, TZ) = 0.

Preuve. Par dualité de Serre, H0(Z, TZ) = Hn(Z,Ω1
Z(d1 + · · ·+dc−N −1))∨.

Cherchons à annuler ce groupe de cohomologie à l’aide du lemme 4.3.2. La
première condition p + q = 1 + n > n est trivialement vérifié. Pour la seconde,
on remarque que l+ q − p = d1 + · · ·+ dc − c− 1 > 0 sauf si c = 1 et d1 = 2 ou
3, ou si c = 2 et d1 = d2 = 2.

Si c = 1, d1 = 3 et N ≥ 3, on peut appliquer le lemme 4.3.3. Si c = 2,
d1 = d2 = 2 et N est pair, on peut appliquer le lemme 4.3.4.

4.3.2 Quadriques

On calcule dans ce paragraphe le groupe des automorphismes d’une qua-
drique lisse. Pour cela, on le compare au groupe des automorphismes linéaires
de la forme quadratique correspondante. On utilise à cet effet les résultats clas-
siques sur le groupe orthogonal se trouvant dans le livre [38], dont on conserve
les notations, notamment celles introduites p.348.

Cette proposition est bien sûr classique ; on détaille sa preuve faute de
référence.

Proposition 4.3.6. Soient k un corps, N ≥ 2 et Z = {q = 0} ⊂ PNk une
quadrique lisse.

(i) Si N est pair, Autk(Z,O(1)) = O+(q).

(ii) Si N est impair, on a une suite exacte courte

0→ PGO+(q)→ Autk(Z,O(1))→ Z/2Z→ 0.

En particulier, Autk(Z,O(1)) est lisse sur k de dimension N(N+1)
2 .

Preuve. La lissité de Z est équivalente à l’ordinarité de la forme quadratique
q. On note PG = Autk(Z,O(1)) et G son image réciproque dans GLN+1. Le
groupe G préserve la quadrique, donc agit via un caractère sur son équation
q. Le noyau de ce caractère est exactement le sous-schéma en groupes O(q) de
GLN+1 constitué des transformations linéaires préservant la forme quadratique.
On a donc deux suites exactes courtes :

O → Gm → G→ PG→ 0,

0→ O(q)→ G→ Gm → 0.

Comme la composée Gm → G→ Gm est l’élévation au carré, on obtient une
suite exacte courte :

0→ µ2 → O(q)→ PG→ 0. (4.2)
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Supposons tout d’abord N pair. Par définition de O+(q), on a une suite
exacte courte

0→ O+(q)→ O(q)
det→ µ2 → 0. (4.3)

Comme la composée µ2 → O(q)→ µ2 des flèches de (4.2) et (4.3) est l’élévation
à la puissance N + 1, donc l’identité de µ2, la composée O+(q)→ O(q)→ PG
des flèches de (4.2) et (4.3) est un isomorphisme.

Supposons ensuite N impair et k de caractéristique 6= 2. On a encore la
suite exacte (4.3), mais la composée µ2 → O(q) → µ2 des flèches de (4.2) et
(4.3) est l’élévation à la puissance N + 1, et est donc nulle. Ainsi, la composée
O+(q) → O(q) → PG des flèches de (4.2) et (4.3) a image d’indice deux dans
PG, et noyau isomorphe à µ2. Par [38] Th. 25.12, O+(q) a un unique quotient
central par Z/2Z : PGO+(q).

Enfin, si N est impair et k de caractéristique 2, O+(q) est le noyau de
l’invariant de Dickson ∆ : on a une suite exacte courte :

0→ O+(q)→ O(q)
∆→ Z/2Z→ 0. (4.4)

La composée µ2 → O(q)→ Z/2Z des flèches de (4.2) et (4.4) est nécessairement
nulle. Le même raisonnement que dans le cas précédent s’applique alors ; cela
conclut.

Remarquons que, si le groupe des automorphismes O(q) de la forme quadra-
tique est non réduit en caractéristique 2 pour N pair, le groupe des automor-
phismes de la quadrique est, lui, réduit.

4.3.3 Intersections de deux quadriques

Dans ce paragraphe, on effectue des calculs sur les intersections de deux
quadriques par manipulation explicite de leurs équations.

Proposition 4.3.7. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique
6= 2, N ≥ 3 et Z ⊂ PNk une intersection complète lisse de deux quadriques. Alors
l’espace tangent en Id de Autk(Z,O(1)) est trivial.

Preuve. Par Bertini, un membre général du pinceau de quadriques définissant
Z est lisse. On peut donc écrire Z = {q = q′ = 0} où q et q′ sont des formes
quadratiques non dégénérées. Diagonalisant q′ en base orthonormée pour q, on
obtient un système de coordonnées dans lequel q = X2

0 + · · · + X2
N et q′ =

a0X
2
0 + · · ·+ aNX

2
N . Par critère jacobien, la lissité de Z signifie que les ai sont

distincts.
Notons PG = Autk(Z,O(1)) et G son image réciproque dans GLN+1 : on

a une suite exacte courte 0 → Gm → G → PG → 0. On note A = k[ε]/ε2

les nombres duaux de sorte que l’espace tangent à GLN+1 en Id s’identifie aux
matrices de la forme (Id +εM) ∈ GLN+1(A). Soit v un vecteur tangent à PG
en Id. Par lissité de G → PG, on le relève en g = Id +εM ∈ G(A) un vecteur
tangent à G en Id. On note (mi,j)0≤i,j≤N ∈ k les coefficients de la matrice M .
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Par la proposition 2.1.7 (ii), H0(PNk , IZ(2)) est de dimension 2, engendré
par q et q′. Ainsi, par changement de base par le morphisme plat k → A,
H0(PNA , IZA(2)) est un A-module libre de rang 2, engendré par q et q′. La
matrice g = Id +εM agit sur H0(PNA ,O(2)) en préservant ce sous-module, de
sorte que q ◦ g et q′ ◦ g sont combinaisons à coefficients dans A de q et q′. En
calculant les termes constants (sans ε), on voit qu’il existe α, β, γ, δ ∈ k tels que
ces relations soient de la forme suivante :

q ◦ g = (1 + εα)q + εβq′ (4.5)

q′ ◦ g = εγq + (1 + εδ)q′ (4.6)

Comme aucun monôme XiXj avec i 6= j n’intervient dans le terme de droite
de (4.5), on obtient mi,j +mj,i = 0 pour i 6= j. Procédant de même avec (4.6),
on obtient aimi,j + ajmj,i = 0 pour i 6= j. Comme ai 6= aj pour i 6= j, cela
montre mi,j = 0 pour i 6= j.

La relation (4.5) s’écrit alors mi,i = α + βai pour 0 ≤ i ≤ N . De même, la
relation (4.6) s’écrit aimi,i = γ + δai pour 0 ≤ i ≤ N . De ces deux relations, il
vient que, pour 0 ≤ i ≤ N , βa2

i + (α − δ)ai − γ = 0. Les ai sont alors N + 1
racines distinctes d’un polynôme de degré 2. Ce polynôme est donc nul : en
particulier, β = 0 et mi,i = α pour tout i.

On a montré que M est une homothétie, donc que g est en fait tangent à
Gm. Par conséquent, v = 0, et l’espace tangent de PG en Id est bien trivial.

Proposition 4.3.8. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique
2, N ≥ 3 impair, et Z ⊂ PNk une intersection complète lisse de deux quadriques.
Alors l’espace tangent en Id de Autk(Z,O(1)) est de dimension ≥ N−1

2 .

Preuve. Soient Z = {q = q′ = 0} des équations de Z. Notons b et b′ les formes
bilinéaires symétriques associées aux formes quadratiques q et q′. Comme la
caractéristique de k est 2, le polynôme det(λb+ µb′), homogène de degré N + 1
en λ et µ, est le carré du pfaffien pfaff(λb + µb′). Comme il suffit de montrer
la proposition pour Z générale, on peut supposer que les racines de ce pfaffien
sont distinctes.

Dans ce cas, on peut appliquer [7] Coro. 2.10 : en notant N+1 = 2r, il existe
un système de coordonnées dans lequel Z = {q = q′ = 0} avec q =

∑r
i=1XiYi

et q′ =
∑r
i=1 aiXiYi + ciX

2
i + diY

2
i .

On raisonne alors comme dans la preuve de la proposition précédente, dont
on conserve les notations. Un vecteur tangent à GLN+1 en Id est un élément
g = Id +εM ∈ GLN+1(A). S’il préserve le sous-A-module libre de rang 2 de
H0(PNA ,O(2)) engendré par q et q′, il préserve ZA = {q = q′ = 0} et est donc
tangent à G en Id. Or, si D ∈Mr(k) est diagonale, et si on note

M =

(
D 0
0 D

)
,

on vérifie par calcul que g = Id +εM préserve ce sous-module, de sorte que g
est tangent à G en Id. Ceci montre que l’espace de tangent de G en Id est de
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dimension ≥ r = N+1
2 . De la suite exacte 0→ Gm → G→ PG→ 0, on déduit

que l’espace tangent de PG en Id est de dimension ≥ N−1
2 , comme voulu.

4.3.4 Fin de la preuve

Montrons finalement le théorème 4.2.1.

Preuve du théorème 4.2.1.
On se ramène au cas où k est algébriquement clos ; pour cela, on note

k̄ une clôture algébrique de k. Par description de leurs foncteurs des points,
Autk̄(Zk̄) = Autk(Z)k̄. Ainsi, le k-schéma en groupes Autk(Z) est de dimension
nulle (resp. fini, resp. lisse, resp. de dimension nulle et réduit) si et seulement
si le k̄-schéma en groupes Autk̄(Zk̄) l’est. Le seul point non trivial dans cette
assertion est le fait que si Autk(Z) est réduit de dimension nulle, Autk̄(Zk̄)
est réduit. Mais si c’est le cas, la composante connexe de l’identité de Autk(Z)
est un k-schéma connexe de dimension nulle donc ponctuel, réduit donc iso-
morphe au spectre d’un corps, avec un k-point donc k-isomorphe à Spec(k).
Par conséquent, la composante connexe de l’identité de Autk̄(Zk̄) est Spec(k̄).
Par homogénéité sous l’action des k̄-points de Autk̄(Zk̄), toutes ses composantes
connexes sont isomorphes à Spec(k̄), donc réduites. Le même raisonnement per-
met de comparer Autk(Z,O(1)) et Autk̄(Zk̄,O(1)). Dans la suite, on suppose
donc k algébriquement clos.

Commençons par montrer que si n ≥ 2 et si l’on n’est pas dans le cas (iv),
Autk(Z) = Autk(Z,O(1)). Pour cela, soient T un k-schéma et f ∈ Autk(Z)(T )
un T -automorphisme de ZT . Il faut montrer que le diagramme (4.1) commute.
Raisonnant composante connexe par composante connexe, on peut supposer
T connexe. Remarquons tout d’abord que, comme n ≥ 2, la proposition 2.1.6
montre que l’espace tangent en l’identité H1(Z,OZ) à PicZ/k est nul, de sorte
que PicZT /T est réunion de composantes connexes T -isomorphes à T . Les sec-
tions λT et f∗ ◦λT sont nécessairement des isomorphismes sur l’une de ces com-
posantes connexes : ainsi, pour qu’elles cöıncident, il suffit qu’elles cöıncident
en un point géométrique. On est donc ramenés à vérifier que, sous nos hy-
pothèses, un automorphisme f d’une intersection complète lisse Z sur un corps
algébriquement clos préserve O(1). Si n ≥ 3, par théorème de Lefschetz, O(1)
est l’unique générateur ample du groupe de Picard de Z, et est donc préservé
par f . Si n = 2, mais qu’on n’est pas dans le cas (iv), [1] Exposé XI, Th. 1.8
montre que O(1) est l’unique générateur ample du sous-groupe du groupe de
Picard de Z constitué des fibrés en droites dont un multiple est proportionnel
au diviseur canonique ; cette caractérisation montre qu’il est préservé par f .

D’autre part, par la proposition 4.3.5, si l’on n’est pas dans un des cas (i), (ii)
ou (v), H0(Z, TZ) = 0. Comme cet espace vectoriel s’identifie à l’espace tangent
en l’identité de Autk(Z), Autk(Z) est alors un schéma en groupes réduit de
dimension 0.

Ces deux faits, combinés aux résultats généraux du paragraphe 4.1, montrent
le théorème sauf dans les cas (i), (ii), (iii) et (v) qu’on discute à présent.

Le cas (i) des quadriques est conséquence de la proposition 4.3.6.
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Le cas (iii) des courbes de genre ≥ 2 est également classique, mais donnons
un argument. Comme TZ est un fibré en droites anti-ample, H0(Z, TZ) = 0,
de sorte que Autk(Z) est réduit de dimension 0. Pour montrer que ce schéma
en groupes est fini, on peut remarquer que, comme un automorphisme préserve
3KZ , Autk(Z) = Autk(Z, 3KZ). Alors, en considérant le plongement tricano-
nique de Z et en procédant comme au paragraphe 4.1.4, on réalise Autk(Z)
comme un sous-schéma en groupes d’un groupe linéaire, de sorte qu’il est de
type fini, donc fini. Enfin, Autk(Z,O(1)) est fini réduit comme sous-schéma en
groupes de Autk(Z).

Dans le cas (ii), Z est une courbe de genre 1. La courbe elliptique E sous-
jacente agit par translations sur Z. Comme h0(Z, TZ) = h0(Z,OZ) = 1, on voit
que E s’identifie à la composante connexe de l’identité de Autk(Z). Finalement,
le groupe des composantes connexes de Autk(Z) est fini par [67], Theorem 10.1.
Il reste à déterminer le schéma en groupes E ∩ Autk(Z,O(1)). Il est expliqué
dans [33] 11.7 p. 342 que c’est E[3] (resp. E[4]) si N = 2, c = 1 et d1 = 3 (resp.
si N = 3, c = 2 et d1 = d2 = 2). Le Corollary 6.4 de [67] permet de comparer le
degré et le cardinal de ce sous-groupe, et donc de vérifier qu’il est non réduit si
et seulement si p = 3 (resp. p = 2).

Traitons enfin le cas (v). On note H le schéma de Hilbert des intersections
complètes lisses contruit en 2.2. Le théorème 3.1.1 montre la propreté de l’action
de PGLN+1 sur H. La description de Autk(Z,O(1)) comme sous-groupe de
PGLN+1 montre qu’il s’identifie au stabilisateur de [Z] ∈ H(k) pour cette
action : il est donc propre. Comme il est affine comme sous-groupe fermé d’un
groupe affine, il est fini. La proposition 4.3.7 montre que si p 6= 2, l’espace
tangent en l’identité de Autk(Z,O(1)) est trivial, de sorte que ce schéma en
groupes est fini et réduit. La proposition 4.3.8 montre, elle, que si p = 2, l’espace
tangent en l’identité de ce groupe est non trivial, de sorte que ce schéma en
groupes est fini mais non réduit.

4.4 Propriété de Deligne-Mumford

On noteM le champ de modules des intersections complètes lisses polarisées
par O(1). On étudie ici quand il est de Deligne-Mumford.

Proposition 4.4.1. Le champ M est de Deligne-Mumford sauf dans les cas
suivants :

(i) Si c = 1 et d1 = 2.

(ii) Si N = 2, c = 1, d1 = 3, auquel cas il est de Deligne-Mumford au-dessus
de Spec(Z[ 1

3 ]).

(iii) Si N = 3, c = 2, d1 = d2 = 2, auquel cas il est de Deligne-Mumford
au-dessus de Spec(Z[ 1

2 ]).

(iv) Si N ≥ 5 est impair, c = 2, d1 = d2 = 2, auquel cas il est de Deligne-
Mumford au-dessus de Spec(Z[ 1

2 ]).
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Preuve. Soient k un corps algébriquement clos et Z une intersection complète
lisse sur k. La description de Autk(Z,O(1)) comme sous-groupe de PGLN+1

montre qu’il s’identifie au stabilisateur de [Z] ∈ H(k) pour l’action de PGLN+1

par changement de coordonnées. Le théorème 4.2.1 permet de décider quand ce
schéma en groupes sur k est fini et réduit, et donc d’appliquer le critère 1.3.3
pour montrer la proposition.



Chapitre 5

Quasi-projectivité

5.1 Introduction

5.1.1 Conventions

Dans ce chapitre, sauf s’il est explicitement fait mention du contraire, tous
les schémas que nous considérerons seront définis sur Spec(Z). En particulier,
PN = PNZ .

Par abus de notation, quand on sera amenés à manipuler un point géométri-
que, on notera toujours K le corps algébriquement clos sur lequel il est défini.

Si F est un faisceau localement libre sur un schéma, le fibré vectoriel géomé-
trique associé à F est celui dont le faisceau des sections est F∨. Par G(r,F),
on désignera la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de rang r de ce fibré
vectoriel géométrique. Quand r = 1, on notera aussi ce schéma P(F).

5.1.2 Énoncé des théorèmes principaux

On fixe N ≥ 2, 1 ≤ c ≤ N − 1 et 2 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dc des entiers. En l’absence
d’indication contraire, une intersection complète sur un corps k, sera toujours
de codimension c dans PNk et de degrés d1, . . . , dc.

Notons H le schéma de Hilbert des intersections complètes lisses, et M =
[PGLN+1 \H] le champ de modules des intersections complètes lisses polarisées
par O(1) (voir les parties 2.2 et 2.3). Si l’on n’a pas c = 1 et d1 = 2, le théorème
3.1.1 montre que le champM est séparé. De manière équivalente, par le lemme
3.1.3, PGLN+1 agit proprement sur H.

Comme expliqué dans le corollaire 3.1.2, le théorème de Keel et Mori montre
alors queM admet un espace de modules grossier M . De plus, M est un quotient
géométrique de H par PGLN+1 (voir par exemple [62]). On s’intéresse dans ce
texte aux propriétés de l’espace algébrique M : est-ce un schéma ? Un schéma
quasi-projectif ? Un schéma affine ?

Les deux résultats que l’on montre dans cette direction sont les suivants.

61
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Théorème 5.1.1. Supposons que d1 = · · · = dc et que l’on n’a pas c = 1 et
d1 = 2. Alors M est un schéma affine.

Théorème 5.1.2. Supposons que c ≥ 2, que d1 < d2 = · · · = dc et que

d2(N − c+ 2) > d1((c− 1)(d2 − d1) + 1).

Alors M est un schéma quasi-projectif.

En caractéristique nulle, la quasi-projectivité d’un espace de modules de
variétés polarisées dont le fibré canonique est ample est connue par les travaux
de Viehweg [69].

Montrons que si c ≥ 2 et d1 < d2 = · · · = dc, et que le fibré canonique des
intersections complètes considérées n’est pas ample, l’hypothèse du théorème
5.1.2 est vérifiée. En effet, on aN+1 ≥ (c−1)d2+d1 ≥ (c−1)(d2−d1)+(c−1)+d1.
Ainsi, d2(N − c+ 2) ≥ d2(c− 1)(d2 − d1) + d2d1 > d1((c− 1)(d2 − d1) + 1).

On déduit donc des résultats de Viehweg et des deux théorèmes 5.1.1 et 5.1.2
le corollaire suivant :

Corollaire 5.1.3. En caractéristique nulle, si d1 ≤ d2 = · · · = dc et si l’on n’a
pas c = 1 et d1 = 2, M est un schéma quasi-projectif.

5.1.3 Stratégie de la preuve

Remarquons avant tout que, comme SLN+1 → PGLN+1 est un morphisme
fini, SLN+1 agit proprement surH. De plus, il est immédiat queM est également
un quotient grossier et un quotient géométrique pour cette action. Pour ces
raisons, on considérera dans la suite de ce chapitre l’action de SLN+1 au lieu
de celle de PGLN+1, car elle sera plus facile à manipuler.

Pour montrer le théorème 5.1.1 (resp. 5.1.2), on va construire, à l’aide de la
théorie géométrique des invariants, un quotient géométrique affine (resp. quasi-
projectif) de H par SLN+1. On conclut grâce à un résultat de Kollár ([41]
Corollary 2.15) : un quotient géométrique pour une action propre est unique.
Notre référence pour la théorie géométrique des invariants sur un corps de ca-
ractéristique 0 est [57]. Le fait que les résultats de ce livre restent valable sur
Spec(Z) est conséquence de [66]. À ce sujet, on pourra consulter [57] Appendix
1G.

Tout d’abord, si d1 ≤ d2 = · · · = dc, on verra que la construction explicite de
H réalisée au paragraphe 2.2.2 fournit une compactification équivariante de H,
qu’on notera H̄. L’existence de cette compactification est la raison pour laquelle
on se limite, dans les théorèmes 5.1.1 et 5.1.2, à des intersections complètes
vérifiant d1 ≤ d2 = · · · = dc.

Sous les hypothèses du théorème 5.1.1, la description explicite de H et H̄
montre que H est affine (car H̄ \H est un diviseur ample dans H̄), et la théorie
géométrique des invariants permet de construire un quotient géométrique affine
de H par SLN+1. En revanche, on verra au paragraphe 5.4.3.1 que cet argument
ne permet pas de démontrer le théorème 5.1.2 (plus précisément, si c = 2 et
d1 < d2, H̄ \H n’est jamais un diviseur ample dans H̄).
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Pour prouver le théorème 5.1.2, on va construire un quotient géométrique
quasi-projectif de H par SLN+1 en appliquant le critère d’Hilbert-Mumford. Il
faut pour cela faire le choix d’une compactification équivariante de H et d’un
fibré en droites ample SLN+1-linéarisé sur celle-ci. On choisit la compactification
H̄ mentionnée ci-dessus ; les fibrés en droites sur celle-ci possèdent une unique
linéarisation (paragraphe 5.4.1.3). On détermine quels sont les fibrés en droites
amples sur H̄ (proposition 5.4.6). Il reste à décider s’il existe un fibré en droites
ample sur H̄ rendant tous les points de H stables. Le critère d’Hilbert-Mumford
permet de décider exactement pour quelles valeurs des degrés di cela se produit
(proposition 5.4.13) ; c’est l’origine de l’hypothèse artificielle sur les degrés dans
l’énoncé du théorème 5.1.2.

Ces arguments n’utilisent pas la séparation deM. Par [57] Corollary 2.5, ils
permettent en fait de la redémontrer sous les hypothèses des théorèmes 5.1.1 ou
5.1.2 (voir les remarques 5.3.1 et 5.4.14).

5.1.4 Plan du chapitre

Dans la deuxième partie de ce chapitre, on montre le théorème 5.2.1. C’est
une inégalité qui interviendra dans les trois parties suivantes ; c’est notamment
elle qui permettra de vérifier le critère d’Hilbert-Mumford.

La troisième partie est consacrée à la preuve du théorème 5.1.1. L’argument
est dû à Mumford ([57] Prop. 4.2) dans le cas des hypersurfaces. On remarque
également rapidement que, si l’on avait voulu vérifier directement le critère
d’Hilbert-Mumford, l’inégalité 5.2.1 serait intervenue.

La quatrième partie est consacrée à la preuve du théorème 5.1.2 suivant la
stratégie décrite au paragraphe 5.1.3 . L’inégalité 5.2.1 intervient de manière
cruciale dans la vérification du critère d’Hilbert-Mumford.

Enfin, dans la cinquième partie, on discute une méthode qui pourrait per-
mettre de montrer la quasi-projectivité de M sans hypothèses sur les degrés di. Il
s’agit de l’approche, initiée par Mumford, qui consiste à construire un quotient
géométrique de H par l’action de SLN+1 en appliquant le critère d’Hilbert-
Mumford à la compactification de H donnée par le schéma de Hilbert de PN , et
aux fibrés en droites amples équivariants sur celui-ci donnés par divers plonge-
ments de Plücker. Autrement dit, on se demande si les intersections complètes
lisses sont Hilbert-stables. Je ne connais pas la réponse à cette question, mais on
remarque que l’inégalité qu’il faudrait prouver pour le vérifier est plus forte que
l’inégalité 5.2.1. Autrement dit, le théorème 5.2.1 est un résultat positif dans
cette direction.

5.2 Minoration du α-degré

5.2.1 Notations

On fixe un corps algébriquement clos K.
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Dans cette partie et dans cette partie seulement, on peut autoriser N ≥ 1
et 1 ≤ c ≤ N . On rappelle que 2 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dc sont des entiers, et qu’une
intersection complète sur un corps k est, sauf mention explicite du contraire, de
codimension c dans PNk et de degrés d1, . . . , dc.

Si α est la donnée d’entiers α0 ≤ · · · ≤ αN non tous nuls de somme nulle,
le α-degré d’un monôme M = Xλ0

0 . . . XλN
N est degα(M) =

∑
i αiλi. Si F ∈

H0(PNK ,O(d)) est une équation non nulle, on note degα(F ) le plus grand α-
degré des monômes intervenant dans F . Par convention, degα(0) = −∞. Soit
Fα la somme des termes de F de α-degré degα(F ). On dit que F est α-homogène
si F = Fα.

5.2.2 L’inégalité

Le résultat principal de cette partie est l’inégalité suivante :

Théorème 5.2.1. (i) Soient k1, . . . , kc des nombres réels tels que :

min
1≤i≤c

ki ≥
1

N + 1

c∑
i=1

ki. (5.1)

Alors si α0 ≤ · · · ≤ αN sont des entiers non tous nuls de somme nulle et
si F1, . . . , Fc constituent une suite régulière globale définissant une inter-
section complète lisse, on a :

c∑
i=1

ki
degα(Fi)

di
≥ 0. (5.2)

(ii) Supposons qu’on n’a pas c = 1 et d1 = 2. Alors si l’inégalité (5.1) est
stricte, l’inégalité (5.2) est stricte.

(iii) Les énoncés (i) et (ii) sont optimaux au sens où ils seraient faux pour
d’autres valeurs des ki.

Remarque 5.2.2. Précisons le sens de (iii). Dire que l’énoncé (i) est optimal
signifie que si k1, . . . , kc sont des réels ne vérifiant pas (5.1), il existe des entiers
non tous nuls de somme nulle α0 ≤ · · · ≤ αN et une suite régulière globale
F1, . . . , Fc définissant une intersection complète lisse tels que l’inégalité (5.2)
soit fausse. L’assertion concernant l’énoncé (ii) est analogue.

L’inégalité 5.2.1 permet de minorer les α-degrés des équations d’une intersec-
tion complète lisse. Son heuristique est la suivante : si les α-degrés des équations
d’une intersection complète sont petits, cela signifie que beaucoup de monômes
n’interviennent pas dans ces équations. Ce fait doit permettre de montrer, via
le critère jacobien, que cette intersection complète est en fait singulière.

Le paragraphe 5.2.3 est constitué de résultats préliminaires autour du lien
entre α-degré d’une équation F et singularités de {F = 0} ; le paragraphe 5.2.4
est consacré à la preuve du théorème 5.2.1.
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5.2.3 Étude d’une équation

On fixe dans tout ce paragraphe un entier d ≥ 2 et F ∈ H0(PNK ,O(d)) une
équation non nulle.

5.2.3.1 Lien entre α-degré et singularités

Le lemme suivant permettra de faire le lien entre la géométrie de l’hypersur-
face {F = 0} et le α-degré degα(F ).

Lemme 5.2.3. Soient u, v et s des entiers tels que u, v ≥ 0, s ≥ 0 et u+ v =
N − s. Alors, si degα(F ) < αu + (d− 1)αv,

dim(Sing({F = 0}) ∩ {X0 = · · · = Xv−1 = 0}) ≥ s.

Preuve. Comme d ≥ 2 et les αi sont croissants, quitte à échanger u et v, on
peut supposer que u ≤ v.

Écrivons alors F = X0P0+· · ·+XNPN , où Pi ne dépend pas deX0, . . . , Xi−1.
L’hypothèse degα(F ) < αu + (d− 1)αv montre que si i ≥ u, Pi ne dépend que
de X0, . . . , Xv−1.

Posons Z = {X0 = · · · = Xv−1 = P0 = · · · = Pu−1 = 0}. Si i ≤ v − 1,
Xi est nul sur Z. Si i ≥ v, on a i ≥ u, de sorte que Pi, qui ne dépend que de
X0, . . . , Xv−1, est nul sur Z. Par conséquent F =

∑N
i=0XiPi est nul sur Z.

De même, pour 0 ≤ j ≤ N , on peut écrire ∂F
∂Xj

= Pj +
∑N
i=0Xi

∂Pi
∂Xj

. En

distinguant comme ci-dessus suivant que i ≤ v− 1 ou i ≥ v, on voit que Xi
∂Pi
∂Xj

s’annule sur Z. De plus, si j < u, Pj est nul sur Z et si j ≥ u, Pj qui ne dépend
que de X0, . . . , Xv−1, est également nul sur Z. Sommant, on voit que ∂F

∂Xj
est

nul sur Z.
On a montré que F et tous les ∂F

∂Xj
s’annulent sur Z, de sorte que, par le

critère jacobien, Z ⊂ Sing({F = 0}). Comme, par le théorème de l’intersection
projective, dim(Z) ≥ N − u− v = s, le lemme est démontré.

5.2.3.2 L’entier s(F )

Le lemme 5.2.3 ci-dessus motive la définition suivante.

Définition 5.2.4. On note s(F ) le plus petit entier s ∈ {−1, . . . , N−1} tel que,
si u, v ≥ 0 sont des entiers avec u+v = N−s−1, on a degα(F ) ≥ αu+(d−1)αv.

Comme le plus petit α-degré possible d’un monôme de degré d est dα0, on
a degα(F ) ≥ dα0, de sorte que s(F ) est bien défini.

Remarque 5.2.5. Le lemme 5.2.3 montre que dim(Sing({F = 0})) ≥ s(F ). L’en-
tier s(F ) mesure la dimension attendue, connaissant degα(F ), du lieu singulier
de {F = 0}.

On peut alors minorer le α-degré des équations telles que s(F ) = −1.

Lemme 5.2.6. Supposons que s(F ) = −1. Alors, degα(F ) ≥ 0.
De plus, cette inégalité est stricte si d ≥ 3.
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Preuve. On calcule :

N degα(F ) ≥ (α0 + (d− 1)αN ) + · · ·+ (αN−1 + (d− 1)α1) car s(F ) = −1

= −αN − (d− 1)α0 car
∑
i

αi = 0

1

d− 1
degα(F ) ≥ 1

d− 1
α0 + αN car s(F ) = −1.

Sommant ces deux inégalités, on obtient :

(N +
1

d− 1
) degα(F ) ≥ −(d− 1− 1

d− 1
)α0,

ce qui se réécrit :

degα(F ) ≥ − d(d− 2)

Nd−N + 1
α0.

Ceci prouve le lemme car d ≥ 2 et α0 < 0 (les αi sont croissants non tous nuls
de somme nulle).

5.2.3.3 Les entiers vs(F )

Pour minorer le α-degré d’équations avec s(F ) ≥ 0, on introduit la définition
suivante :

Définition 5.2.7. Supposons que 0 ≤ s ≤ s(F ). On note vs(F ) le plus grand
entier v ∈ {0, . . . , N − s} tel que

degα(F ) < αN−vs(F )−s + (d− 1)αvs(F ).

Lemme 5.2.8. Soit 0 ≤ s ≤ s(F ). Alors vs(F ) est bien défini et

vs(F ) ≥ N + s(F )− 2s

2
.

De plus, si 0 < s ≤ s(F ), on a vs−1(F ) ≥ vs(F ) + 1.

Preuve. Par définition de s(F ), et comme s(F ) ≥ 0, il existe u, v ≥ 0 tels
que u + v = N − s(F ) et degα(F ) < αu + (d − 1)αv. Comme d ≥ 2 et que
les αi sont croissants, quitte à échanger u et v, on peut supposer v ≥ u, soit

v ≥ N−s(F )
2 . Alors, si v′ = v + s(F ) − s, comme les αi sont croissants, on a

degα(F ) < αu + (d− 1)αv′ .

Ceci montre d’une part l’existence de vs(F ) et d’autre part que vs(F ) ≥
v′ ≥ N−s(F )

2 + s(F )− s = N+s(F )−2s
2 .

Finalement, supposons 0 < s ≤ s(F ). Comme degα(F ) < αN−s−vs(F ) +
(d − 1)αvs(F ), par croissance des αi, on obtient degα(F ) < αN−s−vs(F ) + (d −
1)αvs(F )+1, ce qui montre que vs−1(F ) ≥ vs(F ) + 1.
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Remarque 5.2.9. Le lemme 5.2.3 montre que si 0 ≤ s ≤ s(F ),

dim(Sing({F = 0}) ∩ {X0 = · · · = Xvs(F )−1 = 0}) ≥ s.

Les entiers vs(F ) mesurent, connaissant degα(F ), comment on peut s’at-
tendre à ce que les singularités de {F = 0} se situent par rapport au drapeau
∅ ⊂ {X0 = · · · = XN−1 = 0} ⊂ · · · ⊂ {X0 = 0} ⊂ PNK .

On dispose de l’estimation suivante sur le α-degré d’équations avec s(F ) ≥ 0 :

Lemme 5.2.10. Supposons que s(F ) ≥ 0. Alors,

degα(F )

d
≥ −

∑s(F )
s=0 αvs(F )

N − s(F )
.

Preuve. Par définition de v0(F ), on a :

(N − v0(F )) degα(F ) ≥ (α0 + (d− 1)αN )

+ · · ·+ (αN−v0(F )−1 + (d− 1)αv0(F )+1). (5.3)

Pour 0 < s ≤ s(F ), par définition de vs(F ), et comme vs−1(F ) ≥ vs(F ) + 1
par le lemme 5.2.8, on a :

(vs−1(F )− vs(F )− 1) degα(F ) ≥ (αN−s−vs−1(F )+1 + (d− 1)αvs−1(F )−1)

+ · · ·+ (αN−s−vs(F )−1 + (d− 1)αvs(F )+1). (5.4)

Le lemme 5.2.8 montre que 2vs(F )(F ) + s(F )−N ≥ 0. Ceci permet d’écrire,
utilisant la définition de s(F ) :

(2vs(F ) + s(F )−N) degα(F ) ≥ (αN−s(F )−vs(F )(F ) + (d− 1)αvs(F )(F )−1)

+ · · ·+ (αvs(F )(F )−1 + (d− 1)αN−s(F )−vs(F )(F )). (5.5)

Sommant deux fois l’inégalité (5.3), deux fois les inégalités (5.4) et l’inégalité
(5.5), on obtient :

(N − s(F )) degα(F ) ≥ 2(α0 + · · ·+ αN−s(F )−vs(F )(F )−1)

+ d(αN−s(F )−vs(F )(F ) + · · ·+ αvs(F )(F )−1) (5.6)

+ (2d− 2)(αvs(F )(F ) + · · ·+ αN )− (2d− 2)

s(F )∑
s=0

αvs(F ).

Remarquons alors que :

0 ≥ [α0 + · · ·+ αN−s(F )−vs(F )(F )−1]− [αvs(F )(F ) + · · ·+ αN −
s(F )∑
s=0

αvs(F )].

En effet, chacun des crochets est une somme de N − s(F ) − vs(F )(F ) des
αi. Les indices intervenant dans le premier crochet sont tous plus petits que les
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indices intervenant dans le second, de sorte que l’on conclut par croissance des
αi.

Multipliant cette équation par (d− 2) ≥ 0, et l’ajoutant à (5.6), on obtient :

(N − s(F )) degα(F ) ≥ d(α0 + · · ·+ αN )− d
s(F )∑
s=0

αvs(F ).

Comme les αi sont de somme nulle, cela prouve l’inégalité recherchée :

degα(F )

d
≥ −

∑s(F )
s=0 αvs(F )

N − s(F )
.

Finalement, montrons une propriété de positivité des αvs(F ) qui sera cruciale
dans la preuve de l’inégalité 5.2.1.

Lemme 5.2.11. Supposons que s(F ) ≥ 0. Alors

αvs(F )(F ) +

∑s(F )
s=0 αvs(F )

N − s(F )
> 0.

Preuve. En sommant les inégalités (5.3) et (5.4) de la preuve du lemme 5.2.10,
on obtient :

(N − s(F )− vs(F )(F )) degα(F ) ≥ (α0 + · · ·+ αN−s(F )−vs(F )(F )−1)

+ (d− 1)(αvs(F )(F ) + · · ·+ αN )− (d− 1)

s(F )∑
s=0

αvs(F ). (5.7)

Par définition de vs(F )(F ), degα(F ) < αN−s(F )−vs(F )(F ) + (d − 1)αvs(F )(F ).
Comme, par le lemme 5.2.8, N − s(F )− vs(F )(F ) ≤ vs(F )(F ), la croissance des
αi montre degα(F ) < dαvs(F )(F ). Combinons ce fait avec l’inégalité (5.7), puis
utilisons le fait que d ≥ 2 et que les αi sont croissants.

(N−s(F )− vs(F )(F ))dαvs(F )(F ) + (d− 1)

s(F )∑
s=0

αvs(F )

> (α0 + · · ·+ αN−s(F )−vs(F )(F )−1) + (d− 1)(αvs(F )(F ) + · · ·+ αN )

≥ (d− 1)(α0 + · · ·+ αN−s(F )−vs(F )(F )−1 + αvs(F )(F ) + · · ·+ αN )

− (N − s(F )− vs(F )(F ))(d− 2)αvs(F )(F ).

Utilisant que les αi sont de somme nulle, puis à nouveau leur croissance, on
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obtient :

(N−s(F )− vs(F )(F ))(2d− 2)αvs(F )(F ) + (d− 1)

s(F )∑
s=0

αvs(F )

> −(d− 1)(αN−s(F )−vs(F )(F ) + · · ·+ αvs(F )(F )−1)

≥ −(2vs(F )(F ) + s(F )−N)(d− 1)αvs(F )(F ).

Après division par (d− 1)(N − s(F )) > 0, ceci se réécrit comme voulu :

αvs(F )(F ) +

∑s(F )
s=0 αvs(F )

N − s(F )
> 0.

5.2.4 Équations d’une intersection complète lisse

On utilise les résultats du paragraphe précédent pour montrer le théorème
5.2.1. On procède en trois temps en prouvant successivement les énoncés (i), (ii)
et (iii).

5.2.4.1 Inégalité large

Preuve du théorème 5.2.1 (i).
Tout d’abord, en sommant pour i ∈ {1, . . . , c} les inégalités ki ≥ k1+···+kc

N+1 ,
on montre (N + 1− c)(k1 + · · ·+ kc) ≥ 0, donc k1 + · · ·+ kc ≥ 0, et finalement,
ki ≥ 0 pour i ∈ {1, . . . , c}.

On va distinguer deux cas pour montrer le théorème. Le premier est facile :
si s(Fi) = −1 pour tout i ∈ {1, . . . , c}, le lemme 5.2.6 montre que degα(Fi) ≥ 0.
Ainsi,

c∑
i=1

ki
degα(Fi)

di
≥ 0.

Supposons au contraire qu’il existe l tel que s(Fl) ≥ 0. On choisit un tel l de

sorte que
∑s(Fl)

s=0 αvs(Fl)

N−s(Fl) soit maximal. On va construire des entiers j0, . . . , js(Fl) ∈
{1, . . . , c} distincts tels que, pour 0 ≤ s ≤ s(Fl),

degα(Fjs)

djs
≥ αvs(Fl). (5.8)

Supposons j0, . . . , js−1 convenables, et construisons js. Par la remarque
5.2.9, dim(Sing({Fl = 0}) ∩ {X0 = · · · = Xvs(Fl)−1 = 0}) ≥ s. Par le théorème
de l’intersection projective, cela implique que dim(Sing({Fl = 0}) ∩ {X0 =
· · · = Xvs(Fl)−1 = Fj0 = · · · = Fjs−1

= 0}) ≥ 0. Ce fermé est donc non vide ;
on y choisit un point fermé P . Comme {F1 = · · · = Fc = 0} est une inter-
section complète lisse, elle ne peut contenir le point singulier P de {Fl = 0} :
il existe js tel que Fjs soit non nul en P . Comme Fj0 , . . . , Fjs−1 s’annulent en
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P , js /∈ {j0, . . . , js−1}. Enfin, comme P ∈ {X0 = · · · = Xvs(Fl)−1 = 0}, on a
{X0 = · · · = Xvs(Fl)−1 = 0} 6⊂ {Fjs = 0}. En considérant les monômes in-
tervenant dans Fjs , on voit que cela implique degα(Fjs) ≥ djsαvs(Fl), comme
voulu.

Soit maintenant i ∈ {1, . . . , c} quelconque. Montrons que :

degα(Fi)

di
≥ −

∑s(Fl)
s=0 αvs(Fl)

N − s(Fl)
. (5.9)

Si s(Fi) ≥ 0, cela résulte du lemme 5.2.10 et du choix de l. Si s(Fi) = −1,

on raisonne comme suit. Par le lemme 5.2.11, αvs(Fl)(Fl) +
∑s(Fl)

s=0 αvs(Fl)

N−s(Fl) > 0.

Comme, par le lemme 5.2.8, αvs(Fl)(Fl) est le plus petit des (αvs(Fl))0≤s≤s(Fl),

on en déduit :
∑s(Fl)
s=0 αvs(Fl) > 0. Appliquant le lemme 5.2.6, il vient : degα(Fi)

di
≥

0 ≥ −
∑s(Fl)

s=0 αvs(Fl)

N−s(Fl) .

On peut alors conclure. Notons I = {j0, . . . , js(Fl)} et utilisons les minora-
tions (5.8) pour i ∈ I et (5.9) pour i /∈ I. On obtient :

c∑
i=1

ki
degα(Fi)

di
≥
s(Fl)∑
s=0

kjsαvs(Fl) −
(∑
i/∈I

ki

)∑s(Fl)
s=0 αvs(Fl)

N − s(Fl)
. (5.10)

Montrons que le terme de droite de (5.10) cöıncide avec :

s(Fl)∑
s=0

(
αvs(Fl) +

αv0(Fl) + · · ·+ αvs(Fl)(Fl)

N − s(Fl)

)(
kjs −

k1 + · · ·+ kc
N + 1

)
. (5.11)

Pour cela, on développe (5.11), et on identifie les coefficients des ki avec ceux
apparaissant dans le terme de droite de (5.10). Si i /∈ I, ce coefficient vaut :

− 1

N + 1

s(Fl)∑
s=0

(
αvs(Fl) +

αv0(Fl) + · · ·+ αvs(Fl)(Fl)

N − s(Fl)

)

= − 1

N + 1

( s(Fl) + 1

N − s(Fl)
+ 1
) s(Fl)∑
s=0

αvs(Fl)

= − 1

N − s(Fl)

s(Fl)∑
s=0

αvs(Fl).

Si i = js ∈ I, un terme supplémentaire apparâıt, de sorte que ce coefficient vaut
bien :

− 1

N − s(Fl)

s(Fl)∑
s=0

αvs(Fl) + αvs(Fl) +
αv0(Fl) + · · ·+ αvs(Fl)(Fl)

N − s(Fl)
= αvs(Fl).
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Il reste à montrer que (5.11) est positif ou nul. Comme, par le lemme 5.2.8,
αvs(Fl)(Fl) est le plus petit des (αvs(Fl))0≤s≤s(Fl), le lemme 5.2.11 montre que le

premier facteur des termes de la somme (5.11) est positif. Le second facteur des
termes de cette somme est positif ou nul par hypothèse sur les ki. On a montré
comme souhaité que :

c∑
i=1

ki
degα(Fi)

di
≥ 0.

5.2.4.2 Inégalité stricte

Preuve du théorème 5.2.1 (ii).

Tout d’abord, en sommant pour i ∈ {1, . . . c} les inégalités ki >
k1+···+kc
N+1 ,

on montre (N + 1− c)(k1 + · · ·+ kc) > 0, donc k1 + · · ·+ kc > 0, et finalement,
ki > 0 pour i ∈ {1, . . . , c}.

On effectue alors la même preuve qu’au paragraphe 5.2.4.1. Le second cas, où
il existe i tel que s(Fi) ≥ 0, fonctionne identiquement : on obtient une inégalité
stricte grâce aux hypothèses plus fortes ki >

k1+···+kc
N+1 et à l’inégalité stricte

dans le lemme 5.2.11.

Dans le premier cas, où s(Fi) = −1 pour tout i, on raisonne de même

pour montrer que
∑c
i=1 ki

degα(Fi)
di

≥ 0. Comme ki > 0, et par le cas de stricte
inégalité du lemme 5.2.6, on obtient une inégalité stricte sauf éventuellement si
d1 = · · · = dc = 2. L’étude du cas d’égalité montre qu’on peut alors supposer
degα(F1) = · · · = degα(Fc) = 0 et αi + αN−i = 0 pour 0 ≤ i ≤ N .

Traitons ce cas directement ; rappelons que par hypothèse, on a alors c ≥ 2.
Soit 0 ≤ r ≤ N le plus petit entier tel que αr > 0. Comme αi + αN−i = 0, r′ =
N −r est le plus grand entier tel que αr′ < 0. Comme degα(Fi) = 0, on voit que
{X0 = · · · = Xr−1 = 0} ⊂ {Fi = 0}, de sorte que {X0 = · · · = Xr−1 = 0} est
inclus dans l’intersection complète {F1 = · · · = Fc = 0}. Montrons qu’il existe
un point de {X0 = · · · = Xr−1 = 0} en lequel {F1 = 0} et {F2 = 0} ont même
espace tangent. Cela contredira la lissité en ce point de {F1 = · · · = Fc = 0}.

Comme degα(F1) = 0, ∂F1

∂Xi
([0 : . . . : 0 : xr : . . . : xN ]) est nul si i > r′ ;

c’est une forme linéaire en xr, . . . , xN si i ≤ r′. Notons A1 la matrice (r′ +
1)× (r′ + 1) dont les lignes sont les formes linéaires ( ∂F1

∂Xi
)0≤i≤r′ . De même, on

note A2 la matrice (r′ + 1) × (r′ + 1) dont les lignes sont les formes linéaires
( ∂F2

∂Xi
)0≤i≤r′ . Considérons det(λ1A1 + λ2A2) : c’est un polynôme homogène en

λ1 et λ2. Comme K est algébriquement clos, on peut trouver (λ1, λ2) 6= (0, 0)
tels que det(λ1A1 + λ2A2) = 0. Il existe donc (xr, . . . , xN ) 6= (0, . . . , 0) tel que

(λ1A1 + λ2A2)(xr, . . . , xN ) = 0. Alors ∂(λ1F1+λ2F2)
∂Xi

([0 : . . . : 0 : xr : . . . : xN ]) =
0 pour tout i : c’est ce qu’on voulait.

5.2.4.3 Optimalité

Preuve du théorème 5.2.1 (iii).
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Montrons l’optimalité dans le cas (i) : supposons donnés des réels k1, . . . , kc
tels que la conclusion de (i) soit satisfaite. Fixons 1 ≤ j ≤ c. On choisit α0 =
· · · = αN−1 = −1 et αN = N . Si i 6= j, on choisit pour Fi une équation générique
ne faisant pas intervenir la variable XN : en particulier degα(Fi) = −di. Par
le théorème de Bertini, l’intersection des {Fi = 0}i6=j a [0 : . . . : 0 : 1] comme
unique point singulier. On choisit une équation Fj générique, qui évite ce point

singulier. Le monôme X
dj
N intervient donc dans Fj de sorte que degα(Fj) = Ndj .

De plus, par le théorème de Bertini, {F1 = · · · = Fc = 0} est lisse. On peut
donc écrire

c∑
i=1

ki degα(Fi) =
∑
i6=j

−ki +Nkj ≥ 0.

Ceci se réécrit kj ≥ k1+···+kc
N+1 comme voulu.

Dans le cas (ii), la même preuve fonctionne. Il faut seulement vérifier qu’il
était nécessaire d’exclure le cas c = 1 et d1 = 2. Pour cela, on prend α0 = −1,
αi = 0 pour 1 ≤ i ≤ N − 1 et αN = 1. On choisit alors F1 = X0XN +
Q(X1, . . . , XN−1) où Q est une forme quadratique ordinaire en X1, . . . , XN−1.
Alors {F1 = 0} est lisse, mais degα(F1) = 0.

5.3 Affinité quand d1 = · · · = dc

Dans cette partie, on se propose de démontrer le théorème 5.1.1. On suppose
donc que d1 = · · · = dc, et qu’on n’a pas c = 1 et d1 = 2.

5.3.1 Constructions

Commençons par construire le schéma de Hilbert H et une compactification
H̄ de H.

L’espace des intersections complètes H̄
Soit pr : PN → Spec(Z) le morphisme structurel. Par la proposition 1.1.6, le

faisceau pr∗OPN (d1) sur Spec(Z) est localement libre, et ses fibres géométriques
s’identifient à H0(PNK ,O(d1)).

On note H̄ = G(c, (pr∗OPN (d1))∨) et π : H̄ → Spec(Z) la projection.
Un point géométrique de H̄ est un sous-espace vectoriel V de dimension c de
H0(PNK ,O(d1)).

La description de H̄ comme grassmannienne montre que son groupe de Pi-
card est de rang 1, engendré par le fibré de Plücker O(1).

La famille universelle X̄
On note encore pr : PN × H̄ → H̄ et π : PN × H̄ → PN les changements de

base. La construction de H̄ fournit une injection du fibré vectoriel tautologique
F → π∗pr∗OPN (d). Par changement de base par le morphisme plat π, cette
injection se réécrit F → pr∗OPN×H̄(d1; 0). Tirant en arrière sur PN × H̄, et
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utilisant l’adjonction, on obtient un morphisme de fibrés vectoriels pr∗F →
OPN×H̄(d1; 0).

Le lieu où ce morphisme est nul est un sous-schéma de PN×H̄ qu’on note X̄ .
Par construction, la fibre en V de pr : X̄ → H̄ est le sous-schéma {(F = 0)F∈V }.

Notons H l’ouvert de H̄ constitué des points géométriques V tels que {(F =
0)F∈V } soit lisse de codimension c dans PNK . On note X → H la restriction de
X̄ → H̄ à H.

Comme la construction ci-dessus cöıncide avec celle donnée au paragraphe
2.2.2, X → H (resp. X̄ → H̄) s’identifie au schéma de Hilbert des intersections
complètes lisses (resp. des intersections complètes) et à sa famille universelle.

Action de SLN+1

L’action de SLN+1 sur AN+1 induit des actions de SLN+1 par changement
de coordonnées sur tous les espaces et faisceaux décrits ci-dessus.

En particulier, SLN+1 agit sur le faisceau localement libre pr∗OPN (d), donc
sur

∧c
pr∗OPN (d) et sur le fibré vectoriel géométrique qui lui est associé. L’éclaté

le long de la section nulle de ce fibré vectoriel est le fibré vectoriel géométrique
associé au O(1) relatif sur P(

∧c
pr∗OPN (d)∨) : on obtient donc une linéarisation

de ce O(1). Par définition, le fibré de Plücker est le tiré en arrière de ce fibré
par le plongement de Plücker H̄ → P(

∧c
pr∗OPN (d)∨). On obtient ainsi une

linéarisation du fibré de Plücker sur H̄.

5.3.2 Preuve du théorème 5.1.1

On peut à présent démontrer le théorème 5.1.1 comme suit :

Preuve du théorème 5.1.1.
Rappelons que, comme expliqué dans l’introduction de ce chapitre, SLN+1

agit proprement sur H et le quotient grossier M fourni par le théorème de Keel
et Mori est également un quotient géométrique.

Le diviseur ∆ = H̄ \H est un diviseur effectif non trivial sur la grassman-
nienne H̄. C’est donc un multiple positif du fibré de Plücker. Ceci montre que ∆
est ample, donc que H est affine ; on note A son anneau de fonctions. De plus,
le fait que le fibré de Plücker soit linéarisable montre que l’action de SLN+1 sur
H est linéarisable.

Alors, par un théorème de Seshadri ([66] Theorem 3, [41] Theorem 7.3),
comme SLN+1 est réductif et agit proprement sur H, Spec(ASLN+1) est un
quotient géométrique de H par SLN+1.

Par [41] Corollary 2.15, comme SLN+1 agit proprement sur H, un quotient
géométrique est aussi un quotient catégorique dans la catégorie des espaces
algébriques, et est donc unique. Les deux quotients géométriques mentionnés
ci-dessus cöıncident donc, de sorte que M est affine.

Remarque 5.3.1. Tel quel, on a utilisé la séparation de M, i.e. la propreté de
l’action de SLN+1 sur H. Si on n’avait pas voulu supposer ceci connu, on aurait
pu montrer queH ⊂ H̄s(O(1)) (où le fibré de Plücker est muni de la linéarisation
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naturelle). La propreté de l’action de SLN+1 sur H est alors conséquence de
[57] Corollary 2.5. Décrivons rapidement deux méthodes qui auraient permis de
vérifier cela.

La première généralise ce qui est fait dans [57] 4.2 pour les hypersurfaces :
l’existence du diviseur ∆ montre immédiatement que H ⊂ H̄ss(O(1)). Comme
les intersections complètes lisses considérées ont des groupes d’automorphismes
projectifs finis par le théorème 4.2.1 (on n’a pas c = 1 et d1 = 2), l’action de
SLN+1 sur H a des stabilisateurs finis, et est donc fermée. Par définition du lieu
stable, cela montreH ⊂ H̄s(O(1)). Signalons seulement que quandN est impair,
c = 2 et d1 = d2 = 2, le raisonnement est circulaire tel quel, car on a utilisé
la séparation de M pour montrer la finitude du groupe des automorphismes
projectifs des intersections complètes lisses.

La seconde sera utilisée pour montrer le théorème 5.1.2 dans la partie sui-
vante. Elle ne suppose pas connue la finitude des groupes d’automorphismes
projectifs des intersections complètes lisses. Elle consiste à vérifier le critère
d’Hilbert-Mumford à l’aide du théorème 5.2.1 ; comme cette méthode sera déve-
loppée dans la partie suivante pour montrer le théorème 5.1.2, on ne la détaille
pas plus ici.

5.4 Quasi-projectivité quand d1 < d2 = · · · = dc

Dans cette partie, on suppose que c ≥ 2 et d1 < d2 = · · · = dc, et on prouve
le théorème 5.1.2 comme annoncé au paragraphe 5.1.3.

5.4.1 Constructions

On construit tout d’abord H et H̄, ainsi que les familles de sous-schémas de
PN qu’ils paramètrent. On s’intéressera de plus à divers faisceaux localement
libres sur ces espaces.

On utilisera notamment les notations du diagramme ci-dessous.
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X̄
pr2

rreeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
mM

||xxx
xxx

H̄

π2

��

π∗2X̄d1pr1
oo

kK

xxqqqqqq

π2

��

PN × H̄
pr

ggOOOOOOOOO

π2

��

H̄d1

π1

��

X̄d1pr1
oo

kK

xxqqqqqqq

PN × H̄d1

π1

��

pr

ggNNNNNNNN

Spec(Z)

PN
pr

ggOOOOOOOO

5.4.1.1 Hypersurfaces

Soit d ≥ 1. On commence par reprendre la construction du paragraphe 5.3.1
pour c = 1.

L’espace des hypersurfaces H̄d

Soit pr : PN → Spec(Z) le morphisme structurel. Par la proposition 1.1.6, le
faisceau pr∗OPN (d) sur Spec(Z) est localement libre, et ses fibres géométriques
s’identifient à H0(PNK ,O(d)). On note H̄d = P((pr∗OPN (d))∨) et π1 : H̄ →
Spec(Z) la projection. Un point géométrique de H̄d est une droite vectorielle
〈F 〉 de H0(PNK ,O(d)).

La famille universelle X̄d
On note encore pr : PN×H̄d → H̄d et π1 : PN×H̄d → PN les changements de

base. La construction de H̄d fournit une injection du fibré en droites tautologique
OH̄d(−1) → π∗1pr∗OPN (d). Par changement de base par le morphisme plat π1,
cette injection se réécrit OH̄d(−1) → pr∗OPN×H̄d(d; 0). Tirant en arrière sur
PN × H̄d, et utilisant l’adjonction, on obtient un morphisme de fibrés en droites
OPN×H̄d(0;−1)→ OPN×H̄d(d; 0).

Le lieu où ce morphisme est nul est un diviseur de Cartier X̄d sur PN × H̄d.
Par construction, la fibre en 〈F 〉 de pr1 : X̄d → H̄d est le sous-schéma {F = 0}
de PNK .

Fibrés vectoriels sur H̄d

L’équation de X̄d fournit sur PN × H̄d la suite exacte courte suivante :

0→ OPN×H̄d(−d;−1)→ OPN×H̄d → OX̄d → 0.



76 CHAPITRE 5. QUASI-PROJECTIVITÉ

Tensorisons par OPN×H̄d(l; 0), et appliquons pr∗ en remarquant par calcul du
H1 des fibres que R1pr∗OPN×H̄d(−d;−1) = 0. Utilisons la formule de projection
et le changement de base par le morphisme plat π1 pour obtenir sur H̄d la suite
exacte courte de faisceaux suivante :

0→ π∗1pr∗OPN (l − d)⊗OH̄d(−1)→ π∗1pr∗OPN (l)→ pr1∗OX̄d(l)→ 0. (5.12)

Par exactitude à droite du produit tensoriel, on voit que la fibre géométrique
(pr1∗OX̄d(l))〈F 〉 estH0(PNK ,O(l))/ 〈F 〉, où l’on a noté 〈F 〉 = H0(PNK ,O(l−d))·F .
Ainsi, pr1∗OX̄d(l) est localement libre par constance de la dimension de ses fibres,
et la fibre géométrique en 〈F 〉 de la suite exacte courte de faisceaux localement
libres (5.12) est :

0→ 〈F 〉 → H0(PNK ,O(l))→ H0(PNK ,O(l))/ 〈F 〉 → 0. (5.13)

5.4.1.2 Intersections complètes

L’espace H̄

On a vu en 5.4.1.1 que pr1∗OX̄d1
(d2) est un faisceau localement libre sur H̄d1

.

On notera H̄ = GH̄d1
(c − 1, (pr1∗OX̄d1

(d2)∨)) et π2 : H̄ → H̄d1
la projection.

Par (5.13), les points géométriques de H̄ sont en bijection avec la donnée d’une
droite 〈F1〉 de H0(PNK ,O(d1)) et d’un sous-espace vectoriel de dimension c−1 de
H0(PNK ,O(d2))/〈F1〉. Si F2, . . . , Fc ∈ H0(PNK ,O(d2)) engendrent ce sous-espace
vectoriel, on notera [F1, F2, . . . , Fc] ce point géométrique de H̄.

La description de H̄ comme grassmannienne relative sur un espace projectif
montre que son groupe de Picard est de rang 2, engendré par O(1, 0) = π∗2O(1)
le fibré provenant de la base et O(0, 1) = Oπ2

(1) le fibré de Plücker relatif.

La famille X̄
La construction de H̄ fournit une injection du fibré tautologique F →

π∗2pr1∗OX̄d1
(d2). Par changement de base par le morphisme π2 plat, cette in-

jection se réécrit F → pr1∗Oπ∗2 X̄d1
(d2; 0, 0). Tirant en arrière sur π∗2X̄d1 , et

utilisant l’adjonction, on obtient un morphisme de fibrés vectoriels pr∗1F →
Oπ∗2 X̄d1

(d2; 0, 0). Le lieu des zéros de ce morphisme est un sous-schéma X̄ de

π∗2X̄d1
. Par construction, la fibre en [F1, F2, . . . , Fc] de la projection pr2 : X̄ → H̄

est le sous-schéma {F1 = F2 = · · · = Fc = 0} de PNK .

Notons H l’ouvert de H̄ constitué des points géométriques [F1, F2, . . . , Fc]
tels que {F1 = F2 = · · · = Fc = 0} soit lisse de codimension c dans PNK . On note
X → H la restriction de X̄ → H̄ à H.

Comme la construction ci-dessus cöıncide avec celle donnée au paragraphe
2.2.2, X → H s’identifie au schéma de Hilbert des intersections complètes lisses
et à sa famille universelle.

Fibrés vectoriels sur H̄
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Par construction de H̄, on dispose d’une suite exacte courte de faisceaux
localement libres sur H̄ :

0→ F → π∗2pr1∗OX̄d1
(d2)→ Q→ 0, (5.14)

dont la fibre géométrique en [F1, . . . , Fc] s’identifie à :

0→ 〈F2, . . . , Fc〉 → H0(PNK ,O(d2))/〈F1〉 → H0(PNK ,O(d2))/〈F1, . . . , Fc〉 → 0.
(5.15)

Par ailleurs, par (5.12) pour d = d1 et l = d2, on dispose d’une suite exacte
courtes de faisceaux localement libres sur H̄ :

0→π∗2π
∗
1pr∗OPN (d2−d1)⊗O(−1,0)→π∗2π

∗
1pr∗OPN (d2)→π∗2pr1∗OX̄d1

(d2)→0. (5.16)

Par (5.13), la fibre géométrique de (5.16) en [F1, . . . , Fc] s’identifie à :

0→ 〈F1〉 → H0(PNK ,O(d2))→ H0(PNK ,O(d2))/〈F1〉 → 0. (5.17)

Notons E le faisceau localement libre noyau de la composée des surjections
π∗2π

∗
1pr∗OPN (d2) → π∗2pr1∗OX̄d1

(d2) → Q. Les suites exactes (5.14) et (5.16)

permettent d’écrire le diagramme exact de faisceaux localement libres sur H̄
ci-dessous :

0
��

0
��

π∗2π
∗
1pr∗OPN (d2−d1)⊗O(−1,0)

��

π∗2π
∗
1pr∗OPN (d2−d1)⊗O(−1,0)

��

0 // E //

��

π∗2π
∗
1pr∗OPN (d2) //

��

Q // 0

0 // F //

��

π∗2pr1∗OX̄d1
(d2) //

��

Q // 0

0 0

(5.18)

Par (5.15) et (5.17), la fibre géométrique en [F1, . . . , Fc] de ce diagramme
s’identifie à :

0
��

0
��

〈F1〉

��

〈F1〉

��

0 // 〈F1,...,Fc〉 //

��

H0(PNK ,O(d2)) //

��

H0(PNK ,O(d2))/〈F1,...,Fc〉 // 0

0 // 〈F1,...,Fc〉/〈F1〉 //

��

H0(PNK ,O(d2))/〈F1〉 //

��

H0(PNK ,O(d2))/〈F1,...,Fc〉 // 0

0 0

(5.19)
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5.4.1.3 Action de SLN+1

L’action de SLN+1 sur AN+1 induit des actions de SLN+1 par changement
de coordonnées sur tous les espaces et faisceaux décrits ci-dessus.

En particulier, SLN+1 agit sur le faisceau localement libre pr∗OPN (d1), donc
sur le fibré vectoriel géométrique associé à ce faisceau. Comme l’éclaté le long
de la section nulle de ce fibré vectoriel est le fibré vectoriel géométrique associé
au faisceau O(1) sur H̄d1

, on obtient une linéarisation de O(1) sur H̄d1
. Par

fonctorialité, on en déduit une linéarisation de O(1, 0) sur H̄.

De même, SLN+1 agit sur le faisceau localement libre pr1∗OXd1
(d2), donc

sur
∧c−1

(pr1∗OXd1
(d2)) et sur le fibré vectoriel géométrique qui lui est associé.

L’éclaté le long de la section nulle de ce fibré vectoriel est le fibré vectoriel
géométrique associé au O(1) relatif sur PH̄d1

∧c−1
pr1∗OXd1

(d2)∨ : on obtient

donc une linéarisation de ce O(1). Par définition, O(0, 1) est le tiré en arrière

de ce fibré par le plongement de Plücker H̄ → PH̄d1
(
∧c−1

pr1∗OXd1
(d2)∨). On

obtient ainsi une linéarisation de O(0, 1) sur H̄.

Par combinaisons linéaires, on construit alors une linéarisation naturelle de
tous les fibrés en droites O(l1, l2) sur H̄. Ces linéarisations sont uniques par [57],
prop. 1.4.

5.4.2 Fibrés amples sur H̄

L’objectif de ce paragraphe est la proposition 5.4.6 : on calcule les fibrés en
droites amples sur H̄.

5.4.2.1 Lien entre H̄ et H̄d1 × H̄c−1
d2

L’injection de faisceaux localement libres E → π∗2π
∗
1pr∗OPN (d2) dans le dia-

gramme (5.18) induit une immersion fermée PE∨ ↪→ H̄ × H̄d2 entre fibrés pro-
jectifs sur H̄. En prenant le produit fibré au-dessus de H̄ de c− 1 copies de ces
fibrés projectifs, on obtient une immersion fermée i : Σ ↪→ H̄ × H̄c−1

d2
.

Remarquons que, par le diagramme (5.19), les points géométriques de Σ sont
les ([F1, . . . , Fc], 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) ∈ (H̄ × H̄c−1

d2
)(K) tels que Gi ∈ 〈F1, . . . , Fc〉

pour 2 ≤ i ≤ c. Le diagramme ci-dessous résume les notations que nous utilise-
rons.
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H̄ × H̄c−1
d2

π2×id

����
��

��
��

��
��

��
��

��

p1

��
66

66
66

66
66

66
66

66

Σ

i

OO

e
wwoooooooooooo

q
$$IIIIIIIIIII

H̄d1
× H̄c−1

d2

p1

''NNNNNNNNNNNN
H̄

π2
{{vvvvvvvvvv

H̄d1

Notre objectif est de comparer les espaces H̄ et H̄d1
× H̄c−1

d2
via Σ. On

commence par étudier l’application e := (π2 × id) ◦ i.
La description des points géométriques de Σ et de H̄d1

× H̄c−1
d2

montre que

le fermé de H̄d1
× H̄c−1

d2
où e a des fibres de dimension > 0 a pour points

géométriques les (〈F1〉, 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) tels que 〈F1〉 ∩ 〈G2, . . . , Gc〉 6= {0}. On
note ce fermé W , et on le munit de sa structure réduite. Notons E le fermé
e−1(W ) de Σ, et munissons-le de sa structure réduite (E = e−1(W ) vaut ensem-
blistement mais pas nécessairement schématiquement). Les points géométriques
de E sont les points géométriques ([F1, . . . , Fc], 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) de Σ tels que
〈F1, G2, . . . , Gc〉 ( 〈F1, . . . , Fc〉.

Lemme 5.4.1. Les schémas E et W sont irréductibles.

Preuve. Comme W = e(E), il suffit de montrer que E est irréductible. Pour
cela, il suffit de montrer que les fibres géométriques de q|E : E → H̄ sont
irréductibles.

Soit [F1, . . . , Fc] un point géométrique de H̄. La fibre géométrique de q|E :
E → H̄ correspondante est constituée des (〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) n’induisant pas une
base de 〈F1, . . . , Fc〉/〈F1〉. Elle est donc ensemblistement définie par l’annulation
d’un déterminant, et irréductible par irréductibilité du déterminant.

Lemme 5.4.2. Le morphisme e|Σ\E : Σ \ E → (H̄d1
× H̄c−1

d2
) \ W est un

isomorphisme.

Preuve. Le morphisme e = (π2 × id) ◦ i est propre comme composée, donc,
par changement de base, e|Σ\E est propre. De plus, la description des points

géométriques de Σ et H̄d1 × H̄c−1
d2

montre que e|Σ\E réalise une bijection entre
points géométriques. Ainsi, e|Σ\E est propre et quasifini, donc fini. Finale-

ment, par lissité générique (H̄d1
× H̄c−1

d2
est de caractéristique générique 0),

e−1(〈F1〉, 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) est un point réduit pour (〈F1〉, 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) géné-
rique, de sorte que e|Σ\E est birationnel. Comme H̄d1

× H̄c−1
d2

est régulier donc
normal, par le Main Theorem de Zariski, e|Σ\E est un isomorphisme.
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Une équation pour E

Proposition 5.4.3. Le sous-schéma E est un diviseur de Cartier dans Σ et
O(E) = i∗O(0,−1, 1, . . . , 1).

Preuve. La construction de Σ comme produit de fibrés projectifs sur H̄ fournit
c−1 sous-faisceaux tautologiques L1, . . . ,Lc−1 de q∗E . On a donc un morphisme⊕c−1

k=1 Lk → q∗E dont la fibre géométrique en ([F1, . . . , Fc], 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) est
〈G2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈Gc〉 → 〈F1, . . . , Fc〉. Remarquons que, par compatibilité entre
les faisceaux tautologiques des fibrés projectifs PE∨ et H̄ × H̄d2 sur H̄, on a
L1 = i∗O(0, 0,−1, 0 . . . , 0), . . . ,Lc−1 = i∗O(0, 0, . . . , 0,−1).

D’autre part, en tirant en arrière sur Σ le morphisme E → F du diagramme
(5.18), on obtient un morphisme q∗E → q∗F dont la fibre géométrique en
([F1, . . . , Fc], 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) est 〈F1, . . . , Fc〉 → 〈F1, . . . , Fc〉 / 〈F1〉 par le dia-

gramme (5.19). Notons β :
⊕c−1

k=1 Lk → q∗F la composée de ces deux mor-
phismes de faisceaux.

Les fibres β([F1,...,Fc],〈G2〉,...,〈Gc〉) : 〈G2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈Gc〉 → 〈F1, . . . , Fc〉/〈F1〉 de
β sont des isomorphismes exactement si ([F1, . . . , Fc], 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) /∈ E(K).
On en déduit que det(β) est une injection, et que son conoyau K a pour support
un sous-schéma fermé de Σ dont la réduction est E.

On remarque alors que det(
⊕c−1

k=1 Lk) = i∗O(0, 0,−1, . . . ,−1) et que, par
définition du fibré de Plücker, det(q∗F) = i∗O(0,−1, 0, . . . , 0). Tensorisant par
i∗O(0, 1, 0, . . . , 0), on obtient :

0→ i∗O(0, 1,−1, . . . ,−1)→ OΣ → K⊗ i∗O(0, 1, 0, . . . , 0)→ 0.

Le fibré en droites i∗O(0, 1,−1, . . . ,−1) s’identifie ainsi au faisceau d’idéaux
d’un diviseur de Cartier D de Σ qui cöıncide ensemblistement avec E.

Le sous-schéma E est donc le diviseur de Cartier réduit associé à D sur le
schéma régulier Σ. Comme, par le lemme 5.4.1, E est irréductible, il existe k ≥ 1
tel que i∗O(0, 1,−1, . . . ,−1) = O(−kE). Or la description de Σ comme produit
de fibrés projectifs montre que i∗O(0, 1,−1, . . . ,−1) n’est pas divisible dans
Pic(Σ). On a donc nécessairement k = 1, et O(E) = i∗O(0,−1, 1, . . . , 1).

Des équations pour W
Les calculs que nous mènerons au paragraphe suivant nécessitent d’avoir des

équations au moins ensemblistes pour W . C’est l’objet de la proposition 5.4.4.

Proposition 5.4.4. Soit (〈F1〉, 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) un point géométrique de H̄d1
×

H̄c−1
d2

n’appartenant pas à W . Alors il existe un diviseur D ∈ |OH̄d1
×H̄c−1

d2

((c−
1)(d2 − d1) + 1, 1, . . . , 1)| contenant W mais pas (〈F1〉, 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉).

Preuve. Soit (X0, . . . , XN ) un système de coordonnées sur PN , c’est-à-dire une
base de H0(PN ,O(1)). On note Md l’ensemble des monômes de degré d en les
Xi : c’est une base de H0(PN ,O(d)). On obtient des coordonnées sur les espaces

projectifs H̄d1
et H̄d2

en considérant les bases duales (aL)L∈Md1
et (b

(i)
M )M∈Md2

de H0(PN ,O(d1))∨ = H0(H̄d1
,O(1)) et H0(PN ,O(d2))∨ = H0(H̄d2

,O(1)), où
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l’exposant i (2 ≤ i ≤ c) permet de distinguer les coordonnées sur les c − 1
copies de H̄d2

. On choisit notre système de coordonnées de sorte que F1 ait un
coefficient non nul en Xd1

0 , qu’on peut alors supposer égal à 1.
Soit 2 ≤ i ≤ c. Considérons l’identité

ad2−d1+1

X
d1
0

g(i) = q
(i)
d2−d1+1f + r

(i)
d2−d1+1 (5.20)

obtenue en substituant la variable b
(i)
M à la variable bM dans l’identité fournie

par le lemme 5.4.5 ci-dessous. Substituant alors les coefficients de F1 dans les

aL et les coefficients de Gi dans les b
(i)
M , on obtient une égalité de la forme

Gi = QiF1 + Ri dans K[X0, . . . , XN ]. Comme (〈F1〉, 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) /∈ W , les
Ri forment une famille libre. On peut donc trouver (Mj)2≤j≤c des monômes de
Md2

tels que la matrice (c−1)× (c−1) dont le coefficient (i, j) est le coefficient
de Mj dans Ri soit inversible.

On note C
(i)
j ∈ Z[aL, b

(i)
M ]L∈Md1

,M∈Md2
le coefficient de Mj dans r

(i)
d2−d1+1.

Alors P = det(C
(i)
j ) est un polynôme homogène de degré (c− 1)(d2− d1 + 1) en

les aL et, pour tout i ∈ {2, . . . , c− 1}, de degré 1 en les b
(i)
M . On voit P comme

une section de OH̄d1
×H̄c−1

d2

((c − 1)(d2 − d1 + 1), 1, . . . , 1). Par choix des Mj , P

est non nul en (〈F1〉, 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉).
Montrons que {P = 0} contient W . Comme, par le lemme 5.4.1, W est

intègre, il suffit de voir que {P = 0} contient les points géométriques de l’ouvert
dense de W défini par l’équation a

X
d1
0
6= 0. Soit donc (〈F ′1〉, 〈G′2〉, . . . , 〈G′c〉)

un point géométrique de W tel que le coefficient en Xd1
0 de F ′1 vale 1. Comme

(〈F ′1〉, 〈G′2〉, . . . , 〈G′c〉) ∈ W , il existe une équation de la forme
∑c
i=2 λiG

′
i =

QF ′1 avec Q ∈ K[X0, . . . , XN ] et λi ∈ K non tous nuls. Pour 2 ≤ i ≤ c,
en substituant dans l’égalité (5.20) les coefficients de F ′1 dans les aL et les

coefficients deG′i dans les b
(i)
M , on obtient des égalités de la formeG′i = Q′iF

′
1+R′i.

Il vient
∑c
i=2 λiR

′
i = (Q −

∑c
i=2 λiQ

′
i)F
′
1. Comme aucun des monômes des

R′i n’est divisible par Xd1
0 et que le coefficient en Xd1

0 de F ′1 est non nul, on
a nécessairement Q −

∑c
i=2 λiQ

′
i = 0, donc

∑c
i=2 λiR

′
i = 0. Par conséquent,

P (F ′1, G
′
2, . . . , G

′
c) est le déterminant d’une matrice dont les lignes sont liées, et

est nul. Ceci montre que (〈F ′1〉, 〈G′2〉, . . . , 〈G′c〉) ∈ {P = 0}.
Enfin, remarquons que P est divisible par ac−2

X
d1
0

. Pour cela, utilisons la

dernière partie du lemme 5.4.5 : on a une identité de la forme rd2−d1+1 =
a
X
d1
0
T + b

X
d2
0
S. Par homogénéité, S ne dépend pas des variables (bM )M∈Md2

,

de sorte qu’on obtient, pour 2 ≤ i ≤ c des identités de la forme r
(i)
d2−d1+1 =

a
X
d1
0
T (i) + b

(i)

X
d2
0

S. Ces expressions montrent que, dans la matrice (C
(i)
j ), chaque

ligne est somme de deux termes : les premiers divisibles par a
X
d1
0

, les seconds

tous proportionnels. Développer le déterminant montre que P est divisible par
ac−2

X
d1
0

.

Posons alors P̃ = P/ac−2

X
d1
0

: c’est une section de OH̄d1
×H̄c−1

d2

((c−1)(d2−d1)+

1, 1, . . . , 1). Comme P est non nul en (〈F1〉, 〈G2〉, . . . , 〈Gc〉), c’est aussi le cas de
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P̃ . Comme W ⊂ {P = 0}, que W est intègre par le lemme 5.4.1, et que W n’est
pas inclus dans {a

X
d1
0

= 0}, W ⊂ {P̃ = 0}. On a montré que D = {P̃ = 0}
convenait.

Lemme 5.4.5. On se place dans l’anneau

A = Z[Xs, aL, bM ]0≤s≤N,L∈Md1
,M∈Md2

trigradué par le degré total en les Xi, en les aL et les bM . On considère les
éléments f =

∑
L∈Md1

aLL et g =
∑
M∈Md2

bMM de A. Alors, si 0 ≤ j ≤
d2 − d1 + 1, il existe qj , rj ∈ A homogènes de degrés respectifs (d2 − d1, j − 1, 1)

et (d2, j, 1), tels qu’aucun monôme de rj ne soit divisible par Xd2+1−j
0 et que

aj
X
d1
0

g = qjf + rj .

De plus, si j ≥ 1, tout monôme intervenant dans rj est divisible soit par
a
X
d1
0

soit par b
X
d2
0

.

Preuve. L’existence de qj et rj résulte de l’algorithme de division euclidienne.
Plus précisément, on raisonne par récurrence sur j. Si j = 0, on prend q0 = 0

et r0 = g. Pour passer de l’égalité pour j à celle pour j + 1, on multiplie par
a
X
d1
0

, on regroupe dans a
X
d1
0
rj les termes divisibles par Xd2−j

0 , et on réécrit ces

termes en utilisant l’identité

a
X
d1
0
Xd2−j

0 = Xd2−d1−j
0 f +Xd2−d1−j

0 (a
X
d1
0
Xd1

0 − f).

Cette construction explicite permet facilement de vérifier la dernière pro-
priété. Quand j = 1, on remarque que le seul terme de a

X
d1
0
r0 qu’on réécrit

est a
X
d1
0
b
X
d2
0
Xd2

0 de sorte que les termes qui apparaissent sont divisibles par

b
X
d2
0

. Les autres sont divisibles par a
X
d1
0

. Enfin, la propriété pour j implique

immédiatement la propriété pour j + 1.

5.4.2.2 Calcul des fibrés amples

On peut à présent démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.4.6. Le fibré O(l1, l2) sur H̄ est ample si et seulement si l2 > 0
et l1

l2
> (c− 1)(d2 − d1) + 1.

Preuve. Comme Spec(Z) est affine, O(l1, l2) est ample si et seulement s’il est
ample relativement à Spec(Z). Par [21] 4.7.1, il suffit de tester l’amplitude de
O(l1, l2) sur les fibres du morphisme structurel, donc sur les fibres géométriques
du morphisme structurel.

La proposition est alors conséquence de la proposition 5.4.7 ci-dessous et du
critère de Kleiman : pour une variété projective sur un corps algébriquement
clos, le cône ample est l’intérieur du cône nef ([47], 1.4.23).
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Proposition 5.4.7. Soit K un corps algébriquement clos. Alors le fibré O(l1, l2)
sur H̄ ×Z K est nef si et seulement si l2 ≥ 0 et l1 ≥ l2((c− 1)(d2 − d1) + 1).

Preuve. Dans toute cette preuve, les variétés qu’on manipule sont définies sur
le corps K. Pour simplifier les notations, les extensions des scalaires à K seront
partout sous-entendues.

Etape 1 : La condition est nécessaire.

Supposons que O(l1, l2) est nef. On a l2 ≥ 0 car O(l1, l2) est π2-nef. On va
montrer la seconde inégalité en calculant le degré de O(l1, l2) sur une courbe
bien choisie.

Soient X0, X1 ∈ H0(PN ,O(1)) des équations linéairement indépendantes,

H ∈ H0(PN ,O(d1 − 1)) une équation non nulle et (λ
(i)
j )2≤i≤c,1≤j≤d2−d1

des

scalaires distincts. Pour 2 ≤ i ≤ c, on note Gi = HXi−1

∏d2−d1

j=1 (X0 + λ
(i)
j X1).

Considérons β : P1 → H̄d1
le pinceau t 7→ 〈H(X0 + tX1)〉. La section constante

s : H̄d1
→ H̄d1

× H̄c−1
d2

de valeur (〈G2〉, . . . , 〈Gc〉) fournit un morphisme s ◦ β :

P1 → H̄d1
× H̄c−1

d2
.

Calculons les points de P1 dont l’image par s◦β est dans W . Soient t ∈ P1(K)
et a2, . . . , ac ∈ K non tous nuls. Alors H(X0 + tX1) divise

∑c
i=2 aiGi si et

seulement siX0+tX1 divise
∑c
i=2 aiXi−1

∏d2−d1

j=1 (X0+λ
(i)
j X1). On voit aisément

que cela ne peut se produire que si tous les ai sauf un sont nuls. Si c’est ai qui est

non nul, les valeurs possibles de t sont soit t = λ
(i)
j pour un j ∈ {1, . . . , d2−d1},

soit t = ∞ si i = 2. On a montré qu’exactement (c− 1)(d2 − d1) + 1 points de
P1 sont envoyés dans W par s ◦ β.

Comme l’image de s ◦ β n’est pas incluse dans W et que e est birationnel
par le lemme 5.4.2, le critère valuatif de propreté permet de relever s ◦ β en un
morphisme γ : P1 → Σ. Remarquons qu’exactement (c− 1)(d2 − d1) + 1 points
de P1 sont envoyés dans E par γ. Finalement, en composant par q, on obtient
un morphisme q ◦ γ : P1 → H̄.

On calcule alors les degrés des fibrés en droites de H̄ sur P1 :

P1 · γ∗q∗O(1, 0) = P1 · γ∗q∗π∗2O(1) = P1 · γ∗e∗p∗1O(1)

= P1 · β∗s∗p∗1O(1) = P1 · β∗O(1)

= 1 car β : P1 → H̄d1
est une droite.

P1·γ∗q∗O(0, 1) = P1 · γ∗e∗O(0, 1, . . . , 1)− P1 · γ∗O(E)

par la proposition 5.4.3

≤ P1 · β∗s∗O(0, 1, . . . , 1)− (c− 1)(d2 − d1)− 1

par calcul de Card(γ−1(E))

= −(c− 1)(d2 − d1)− 1

car s∗O(0, 1, . . . , 1) = O.
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On montre enfin l’inégalité voulue comme suit :

l1 − l2((c− 1)(d2 − d1) + 1) ≥ P1 · γ∗q∗O(l1, l2) car l2 ≥ 0

≥ 0 car O(l1, l2) est nef.

Etape 2 : La condition est suffisante.

Supposons à présent les inégalités vérifiées, et montrons que O(l1, l2) est
nef. Soit pour cela C une courbe intègre de H̄. Notons C̃ sa normalisation et
α : C̃ → H̄ le morphisme naturel. Comme q est un fibré localement trivial, on
peut trouver une section rationnelle β : C̃ 99K Σ de α ; on peut de plus supposer
que son image n’est pas incluse dans E. Par critère valuatif de propreté, β est en
fait un morphisme. Notons γ = e◦β. Comme β(C̃) 6⊂ E, on aγ(C̃) 6⊂W . On peut
donc choisir par la proposition 5.4.4 un diviseur de Cartier D ∈ |OH̄d1

×H̄c−1
d2

((c−

1)(d2−d1)+1, 1, . . . , 1)| contenant W mais pas γ(C̃), donc tel que e∗D contienne
E mais pas β(C̃). On calcule alors :

C̃ · α∗OH̄(l1, l2) = C̃ · β∗q∗OH̄(l1, l2) par projection

= C̃ · β∗(e∗OH̄d1
×H̄c−1

d2

(l1, l2, . . . , l2)− l2E) par 5.4.3

≥ C̃ · β∗(e∗OH̄d1
×H̄c−1

d2

(l1, l2, . . . , l2)− l2e∗D) car E ⊂ e∗D, l2 ≥ 0

= C̃ · γ∗O(l1 − l2((c− 1)(d2 − d1) + 1), 0, . . . , 0) par projection

≥ 0.

On a bien montré que OH̄(l1, l2) est nef.

5.4.3 Preuve du théorème 5.1.2

5.4.3.1 Échec d’une stratégie näıve

Au paragraphe 5.3.2, on a montré le théorème 5.1.1 en utilisant l’argument
suivant. Le diviseur discriminant ∆ = H̄ \H était ample sur H̄, et son complé-
mentaire H était donc affine. On montre ici que cette méthode ne permet pas de
montrer le théorème 5.1.2 ; plus précisément, si c = 2, elle ne fonctionne jamais.

En effet, le théorème 7.1.3 permet de calculer le fibré en droites associé au
diviseur discriminant ∆ = H̄ \ H. Quand c = 2, les calculs sont menés dans
l’exemple 7.1.11, et on obtient O(∆) = O(l1, l2) avec l1 = d2(eN−1

2 + 2e1e
N−2
2 +

· · · + NeN−1
1 ) et l2 = d1(eN−1

1 + 2e2e
N−2
1 + · · · + NeN−1

2 ), et où l’on a posé
ei = di − 1. Comme l1

l2
≤ d2

d1
≤ d2 − d1 + 1, la proposition 5.4.6 montre que ce

fibré n’est jamais ample.
Quand c > 2, les formules calculant l1 et l2 sont plus compliquées, et font

apparâıtre des sommes alternées, ce qui rend difficile une vérification analogue.

5.4.3.2 Calcul des fonctions µ

L’objectif de ce paragraphe est de calculer les fonctions µ intervenant dans
le critère d’Hilbert-Mumford pour l’action de SLN+1 sur H̄ relativement aux
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fibrés en droites SLN+1-linéarisés décrits au paragraphe 5.4.1.3. Ces fonctions
µ dépendent d’un point géométrique P = [F1, F2, . . . , Fc] ∈ H̄(K) et d’un sous-
groupe à un paramètre non trivial ρ : Gm,K → SLN+1,K .

Rappelons brièvement la définition de ces fonctions µ. Considérons la fibre
en limt→0 ρ(t) · P du fibré en droites géométrique sur H̄ associé à O(l1, l2). Le
morphisme ρ induit une action de Gm,K sur cette fibre. Cette action se fait via
un caractère de Gm,K , c’est-à-dire un entier ; on note µO(l1,l2)(P, ρ) l’opposé de
cet entier. Dans les deux lemmes qui suivent, on met ρ et P sous une forme qui
permettra de calculer µO(l1,l2)(P, ρ).

Lemme 5.4.8. Soit ρ : Gm,K → SLN+1,K un sous-groupe à un paramètre non
trivial. Alors on peut trouver des entiers α0 ≤ · · · ≤ αN non tous nuls de somme
nulle et une base de KN+1 dans laquelle ρ(t)·(x0, . . . , xN ) = (tα0x0, . . . , t

αNxN ).

Preuve. Par diagonalisation simultanée d’endomorphismes qui commutent, on
peut trouver une base de KN+1 dans laquelle ρ agit de manière diagonale. Par
description des caractères de Gm,K , il existe des entiers α0, . . . , αN tels que
ρ(t) · (x0, . . . , xN ) = (tα0x0, . . . , t

αNxN ). Quitte à permuter les vecteurs de la
base, on peut supposer que α0 ≤ · · · ≤ αN . Enfin, comme ρ est à valeurs dans
SLN+1,K , on a α0 + · · ·+αN = 0 ; comme ρ est non trivial, les αi sont non tous
nuls.

Dans le reste de ce paragraphe, ρ est fixé. On travaille avec un système de
coordonnées et des entiers αi comme dans le lemme ci-dessus. On conserve les
notations du paragraphe 5.2.1.

Lemme 5.4.9. Soit P = [F1, F2, . . . , Fc] ∈ H̄(K). Alors il existe des équations
Φi ∈ H0(PNK ,O(di)) pour 2 ≤ i ≤ c telles que :

(i) P = [F1,Φ2, . . . ,Φc]

(ii) degα(Φi) ≤ degα(Fi) pour 2 ≤ i ≤ c.
(iii) [Fα1 ,Φ

α
2 , . . . ,Φ

α
c ] ∈ H̄(K).

Preuve. Choisissons Φi ∈ H0(PNK ,O(di)) pour 2 ≤ i ≤ c vérifiant les propriétés
(i) et (ii), et telles que

∑c
i=2 degα(Φi) soit minimal. C’est possible car on a la

minoration degα(Φi) ≥ diα0. Montrons par l’absurde que la condition (iii) est
automatiquement vérifiée.

Si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver Q ∈ H0(PNK ,O(d2 − d1)) et
λ1, . . . , λc ∈ K non tous nuls tels que QFα1 =

∑c
i=2 λiΦ

α
i . En ne gardant dans

cette identité que les termes de α-degré maximal (i.e. quitte à remplacer Q par
Qα ou 0 et à remplacer certains des λi par 0), on peut supposer que tous les
termes de cette identité sont α-homogènes de même α-degré. Soit alors 2 ≤ j ≤ c
tel que λj soit non nul ; on pose Φ′i = Φi si i 6= j et Φ′j =

∑c
i=2 λiΦi −QF1.

Les Φ′i vérifient encore la propriété (i). On a bien degα(Φ′i) = degα(Φi) si
i 6= j. De plus, l’expression de Φ′j montre que degα(Φ′j) ≤ degα(Φj), mais que
la somme des termes de α-degré degα(Φj) dans Φ′j est nulle, i.e. degα(Φ′j) <
degα(Φj). D’une part cela montre que les Φ′i vérifient encore la propriété (ii).
D’autre part, cela contredit la minimalité dans le choix des Φi.
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Commençons par calculer la fonction µ pour l’action de SLN+1 sur H̄d1

relativement au fibré O(1) et à sa linéarisation décrite au paragraphe 5.4.1.3.

Lemme 5.4.10. Soit 〈F1〉 ∈ H̄d1
(K). Alors :

µO(1)(〈F1〉, ρ) = degα(F1).

Preuve. On rappelle que, par définition de l’action duale, si F est un élément
α-homogène deH0(PNK ,O(d1)) = Symd1(KN+1)∨, l’action de ρ sur F est donnée
par ρ(t) · F = t− degα(F )F .

Ainsi, si l’on écrit F1 = Fα1 +R,

ρ(t) · 〈F1〉 = 〈ρ(t) · F1〉 = 〈tdegα(F1)ρ(t) · F1〉
= 〈Fα1 + tdegα(F1)ρ(t) ·R〉.

Le terme de droite tendant vers 0, on a limt→0 ρ(t) · 〈F1〉 = 〈Fα1 〉.
Finalement, dans H0(PNK ,O(d1)), ρ(t) · Fα1 = t− degα(F1)Fα1 , ce qui montre,

par définition de la SLN+1-linéarisation de O(1), que µO(1)(〈F1〉, ρ) = degα(F1).

On calcule ensuite la fonction µ pour l’action de SLN+1 sur H̄ relativement
au fibré O(0, 1) et à sa linéarisation décrite au paragraphe 5.4.1.3.

Lemme 5.4.11. Soit P ∈ H̄(K). On écrit P = [F1,Φ2, . . . ,Φc] où les Φi ont
été choisis comme dans le lemme 5.4.9. Alors :

µO(0,1)(P, ρ) =

c∑
i=2

degα(Φi).

Preuve. Comme dans la preuve du lemme 5.4.10, on calcule dans H̄d1
×H̄c−1

d2
:

lim
t→0

ρ(t) · (〈F1〉, 〈Φ2〉, . . . , 〈Φc〉) = (〈Fα1 〉, 〈Φα2 〉, . . . , 〈Φαc 〉).

Comme [Fα1 ,Φ
α
2 , . . . ,Φ

α
c ] ∈ H̄(K), (〈Fα1 〉, 〈Φα2 〉, . . . , 〈Φαc 〉) est dans le lieu de

définition de l’application rationnelle q ◦ e−1 : H̄d1 × H̄c−1
d2

99K H̄. Comme

celle-ci est SLN+1-équivariante, donc ρ-équivariante, on en déduit que, dans H̄,

lim
t→0

ρ(t) · [F1,Φ2, . . . ,Φc] = [Fα1 ,Φ
α
2 , . . . ,Φ

α
c ].

Finalement, dans
∧c−1

(H0(PNK ,O(d2))/ 〈Fα1 〉),

ρ(t) · (Φα2 ∧ · · · ∧ Φαc ) = t−
∑c
i=2 degα(Φi)(Φα2 ∧ · · · ∧ Φαc ),

ce qui montre, par définition de la SLN+1-linéarisation de O(0, 1), que :

µO(0,1)(P, ρ) =

c∑
i=2

degα(Φi).
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Enfin, combinant les lemmes 5.4.10 et 5.4.11, on obtient :

Proposition 5.4.12. Soit P ∈ H̄(K). On écrit P = [F1,Φ2, . . . ,Φc] où les Φi
ont été choisis comme dans le lemme 5.4.9. Alors :

µO(l1,l2)(P, ρ) = l1 degα(F1) + l2

c∑
i=2

degα(Φi).

Preuve. Ceci résulte de la fonctorialité des fonctions µ pour le morphisme
π2 : H̄ → H̄d1

, et de l’additivité des fonctions µ relativement au fibré en droites
linéarisé.

5.4.3.3 Application du critère d’Hilbert-Mumford

Proposition 5.4.13. Il existe un fibré en droites ample SLN+1-linéarisé L sur
H̄ tel que H ⊂ H̄s(L) si et seulement si

d2(N − c+ 2) > d1((c− 1)(d2 − d1) + 1). (5.21)

Preuve. Rappelons avant tout le critère d’Hilbert-Mumford ([57] Theorem
2.1) : si L est un fibré en droites ample SLN+1-linéarisé sur H̄, un point
géométrique P ∈ H̄(K) appartient à H̄s(L) si et seulement si, pour tout sous-
groupe à un paramètre non trivial ρ : Gm,K → SLN+1,K , on a µL(P, ρ) > 0.

On a vu au paragraphe 5.4.1.2 que les fibrés en droites sur H̄ étaient tous
de la forme O(l1, l2), puis au paragraphe 5.4.1.3 que ceux-ci possédaient une
unique SLN+1-linéarisation. Par la proposition 5.4.6, un tel fibré en droites est
ample si et seulement si l2 > 0 et l1

l2
> (c− 1)(d2 − d1) + 1.

Supposons dans un premier temps que (5.21) est vérifiée et montrons que
L = O(l1, l2) avec l1 = kd2(N + 2 − c) − 1 et l2 = kd1 convient si k � 0. Ce
fibré en droites est bien ample : l2 > 0 et l1

l2
> (c− 1)(d2− d1) + 1 est vrai pour

k � 0 par l’hypothèse (5.21). Montrons alors H ⊂ H̄s(O(l1, l2)) en appliquant
le critère d’Hilbert-Mumford. Soient pour cela P = [F1, F2, . . . , Fc] ∈ H(K)
et ρ : Gm,K → SLN+1,K un sous-groupe à un paramètre non trivial qu’on
peut supposer de la forme obtenue dans le lemme 5.4.8. Par le lemme 5.4.9
et la proposition 5.4.12, quitte à modifier F2, . . . , Fc, on peut supposer que
µO(l1,l2)(P, ρ) = l1 degα(F1) + l2

∑c
i=2 degα(Fi). Par le théorème 5.2.1 (ii), pour

montrer que µO(l1,l2)(P, ρ) > 0 et conclure, il suffit de vérifier que (N+1)l1d1 >
l1d1 + (c− 1)l2d2 et que (N + 1)l2d2 > l1d1 + (c− 1)l2d2, i.e. que :

d2

d1

c− 1

N
<
l1
l2
<
d2

d1
(N − c+ 2).

On remarque alors que l1
l2

est une fonction croissante de k qui tend vers d2

d1
(N −

c + 2). Cela montre que la seconde inégalité est toujours vraie. Comme c−1
N <

1 < N − c+ 2, cela montre aussi que la première inégalité est vraie pour k � 0.
Réciproquement, supposons que (5.21) n’est pas vérifiée, et soit O(l1, l2) un

fibré ample sur H̄. L’amplitude de O(l1, l2) et le fait que (5.21) n’est pas vraie
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montrent que l1
l2
≥ d2

d1
(N − c + 2), donc que (N + 1)l2d2 ≤ l1d1 + (c − 1)l2d2.

Alors, par le théorème 5.2.1 (iii), on peut trouver des entiers α0 ≤ · · · ≤ αN
non tous nuls de somme nulle et des équations Fi ∈ H0(PNK ,O(di)), 1 ≤ i ≤ c,
définissant une intersection complète lisse telles que :

l1 degα(F1) + l2

c∑
i=2

degα(Fi) ≤ 0.

Soient Φ2, . . . ,Φc comme dans le lemme 5.4.9. Par la condition (ii) de ce lemme,
on a encore :

l1 degα(F1) + l2

c∑
i=2

degα(Φi) ≤ 0.

Notant alors ρ : Gm,K → SLN+1,K le sous-groupe à un paramètre défini par
ρ(t) ·(x0, . . . , xN ) = (tα0x0, . . . , t

αNxN ), et P = [F1, F2, . . . , Fc] ∈ H(K), la pro-
position 5.4.12 montre que µO(l1,l2)(P, ρ) ≤ 0, de sorte que, par critère d’Hilbert-
Mumford, P /∈ H̄s(O(l1, l2)).

On peut à présent prouver le théorème 5.1.2.

Preuve du théorème 5.1.2.
Rappelons que, comme expliqué dans l’introduction de ce chapitre, SLN+1

agit proprement sur H et le quotient grossier M fourni par le théorème de Keel
et Mori est également un quotient géométrique.

Par la proposition 5.4.13, il existe un fibré en droites SLN+1-linéarisé ample
sur H̄ rendant tous les points deH stables. La théorie géométrique des invariants
permet donc de construire un quotient géométrique quasi-projectif de H par
SLN+1 ([66] Theorem 4).

Par [41] Corollary 2.15, comme SLN+1 agit proprement sur H, un quotient
géométrique est aussi un quotient catégorique dans la catégorie des espaces
algébriques, et est donc unique. Les deux quotients géométriques mentionnés
ci-dessus cöıncident donc, de sorte que M est quasi-projectif.

Remarque 5.4.14. Tel quel, on a utilisé la séparation de M, i.e. la propreté de
l’action de SLN+1 sur H. Cependant, la démonstration donnée ci-dessus donne
une nouvelle preuve de ce fait sous les hypothèses du théorème 5.1.2. En effet,
par [57] Corollary 2.5, SLN+1 agit proprement sur H̄s(L), donc sur H.

5.5 Hilbert-stabilité

On rappelle que N ≥ 2, 1 ≤ c ≤ N − 1 et 2 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dc sont des entiers
fixés et qu’une intersection complète sur un corps k est, sauf mention explicite
du contraire, de codimension c dans PNk , et de degrés d1, . . . , dc.

On rappelle également que, sauf s’il est explicitement fait mention du cont-
raire, tous les schémas que nous considérons sont définis sur Spec(Z). En parti-
culier, PN = PNZ . On note pr : PN → Spec(Z) le morphisme structurel.
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Dans cette partie, on étudie le lien entre le théorème 5.2.1 et la Hilbert-
stabilité des intersections complètes lisses.

Dans un premier temps, on rappelle des faits qui sont standards, en se re-
streignant au cas des intersections complètes. On explique la construction des
fibrés de Plücker sur le schéma de Hilbert, la définition de la Hilbert-stabilité et
la forme que prend le critère d’Hilbert-Mumford dans ce cadre.

Dans un deuxième temps, on explique pourquoi le théorème 5.2.1 permet de
montrer une forme faible de ce critère d’Hilbert-Mumford pour les intersections
complètes lisses.

5.5.1 Généralités

Notons P le polynôme de Hilbert des intersections complètes ; il est bien
défini par la proposition 2.1.7 (iii). Si K est un corps algébriquement clos et
Z ⊂ PNK est une intersection complète, on note IZ son faisceau d’idéaux. Par
annulation de Serre, on dispose pour l � 0 de la suite exacte courte 0 →
H0(PNK , IZ(l)) → H0(PNK ,O(l)) → H0(Z,OZ(l)) → 0 qui montre que, pour

l� 0, h0(PNK , IZ(l)) cöıncide avec le polynôme Q(l) =
(
N+l
N

)
− P (l).

Considérons le schéma de Hilbert HilbPPN de PN ; c’est un schéma projectif
sur Spec(Z) dont H est un ouvert. Si Z est un sous-schéma de PNK de polynôme

de Hilbert P , on note [Z] le point géométrique de HilbPPN correspondant.
Rappelons que, par construction du schéma de Hilbert, on dispose pour l� 0

d’une immersion fermée il : HilbPPN ↪→ G(Q(l), pr∗OPN (l)∨) dont l’expression au
niveau des points géométriques est il([Z]) = H0(PNK , IZ(l)). En tirant en arrière
par il le fibré de Plücker, on obtient, pour l � 0, un fibré en droites ample Pl
sur HilbPPN .

Le schéma en groupes SLN+1 agit sur HilbPPN par changement de coor-
données. Le fibré en droites Pl est naturellement SLN+1-linéarisé comme suit :

SLN+1 agit sur le faisceau pr∗OPN (l), donc sur
∧Q(l)

(pr∗OPN (l)) et sur le fibré
vectoriel géométrique qui lui est associé. L’éclaté le long de la section nulle de
ce fibré vectoriel est le fibré vectoriel géométrique associé au O(1) relatif sur

P(
∧Q(l)

(pr∗OPN (l))∨). On obtient ainsi une linéarisation de ce O(1). Or, par
définition, Pl est le tiré en arrière de O(1) par la composée du plongement de

Plücker G(Q(l), pr∗OPN (l)∨)→ P(
∧Q(l)

(pr∗OPN (l))∨) et de il ; on obtient donc
une linéarisation de Pl sur HilbPPN .

On dit que Z est Hilbert-stable si [Z] ∈ (HilbPPN )s(Pl) pour l � 0. Par le
critère d’Hilbert-Mumford, il est équivalent de demander que, pour l� 0, pour
tout sous-groupe à un paramètre ρ : Gm,K → SLN+1,K , on ait µPl([Z], ρ) > 0.
Pour pouvoir utiliser ce critère, calculons ces fonctions µ dans notre situation.

Proposition 5.5.1. Soit l� 0 tel que les constructions ci-dessus fonctionnent.
Soient Z une intersection complète sur le corps algébriquement clos K et ρ :
Gm,K → SLN+1,K un sous-groupe à un paramètre choisi comme dans le lemme
5.4.8. Alors :

µPl([Z], ρ) = min
B

( ∑
F∈B

degα(F )
)
,
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où le min porte sur les bases B de H0(PNK , IZ(l)).

Preuve. Soit B une base de H0(PNK , IZ(l)) telle que
∑
F∈B degα(F ) soit

minimal. Il est possible d’en trouver une car cette quantité est minorée par
Q(l)lα0. Montrons que {Fα|F ∈ B} est une famille libre de H0(PNK ,O(l)). Si
ce n’était pas le cas, il existerait des scalaires (aF )F∈B non tous nuls tels que∑
F∈B aFF

α = 0. On choisit F ∈ B avec aF non nul tel que degα(F ) soit
maximal. Considérons alors B′ qui est l’ensemble B dans lequel on a remplacé
F par

∑
F∈B aFF . Par les choix faits, B′ contredit la minimalité de B, ce qui

prouve l’assertion.
Ceci montre que, dans G(Q(l), pr∗OPN (l)∨),

lim
t→0

ρ(t) · 〈F 〉F∈B = 〈Fα〉F∈B.

Finalement, dans
∧Q(l)

H0(PNK ,O(l)),

ρ(t) ·
( ∧
F∈B

Fα
)

= t−
∑
F∈B degα(F )

( ∧
F∈B

Fα
)
,

ce qui montre, par définition de la SLN+1-linéarisation de Pl, que :

µPl([Z], ρ) =
∑
F∈B

degα(F ).

5.5.2 Majoration des fonctions µ

Dans ce paragraphe, on majore la quantité µPl([Z], ρ) calculée dans la pro-
position 5.5.1.

Lemme 5.5.2. Soient Z = {F1 = · · · = Fc = 0} une intersection complète
sur le corps algébriquement clos K, ρ : Gm,K → SLN+1,K un sous-groupe à un
paramètre choisi comme dans le lemme 5.4.8 et l� 0. Alors :

µPl([Z], ρ) ≤
c∑
i=1

degα(Fi)
( ∑
i/∈I⊂{1,...,c}

(−1)c−1−|I|(N+l−
∑
j /∈I dj

N

))
. (5.22)

Preuve. Si I ⊂ {1, . . . , c}, on note V Il = H0(PNK ,O(l −
∑
i/∈I di)). Pour

0 ≤ r ≤ c, on pose Kr
l =

⊕
I⊂{1,...,c}
|I|=r

V Il . Considérons la résolution de Koszul de

OZ sur PNK . Si l’on tensorise cette résolution par O(l) pour l � 0, le complexe
obtenu en prenant les sections globales reste exact par annulation de Serre. On
obtient ainsi une suite exacte longue de la forme :

0→ K0
l → . . .

dr−1

→ Kr
l
dr→ · · · → Kc

l → H0(Z,O(l))→ 0,



5.5. HILBERT-STABILITÉ 91

où dr : V Il → V Jl est au signe près la multiplication par Fi si J = I ∪ {i} et est
nul dans les autres cas. On notera Nr

l = Ker(dr) = Im(dr−1) ⊂ Kr
l .

On introduit les notations suivantes. Si F ∈ V Il , on pose :

deg′α(F ) = degα(F )−
∑
i/∈I

degα(Fi).

Si Φ = (FI) ∈ Kr
l , on pose deg′α(Φ) = maxI deg′α(FI). De plus, on modifie

légèrement les conventions du paragraphe 5.2.1 : dans toute cette preuve, la
notation Φα ou la notion d’élément α-homogène fait référence à deg′α et non à
degα. Remarquons que si 0 ≤ r < c et Φ ∈ Kr

l , par définition de deg′α et vu
l’expression de dr, on a deg′α(dr(Φ)) ≤ deg′α(Φ).

On va montrer par récurrence sur 0 ≤ r ≤ c l’énoncé suivant : il existe une
base Br

l de Nr
l telle que :

∑
Φ∈Br

l

deg′α(Φ) ≤
c∑
i=1

degα(Fi)
( ∑
i/∈I⊂{1,...,c}
|I|≤r−1

(−1)r−1−|I| dim(V Il )
)
. (5.23)

Pour r = 0, N0
l = {0}, de sorte qu’on peut prendre B0 = ∅.

Supposons l’énoncé vrai pour r et montrons-le pour r + 1. Pour cela, soit
Br
l une base de Nr

l telle que
∑

Φ∈Br
l

deg′α(Φ) soit minimal. L’argument de la

première partie de la preuve du théorème 5.5.1 montre que Br,α
l = {Φα,Φ ∈ Br

l }
est une famille libre d’éléments α-homogènes de Kr

l . Complétons cette famille
en une base Crl de Kr

l constituée d’éléments α-homogènes. Remarquons que∑
Φ∈C deg′α(Φ) ne dépend pas de la base C de Kr

l constituée d’éléments α-
homogènes. Utilisant α0 + · · ·+αN = 0, cette quantité est facile à calculer pour
la base C constituée des monômes. Il vient donc :∑

Φ∈Crl

deg′α(Φ) =
∑
Φ∈C

deg′α(Φ) =
∑

I⊂{1,...,c}
|I|=r

dim(V Il )
(
−
∑
i/∈I

degα(Fi)
)
. (5.24)

Comme {Φα,Φ ∈ Br
l ∪ (Crl \B

r,α
l )} = Crl est une base de Kr

l , Br
l ∪ (Crl \B

r,α
l )

est également une base de Kr
l . En particulier, Crl \ B

r,α
l est une base d’un

supplémentaire de Nr
l dans Kr

l , de sorte que Br+1
l = dr(Crl \B

r,α
l ) est une base

de Nr+1
l . Montrons que cette base convient. Pour cela, on calcule :∑

Φ∈Br+1
l

deg′α(Φ) ≤
∑

Φ∈(Crl \B
r,α
l )

deg′α(Φ)

=
∑

Φ∈Crl

deg′α(Φ)−
∑

Φ∈Br
l

deg′α(Φ)

≤
c∑
i=1

degα(Fi)
( ∑
i/∈I⊂{1,...,c}
|I|≤r

(−1)r−|I| dim(V Il )
)
,
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où l’on a utilisé respectivement (5.24) et l’hypothèse de récurrence (5.23) pour
évaluer les deux termes. Cela conclut la récurrence.

Pour conclure, faisons r = c dans (5.23). On obtient une base Bc
l de N c

l =
Ker[H0(PNK ,O(l)) → H0(Z,O(l))] = H0(PNK , IZ(l)) car l � 0. Comme degα
et deg′α cöıncident pour des éléments de H0(PNK ,O(l)), et comme dim(V Il ) =(N+l−

∑
j /∈I dj

N

)
, on obtient :∑

F∈Bc
l

degα(F ) ≤
c∑
i=1

degα(Fi)
( ∑
i/∈I⊂{1,...,c}

(−1)c−1−|I|(N+l−
∑
j /∈I dj

N

))
.

Par la proposition 5.5.1, cela conclut.

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 5.5.3. Soient Z = {F1 = · · · = Fc = 0} une intersection complète
sur le corps algébriquement clos K et ρ : Gm,K → SLN+1,K un sous-groupe à
un paramètre choisi comme dans le lemme 5.4.8. Alors :

lim sup
l→+∞

µPl([Z], ρ)

lN−c+1
≤ d1 . . . dc

(N − c+ 1)!

c∑
i=1

degα(Fi)

di
. (5.25)

Preuve. Pour 1 ≤ j ≤ c, on considère l’opérateur Lj : Q[X]→ Q[X] défini par
Lj(P (X)) = P (X) − P (X − dj). L’opérateur Lj envoie un polynôme de degré
δ et de coefficient dominant a sur un polynôme de degré δ − 1 et de coefficient
dominant aδdj .

En développant directement, on obtient :

L1 ◦ · · · ◦ L̂i ◦ · · · ◦ Lc(
(
N+X−di

N

)
) =

∑
i/∈I⊂{1,...,c}

(−1)c−1−|I|(N+X−
∑
j /∈I dj

N

)
,

ce qui montre que
∑
i/∈I⊂{1,...,c}(−1)c−1−|I|(N+X−

∑
j /∈I dj

N

)
est un polynôme de

degré N − c+ 1 en X et de coefficient dominant d1...d̂i...dc
(N−c+1)! .

Par conséquent, le terme de droite dans l’inégalité (5.22) est un polynôme en l

de degré ≤ N−c+1 et dont le coefficient de lN−c+1 est d1...dc
(N−c+1)!

∑c
i=1

degα(Fi)
di

.

En divisant par lN−c+1 l’inégalité (5.22), et en faisant tendre l vers +∞, on
montre le résultat voulu.

5.5.3 Condition nécessaire de Hilbert-stabilité

La proposition 5.5.3 a pour corollaire immédiat une condition nécessaire de
Hilbert-stabilité, qui est le résultat principal de cette partie.

Corollaire 5.5.4. Soit Z = {F1 = · · · = Fc = 0} une intersection complète
Hilbert-stable sur le corps algébriquement clos K. Alors, si α0 ≤ · · · ≤ αN sont
des entiers de somme nulle, et quelque soit le système de coordonnées choisi,

c∑
i=1

degα(Fi)

di
≥ 0. (5.26)
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Remarque 5.5.5. Le Theorem 1.1 de [64] montre que si Z est Chow-stable,
l’inégalité (5.26) est stricte.

Rappelons que, par un théorème de Fogarty ([17], voir aussi [57] App. 4C),
la Chow-stabilité de Z implique la Hilbert-stabilité de Z (en général, on n’a
pas l’implication inverse). Ainsi, le corollaire 5.5.4 et le Theorem 1.1 de [64] ne
peuvent se déduire l’un de l’autre.

Enfin, l’article [64] affirme (c’est la preuve du Corollary 1.2) que, si c = 2,
et si l’inégalité (5.26) est vérifiée et est stricte, Z est Hilbert-stable. L’argument
donné est malheureusement erroné.

Quand Z est lisse, l’inégalité (5.26) est vraie par le théorème 5.2.1 pour
k1 = · · · = kc = 1. De plus, cette inégalité est stricte si l’on n’a pas c = 1
et d1 = 2. Autrement dit, le théorème 5.2.1 implique une forme faible de la
Hilbert-stabilité (et de la Chow-stabilité) des intersections complètes lisses.

Quand d1 = · · · = dc, on peut appliquer les résultats de la partie 5.3. Dans
ce cas, HilbPPN est la grassmannienne H̄. Tous les fibrés amples Pl introduits ci-
dessus sont donc nécessairement proportionnels au fibré de Plücker sur H̄. Alors,
par la remarque 5.3.1, toutes les intersections complètes lisses sont Hilbert-
stables.

Signalons le seul autre cas (à ma connaissance) pour lequel la Hilbert-
stabilité est connue.

Quand N = 3, c = 2, d1 = 2 et d2 = 3, la Hilbert-stabilité des intersections
complètes lisses est conséquence des travaux de Casalaina-Martin, Jensen et
Laza [11]. Plus précisément, ils montrent que les intersections complètes lisses
sont Chow-stables, ce qui implique leur Hilbert-stabilité par le théorème de Fo-
garty déjà mentionné ([17], voir aussi [57] App. 4C). On discute plus précisément
le lien entre ces travaux et nos résultats au paragraphe 6.2.4.

Enfin, quand d1 < d2 = · · · = dc, on peut faire un lien avec la partie 5.4. Par
la proposition 5.4.12, le terme de gauche de (5.26) est exactement la quantité
intervenant dans critère d’Hilbert-Mumford pour Z relativement au fibré en
droites SLN+1-linéarisé O(d2, d1) sur H̄.

Ceci s’explique de la manière suivante. Le fibré en droites Pl|Hic vu comme

élément de Pic(H̄) ' Pic(Hic) est de la forme O(λ1,l, λ2,l) et liml→∞
λ1,l

λ2,l
= d2

d1
.

Cependant, par la proposition 5.4.6, O(d2, d1) n’est jamais ample sur H̄, de
sorte qu’on ne peut pas appliquer le critère d’Hilbert-Mumford. En un certain
sens, la positivité du terme de gauche de (5.26) pour Z lisse n’est pas assez forte
pour impliquer la quasi-projectivité de l’espace de modules grossier M .



94 CHAPITRE 5. QUASI-PROJECTIVITÉ



Chapitre 6

Exemples

6.1 Conventions et notations

On considère deux cas particuliers des champs de modules étudiés dans les
chapitres précédents. Le premier (N = 3, c = 2, d1 = 2 et d2 = 3) est un espace
de modules de courbes, et le second (N = 4, c = 2, d1 = 2 et d2 = 3) un espace
de modules de surfaces K3 polarisées. Dans ces deux cas, le champ de modules
et son espace de modules grossier sont construits classiquement, et ont été très
étudiés.

Ces exemples concrets permettent de mettre en évidence les limites des
constructions de théorie géométrique des invariants effectuées en 5.4.

Ils font également le lien avec d’autres travaux : l’article [11] au paragraphe
6.2.4 et l’article [50] au paragraphe 6.3.3.

Dans tout ce chapitre, on travaille sur Spec(C). Leur foncteur des points
montre que la formation du schéma de Hilbert (resp. du champ de modules) des
intersections complètes commute au changement de base. De plus, la formation
de l’espace de modules grossier commute au changement de base par le mor-
phisme plat Spec(C)→ Spec(Z). On pourra donc sans conflit avec les chapitres
précédents omettre partout la mention de Spec(C). Par exemple, on écrira M
à la place de M⊗Z C.

À ce détail près, on conserve les notations du chapitre 2 et du paragraphe
5.4.1.

6.2 Courbes de genre 4

Dans cette partie, on fait N = 3, c = 2, d1 = 2 et d2 = 3.

95
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6.2.1 Identification du champ de modules

On note H ′ le sous-schéma ouvert de Hic qui paramètre les courbes qui sont
intègres et nodales avec au plus un nœud. Le champ quotient [PGL4\H ′] est
notéM′, de sorte qu’on a les immersions ouvertes suivantes :M⊂M′ ⊂Mic.

Remarque 6.2.1. On déduit aisément de la proposition 2.3.1 une description
de M′ comme catégorie fibrée en groupöıdes : il suffit de modifier (2.5) en
demandant que les fibres géométriques de p soient intègres et nodales avec au
plus un nœud.

On note M4 (resp. M̄4) le champ de modules des courbes lisses (resp.
stables) de genre 4. On considère le sous-champ ouvertM′4 de M̄4 paramétrant
les courbes stables de genre 4 qui sont soit lisses soit intègres avec une unique
singularité nodale. Une courbe intègre de genre 4 avec une unique singularité
nodale est dite hyperelliptique si sa normalisation (qui est une courbe lisse de
genre 3) est hyperelliptique et si son involution hyperelliptique échange les deux
images réciproques du nœud. On note Mnh

4 (resp. M′nh4 ) les sous-champs ou-
verts de M4 (resp. M′4) paramétrant les courbes non hyperelliptiques.

On peut maintenant identifier les champs de modules M et M′.

Proposition 6.2.2. Les champs M′ et M′nh4 sont isomorphes.
Les champs M et Mnh

4 sont isomorphes

Preuve. Pour montrer la première assertion, on va identifier les foncteurs des
points de M′ et M′nh4 . Soit T un schéma. La catégorie M′nh4 (T ) a pour objets
les familles p : X → T propres, plates et de présentation finie dont les fibres
géométriques sont des courbes stables de genre 4 intègres avec au plus un nœud
et non hyperelliptiques. La catégorieM′(T ) est, elle, décrite en (2.5) en prenant
en compte la remarque 6.2.1. Pour montrer que ces catégories sont équivalentes,
on va procéder en trois temps. Tout d’abord, on montre que les conditions sur
les fibres géométriques des familles sont les mêmes. Ensuite, on remarque que la
donnée de λ ∈ Pic(X/T )(fppf)(T ) dans (2.5) est superflue. Enfin, on vérifie que la
condition de liberté locale et de compatibilité au changement de base dans (2.5)
est automatique. Comme, dans les deux cas, les flèches sont données par les
carrés cartésiens, cela montre que les catégories M′ et M′nh4 sont équivalentes.

Vu les propositions 2.1.4 et 2.1.7, la condition sur les fibres géométriques des
familles de M′(T ) dit exactement que ce sont des courbes C intègres nodales
avec au plus un nœud, dont le faisceau dualisant est très ample et plonge C dans
P3 comme intersection complète d’une quadrique et d’une cubique. On a alors
h0(C,ωC) = h0(P3,O(1)) = 4, de sorte qu’une telle courbe est automatiquement
de genre arithmétique 4. La condition � intègre de genre arithmétique 4 et
nodale � montre que C est stable. Par un théorème de Rosenlicht (voir [36] Th.
4.3 (a)⇔ (e)), pour une courbe C intègre et nodale, la condition que ωC soit très
ample est équivalente au fait que C ne soit pas hyperelliptique. Par [6] p.118, il
est alors automatique que le modèle canonique de C soit intersection complète
d’une quadrique et d’une cubique (la preuve donnée n’utilise la lissité de C que
via le théorème de Noether, qui est toujours vrai dans notre cas par [36] Prop.
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5.5). Ces arguments montrent que les conditions sur les fibres géométriques des
familles de M′(T ) et M′nh4 (T ) sont les mêmes.

Soit un objet de M′(T ) comme en (2.5) ; montrons qu’on a nécessairement
λ = ωX/T ∈ Pic(X/T )(fppf)(T ), de sorte que la donnée de λ est superflue. Par
le lemme 1.1.8, L est très ample relativement à XU → U . Choisissant une
trivialisation de pU,∗L, on réalise XU comme sous-schéma fermé de PNU . On en
déduit un morphisme ψ : U → Hic tel que XU = ψ∗X ic et L = ψ∗O(1). Il
suffit alors de vérifier que O(1) = ωX ic/Hic ∈ Pic(X ic/Hic)(fppf)(H

ic) ; c’est une
conséquence des propositions 1.2.1 et 2.1.4.

Finalement, soit p : X → T un objet de M′nh4 (T ), et montrons que la
condition que p∗ωX/T est localement libre et de formation compatible à tout

changement de base est automatique. Pour cela, on considère W →M′nh4 une
présentation de M′nh4 , et on note V = W ×M′nh4

U le produit fibré. Soient
pW : XW → W et pV : XV → V les familles de courbes associées. Comme
M′nh4 est lisse, W est réduit, et la proposition 1.1.6 montre que pW,∗ωXW /W est
localement libre de rang 4 de formation commutant à tout changement de base.
Par la proposition 1.1.2, il en va de même de pV,∗ωXV /V . Finalement, comme

W → M′nh4 est une présentation de M′nh4 , V → U est lisse et surjectif, de
sorte que la formation de p∗ωX/T commute à tout changement de base par la
proposition 1.1.4 et que ce faisceau est localement libre de rang 4 par [23] 2.5.2
(iv).

CommeM etMnh
4 sont les sous-champs ouverts deM′ etM′nh4 paramétrant

des courbes lisses, on déduit la seconde assertion de la première.

On utilisera les notations évidentes pour les espaces de modules grossiers. Par
exemple, M ′nh4 est l’espace de modules grossier de M′nh4 . Soit q : H ′ → M ′nh4

l’application quotient. On montre :

Lemme 6.2.3. Le morphisme q : H ′ → M ′nh4 est un quotient géométrique
affine de H ′ par SL4.

Preuve. Le champM′nh4 = [PGL4\H ′] est séparé comme sous-champ ouvert
de M̄4. Par la proposition 1.3.2, on en déduit que PGL4 donc SL4 agit propre-
ment sur H ′. D’autre part, l’espace de modules grossier fourni par le théorème
de Keel et Mori est un quotient géométrique (voir [62]), de sorte que M ′nh4 est un
quotient géométrique de H ′ par SL4. Ainsi, par [57] Prop. 0.7, q est affine.

Enfin, comme le lieu hyperelliptique est de codimension 2 dans M4 et qu’une
courbe de genre 3 générale n’est pas hyperelliptique, M ′4 \M ′nh4 est de codimen-
sion 2 dans M ′4.

6.2.2 Courbes complètes

Notons A4 l’espace de modules grossier des variétés abéliennes principale-
ment polarisées de dimension 4 et t : M4 → A4 le morphisme de Torelli. On
rappelle que t est injectif.
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Une remarque due à Mumford (voir [59]) montre que par tout point de M4

passe une courbe complète. Pour voir cela, on considère la compactification
M̄Sat

4 de M4 construite en en prenant l’adhérence dans la compactification de
Satake ĀSat

4 de A4. C’est une compactification projective de M4 dont le bord
est de codimension 2. En prenant des sections hyperplanes générales de M̄Sat

4 ,
on obtient des courbes complètes dans M̄Sat

4 qui n’intersectent pas le bord, i.e.
des courbes complètes dans M4.

Comme le lieu hyperelliptique est de codimension 2 dans M4, le même argu-
ment permet de construire des courbes complètes dans Mnh

4 . Vu la proposition
6.2.2, on obtient :

Proposition 6.2.4. Par tout point de l’espace de modules grossier M passe
une courbe complète.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 6.2.5. L’espace de modules grossier M n’est pas affine. Le schéma
H n’est pas non plus affine.

Preuve. Comme M contient des courbes complètes, il ne peut être affine.
Si H était affine d’anneau A, on pourrait raisonner comme au paragraphe

5.3.2 : le spectre des invariants Spec(ASL4) serait un quotient géométrique affine
de H pour l’action de SL4, qui cöınciderait avec M par unicité du quotient
géométrique pour une action propre. L’espace algébrique M serait alors affine,
ce qui est absurde.

Ce résultat renforce le constat du paragraphe 5.4.3.1 : dans au moins un cas
du théorème 5.1.2, H n’est pas affine, et il était donc impossible d’appliquer
la stratégie de preuve du théorème 5.1.1. Il n’y a pas d’autres valeurs des pa-
ramètres pour lesquelles je sache que M n’est pas affine ; un autre cas particulier
intéressant est discuté au paragraphe 6.3.4.

Enfin, je ne sais pas si H lui-même contient des courbes complètes. De
manière générale, on ne sait pas s’il existe des courbes complètes dans l’ouvert
du schéma de Hilbert de PN paramétrant des courbes lisses (voir [12]).

6.2.3 Compactification d’Igusa

L’objectif de ce paragraphe est la proposition 6.2.7. Introduisons les nota-
tions qui nous seront utiles.

Soit A′4 la compactification partielle de A4 paramétrant également les dégé-
nérescences de rang 1 ; A′4 \ A4 est un diviseur qu’on note D. On considère la

compactification toröıdale d’Igusa (dite aussi centrale) ĀIgu
4 de A4 : c’est une

compactification de A′4 telle que ĀIgu
4 \ A′4 est de codimension ≥ 2 dans ĀIgu

4 .

On notera encore D l’adhérence de D dans ĀIgu
4 . On pourra se référer à [29]

pour plus de détails.
Notons M̄4 l’espace de modules grossier des courbes stables de genre 4.

Le morphisme de Torelli t : M4 → A4 se prolonge en t : M ′4 → A′4, et en
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t : M̄4 → ĀIgu
4 (voir, par exemple, [3]). Notons M̄ Igu

4 la normalisation de l’image

de M̄4 dans ĀIgu
4 . C’est une compactification de M ′4 telle que M̄ Igu

4 \M ′4 soit de

codimension ≥ 2 dans M̄ Igu
4 . En effet, les composantes irréductibles de M̄4 \M4

qui paramètrent des courbes réductibles sont envoyées génériquement dans A4

par le morphisme de Torelli t et, restreint à ces composantes, t a des fibres de
dimension > 0.

Le diagramme ci-dessous résume les notations introduites :

H

��

// H ′

q

��

i // H̄

Mnh
4

t

��

// M ′nh4

t

��

// M̄ Igu
4

��

A4
// A′4 // ĀIgu

4 .

L’article [29] décrit le groupe de Picard rationnel de ĀIgu
4 (Prop. I.6) et

son cône ample (Th. I.8). Hulek et Sankaran y montrent que Pic(ĀIgu
4 ) ⊗ Q =

QL⊕QD où L est le Q-fibré en droites modulaire et D la classe du Q-diviseur
de Cartier ĀIgu

4 \ A4. Le cône ample de Pic(ĀIgu
4 ) ⊗ Q est alors {aL − bD|b >

0, a > 12b}.
Calculons les tirés en arrière de ces fibrés en droites sur H ′. Pour cela, on

note i : H ′ → H̄ l’inclusion. On notera encore L et D les restrictions de L et D
à M ′nh4 ou à M̄ Igu

4 .

Lemme 6.2.6. On a :

(i) q∗L ' i∗O(4, 4)

(ii) q∗D ' i∗O(33, 34)

Preuve.

(i) Notons X ′ ⊂ P3 × H ′ la famille paramétrée par H ′ et pr2 : X ′ → H ′ la
projection. Par définition, q∗L ' det(pr2,∗ωX ′/H′). Par dualité de Serre-
Grothendieck, on a donc q∗L ' det(R1pr2,∗OX ′)∨ ' i∗ det(R1pr2,∗OX̄ )∨.

Pour calculer ce faisceau, on rappelle de la partie 5.4.1 que π∗2X̄d1 est le
lieu des zéros dans PN × H̄ d’une section de O(d1; 1, 0) et que X̄ est le
lieu des zéros dans π∗2X̄d1

d’une section de O(d2; 0, 1). On a donc les suites
exactes courtes suivantes :

0→ OPN×H̄(−d1;−1, 0)→ OPN×H̄ → Oπ∗2 X̄d1
→ 0,

0→ Oπ∗2 X̄d1
(−d2; 0,−1)→ Oπ∗2 X̄d1

→ OX̄ → 0.

Écrivant les suites exactes longues d’images directes supérieures pour le
morphisme pr2 associées à ces deux suites exactes courtes ainsi qu’à la
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première de celles-ci tensorisée par O(−d2; 0,−1), exploitant la formule de
projection pour identifier les termes qui interviennent et utilisant les cas
d’annulation classiques de la cohomologie des fibrés en droites sur PN , il
vient R1pr2,∗OX̄ ' O(−1,−1)⊗H3(P3,O(−5)). Comme H3(P3,O(−5)) '
H0(P3,O(1))∨ est un espace vectoriel de dimension 4, det(R1pr2,∗OX̄ )∨ '
O(4, 4), comme voulu.

(ii) Notons ∆ = H̄ \ H, et montrons que q∗D = i∗∆ comme diviseurs de
Cartier. Qu’ils cöıncident ensemblistement est évident : c’est le lieu où
les courbes qu’on paramètre sont singulières. Il reste à voir que q∗D est
génériquement réduit. Un point général de ∆ a un stabilisateur sous PGL4

trivial (car une courbe générale de genre 3 n’a pas d’automorphismes non
trivial) de sorte qu’au voisinage d’un point général de D,M′ et son espace
de modules grossier M ′ cöıncident. Comme l’application quotient H ′ →
M′ est lisse, et que D ⊂M ′ est réduit, q∗D est bien génériquement réduit.

Finalement, O(∆) ' O(33, 34) est une application du théorème 7.1.3, et
plus précisément de l’exemple 7.1.11.

On peut à présent montrer le résultat principal de ce paragraphe :

Proposition 6.2.7. Soient l1, l2 > 0 des entiers tels que 1 < l1
l2
< 15

14 . Notons

L = O(l1, l2), c’est un fibré en droites SL4-linéarisé sur H̄. Alors :

(i) A =
⊕

kH
0(H̄,L⊗k)SL4 est une algèbre de type fini et Proj(A) = M̄ Igu

4 .

(ii) H ′ ⊂ H̄s(L).

(iii) SL4\\H̄ss(L) s’identifie à un ouvert de M̄ Igu
4 .

Preuve. Posons a = m(34l1 − 33l2) et b = 4m(l1 − l2) où m est choisi assez

grand pour que aL−bD soit un diviseur de Cartier sur ĀIgu
4 . Comme 1 < l1

l2
< 15

14

et par description du cône ample de ĀIgu
4 , aL− bD est ample. D’autre part, par

le lemme 6.2.6, q∗(aL− bD) ' L⊗4m. Comme, dans la preuve de la proposition,
on peut remplacer L par un de ses multiples, on peut maintenant supposer qu’il
existe un fibré ample N sur ĀIgu

4 tel que q∗N = L.

(i) On peut alors écrire :

A =
⊕
k

H0(H̄,L⊗k)SL4 =
⊕
k

H0(H ′,L⊗k)SL4 (6.1)

=
⊕
k

H0(M ′nh4 ,N⊗k) (6.2)

=
⊕
k

H0(M̄ Igu
4 ,N⊗k). (6.3)

Les égalités (6.1) et (6.3) sont conséquence du théorème de Hartogs car

H̄ \H ′ est de codimension ≥ 2 dans H̄, M̄ Igu
4 \M ′nh4 est de codimension
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≥ 2 dans M̄ Igu
4 , et H̄ et M̄ Igu

4 sont normaux. Pour montrer l’inégalité (6.2),
il suffit de vérifier que le morphisme naturel de faisceaux sur M ′nh4 :

N⊗k → (q∗q
∗N⊗k)SL4 (6.4)

est un isomorphisme pour tout k. Il suffit de le faire localement sur M ′nh4 .
Pour cela, soit U = Spec(R) un ouvert affine de M ′nh4 sur lequel N est
trivial. Par le lemme 6.2.3, q−1(U) est affine, d’anneau S tel que R = SSL4 .
Au-dessus de U , le morphisme (6.4) est visiblement un isomorphisme.

Alors, comme N est ample sur M̄ Igu
4 , A est bien une algèbre de type fini,

et Proj(A) = M̄ Igu
4 .

(ii) Soient x ∈ H ′ et y = q(x) ∈M ′nh4 . Comme N est ample sur M̄ Igu
4 , on peut

trouver un entier k ≥ 1 et une section σ ∈ H0(M̄ Igu
4 ,N⊗k) dont le lieu

des zéros contient M̄ Igu
4 \M ′nh4 mais pas y. Comme N est ample, l’ouvert

{σ 6= 0} de M̄ Igu
4 est affine, et contient y. Ainsi, par le lemme 6.2.3, l’ouvert

U = {q∗σ 6= 0} de H ′ est affine, et contient x. Par l’égalité (6.1), q∗σ = i∗τ
avec τ ∈ H0(H̄,L⊗k)SL4 . Comme le complémentaire de l’ouvert affine U
dans H̄ est nécessairement de codimension pure 1 (voir [27] II Prop. 3.1),
et que H̄ \H ′ est de codimension ≥ 2 dans H̄, τ doit s’annuler sur H̄ \H ′
de sorte que {τ 6= 0} = U . On a montré que x ∈ H̄ss(L), donc que
H ′ ⊂ H̄ss(L). De plus, comme SL4 agit sur H ′ avec stabilisateurs finis,
H ′ ⊂ H̄s(L).

(iii) D’une part, Proj(A) = M̄ Igu
4 est recouvert par des ouverts affines de la

forme Spec(A(f)) pour f ∈ A+. D’autre part, sa construction montre que
SL4\\H̄ss(L) est recouvert par des ouverts affines de la forme Spec(A(f))
pour f ∈ A+ tel que {f 6= 0} soit affine. Comme les données de recollement
sont les mêmes, le second s’identifie à un ouvert du premier.

Remarque 6.2.8. Par le théorème 5.4.6, les fibrés en droites sur H̄ considérés
dans la proposition 6.2.7 ne sont jamais amples. En particulier, on n’aurait ja-
mais pu appliquer le critère d’Hilbert-Mumford pour montrer cette proposition.

En fait, je ne sais pas montrer la proposition 6.2.7 sans exploiter la connais-
sance a priori du quotient M̄ Igu

4 .
Ce que cette remarque met en évidence est le fait que la compactification

H̄ de H ′ utilisée dans la partie 5.4 pour appliquer la théorie géométrique des
invariants n’est peut-être pas la compactification naturelle pour le faire. On peut
en effet imaginer que, sur une autre compactification deH ′, un fibré ample aurait
pu permettre d’appliquer le critère d’Hilbert-Mumford, et d’obtenir M̄ Igu

4 comme
compactification GIT du quotient M ′4.

6.2.4 Chow-stabilité

L’article récent [11] étudie très en détail une autre compactification de M ′nh4

qui peut être obtenue par théorie géométrique des invariants en utilisant un
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fibré en droites sur H̄ qui n’est pas ample. On résume ci-dessous les résultats
qu’ils obtiennent ; le lecteur se référera à [11] pour plus de détails.

Proposition 6.2.9. Soit L = O(3, 2) : c’est un fibré en droites SL4-linéarisé
sur H̄. Alors :

(i) A =
⊕

kH
0(H̄,L⊗k)SL4 est une algèbre de type fini. On pose M̄GIT

4 =
Proj(A).

(ii) H ′ ⊂ H̄s(L).

(iii) SL4\\H̄ss(L) s’identifie à un ouvert de Proj(A).

De plus, M̄GIT
4 s’identifie au quotient GIT de la variété de Chow relati-

vement au fibré ample naturel, à un modèle log-canonique de M̄4, et à une
modification de Looijenga d’un quotient arithmétique de B9.

Remarque 6.2.10. Insistons sur le fait que, à la différence de ce qui est fait dans
le paragraphe précédent, la variété M̄GIT

4 n’est pas connue a priori. Une partie
importante du travail de [11] consiste à montrer que

⊕
kH

0(H̄,L⊗k)SL4 est de
type fini, de sorte à pouvoir définir M̄GIT

4 = Proj(A).

Remarque 6.2.11. Par le théorème 5.4.6, le fibré L n’est pas ample sur H̄. Ainsi,
la remarque 6.2.8 s’applique également à la proposition 6.2.9.

6.3 Surfaces K3 de degré 6

Dans cette partie, on fait N = 4, c = 2, d1 = 2 et d2 = 3. On fait une étude
analogue à celle menée dans la partie précédente.

6.3.1 Généralités sur les surfaces K3

On rappelle ici des résultats classiques de géométrie des surfaces K3.
Une surface K3 sur un corps algébriquement clos est une surface propre

et connexe avec au plus des points doubles rationnels telle que ωS ' OS et
h1(S,OS) = 0. Elle est polarisée si elle est munie d’un fibré ample L, et primi-
tivement polarisée si la classe de L est non divisible dans Pic(S). Le degré de la
polarisation est l’entier pair d = L2. On pose d = 2g − 2.

Une surface K3 primitivement polarisée (S,L) sur un corps algébriquement
clos est dite unigonale si L n’est pas sans point base. Elle est dite digonale si L
est sans point base mais pas très ample. Elle est dite non hyperelliptique si elle
n’est ni unigonale ni digonale. Les résultats classiques sur les systèmes linéaires
sur les surfaces K3 ([54], [63], voir aussi [50] 8A) montrent :

Proposition 6.3.1. Soit (S,L) une surface K3 primitivement polarisée. Soit
S̃ la résolution minimale de S. Alors :

(i) S est singulière si et seulement s’il existe un diviseur D sur S̃ tel que
LD = 0 et D2 = −2.

(ii) (S,L) est unigonale si et seulement s’il existe un diviseur D sur S̃ tel que
LD = 1 et D2 = 0.
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(iii) Si (S,L) est non unigonale, elle est digonale si et seulement si L2 = 2, ou
s’il existe un diviseur D sur S̃ tel que LD = 2 et D2 = 0.

(iv) Si (S,L) est non hyperelliptique, le système linéaire |L| plonge S dans un
espace projectif comme une variété projectivement normale.

Proposition 6.3.2. Soit (S,L) une surface K3 primitivement polarisée non
hyperelliptique de degré 6. Alors le système linéaire |L| plonge S dans P4 comme
intersection complète d’une quadrique et d’une cubique.

Preuve. La même démonstration que pour les courbes de genre 4 ([6] p.118)
fonctionne ; il faut utiliser la proposition 6.3.1 (iv) à la place du théorème de
Noether.

On note F ′d le champ de modules des surfaces K3 munies d’une polarisation
primitive de degré d. Par définition, si T est un schéma,

F ′d(T ) =


morphismes de schémas p : X → T propres, plats

et de présentation finie munis de λ ∈ Pic(X/T )(fppf)(T )
dont les fibres géométriques sont isomorphes

à des surfaces K3 primitivement polarisées de degré d

 (6.5)

On note Fd (resp. F ′nhd , resp. Fnhd ) les sous-champ ouvert paramétrant des
surfaces K3 polarisées lisses (resp. non hyperelliptiques, resp. lisses et non hy-
perelliptiques).

6.3.2 Identification du champ de modules

On note H ′ le sous-schéma ouvert de Hic qui paramètre les surfaces dont
les singularités sont au plus des points doubles rationnels. Le champ quotient
[PGL5\H ′] est noté M′, de sorte qu’on a les immersions ouvertes suivantes :
M⊂M′ ⊂Mic.

Remarque 6.3.3. On déduit aisément de la proposition 2.3.1 une description de
M′ comme catégorie fibrée en groupöıdes sur (Sch) : il suffit de modifier (2.5)
en demandant que les fibres géométriques de p aient au plus des points doubles
rationnels.

Proposition 6.3.4. Les champs M′ et F ′nh6 sont isomorphes.
Les champs M et Fnh6 sont isomorphes

Preuve. On procède comme pour la preuve de la proposition 6.2.2.
Pour montrer le premier énoncé, on identifie les foncteurs des points de M′

et F ′nh6 décrits respectivement en (2.5) en prenant en compte la remarque 6.3.3
et en (6.5). Au vu de la remarque 2.3.3, la condition de liberté locale et de
commutation à tout changement de base de pU,∗L dans (2.5) est automatique.
Il reste à vérifier que les conditions sur les fibres géométriques des familles
de M′ et F ′nh6 sont identiques. Vu la proposition 2.1.7, la condition sur les
fibres géométriques des familles de M′ dit exactement que ce sont des surfaces
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polarisées (S,L) avec au plus des points doubles rationnels telles que L soit très
ample et plonge S dans P4 comme intersection complète d’une quadrique et
d’une cubique. Par les propositions 2.1.4, 2.1.6 et 2.1.9 (i), on a alors ωS ' OS ,
h1(S,OS) = 0 et S connexe, de sorte que (S,L) est une surface K3 munie
d’une polarisation de degré 6 ; comme 6 est sans facteur carré, cette polarisation
est automatiquement primitive. Pour une surface K3 primitivement polarisée
(S,L), la condition que L soit très ample est équivalente au fait que (S,L) ne soit
pas hyperelliptique. Quand la polarisation est de degré 6, il est automatique que
le modèle canonique de S soit intersection complète d’une quadrique et d’une
cubique par la proposition 6.3.2.

Le deuxième énoncé se déduit du premier.

6.3.3 Compactification de Looijenga

L’application des périodes permet réaliser l’espace de modules F ′d comme un
quotient par un groupe arithmétique Γd de l’espace symétrique D associé au
groupe orthogonal O(2, 19). Par la proposition 6.3.1 (i), (ii) et (iii), les ouverts
Fd, F

′nh
d et Fnhd de F ′d sont alors des quotients par Γd du complémentaire d’un

arrangement d’hyperplans dans D.
L’article de Looijenga [50] construit des compactifications projectives de tels

quotients. De plus, il est facile de contrôler la dimension du bord de ces compac-
tifications. Une des motivations de [50] est que ces compactifications s’identifient
souvent à des quotients constuits à l’aide de théorie géométrique des invariants.

On note F̄ ′nh6 la compactification de Looijenga de F ′nh6 . Par [50] Coro. 8.5
pour g = 4, le bord de cette compactification est de dimension 3. L’énoncé qui
nous intéresse est traité dans [50], Th. 8.6 pour g = 4. Il y est malheureusement
légèrement erroné : Looijenga utilise l’amplitude du fibré en droites O(1, 1) sur
H̄ ; or il n’est pas ample par la proposition 5.4.6. Cette correction mineure
effectuée, on obtient :

Proposition 6.3.5. Soit L = O(1, 1) : c’est un fibré en droites SL5-linéarisé
sur H̄. Alors :

(i) A =
⊕

kH
0(H̄,L⊗k)SL5 est une algèbre de type fini et Proj(A) = F̄ ′nh6 .

(ii) H ′ ⊂ H̄s(L).

(iii) SL5\\H̄ss(L) s’identifie à un ouvert de F̄ ′nh6 .

Remarque 6.3.6. Comme précédemment, on voit en appliquant le théorème
5.4.6 que le fibré L n’est pas ample sur H̄. Ainsi, la remarque 6.2.8 s’applique
également à la proposition 6.3.5.

Remarque 6.3.7. Le théorème 8.6 de [50] est également erroné pour g = 3 et
g = 5, pour des raisons différentes. On explique pourquoi en reprenant les
notations de [50].

Quand g = 3, le bord de X̂◦3 est un diviseur alors que le bord du quotient GIT
PSL(W3)\\Y ss3 est de codimension ≥ 2, de sorte qu’ils ne peuvent cöıncider.

Quand g = 5, toutes les surfaces K3 non hyperelliptiques ne sont pas inter-
sections complètes de trois quadriques (c’est le cas si et seulement si elles ne
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sont pas trigonales). Par conséquent, PSL(W5)\U5 est seulement un ouvert de
X◦5 . Il n’est alors plus possible d’identifier les algèbres d’invariants.

6.3.4 Courbes complètes

La compactification de Looijenga F̄ ′nh6 de l’espace de modules grossier M ′ =
F ′nh6 considérée au paragraphe précédent montre que M ′ contient des courbes
complètes. On peut se demander, comme dans le paragraphe 6.2.2, si l’espace
de modules grossier M = Fnh6 contient, lui, des courbes complètes. Ou bien, si
ce n’est pas le cas, est-il même affine ? Une variante plus naturelle est de poser
la même question pour l’espace de modules grossier F6. Je ne sais pas répondre
à ces questions.

Plus généralement, qu’en est-il de l’espace de modules grossier Fd pour d ≥ 2
pair ? L’article [9] montre que F2 est affine (ex. 2.1) mais que F28 contient des
courbes complètes (paragraphe 3). Il serait intéressant de distinguer ce qui se
passe suivant la valeur de d. Une stratégie naturelle pour contruire des courbes
complètes, que je ne sais pas mener à bien, est d’utiliser les compactifications
de Looijenga des espaces de modules de surfaces K3 lisses polarisées par un
sous-réseau.
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Chapitre 7

Degrés du discriminant

7.1 Introduction

On travaille sur un corps de base K, qui sera souvent sous-entendu. Par
exemple, PN = PNK .

Une formule classique de Boole montre que, si K est de caractéristique 0,
l’ensemble des hypersurfaces singulières de degré d dans PN est un diviseur de
degré (N+1)(d−1)N dans l’espace projectif de toutes les hypersurfaces. On ob-
tient ici des formules analogues pour des intersections complètes de codimension
et de degrés quelconques dans PN , en toute caractéristique.

7.1.1 Énoncé du théorème principal

On fixe 1 ≤ c ≤ N+1 et 1 ≤ d1, . . . , dc des entiers. On notera ei = di−1. On
va s’intéresser aux intersections complètes de codimension c dans PN , solutions
d’équations homogènes de degrés d1, . . . , dc : on notera n = N−c leur dimension.

Pour cela, on considère V =
⊕

1≤i≤cH
0(PN ,O(di)). Les éléments de V sont

la donnée de c polynômes homogènes de degrés d1, . . . , dc en N + 1 variables
X0, . . . , XN . Soit D le fermé de V constitué des (F1, . . . , Fc) tels que {F1 =
· · · = Fc = 0} ne soit pas lisse de codimension c dans PN . On le munit de sa
structure réduite. Par le lemme 7.3.2, la variété D est irréductible. Notons ∆
une de ses équations (par convention, ∆ = 1 si codimV (D) > 1). On appellera
D le lieu discriminant et ∆ le discriminant.

Remarque 7.1.1. Les lemmes 7.4.4 et 7.4.6, au vu du corollaire 7.3.3, montreront
que codimV (D) > 1 exactement quand d1 = · · · = dc = 1 et c < N + 1.

Le discriminant est visiblement homogène en les coefficients de chacune des
équations Fi. Le but de ce texte est de calculer ces degrés d’homogénéité partiels.
Soyons plus précis.

Plusieurs transformations de V laissent D invariant. C’est le cas des actions
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ρ et ρi de Gm et ρ′ de GLN+1 décrites ci-dessous :

ρ(λ) : (F1, . . . , Fc) 7→ (λF1, . . . , λFc)

ρi(λ) : (F1, . . . , Fc) 7→ (F1, . . . , Fi−1, λFi, Fi+1, . . . , Fc) (7.1)

ρ′(M) : (F1, . . . , Fc) 7→ (F1 ◦M−1, . . . , Fc ◦M−1).

Les actions duales induites sur Sym• V ∗ préservent la droite 〈∆〉. Ces actions
sur 〈∆〉 se font via un caractère du groupe. Il existe donc des entiers deg, degi
et degvar tels que

ρ(λ).∆ = λ− deg∆

ρi(λ).∆ = λ− degi∆ (7.2)

ρ′(M).∆ = det(M)degvar∆.

Par exemple, deg est le degré total du polynôme homogène ∆. Les autres
nombres s’interprètent comme des degrés d’homogénéité partiels. Les identités
ρ(λ) = ρ1(λ) ◦ · · · ◦ρc(λ) et ρ′(λ−1 Id) = ρ1(λ)◦d1 ◦ · · · ◦ρc(λ)◦dc montrent qu’ils
sont liés par les relations :

deg =

c∑
i=1

degi (7.3)

(N + 1) degvar =

c∑
i=1

di degi . (7.4)

Remarque 7.1.2. On peut aussi décrire les degi comme suit. Considérons comme
espace de paramètres E =

∏
1≤i≤c PH0(PN ,O(di)) et notons encore D le fermé

irréductible de E constitué des ([F1], . . . , [Fc]) tels que {F1 = · · · = Fc = 0} ne
soit pas lisse de codimension c dans PN , muni de sa structure réduite. Alors,
quand D est un diviseur de E, sa classe dans Pic(E) ' Zc est O(deg1, . . . ,degc).

Le résultat principal de ce texte est le suivant :

Théorème 7.1.3. On a les égalités suivantes :

degi =
1

µ
d1 . . . d̂i . . . dc

c∑
l=1

1∏
l′ 6=l(el − el′)

(
eN+1
i − eN+1

l

ei − el

)
(7.5)

degvar =
1

µ
d1 . . . dc

c∑
l=1

eNl∏
l′ 6=l(el − el′)

(7.6)

où µ = 1 si K n’est pas de caractéristique 2 ou si n est impair, et µ = 2 si K
est de caractéristique 2 et n est pair.

Remarque 7.1.4. Il faut interpréter cet énoncé, comme tous les énoncés simi-
laires de ce texte, de la manière suivante : le terme de gauche est une fonction
polynomiale en les dl dont le polynôme est donné par le terme de droite. Que le
terme de droite soit un polynôme en les dl est conséquence du lemme 7.3.6 (i).
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Remarque 7.1.5. Dans l’égalité (7.5), il faut interpréter
eN+1
i −eN+1

i

ei−ei comme une

notation pour le polynôme (N + 1)eNi .

Remarque 7.1.6. Par (7.3), on peut également calculer deg. Cependant, on
ne peut simplifier avantageusement l’expression obtenue. Même pour c = 2,
l’exemple 7.1.11 montre que la formule pour deg est nettement moins élégante
que celles pour degvar, deg1 et deg2.

On déduira de ce théorème le résultat qui suit :

Théorème 7.1.7. Soit K = Q, de sorte qu’on peut considérer le discriminant
∆ comme un polynôme irréductible à coefficients entiers. Soit p un nombre
premier. Alors la réduction modulo p de ∆ est irréductible si p 6= 2 ou si n est
impair. C’est le carré d’un polynôme irréductible si p = 2 et n est pair.

7.1.2 Quelques exemples

On commence par illustrer le théorème 7.1.3. On suppose pour simplifier que
µ = 1. Par exemple, on peut prendre K de caractéristique différente de 2.

Exemple 7.1.8. Quand c = 1, D est l’ensemble des équations d’hypersurfaces
singulières de degré d1 dans PN : ∆ est donc le discriminant usuel. Les formules
(7.5) et (7.6) montrent qu’on a alors :

deg1 = (N + 1)eN1

degvar = eN1 .

On retrouve la formule classique de Boole, qu’on pourra par exemple trouver
dans [18] Chap.1, 4.15 et Chap.9, 2.10a.

Exemple 7.1.9. Quand c = N+1, D est l’ensemble des N+1-uplets d’équations
homogènes admettant une solution commune dans PN : ∆ est donc le résultant
usuel.

Pour évaluer la formule (7.5) dans ce cas, on peut remarquer que la quantité∑c
l=1

1∏
l′ 6=l(el−el′ )

(
eN+1
i −eN+1

l

ei−el

)
est un polynôme de degré 0 en les ej , c’est-à-

dire une constante. Pour la calculer, on peut faire par exemple dj = j, de sorte
que

∏
l′ 6=l(el−el′) = (−1)N+1−l(l−1)!(N+1−l)! . L’expression obtenue s’évalue

facilement à l’aide de la formule du binôme. Tous calculs faits, cette constante
vaut 1, et on obtient :

degi = d1 . . . d̂i . . . dN+1

degvar = d1 . . . dN+1.

Là encore, ces formules sont classiques. On peut les trouver dans [18] Chap.13,
1.1.
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Exemple 7.1.10. Quand d1 = · · · = dc = d, D est l’ensemble des systèmes
linéaires de degré d et de dimension c− 1 dont le lieu de base est singulier.

Dans ce cas particulier également, les formules générales se simplifient nette-
ment. Comme, par symétrie, tous les degi sont égaux, il suffit par (7.4) et (7.3)

de calculer degvar. Dans l’expression (7.6),
∑c
l=1

eNl∏
l′ 6=l(el−el′ )

est un polynôme

homogène de degré N − c + 1 en les ej . Par conséquent, degvar = λdceN−c+1

où λ est une constante à calculer. On évalue cette constante en faisant dl = lε

dans le polynôme
∑c
l=1

eNl∏
l′ 6=l(el−el′ )

, en calculant cette quantité à l’aide de la

formule du binôme, puis en faisant tendre ε vers 0. Tous calculs faits,

degi =

(
N + 1

c

)
dc−1(d− 1)N−c+1

degvar =

(
N

c− 1

)
dc(d− 1)N−c+1.

Ces formules auraient aussi pu être obtenues à l’aide de résultats de [18], par
exemple de Chap.13, 2.5.

Supposons de plus d = 1 et c < N+1. Les degrés s’annulent : cela correspond
aux cas où D est de codimension > 1 dans V (voir la remarque 7.1.1).

Supposons enfin d = 1 et c = N + 1, le polynôme ∆ est le déterminant usuel
d’une matrice de taille N + 1 ; on retrouve son degré total deg = N + 1.

Exemple 7.1.11. Spécialisons maintenant les formules (7.5) et (7.6) au cas
d’intersections complètes de codimension 2, c’est-à-dire c = 2. Il vient :

deg1 = d2(eN−1
2 + 2e1e

N−2
2 + · · ·+NeN−1

1 )

deg2 = d1(eN−1
1 + 2e2e

N−2
1 + · · ·+NeN−1

2 )

degvar = d1d2
eN2 − eN1
e2 − e1

.

Illustrons enfin le théorème 7.1.7 en explicitant deux cas particuliers clas-
siques.

Exemple 7.1.12. Quand N = 1 et c = 1, ∆ est le discriminant usuel d’un
polynôme en une variable, vu comme un polynôme homogène en deux variables.
Sa description classique en fonction des racines de ce polynôme (voir par exemple
[60] 1.3.2) montre que ce polynôme est irréductible en caractéristique différente
de 2, et le carré d’un polynôme irréductible en caractéristique 2. Comme n = 0
est pair, c’est ce que prédit le théorème 7.1.7.

Signalons le cas particulier bien connu où d = 2. Le discriminant du po-
lynôme aX2 + bX + c est b2 − 4ac. C’est toujours irréductible, sauf en ca-
ractéristique 2, b2 étant visiblement un carré.

Exemple 7.1.13. Quand N est impair, c = 1 et d = 2, les intersections
complètes considérées sont des quadriques. Une telle quadrique est lisse si et
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seulement si la forme bilinéaire symétrique associée à la forme quadratique qui
la définit est non dégénérée (y compris en caractéristique 2, car N est impair).

Le discriminant ∆ est alors le déterminant de cette forme bilinéaire symétri-
que. En caractéristique 2, une forme bilinéaire symétrique est également antisy-
métrique, de sorte que son déterminant est le carré de son pfaffien. Cela montre
que ∆ est un carré modulo 2. Comme n = N − 1 est pair, c’est ce que prédit le
théorème 7.1.7.

7.1.3 Stratégie de la démonstration

Dans la preuve du théorème 7.1.3, on peut, quitte à le remplacer par une
clôture algébrique, choisir K algébriquement clos. On commence de plus par
supposer K de caractéristique 0.

La proposition 7.3.1 permet d’interpréter D comme la variété duale d’une
variété torique lisse convenable. Dans leur livre [18], Gelfand, Kapranov et Ze-
levinsky ont étudié ces variétés ; ils obtiennent notamment une formule combi-
natoire permettant de calculer le degré de la variété duale d’une variété torique
lisse ([18] Chap.9, 2.8).

Dans la deuxième partie de ce texte, on généralise cet énoncé pour obtenir
une formule analogue calculant des degrés d’homogénéité partiels : c’est l’objet
du théorème 7.2.3. On utilise de manière cruciale les résultats de [18].

Dans la troisième partie de ce texte, on démontre le théorème 7.1.3 en ca-
ractéristique 0 en évaluant cette formule dans notre cas particulier. Les calculs
sont menés dans les propositions 7.3.9 et 7.3.10.

Finalement, on explique dans la quatrième partie les modifications à apporter
à la preuve du théorème 7.1.3 pour qu’elle fonctionne en toute caractéristique.

Le seul obstacle que l’on rencontre sont les spécificités de la théorie de la
dualité projective en caractéristique finie, qui ont été étudiées tout d’abord par
Wallace [70], et au sujet desquelles on pourra consulter le survey [35] de Kleiman.
Elles ont pour conséquence que le résultat de [18] que nous utilisons a besoin
d’être légèrement modifié pour valoir en caractéristique finie. Cette modification
effectuée, la preuve est identique.

Il convient de remarquer que si ces arguments supplémentaires sont indis-
pensables en toute caractéristique finie, le théorème 7.1.3 ne voit son énoncé
modifié qu’en caractéristique 2.

Enfin, le théorème 7.1.7 se déduit aisément du théorème 7.1.3.

7.2 Duale d’une variété torique

Dans cette partie, K est supposé algébriquement clos de caractéristique 0.

L’objectif est de montrer le théorème 7.2.3. Étant donnée une variété torique
projective lisse, on calcule combinatoirement l’action du tore sur l’équation de
sa variété duale.
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7.2.1 Notations

On commence par fixer des notations.
Soit 0 → Gm → T̃ → T → 0 une suite exacte courte de tores, T̃ étant de

dimension k ≥ 1 et T de dimension k − 1. Soit 0 → X(T ) → X(T̃ )
h→ Z → 0

la suite exacte courte de leurs groupes de caractères. On notera X1 = h−1(1) :
c’est un espace principal homogène sous X(T ).

Soit A = {χ1, . . . , χ|A|} ⊂ X1 un sous-ensemble fini engendrant X1 comme

espace affine. On notera X̃A ⊂ (KA)∗ la variété torique affine de tore T̃ associée.
C’est, par définition, l’adhérence des (χ1(t), . . . , χ|A|(t)), t ∈ T̃ . La variété X̃A

est un cône ; on peut considérer son projectivisé XA ⊂ P((KA)∗) qui est une
variété torique projective de tore T . Le polytope correspondant est l’enveloppe
convexe Q de A dans X1,R = X1 ⊗Z R.

Notons X∨A ⊂ P(KA) la variété duale de XA munie de sa structure réduite
et X̃∨A ⊂ KA son cône affine. On note ∆A une équation homogène de X∨A (par
convention, ∆A = 1 si XA est défective, c’est-à-dire si codimP(KA)(X

∨
A) > 1).

Le tore T̃ agit sur (KA)∗ en préservant X̃A. Par conséquent, l’action duale
t ·
∑
caχa 7→

∑
caχ
−1
a (t)χa de T̃ sur KA préserve X̃∨A. L’action induite de T̃ sur

Sym•(KA)∗ préserve donc la droite 〈∆A〉 ; cette action se fait via un caractère
de T̃ que l’on notera ΞA : t ·∆A = ΞA(t)∆A. Ainsi, on a :

∆A(
∑

caχa(t)χa) = ΞA(t)∆A(
∑

caχa). (7.7)

En spécialisant cette identité à des sous-groupes à un paramètre convenables,
on peut calculer les degrés d’homogénéité partiels de ∆A. Par exemple, en
spécialisant au sous-groupe à un paramètre correspondant au cocaractère h,
il vient ∆A(λf) = λh(ΞA)∆A(f) pour tout f ∈ KA, soit

deg(∆A) = h(ΞA).

7.2.2 Équation de la duale

Le théorème [18] Chap. 9, 2.8 dû à Gelfand, Kapranov et Zelevinsky permet
de calculer deg(∆A) = h(ΞA) en fonction du polytope Q si XA est lisse. Nous al-
lons généraliser cet énoncé en obtenant une formule pour ΞA. La démonstration
est très proche de celle de [18], et utilise de manière essentielle les résultats de
ce livre. En particulier, elle repose sur une formule pour ∆A que nous rappelons
dans ce paragraphe.

Si Γ est une face de Q, on considèrera Γ̃ le cône sur Γ de sommet 0 dans
X(T̃ )R, Γ0 et Γ̃0 leurs intérieurs relatifs, ΓR le sous-espace affine de X1,R engendré

par Γ, et Γ̃R le sous-espace vectoriel de X(T̃ )R engendré par Γ̃. L’espace affine
ΓR est muni du réseau naturel ΓZ = ΓR ∩ X1(T ) ; on notera µΓ la mesure de
Lebesgue sur ΓR normalisée de sorte à ce que le simplexe unité soit de mesure
1. De même, on notera Γ̃Z le réseau Γ̃R ∩ X(T̃ ) de Γ̃R.

On note S le semi-groupe de X(T̃ ) engendré par A. Si u ∈ S, on note Γ̃(u)
la plus petite face de Q̃ contenant u. Si l ≥ 0, on notera Sl (resp. Γ̃l) l’ensemble
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des u ∈ S (resp. des u ∈ Γ̃) tels que h(u) = l. Gardons en mémoire que :

Sl = Q̃l ∩ X(T̃ ) pour l� 0. (7.8)

En effet c’est la traduction combinatoire de la surjectivité de l’application de res-
triction H0(P((KA)∗),O(l)) → H0(XA,O(l)), elle-même conséquence du théo-
rème d’annulation de Serre.

On considère les K-espaces vectoriels :

Ci(A, l) =
⊕

u∈Si+l

i∧
(Γ̃(u)Z ⊗Z K).

Si f =
∑
caχa ∈ KA, on définit des applications linéaires

∂f : Ci(A, l)→ Ci+1(A, l)

(u, ω) 7→ −
∑

ca(u+ χa, χa ∧ ω),

de sorte que (C•(A, l), ∂f ) soit un complexe. Soit de plus e = (e(i)) la donnée
de bases de chacun des Ci(A, l).

Théorème 7.2.1 ([18] Chap.9, 2.7). On suppose que XA est lisse. Alors, si
l� 0, on a

∆A(f) = det(C•(A, l), ∂f , e)
(−1)k ,

où chacun des deux termes est bien défini à une constante multiplicative non
nulle près.

Pour la définition du déterminant d’un complexe exact muni de bases, on
renvoie à [18] App.A. On rappelle seulement ci-dessous la proposition facile
[18] App.A 9, car nous en aurons besoin pour la suite, et que les signes sont
malheureusement faux dans [18].

Proposition 7.2.2. Soit (W •, d) un complexe exact, et e = (e(i)), e′ = (e′(i))
deux jeux de bases.

Soient M(i) les matrices de transition : e(i)p =
∑dimWi

q=1 M(i)p,qe
′(i)q. Alors,

det(W •, d, e′) = det(W •, d, e)
∏
i

det(M(i))(−1)i .

7.2.3 Action du tore

Énonçons enfin la formule pour ΞA et démontrons-la.

Théorème 7.2.3.

ΞA =
∑
Γ⊂Q

(−1)codim(Γ)(dim(Γ) + 1)

∫
Γ

udµΓ(u).
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Preuve. Soit t ∈ T̃ . On introduit les applications linéaires :

gi,lt : Ci(A, l)→ Ci(A, l) (7.9)

(u, ω) 7→ u(t)(u, ω).

On a un diagramme commutatif :

Ci(A, l)

gi,lt
��

∂f
// Ci+1(A, l)

gi+1,l
t

��

Ci(A, l)
∂t−1·f

// Ci+1(A, l)

de sorte que g•,lt : (C•(A, l), ∂f )→ (C•(A, l), ∂t−1·f ) est un morphisme de com-

plexes. Par la proposition 7.2.2, notant (e′(i)) = (gi,lt )−1(e(i)), on obtient :

det(C•(A, l), ∂t−1·f , e) = det(C•(A, l), ∂f , e
′)

= det(C•(A, l), ∂f , e)
∏
i

det(gi,lt )(−1)i .

Par le théorème 7.2.1, ceci se réécrit :

∆A(t−1 · f)(−1)k = ∆A(f)(−1)k
∏
i

det(gi,lt )(−1)i pour l� 0.

La définition (7.7) de ΞA montre alors que :

ΞA(t) =
∏
i≥0

det(gi,lt )(−1)i+k pour l� 0.

Utilisant la définition (7.9) de gi,lt , on calcule alors :

ΞA(t) =
∏
i≥0

∏
u∈Si+l

u(t)(−1)i+k dimZ
∧i(Γ̃(u)Z) pour l� 0,

ce qui se réécrit :

ΞA =
∑
i≥0

∑
u∈Si+l

(−1)i+k dim

i∧
(Γ̃(u)R) · u pour l� 0.

On change alors l’ordre de sommation en regroupant les u suivant la plus grande
face de Q̃ à laquelle ils appartiennent. En prenant de plus (7.8) en compte, on
obtient :

ΞA =
∑
Γ⊂Q

∑
i≥0

(−1)i+k
(

dim(Γ) + 1

i

) ∑
u∈Γ̃0

i+l∩X(T̃ )

u pour l� 0.
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Appliquant alors les lemmes 7.2.5 et 7.2.4, il vient :

ΞA =
∑
Γ⊂Q

(−1)dim(Γ)+1+k(dim(Γ) + 1)

∫
Γ

udµΓ(u)

=
∑
Γ⊂Q

(−1)codim(Γ)(dim(Γ) + 1)

∫
Γ

udµΓ(u).

Le lemme ci-dessous est connu et est par exemple conséquence de [10] 4.5.
Cependant, en l’absence de référence où il apparâıt sous une forme directement
utilisable, j’en donne une preuve rapide utilisant la polynomialité de la fonction
d’Ehrhart (voir par exemple [55] 12.2).

Lemme 7.2.4. Soit Γ une face de Q. Alors, pour l ≥ 0, la fonction

l 7→
∑

u∈Γ̃0
l∩X(T̃ )

u

est polynomiale de terme dominant ldim(Γ)+1

dim(Γ)!

∫
Γ
udµΓ(u).

Preuve. Montrons d’abord qu’il s’agit d’un polynôme de degré ≤ dim(Γ) + 1
pour l ≥ 0. En raisonnant par récurrence sur la dimension de Γ et en appliquant
une formule d’inclusion-exclusion pour les faces de Q incluses dans Γ, on voit
qu’il suffit de montrer cette propriété pour la fonction l 7→

∑
u∈Γ̃l∩X(T̃ ) u.

Il faut montrer que pour toute forme linéaire entière ψ sur X(T̃ ), l’application
Pψ(l) =

∑
u∈Γ̃l∩X(T̃ ) ψ(u) est polynomiale pour l ≥ 0. Si ψ = h, cette fonction

est Ph(l) =
∑
u∈Γ̃l∩X(T̃ ) l = lCard(Γ̃l ∩X(T̃ )), soit l fois la fonction d’Erhart de

Γ, et est donc polynomiale en l de degré ≤ dim(Γ) + 1.
Autrement, quitte à ajouter à ψ un multiple de h, on peut supposer ψ positive

sur Q. La fonction Pψ est alors la fonction d’Ehrhart du polytope auxilliaire
{(x, y) ∈ R⊕ X1,R|y ∈ Q, 0 ≤ x ≤ ψ(y)}, et est donc polynomiale en l de degré
≤ dim(Γ) + 1.

Il reste à calculer le coefficient dominant. C’est :

lim
l→∞

1

ldim(Γ)+1

∑
u∈Γ̃0

l∩X(T̃ )

u = lim
l→∞

1

ldim(Γ)

∑
u∈Γ̃0

l∩
1
lX(T̃ )

u

=
1

dim(Γ)!

∫
Γ

udµΓ(u),

où l’on a identifié dans la dernière égalité une intégrale et une limite de sommes
de Riemann en prenant en compte la normalisation que nous avons avons choi-
sie : la mesure du cube unité est dim(Γ)! .

Le lemme suivant est facile et classique :
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Lemme 7.2.5. Soit N ≥ 0 et P un polynôme de degré N et de coefficient
dominant aN . Alors

N∑
i=0

(−1)i
(
N

i

)
P (X + i) = (−1)NN !aN .

Preuve. Soit Φ : P (X) 7→ P (X + 1) l’endomorphisme de l’anneau des po-

lynômes. Par la formule du binôme, (Id−Φ)N (P ) =
∑N
i=0(−1)i

(
N
i

)
P (X + i).

C’est alors un calcul immédiat de vérifier que (Id−Φ) fait baisser le degré
d’un polynôme de 1 et multiplie son coefficient dominant par l’opposé de son
degré.

7.3 Degrés d’homogénéité du discriminant

Dans toute cette partie, K est encore supposé algébriquement clos de ca-
ractéristique 0. On applique le théorème 7.2.3 pour démontrer le théorème prin-
cipal 7.1.3 sous cette hypothèse.

7.3.1 Interprétation torique du lieu discriminant

On commence par expliquer pourquoi notre problème s’inscrit dans le cadre
général décrit ci-dessus des variétés duales de variétés toriques.

Considérons le groupe abélien libre de rang c+N+1 engendré par (Yi)1≤i≤c
et (Xj)0≤j≤N . On note αi et βj les applications coordonnées suivant Yi et Xj .

Soit X(T̃ ) le sous-réseau de rang c + N défini par l’équation
∑
i diαi =

∑
j βj .

On note h =
∑
i αi : X(T̃ )→ Z, X(T ) son noyau qui est un groupe abélien libre

de rang k = c + N − 1, et X1 = h−1(1). On a par dualité les morphismes de
tores suivants :

(K∗)(c+N+1) → T̃ → T. (7.10)

On introduit l’ensemble A = {YiXe0
0 . . . XeN

N }1≤i≤c,ej≥0,
∑
ej=di de X1, qui

l’engendre comme espace affine. L’espace vectoriel KA s’identifie naturellement
à V =

⊕
1≤i≤cH

0(PN ,O(di)).

Proposition 7.3.1. On a l’égalité suivante entre fermés de V = KA :

D = X̃∨A.
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Preuve. Soit H l’hyperplan de (KA)∗ d’équation f =
∑
i YiFi = 0.

H est tangent à X̃A en un point de T̃ (7.11)

⇔{f = 0} n’est pas un diviseur lisse de T̃

⇔{f = 0} n’est pas un diviseur lisse de (K∗)(c+N+1)

⇔∃(y1, . . . , yc, x0, . . . , xN ) ∈ (K∗)(c+N+1) tels que

Fi(x0, . . . , xN ) = 0 et
∑
i

yi
∂Fi
∂xj

(x0, . . . , xN ) = 0

⇔ les Fi ont un zéro commun à coordonnées non nulles en lequel leurs

dérivées partielles vérifient une relation linéaire à coefficients non nuls.
(7.12)

Notons U le sous-ensemble de KA constitué de ces hyperplans. Par (7.11) et
la définition de la variété duale, son adhérence est X̃∨A. Par (7.12) et le critère
jacobien, U ⊂ D. Mieux : (7.12) et le lemme 7.3.2 (i) et (ii) montrent que U est
dense dans D.

Par conséquent, D = X̃∨A.

Lemme 7.3.2. La variété D est irréductible. De plus, si (F1, . . . , Fc) est un
point général de D, les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) La variété {F1 = · · · = Fc = 0} possède un point singulier à coordonnées
toutes non nulles.

(ii) Si I ( {1, . . . , c}, la variété {(Fi = 0)i∈I} est lisse de codimension |I|.

Preuve. Soit Z ⊂ V × PN le fermé constitué des (F1, . . . , Fc, P ) tels que la
variété {F1 = · · · = Fc = 0} ait un espace tangent de dimension > c en P . On
notera p1 : Z → V et p2 : Z → PN les deux projections. Comme D = p1(Z),
pour montrer que D est irréductible, il suffit de montrer que Z l’est. Pour cela,
il suffit de montrer que pour tout P ∈ PN , p−1

2 (P ) est irréductible. Utilisant
l’homogénéité sous PGLN+1, il suffit de montrer que p−1

2 ([1 : 0 : . . . : 0]) est
irréductible. En écrivant le critère jacobien en coordonnées, on voit que c’est
conséquence du fait classique que l’ensemble des matrices (N + 1) × c de rang
< c est irréductible.

Montrons (i). L’ouvert W ⊂ PN des points à coordonnées toutes non nulles
est dense. Son image réciproque par le morphisme dominant p2 est donc dense
dans Z, et p1(p−1

2 (W )) est dense dans D = p1(Z), ce qu’on voulait.
Montrons (ii). Par Bertini, on choisit des (Fi)i∈I tels que {(Fi = 0)i∈I}

soit lisse de codimension |I| dans PN , et on pose Fi = 0 si i /∈ I. Ceci montre
qu’il existe (F1, . . . , Fc) ∈ D tel que {(Fi = 0)i∈I} soit lisse de codimension |I|.
Comme D est irréductible, un point général de D vérifie cette propriété.

On déduit immédiatement de la proposition 7.3.1 le corollaire suivant :

Corollaire 7.3.3. On a codimV (D) > 1 si et seulement si XA est défective.
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On peut de plus relier les degrés d’homogénéité qu’on cherche à calculer au
caractère ΞA.

Corollaire 7.3.4. On a les relations suivantes :

(i) deg = h(ΞA).

(ii) degi = αi(ΞA).

(iii) degvar = βj(ΞA).

Preuve. Montrons (ii), qui est la seule relation que nous utiliserons. Les autres
se prouvent de manière analogue. On écrit, pour f =

∑
caχa ∈ KA = V :

λdegi∆A(f) = (ρi(λ
−1) ·∆A)(f) par (7.2)

= ∆A(ρi(λ) · f)

= ∆A(
∑

λαi(χa)caχa) par (7.1) et la définition de αi

= λαi(ΞA)∆A(f) par (7.7).

Finalement, il vient degi = αi(ΞA), ce qu’on voulait.

7.3.2 Le polytope Q(c,N, (di)1≤i≤c)

Dans ce paragraphe, et dans ce paragraphe seulement, on prend temporai-
rement des conventions légèrement plus générales : on autorise les di à être
des nombres réels strictement positifs. On définit toujours X1,R comme l’es-
pace affine d’équations

∑
i diαi =

∑
j βj et

∑
i αi = 1 dans Rc+N+1. On pose

Q(c,N, (di)1≤i≤c) le polytope d’inéquations {αi ≥ 0}1≤i≤c et {βj ≥ 0}0≤j≤N
dans X1,R. Il est de dimension c+N − 1.

Si I ⊂ {1, . . . , c} et J ⊂ {0, . . . N} sont des parties non vides, le sous-
ensemble ΓI,J de Q défini par les équations {αi = 0}i/∈I et {βj = 0}j /∈J est une
face de Q isomorphe à Q(|I|, |J |−1, (di)i∈I). De plus, toutes les faces de Q sont
de cette forme.

En particulier, quand les di sont entiers, les sommets de Q(c,N, (di)1≤i≤c)
sont des éléments de A. Comme de plus A ⊂ Q(c,N, (di)1≤i≤c), on voit que
Q = Q(c,N, (di)1≤i≤c). On en déduit le résultat suivant :

Proposition 7.3.5. La variété torique XA est lisse.

Preuve. La description explicite des faces de Q obtenue ci-dessus permet de
vérifier facilement le critère de lissité [58] 2.22 (iv).

Nous allons effectuer quelques calculs d’intégrales qui seront utiles par la
suite. Pour les mener, nous aurons plusieurs fois besoin de la seconde partie du
lemme ci-dessous :

Lemme 7.3.6. Soit P ∈ Z[d1, . . . , dc][X]. On introduit :

R =

c∑
l=1

P (dl)∏
l′ 6=l(dl − dl′)

.
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(i) R ∈ Z[d1, . . . , dc].

(ii) Si P est de degré ≤ c− 2 en X, R = 0.

Preuve. On introduit R′ =
∑c
l=1

P (Xl)∏
l′ 6=l(Xl−Xl′ )

∈ Z[d1, . . . , dc](X1, . . . , Xc).

Multipliant par Xl1 − Xl2 , puis spécialisant en Xl1 = Xl2 , on obtient 0. Par
conséquent, R′ ∈ Z[d1, . . . , dc][X1, . . . , Xc].

En faisant Xl = dl, on montre que R ∈ Z[d1, . . . , dc].
Si de plus P est de degré ≤ c− 2 en X, R′ est un polynôme de degré < 0 en

les Xi, et est donc nul. En faisant Xl = dl, cela implique R = 0.

Calculons tout d’abord le volume du polytopeQ(c,N, (di)1≤i≤c). On rappelle
notre convention d’attribuer une mesure 1 au simplexe unité.

Proposition 7.3.7.

µ(Q(c,N, (di)1≤i≤c)) =

c∑
l=1

dc+N−1
l∏

l′ 6=l(dl − dl′)
.

Preuve. On procède par récurrence sur c. Pour c = 1, c’est la formule du
volume du simplexe de côté d1. Si c ≥ 2, on applique Fubini en remarquant que
l’image de Q(c− 1, N, (sdi + (1− s)dc)1≤i≤c−1) par l’application

(y1, . . . , yc, x0, . . . , xN ) 7→ ((1− s)y1, . . . , (1− s)yc, x0, . . . , xN )

est Q(c,N, (di)1≤i≤c) ∩ {αc = s}. Entre les espaces affines qui nous intéressent
cette application est de déterminant (1 − s)c−2. On peut alors appliquer l’hy-
pothèse de récurrence. Il vient :

µ(Q(c,N, (di)1≤i≤c))

= (c+N − 1)

∫ 1

0

(1− s)c−2µ(Q(c− 1, N, (sdi + (1− s)dc)1≤i≤c−1))ds

=

c−1∑
l=1

∫ 1

0

((1− s)dc + sdl)
c+N−2∏

l′ 6=l,c(dl − dl′)
ds

=

c∑
l=1

1∏
l′ 6=l(dl − dl′)

(dc+N−1
l − dc+N−1

c )

=

c∑
l=1

dc+N−1
l∏

l′ 6=l(dl − dl′)
par le lemme 7.3.6 (ii).

Enfin, nous utiliserons dans le paragraphe suivant le calcul de l’intégrale
ci-dessous :

Proposition 7.3.8.∫
Q(c,N,(di)1≤i≤c)

αc(u)dµ(u) =
1

(c+N)

c∑
l=1

1∏
l′ 6=l(dl − dl′)

(
dc+Nc − dc+Nl

dc − dl

)
.
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Preuve. On applique Fubini comme dans le calcul précédent.∫
Q(c,N,(di)1≤i≤c)αc(u)dµ(u)

= (c+N − 1)

∫ 1

0

s(1− s)c−2µ(Q(c− 1, N, (sdi + (1− s)dc)1≤i≤c−1))ds

= (c+N − 1)

c−1∑
l=1

∫ 1

0

s
((1− s)dc + sdl)

c+N−2∏
l′ 6=l,c(dl − dl′)

ds

=

c−1∑
l=1

[∫ 1

0

((1− s)dc + sdl)
c+N−1∏

l′ 6=l(dl − dl′)
ds− dc+N−1

c∏
l′ 6=l(dl − dl′)

]
,

où l’on a intégré par parties. Calculant l’intégrale du terme de gauche, et appli-
quant le lemme 7.3.6 (ii) pour sommer le terme de droite, on obtient :∫

Q(c,N,(di)1≤i≤c)αc(u)dµ(u)

=
1

(c+N)

[
c−1∑
l=1

1∏
l′ 6=l(dl − dl′)

(
dc+Nc − dc+Nl

dc − dl

)
+

(c+N)dc+N−1
c∏

l′ 6=c(dc − dl′)

]

=
1

(c+N)

c∑
l=1

1∏
l′ 6=l(dl − dl′)

(
dc+Nc − dc+Nl

dc − dl

)
.

7.3.3 Homogénéité en les équations

Montrons la première partie du théorème 7.1.3. Par symétrie, on peut sup-
poser i = c.

Proposition 7.3.9.

degc = d1 . . . dc−1

c∑
l=1

1∏
l′ 6=l(el − el′)

(
eN+1
c − eN+1

l

ec − el

)
.

Preuve. On utilise la relation 7.3.4 (ii), et la formule 7.2.3 pour ΞA qui s’ap-
plique car XA est lisse par la proposition 7.3.5 :

degc =
∑

Γ⊂Q(c,N,(di)1≤i≤c)

(−1)codim(Γ)(dim(Γ) + 1)

∫
Γ

αc(u)dµΓ(u).

Les faces de Q(c,N, (di)1≤i≤c) sont les ΓI,J . L’intégrale qui intervient est nulle
si c /∈ I car αc s’annule alors identiquement sur ΓI,J . Si c ∈ I, on reconnâıt
l’intégrale calculée en 7.3.8. Il vient :

degc =
∑

I⊂{1,...,c−1}
∅6=J⊂{0,...,N}

∑
l∈I∪{c}

(−1)c+N−|I|−|J|∏
l′∈I∪{c}
l′ 6=l

(dl − dl′)

(
d
|I|+|J|
c − d|I|+|J|l

dc − dl

)
.
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En paramétrant J par j = |J |, et en remarquant que le terme j = 0 dans la
somme ci-dessous est nul par le lemme 7.3.6 (ii), on obtient :

degc =

N+1∑
j=0

(
N+1
j

) ∑
I⊂{1,...,c−1}

∑
l∈I∪{c}

(−1)c+N−|I|−j∏
l′∈I∪{c}
l′ 6=l

(dl − dl′)

(
d
|I|+j
c − d|I|+jl

dc − dl

)
.

Appliquons la formule du binôme.

degc =
∑

I⊂{1,...,c−1}

∑
l∈I∪{c}

(−1)c−|I|−1∏
l′∈I∪{c}
l′ 6=l

(dl − dl′)

(
d
|I|
c eN+1

c − d|I|l e
N+1
l

dc − dl

)
.

Échangeons alors les sommations sur I et sur l. On note Ī le complémentaire de I
dans {1, . . . , c−1}, et on remarque que dans la somme ci-dessous la contribution
des termes pour lesquels l ∈ Ī est nulle.

degc =

c∑
l=1

1∏
l′ 6=l(dl − dl′)

1

dc − dl
Ml, où

Ml =
∑

Ī⊂{1,...,c−1}

(−1)|Ī|(dc−1−|Ī|
c eN+1

c − dc−1−|Ī|
l eN+1

l )
∏
l′∈Ī

(dl − dl′).

Calculons Ml. On commence par développer le produit pour obtenir :

Ml =
∑

Ī⊂{1,...,c−1}
H⊂Ī

(dc−1−|Ī|
c eN+1

c − dc−1−|Ī|
l eN+1

l )(−1)|H|+|Ī|d
|Ī|−|H|
l

∏
l′∈H

dl′ .

En sommant d’abord sur H, puis sur le cardinal i = |Ī| − |H|, on obtient pour
Ml l’expression suivante :

∑
H⊂{1,...,c−1}

∏
l′∈H

dl′

c−|H|−1∑
i=0

(
c−|H|−1

i

)
(−dl)i(d

c−1−i−|H|

c eN+1
c − d

c−1−i−|H|

l eN+1
l ).

Appliquons à nouveau la formule du binôme.

Ml =
∑

H⊂{1,...,c−1}

∏
l′∈H

dl′
(

(dc − dl)c−1−|H|eN+1
c − (dl − dl)c−1−|H|eN+1

l

)
.

Le terme de droite se calcule en remarquant que (dl − dl)c−1−|H| est non nul
seulement si |H| = c− 1, c’est-à-dire si H = {1, . . . , c− 1}. Quant au terme de
gauche, on peut le factoriser aisément. Il reste :

Ml = eN+1
c

c−1∏
l′=1

(dl′ + dc − dl)− eN+1
l

c−1∏
l′=1

dl′ .
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Reprenant le calcul de degc, on voit que :

degc =

c∑
l=1

1∏
l′ 6=l(dl − dl′)

(
eN+1
c

∏c−1
l′=1(dl′ + dc − dl)− eN+1

l

∏c−1
l′=1 dl′

dc − dl

)
.

Par le lemme 7.3.6 (ii), comme
eN+1
c

∏c−1

l′=1
(dl′+dc−dl)−e

N+1
c

∏c−1

l′=1
dl′

dc−dl est un po-
lynôme de degré c− 2 en dl, on calcule pour conclure :

degc =

c∑
l=1

1∏
l′ 6=l(dl − dl′)

(
eN+1
c

∏c−1
l′=1 dl′ − e

N+1
l

∏c−1
l′=1 dl′

dc − dl

)

= d1 . . . dc−1

c∑
l=1

1∏
l′ 6=l(el − el′)

(
eN+1
c − eN+1

l

ec − el

)
.

7.3.4 Homogénéité en les variables

Montrons la seconde partie du théorème 7.1.3.

Proposition 7.3.10.

degvar = d1 . . . dc

c∑
l=1

eNl∏
l′ 6=l(el − el′)

.

Preuve. On pourrait procéder par calcul direct comme en 7.3.9. On va plutôt
profiter du calcul déjà effectué en 7.3.9 et de la relation (7.4). Il vient :

degvar =
1

N + 1

c∑
i=1

di degi

=
d1 . . . dc
N + 1

c∑
i=1

c∑
l=1

1∏
l′ 6=l(el − el′)

(
eN+1
i − eN+1

l

ei − el

)
.

Utilisant alors le calcul reporté dans le lemme 7.3.11, et vu la remarque 7.1.5,
on obtient :

degvar =
d1 . . . dc
N + 1

c∑
l=1

1∏
l′ 6=l(el − el′)

(
eN+1
l − eN+1

l

el − el

)

= d1 . . . dc

c∑
l=1

eNl∏
l′ 6=l(el − el′)

.

Lemme 7.3.11.
c∑
l=1

c∑
i=1
i 6=l

1∏
l′ 6=l(el − el′)

(
eN+1
i − eN+1

l

ei − el

)
= 0.
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Preuve. Fixons l et introduisons Φl =
∑
i 6=l

1∏
i′ 6=i(ei−ei′ )

∏
l′ 6=i,l(el−el′), qu’on

considère comme une fraction rationnelle en el à coefficients dans Q((ei)i6=l).

Écrivons sa décomposition en éléments simples Φl =
∑
i6=l

fi
el−ei . En multipliant

Φl par (el − ei), et en substituant el = ei dans l’expression obtenue, on calcule
fi = −1. On a montré :∑

i6=l

1∏
i′ 6=i(ei − ei′)

1

el − ei
= − 1∏

l′ 6=l(el − el′)
∑
i6=l

1

el − ei
.

Multiplions cette identité par eN+1
l , sommons sur l, puis échangeons dans le

terme de gauche le rôle des variables muettes i et l pour obtenir :

c∑
l=1

c∑
i=1
i 6=l

1∏
l′ 6=l(el − el′)

eN+1
i

ei − el
= −

c∑
l=1

c∑
i=1
i 6=l

1∏
l′ 6=l(el − el′)

eN+1
l

el − ei
.

Faisons tout passer dans le terme de gauche : le lemme est démontré.

7.4 Caractéristique finie

On explique dans cette partie comment modifier la preuve proposée ci-dessus
pour démontrer le théorème 7.1.3 quand K est de caractéristique finie. On en
déduit alors une preuve du théorème 7.1.7.

7.4.1 Équation de la duale

On conserve les notations de la partie 7.2.
Le théorème [18] Chap.9, 2.7, que nous avons énoncé en 7.2.1 décrivait

l’équation de la variété duale d’une variété torique lisse XA ⊂ P((KA)∗). Il ne
vaut tel quel qu’en caractéristique 0, et son énoncé doit être modifié en général.
À cet effet, on introduit les notations suivantes.

Soit WXA ⊂ P((KA)∗) × P(KA) la variété d’incidence de XA, c’est-à-dire
l’adhérence de l’ensemble des couples (x,H) ∈ P((KA)∗) × P(KA) tels que H
soit tangent en le point lisse x de XA. Notons p1 et p2 les projections de WXA sur
XA et X∨A = p2(WXA) respectivement. On munit WXA et X∨A de leur structure
réduite.

Si XA n’est pas défective, c’est-à-dire si X∨A est une hypersurface de P(KA),
on note µ le degré de l’application génériquement finie p2 : WXA → X∨A. Le
théorème 7.2.1 admet alors la généralisation suivante :

Théorème 7.4.1. On suppose que XA est lisse, et l� 0.

(i) Si XA n’est pas défective,

∆A(f)µ = det(C•(A, l), ∂f , e)
(−1)k ,

où chacun des deux termes est bien défini à une constante multiplicative
non nulle près.
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(ii) Si XA est défective, rappelons que ∆A(f) = 1 par convention. Alors

∆A(f) = det(C•(A, l), ∂f , e)
(−1)k ,

au sens où le terme de droite est également une constante non nulle.

Preuve. La preuve de [18] Chap.9, 2.7 ne nécessite qu’une modification mi-
neure, que l’on va décrire. Cette preuve fait appel au théorème [18] Chap.2, 2.5.
Au cours de la preuve de cet autre théorème, on utilise (page 59) le fait que si
XA n’est pas défective, p2 : WXA → X∨A est birationnelle. En caractéristique 0,
c’est une conséquence du théorème de réflexivité. Cependant, en caractéristique
finie, p2 : WXA → X∨A est seulement génériquement finie, de degré µ.

En prenant cette modification en compte, et en adaptant les arguments de
manière évidente, on prouve le théorème.

Tous les autres arguments que nous avons utilisés sont encore valables. Nous
utiliserons librement les résultats déjà obtenus, notamment l’identification de D
à la variété duale d’une variété torique explicite (proposition 7.3.1).

7.4.2 Calcul du degré µ

Pour appliquer le théorème 7.4.1, il faut calculer la quantité µ dans les cas
où XA n’est pas défective : c’est le but de la proposition 7.4.2. On conserve les
notations du paragraphe 7.3.1.

Proposition 7.4.2. Supposons qu’on n’ait pas d1 = · · · = dc = 1 et c < N + 1.
Alors XA n’est pas défective. Si K n’est pas de caractéristique 2 ou si n est

impair, µ = 1. Sinon, µ = 2.

On commence par montrer plusieurs lemmes. Les arguments qui suivent sont
légèrement alourdis par le fait qu’il faut manipuler avec précaution les points
doubles ordinaires en caractéristique 2.

Lemme 7.4.3. (i) Supposons que c = N + 1. Alors pour (F1, . . . , Fc) ∈ D
général, {F1 = · · · = Fc = 0} est un unique point réduit.

(ii) Supposons que c < N + 1 et qu’il existe i tel que di ≥ 2. Alors pour
(F1, . . . , Fc) ∈ D général, {F1 = · · · = Fc = 0} est de codimension c et a
un unique point singulier, qui est un point double ordinaire.

(iii) Supposons qu’on n’ait pas d1 = · · · = dc = 1 et c < N + 1. Alors pour
(F1, . . . , Fc) ∈ D général, les différentielles des Fi sont liées en un unique
point de {F1 = · · · = Fc = 0}, et ce par une unique relation.

Preuve. (i) Cette propriété est ouverte dans D qui est irréductible par le
lemme 7.3.2 : il suffit donc d’exhiber un jeu d’équations vérifiant cette
propriété. Par Bertini, on choisit F1, . . . , Fc−1 généraux de sorte que le
schéma {F1 = · · · = Fc−1 = 0} soit réunion de points réduits. On choisit
alors Fc de sorte à ce qu’il passe par un de ces points et évite les autres.



7.4. CARACTÉRISTIQUE FINIE 125

(ii) Par description de la déformation verselle d’un point double ordinaire (voir
[1] Exp. XV Prop. 1.3.1), cette propriété est ouverte dans D. Comme D est
irréductible par le lemme 7.3.2, il suffit donc d’exhiber un jeu d’équations
vérifiant cette propriété. On considère le système linéaire constitué des Fi
passant par P = [0 : . . . : 0 : 1], y étant singuliers et dont les termes d’ordre
2 sont un multiple d’une forme quadratique ordinaire fixée. Le théorème
de Bertini assure que le membre général de ce système linéaire a pour
unique point singulier P ; c’est un point double ordinaire. On prend alors
F1, . . . , F̂i, . . . , Fc générales passant par P . Le théorème de Bertini assure
que (F1, . . . , Fc) convient.

(iii) Les deux premiers points permettent de décrire, pour (F1, . . . , Fc) ∈ D
général, les dimensions des espaces tangents de {F1 = · · · = Fc = 0}. On
en déduit le résultat.

Lemme 7.4.4. Supposons qu’on n’ait pas d1 = · · · = dc = 1 et c < N + 1.
Alors :

(i) La variété XA n’est pas défective.

(ii) De plus, si H est un élément général de D = X̃∨A vu comme un hyperplan
de P((KA)∗), H est tangent à XA en un unique point.

Preuve. (i) Choisissons H ∈ D général comme dans les lemmes 7.4.3 (iii) et
7.3.2 (i) et (ii). L’équivalence entre (7.11) et (7.12) dans la preuve de 7.3.1
montre alors qu’il existe un unique point t de T en lequel H est tangent à
XA. En particulier, t est isolé dans p−1

2 (H). Comme WXA est irréductible,
cela implique que p2 est génériquement finie. Ainsi, XA n’est pas défective.

(ii) Soit H ∈ D général comme au point précédent. Choisissons-le de plus hors
de X∨A \ p2(p−1

1 (XA \ T )), qui est un fermé strict car p2 est génériquement
finie. L’hyperplan H n’est tangent à XA qu’en des points de T , et est
tangent à T en un unique point. Cela conclut.

Lemme 7.4.5. Supposons qu’on n’ait pas d1 = · · · = dc = 1 et c < N+1. Alors
si H est un élément général de D = X̃∨A vu comme un hyperplan de P((KA)∗),
XA ∩H a un unique point singulier qui est un point double ordinaire.

Preuve. On choisit H = (F1, . . . , Fc) général comme dans le lemme précédent,
et comme dans le lemme 7.4.3 (i) (resp. (ii)). On notera Z = {F1 = · · · = Fc =
0} ⊂ PN et Z̃ ⊂ AN+1 le cône affine sur Z.

Les choix faits montrent que H est tangent à XA en un unique point t ∈ T .
La preuve de la proposition 7.3.1 montre que si t′ = (y1, . . . , yc, x0, . . . , xN ) ∈
(K∗)c+N+1 est un antécédent de t par l’application (7.10), x = [x0, . . . , xN ] est
l’unique point de Z (resp. l’unique point singulier de Z), que c’est un point réduit
(resp. un point double ordinaire), et que l’unique relation entre les différentielles
des Fi en x̃ = (x0, . . . , xN ) est donnée par

∑
i yi

∂Fi
∂Xj

(x̃) = 0, 0 ≤ j ≤ N .
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Soit q la forme quadratique induite par H sur TtT . On raisonne par l’absurde
en la supposant non ordinaire : il existe w ∈ TtT non nul tel que w ∈ rad(q) et
q(w) = 0. On note q′ la forme quadratique que q induit sur Tt′(K

∗)c+N+1 via
l’application (7.10). Le noyau de la surjection Tt′(K

∗)c+N+1 → TtT est engendré
par w′1 = (y1, . . . , yc, 0, . . . , 0) et w′2 = (−d1y1, . . . ,−dcyc, x0, . . . , xN ). Notons
w′ = (u1, . . . , uc, v0, . . . , vN ) un antécédent de w, de sorte que w′ ∈ rad(q′),
q′(w′) = 0 et w′ /∈ 〈w′1, w′2〉.

La condition w′ ∈ rad(q′) signifie que w′ appartient au noyau de la matrice
de la forme bilinéaire associée à q′, c’est-à-dire au noyau de la Hessienne de H
en t′. C’est un système d’équations qui s’écrit :∑

j

vj
∂Fi
∂Xj

(x̃) = 0, 1 ≤ i ≤ c. (7.13)

∑
j

vj
∂2
∑
i yiFi

∂Xj∂Xk
(x̃) =

∑
i

ui
∂Fi
∂Xk

(x̃), 0 ≤ k ≤ N. (7.14)

Considérons ṽ = (v0, . . . , vN ) comme un vecteur tangent à AN+1 en x̃.
L’équation (7.13) montre que le vecteur ṽ appartient à Tx̃Z̃. Montrons qu’il est
non radial. Si c’était le cas, on pourrait, quitte à retrancher à w′ un multiple de
w′2, le supposer nul. L’équation (7.14) fournit alors la relation

∑
i ui

∂Fi
∂Xk

(x̃) = 0,
0 ≤ k ≤ N entre les différentielles des Fi en x̃. Ce n’est possible par hypothèse
que si w′ est proportionnel à w′1, ce qui contredit w′ /∈ 〈w′1, w′2〉. Ainsi ṽ n’est
pas radial.

On distingue alors deux cas.

(i) Supposons que c = N + 1. Un vecteur v ∈ TxZ se relevant en ṽ est alors
un élément non nul de TxZ, et Z n’est donc pas un point réduit. C’est la
contradiction recherchée.

(ii) Supposons que c < N + 1 et qu’il existe i tel que di ≥ 2.

Vu l’unique relation liant les différentielles en x̃ des Fi, la forme quadra-
tique qui est l’équation dans Tx̃Z̃ du cône tangent à Z̃ en x̃ est la restric-
tion à Tx̃Z̃ de la forme quadratique induite par les termes d’ordre deux de∑
yiFi. On note Q̃ cette forme quadratique.

Montrons que ṽ ∈ rad(Q̃). L’équation (7.14) signifie que si un vecteur est
orthogonal à ( ∂

∂Xk
(
∑
i uiFi)(x̃))0≤k≤N pour le produit scalaire usuel, il est

automatiquement orthogonal à ṽ pour la forme bilinéaire associée à Q̃. Or
tous les vecteurs de Tx̃Z̃ sont orthogonaux à ( ∂

∂Xk
(
∑
i uiFi)(x̃))0≤k≤N , vu

comme un gradient. On a bien montré ṽ ∈ rad(Q̃).

On vérifie ensuite que l’équation q′(w′) = 0 est la même équation que
Q̃(ṽ) = 0. Soit alors v ∈ TxZ se relevant en ṽ, et Q la forme quadratique
sur TxZ, équation du cône tangent à Z en x, induisant Q̃ sur Tx̃Z̃. On a
montré que v est un élément non nul de rad(Q) sur lequel Q s’annule. La
forme quadratique Q n’est donc pas ordinaire et x ne peut être un point
double ordinaire de Z. C’est absurde.
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On peut alors prouver la proposition 7.4.2 :

Preuve de la proposition 7.4.2. La variété XA n’est pas défective par 7.4.4
(i), de sorte que µ est bien défini.

Soit H un point général de X∨A. Soit p−1
2 (H) ⊂ XA le lieu schématique le

long duquel H est tangent à XA ; par définition de µ, on a µ = long(p−1
2 (H)).

Par [35] I (8) et (9), p−1
2 (H) = Sing(XA ∩H) où le lieu singulier de XA ∩H est

muni de la structure schématique donnée par le (k−1)-ième idéal de Fitting du
faisceau des différentielles de Kähler.

Comme H est choisi général, par le lemme 7.4.5, XA ∩H a un unique point
singulier qui est un point double ordinaire. Pour calculer Sing(XA ∩ H), on
peut travailler dans le complété de XA ∩ H en ce point. Par [1] Exp. XV Th.
1.2.6, celui-ci est isomorphe au le lieu des zéros dans K[[x1, . . . , xk]] de la forme
quadratique ordinaire canonique x1x2 + · · · + xk−1xk si k est pair ou x1x2 +
· · ·+ xk−2xk−1 + x2

k si k est impair.
Sur ces équations, il est facile de calculer le (k − 1)-ième idéal de Fitting

du faisceau des différentielles : c’est 〈x1, . . . , xk〉 sauf si k est impair et K est
de caractéristique 2 auquel cas c’est 〈x1, . . . , xk−1, x

2
k〉. Dans le premier cas, le

sous-schéma qu’il définit est un point réduit et µ = long(p−1
2 (H)) = 1. Dans le

second cas, il définit un sous-schéma de longueur 2 et µ = long(p−1
2 (H)) = 2.

Comme n = N − c est de parité opposée à k = c + N − 1, la proposition est
démontrée.

7.4.3 Preuve du théorème principal

On commence par montrer que dans les cas non traités par le lemme 7.4.4,
XA est défective.

Lemme 7.4.6. Supposons d1 = · · · = dc = 1 et c < N + 1. Alors XA est
défective.

Preuve. Les Fi sont des formes linéaires. La sous-variété D de V correspond au
lieu où elles ne sont pas indépendantes, et est donc décrit par l’annulation d’un
certain nombre de mineurs. On en déduit aisément que ce lieu est de codimension
≥ 2 dans V . Par le corollaire 7.3.3, XA est alors défective.

On obtient alors une preuve du théorème 7.1.3.

Preuve du théorème 7.1.3. On distingue deux cas.

(i) Supposons qu’on n’ait pas d1 = · · · = dc = 1 et c < N + 1. Alors, par
le lemme 7.4.4, XA n’est pas défective, et la preuve du théorème 7.1.3
en caractéristique nulle fonctionne encore. Il faut seulement remplacer le
théorème 7.2.1 par le théorème 7.4.1 (i), et évaluer µ à l’aide de la propo-
sition 7.4.2.

(ii) Si d1 = · · · = dc = 1 et c < N+1, XA est défective par le lemme 7.4.6. Par
le corollaire 7.3.3, D est de codimension ≥ 2 dans V , de sorte que ∆ = 1,
et que tous les degrés qu’on cherche à calculer sont nuls. D’autre part,
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la preuve fournie en caractéristique nulle fonctionne sans modifications en
caractéristique quelconque, en faisant intervenir le théorème 7.4.1 (ii) à la
place du théorème 7.2.1. Les termes de droite dans l’énoncé du théorème
7.1.3 sont donc également nuls. Le facteur 1

µ ne joue alors aucun rôle, et
le théorème est démontré.

7.4.4 Réduction modulo p du discriminant

On montre dans ce paragraphe le théorème 7.1.7.

Preuve du théorème 7.1.7. La situation décrite dans le paragraphe 7.1.1 se
met en famille sur Spec(Z) : on dispose d’un fibré vectoriel géométrique VZ sur
Spec(Z), et d’un sous-schéma fermé réduit DZ de celui-ci. On note ∆Q et ∆Fp
les polynômes discriminant sur Q et Fp.

Si d1 = · · · = dc = 1 et c < N + 1, ∆Q = 1 par le lemme 7.4.6 et le corollaire
7.3.3, et le théorème est évident. Dans le cas contraire, toutes les fibres sont
des hypersurfaces par le lemme 7.4.4 et le corollaire 7.3.3. Elles cöıncident en-
semblistement avec le lieu discriminant, et sont donc irréductibles par le lemme
7.3.2. Par conséquent, la réduction modulo p de ∆Q s’annule précisément sur
le lieu discriminant, et est donc une puissance de ∆Fp . Comparant les degrés
à l’aide du théorème 7.1.3, on voit que cette puissance est 1 sauf si p = 2 et
n est pair, auquel cas cette puissance vaut 2. Comme ∆Fp est irréductible par
définition, cela conclut.
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7:344–359, 1944.

[69] E. Viehweg : Quasi-projective moduli for polarized manifolds, volume 30
de Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete (3). Springer-Verlag,
Berlin, 1995.

[70] A. H. Wallace : Tangency and duality over arbitrary fields. Proc. London
Math. Soc. (3), 6:321–342, 1956.


