Espaces de modules d’intersections completes
lisses

Olivier BENOIST

These dirigée par Olivier DEBARRE

Cette these n’a pas encore été soutenue. Ce manuscrit est donc provisoire.






Table des matieéeres

Introduction

0.1 Espaces de modules de variétés polarisées . . . . . .. ... ...
0.1.1 Espaces de modules de courbes . . . . . .. .. ... ...
0.1.2 Généralisations en dimension supérieure . . . . . . . . . .
0.1.3 Espaces de modules de variétés de Fano . . . . . . . ...

0.2 Intersections completes lisses . . . . . .. . .. .. ... ..
0.2.1 Notations . . . . . .. ... oo
0.2.2 Enoncés des principaux théoremes . . .. ... ... ...

0.2.2.1 Automorphismes . . . . . .. ... ...
0.2.2.2 Séparation . . . . ... oL
0.2.2.3 Quasi-projectivité . . . . ... ... ... ...
0.2.3 Limites desrésultats . . . . .. .. ... ... ...
0.2.3.1 Séparation . . .. ... ...
0.2.3.2  Quasi-projectivité . . . . ... ...
0.24 Plandutexte . . . . .. .. .. ... .. ... ...

Préliminaires

1.1 Images directes et changement de base . . . . . . .. ... .. ..
1.2 Foncteurs et schéma de Picard . . . . ... ... .. .......
1.3 Champs quotients . . . . . . . . . ... ...

Généralités sur les intersections complétes

2.1 Intersections completes . . . . . . . ... Lo
2.1.1 Définition et notations . . . . . . .. ...
2.1.2  Suites régulieres globales . . . . . . .. ... ... .....
2.1.3 Cohomologie cohérente . . . . . . . .. ... ... ... ..
2.1.4 Premieres applications . . . . . . ... ... L.
2.1.5  Changement du corps de base . . . . . .. ... ... ...
2.1.6  Générisation . . . . ... L

2.2 Schéma de Hilbert . . . . . . ... ... ... .. ... ......
2.2.1 Définition . . . . . . ..o
2.2.2  Une construction explicite . . . . . . . ... .. ... ...
2.2.3 Représentabilité du foncteur . . . . . . ... ... L.
2.2.4 Identification du schéma de Hilbert . . . . . . . ... ...

CSRES IES RN |

11

11
11
12
12
13
13
14
14

17
17
20
21



TABLE DES MATIERES

2.2.5  Application au changement de base . . . . . . . ... ... 36
2.3 Champdemodules . . . . ... .. ... .. ... .. ... . 37
2.3.1 Définition du champ de modules . . . . . ... ... ... 37
2.3.2 Calcul du foncteur des points . . . . . . ... ... ... 37
Séparation 41
3.1 Imtroduction . . . . . .. . .. ... 41
3.1.1 Notations . . . . . .. ... . o 41
3.1.2 Séparation du champ de modules . . . . . . .. ... ... 41
3.1.3 Conjecture de Pukhlikov . . . . . . ... ... ... .... 42
3.1.4 Structure de la démonstration . . . . . . ... ... ... 43
3.2 Automorphismes projectifs . . . ... ... 43
3.2.1 Description de 'automorphisme f,, . . . . ... ... ... 43
3.2.2  Spécialisation de 'automorphisme f,, . . . . .. . ... .. 44
3.3 Etude des équations de petit degré . . . . . . ... ... ... L. 45
3.3.1 Spécialisation d’équations . . . . . ... .. .. ... ... 45
3.3.2 Equations dedegréd>3 . ... ... ... ... ... 45
3.3.3 Bquationsdedegré 2. . . . . ... ... ... ... .... 46
334 Findelapreuve . .. ... ... ... ... ... ... 47
Automorphismes 49
4.1 Schéma en groupes des automorphismes . . . . .. ... ... .. 49
4.1.1 Notations . . . . . . . .. .. 49
4.1.2 Automorphismes d’une variété . . .. .. ... ... ... 49
4.1.3 Automorphismes d’une variété polarisée . . . . . . .. .. 50
4.1.4 Cas des intersections completes . . . . .. .. ... ... 50
4.2 Automorphismes des intersections complétes lisses . . . . . . . . . 51
4.2.1 Enoncé du théoréme . . . . . . . ... 51
4.2.2 Cas des hypersurfaces . . . ... ... ... ... ... .. 52
4.2.3 Codimension supérieure . . . . . . .. ... ... ... 52
4.3 Preuve du théoreme . . . . . ... ... ... 52
4.3.1 Champs de vecteurs sur les intersections completes lisses . 52
4.3.2 Quadriques . . . . . . ... 55
4.3.3 Intersections de deux quadriques . . . . . ... .. .. .. 56
434 Findelapreuve . . . .. .. ... ... 58
4.4 Propriété de Deligne-Mumford . . . ... ... ... ... .. .. 59
Quasi-projectivité 61
5.1 Introduction. . . . . . . . . . ... L 61
51.1 Conventions . . . . . . . . .. . 61
5.1.2  Enoncé des théorémes principaux . . . . .. .. ... 61
5.1.3 Stratégie de lapreuve . . . . . . ... ... ... ... 62
5.1.4 Plan du chapitre . . . . ... ... oL 63
5.2 Minoration du a-degré . . . . . .. ... Lo L. 63
5.2.1 Notations . . . . . .. ... o 63

5.2.2 Dlinégalité . . . . . . . . .. 64



TABLE DES MATIERES

5.2.3 Etude d’'une équation . . . ...
5.2.3.1 Lien entre a-degré et singularités . . . . . . . ..

5232 Dentier s(F) . . ... ... ... ... ....

5233 Lesentiersvs(F) . . . . .. .. .

5.2.4 Equations d’une intersection complete lisse . . . . . . ..
5.2.4.1 Inégalitélarge . .. ... ... ... .. ... ..

5.2.4.2 Inégalité stricte . . .. ... ... ... .. ..

5.2.43 Optimalité . ... ... ... ... ... ...,

53 Affinité quand dy =---=d. . . . . .. ...
5.3.1 Constructions . . . . . . . ... ...
5.3.2 Preuve du théoreme 5.1.1 . . . .. ... ... ... . ...

5.4 Quasi-projectivité quand dy < dg =---=d. . . . ... ... ..
5.4.1 Constructions . . . . . . .. ... o
5.4.1.1 Hypersurfaces . ... .. ... ... .. ...,

5.4.1.2 Intersections completes . . . . . .. ... .. ..

54.1.3 Actionde SLy41 - -« o o o oo

5.4.2 Fibrésamplessur H . . . . . .. ... .. ... ......
5.4.2.1 Lien entre H et Hy, x 752_1 ...........

5.4.2.2 Calcul des fibrés amples . . . . . ... ... ...

5.4.3 Preuve du théoreme 5.1.2 . . . . . ... ... ... ....
5.4.3.1 Echec d'une stratégie naive . . . . ... ... ..

5.4.3.2 Calcul des fonctions g . . . . . ... ...

5.4.3.3 Application du critere d’Hilbert-Mumford . . . .

5.5 Hilbert-stabilité . . . . . ... ... ...
5.5.1 Généralités . . . . . . ..o
5.5.2 Majoration des fonctions pp . . . . ...
5.5.3 Condition nécessaire de Hilbert-stabilité . . . . . . . . ..

6 Exemples
6.1 Conventions et notations . . . . . ... ... ... oL
6.2 Courbesdegenre4d . . . . . . . .. .. oo
6.2.1 Identification du champ de modules . . . . .. ... ...
6.2.2 Courbes completes . . . . . .. ... oL
6.2.3 Compactification d’Igusa . . . . . .. .. ... ... ...
6.2.4 Chow-stabilité . . ... ... ... ... ... ... ..
6.3 Surfaces K3dedegré 6. . . . . ... ... ... ... ...,
6.3.1 Généralités sur les surfaces K3 . . . . ... .. ... ...
6.3.2 Identification du champ de modules . . . . .. ... ...
6.3.3 Compactification de Looijenga . . . . .. ... ... ...
6.3.4 Courbes completes . . . . . ... ... ... ...

7 Degrés du discriminant
7.1 Imtroduction. . . . .. .. ... .o
7.1.1 Enoncé du théoreme principal . . . . ... ...
7.1.2 Quelquesexemples . . . . . ... .. ... ... ...,
7.1.3 Stratégie de la démonstration . . . . . ... ... L.

65
65
65
66
69
69
71
71
72
72
73
74
74
75
76
78
78
78
82
84
84
84
87
88
89
90
92

95
95
95
96
97
98
101
102
102
103
104
105



6 TABLE DES MATIERES

7.2 Duale d’une variété torique . . . . ... ..o L. 111
7.2.1 Notations . . . . . . ... ... o 112
7.2.2 Equation deladuale . . . ... ... .. .. ........ 112
7.2.3 Actiondutore . .. ... .. ... 113
7.3 Degrés d’homogénéité du discriminant . . . . . .. ... ... .. 116
7.3.1 Interprétation torique du lieu discriminant . . . . . . . .. 116
7.3.2 Le polytope Q(c, N, (di)1<i<c) « « « v v v v v v oo o 118
7.3.3 Homogénéité en les équations . . . . . . .. ... .. ... 120
7.3.4 Homogénéité en les variables . . . . ... ... ... ... 122
7.4 Caractéristique finie . . . . . ... .. oL Lo 123
7.4.1 Equation deladuale . . .. ... ... ... ... ... 123
742 Calculdudegré p . ... ... ... 124
7.4.3 Preuve du théoréme principal . . . . . . . ... ... ... 127
7.4.4 Réduction modulo p du discriminant . . . . . .. ... .. 128

Bibliographie 128



Introduction

Cette introduction est constituée de deux parties. Dans la premiere, on brosse
un rapide tableau du domaine dans lequel s’inscrit cette these : la construction
et ’étude d’espaces de modules de variétés polarisées. On s’intéresse a ’histoire
de cette problématique, aux questions qu’elle recouvre, et a quelques théoremes
connus.

Dans la seconde, on énonce les résultats obtenus dans cette these. En parti-
culier, on explique comment ils s’inscrivent dans le cadre décrit dans la premiere
partie, et quelles en sont les limites. Enfin, on détaille précisément, chapitre par
chapitre, le contenu de cette these.

Pour ne pas alourdir cette introduction, la discussion y est parfois imprécise,
notamment dans la premiere partie.

0.1 Espaces de modules de variétés polarisées

0.1.1 Espaces de modules de courbes

Soit g > 2. Notons M, ¢ 'ensemble des classes d’isomorphismes de courbes
algébriques complexes propres, lisses, connexes et de genre g (ou, de maniére
équivalente, de surfaces de Riemann connexes compactes de genre g). Cet en-
semble parametre des variétés; on dit que c’est un espace de modules : I’espace
de modules des courbes lisses de genre g.

On peut faire remonter I’étude de M, ¢ & Riemann. Il montre heuristique-
ment qu’une surface de Riemann de genre g dépend de 6g—6 parametres réels, de
sorte qu’on peut considérer M, c comme étant de dimension 6g— 6. La premiere
construction rigoureuse est cependant due a Teichmiiller [68], qui munit M, ¢
d’une structure de variété analytique complexe (de dimension complexe 3g — 3).

Dans le livre [57], Mumford propose une construction algébrique de 1’espace
de modules des courbes : M ¢ y est muni d’'une structure de variété algébrique
complexe. Mumford fait méme mieux : il construit un espace de modules de
courbes M sur Z. C’est un schéma quasi-projectif dont les points géométriques
sont en bijection avec les classes d’isomorphisme de courbes algébriques propres,
lisses, connexes et de genre g sur tous les corps algébriquement clos (et non plus
seulement sur C). Cette construction a été 1'une des principales motivations de
Mumford pour le développement de la théorie géométrique des invariants.

7



8 TABLE DES MATIERES

Dans leur article [15], Deligne et Mumford effectuent deux avancées concep-
tuelles majeures. D’une part, ils réalisent que le bon objet & étudier n’est pas
I'espace de modules M, mais un champ algébrique M, : le champ de modules
des courbes lisses de genre g. De maniere informelle, M, est un objet qui en-
code toutes les familles de courbes de genre g. La variété algébrique M, est
son espace de modules grossier, c’est-a-dire le schéma qui I’approche le mieux.
D’autre part, ils introduisent une compactification Mg de Mg, qui parametre
des courbes avec quelques singularités autorisées : c’est ’espace de modules des
courbes stables de genre g. L’idée est d’autoriser suffisament de singularités pour
que Mg soit compact, mais suffisament peu pour qu’il reste séparé.

Finalement, des travaux indépendants de Knudsen [37] et de Gieseker et
Mumford [56] ont permis de montrer que espace de modules grossier ]\ng de
Mg est projectif.

0.1.2 Généralisations en dimension supérieure

De nombreux efforts ont été faits pour construire des espaces de modules de
variétés de dimension > 2, généralisant les espaces de modules de courbes. On
va ici décrire des résultats connus dans cette direction.

On travaille sur une base qui peut étre, par exemple, Spec(k) pour k un corps,
ou Spec(Z), et qu’on sous-entend systématiquement. On fixe une collection C
de familles plates de schémas dont les fibres géométriques sont des variétés
connexes projectives lisses polarisées (i.e. munies d’un fibré en droites ample).
On notera V la collection des variétés connexes projectives lisses polarisées qui
interviennent comme fibres géométriques d’une famille de C.

Si C vérifie une condition technique facile a vérifier (si C est localement
fermée, voir [69] 1.16), on peut construire un champ algébrique M¢ qui encode
toutes les familles de C. Quand C' est ’ensemble des familles lisses de courbes
de genre g polarisées par leur fibré canonique, on retrouve le champ M,.

Une premiére question est celle du caractére borné (ou limité) de C' : existe-t-
il une famille F' dans C, de base un schéma de type fini, telle que tout élément de
V intervienne comme fibre géométrique de la famille F'? Cette propriété permet
d’éviter qu’'un éventuel espace de modules grossier possede, par exemple, une
infinité de composantes irréductibles. En caractéristique nulle, on dispose du
grand théoréme de Matsusaka [52] :

Théoreme 0.1.1. En caractéristique nulle, si les variétés polarisées de V' ont
toutes le méme polynome de Hilbert, C' est bornée.

La deuxieme question est celle de la séparation du champ M. Il s’agit d’une
propriété d’unicité de la limite dans V' d’une famille & un parametre de variétés
polarisées de V. Un résultat général en ce sens est le théoreme de Matsusaka et
Mumford ([53]) ; remarquons que ce théoréme s’applique par exemple quand le
fibré canonique des variétés de V' est ample.
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Théoréme 0.1.2. Si les variétés de V ne sont pas birationnellement réglées
(i.e. ne sont pas birationnelles a une variété de la forme P xY ), le champ Mc
est séparé.

Par un théoréme de Keel et Mori ([34], [13]), quand M est séparé, il admet
un espace de modules grossier Mo qui est un espace algébrique séparé. On
s’'intéresse alors a la géométrie de cet espace de modules grossier M¢o. Est-ce
un schéma, un schéma quasi-projectif 7 On dispose par exemple du théoreme de
Viehweg [69] :

Théoréme 0.1.3. En caractéristique nulle, si les familles de C' sont polarisées
par leur fibré canonique relatif, Mc est un schéma quasi-projectif.

Restreignons-nous a la caractéristique nulle, et supposons que les familles
de C sont polarisées par leur fibré canonique relatif. Par analogie avec 1’espace
de modules des courbes stables, il est naturel de chercher & compactifier Mg
en autorisant des variétés polarisées singulieres, pour obtenir un champ Mg
propre possédant un espace de modules grossier projectif.

Le cas des surfaces a été traité par Kolldr et Shepherd-Barron [44]; le ca-
ractére borné des variétés singulieres autorisées étant dit & Alexeev [2], et la
projectivité de l'espace de modules grossier a Kolldr [40].

Suite & des avancées récentes en géométrie birationnelle (notamment dues
4 Hacon et McKernan) et & des travaux de Kolldr, on sait aujourd’hui quelles
classes de singularités et quelles familles autoriser pour compactifier M¢c en
dimension quelconque (voir le livre en préparation [43]).

On dispose ainsi d’un analogue en dimension supérieure des espaces de mo-
dules de courbes stables.

0.1.3 Espaces de modules de variétés de Fano

Les résultats décrits au paragraphe précédent s’appliquent a des variétés dont
le fibré canonique vérifie des conditions de positivité. On peut se demander ce
qu’il advient quand on considere d’autres problemes de modules de variétés
polarisées. Un exemple particulierement intéressant est le cas ol les variétés de
V sont des variétés de Fano (i.e. dont le fibré anticanonique est ample). Ce cas
particulier est motivé par 'intervention en théorie de Mori de fibrations a fibres
variétés de Fano, donc de familles de variétés de Fano. Dans ce paragraphe, on
se restreint a cette situation.

Dans cette these, les variétés qu’on manipulera seront explicites, de sorte
que le caractere borné des familles considérées sera évident. D’autre part, on
ne s’intéressera pas au probleme tres difficile de compactification du champ de
modules ; on ne considerera que des variétés lisses. Les questions qu’on étudiera
seront donc la séparation du champ M, et, quand celle-ci est vraie, la quasi-
projectivité de I’espace de modules grossier M¢.

Commencgons par une remarque facile et utile. Les stabilisateurs des points
géométriques de M s’identifient aux groupes d’automorphismes des variétés
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polarisées de V', qui sont des schémas en groupes affines. Si M est séparé, ces
stabilisateurs doivent étre propres; comme ils sont donc propres et affines, ils
sont méme finis. On a montré :

Remarque 0.1.4. Une condition nécessaire pour que M soit séparé est que
toute variété polarisée de V' ait un groupe d’automorphismes fini.

Bien str, des variétés de Fano peuvent avoir des groupes d’automorphismes
de dimension > 0 (c’est le cas de PV), et il faudra donc au moins exclure de tels
cas.

Regardons des exemples de petite dimension. En dimension 1, la seule variété
de Fano est P!, dont le groupe d’automorphismes est de dimension > 0; par la
remarque 0.1.4, la situation n’est pas intéressante.

En dimension 2, les variétés de Fano sont les surfaces de del Pezzo. Prenons
pour C' la collection des familles lisses de surfaces de del Pezzo de degré d
polarisées par leur fibré anticanonique. Au vu de la remarque 0.1.4, la question
est intéressante si 1 < d < 5. L’article [30] propose alors une construction de
M al'aide de théorie géométrique des invariants qui montre que le champ Mg
est séparé, et que son espace de modules grossier Mo est quasi-projectif.

En dimension 3, on peut parfois appliquer le théoreme 0.1.2 de Matsusaka
et Mumford via le corollaire suivant :

Corollaire 0.1.5. En caractéristique nulle, si V' est constitué de solides de
Fano lisses qui ne sont pas rationnels, M¢ est nécessairement séparé.

Preuve. Soit X un solide de Fano lisse birationnel & P! x Y. Comme X est
de Fano et que nous sommes en caractéristique nulle, X est rationnellement
connexe, de sorte que Y est une surface rationnellement connexe. Comme Y est
recouverte par des courbes rationnelles tres libres, toute forme pluricanonique
sur Y est nulle. La classification des surfaces montre alors que Y est birationnelle
a P! x C pour C une courbe. Comme Y est rationnellement connexe, C est
rationnelle, de sorte que Y, donc X sont rationnels. On a montré, comme voulu,
qu’un solide de Fano lisse non rationnel n’est pas birationnellement réglé.  [J

Cependant, pour certaines collections de solides de Fano a groupes d’auto-
morphismes finis, par exemple celle étudiée dans [14], la séparation de M n’est
pas connue :

Question 0.1.6. En caractéristique nulle, si V' est constitué de solides de Fano
de nombre de Picard 1, d’indice 1 et de degré 10, M est-il séparé?

Au vu de ces exemples, on peut plus généralement se demander si la finitude
du groupe d’automorphismes est la seule obstruction a la séparation d’un champ
de modules de variétés de Fano :

Question 0.1.7. Si les variétés de V sont des variétés de Fano a groupes d’auto-
morphismes finis, M est-il séparé ?



0.2. INTERSECTIONS COMPLETES LISSES 11

En ce qui concerne la quasi-projectivité de M¢, Kolldr a construit dans [42]
des exemples d’espaces de modules de variétés polarisées qui ne sont pas quasi-
projectifs. Cependant, les techniques de Kollar ne semblent pas permettre de
construire de tels exemples faisant intervenir des variétés de Fano. La question
suivante reste donc ouverte :

Question 0.1.8. Si V est constitué de variétés de Fano et si M est séparé, M¢
est-il un schéma quasi-projectif ?

Cette absence de résultats généraux contraste avec des exemples explicites
et tres étudiés d’espaces de modules de variétés de Fano.

On a déja évoqué les espaces de modules de surfaces de del Pezzo, dont des
compactifications géométriques ont été étudiées en [26]. Le cas particulier des
espaces de modules de surfaces cubiques a été I'objet de développements récents
[4]. Signalons, des travaux analogues concernant ’espace de modules des solides
cubiques [5] et des cubiques de dimension 4 [46].

0.2 Intersections completes lisses

On restreint maintenant la discussion au cas particulier qui nous intéresse.

0.2.1 Notations

On travaille sur Spec(Z). Fixons N > 2, 1<c< N-1let2<d; <---<d,
des entiers. On prend pour V I'ensemble des intersections completes lisses de
codimension ¢ dans PV définies par ¢ équations homogenes de degrés d, ..., d.
et polarisées par O(1). Le bon choix de C' est un peu technique; il sera précisé
au paragraphe 2.3.2.

On note M = Mg : c’est le champ de modules des intersections complétes
lisses polarisées par O(1). Il s’agit de 'objet d’étude principal de cette these.
Une définition précise en sera donnée dans la partie 2.3.

Remarquons que si dy+- - -+d. > N+1, le fibré canonique des variétés en jeu
est ample, de sorte qu’on rentre dans le cadre des résultats décrits au paragraphe
0.1.2. En revanche, si dy + --- +d. < N + 1, les variétés considérées sont de
Fano. Pour ces valeurs des parametres, on étudie donc des cas particuliers des
questions 0.1.7 et 0.1.8.

0.2.2 Enoncés des principaux théoréemes

Décrivons les principaux résultats concernant le champ M qu’on obtient.

0.2.2.1 Automorphismes

Le premier théoreme signifie que, sauf pour quelques exceptions, les auto-
morphismes projectifs d’une intersection complete lisse forment un schéma en
groupes fini réduit. Il y a deux types d’exceptions différents : dans le cas (i), ces
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groupes sont de dimension > 0; dans les cas (ii), (iii) et (iv), ils sont finis non
réduits.

Théoréme 0.2.1. Le champ M est de Deligne-Mumford sauf dans les cas sui-
vants :
(i) Sic=1etd; =2.
(i) Si N =2, c=1, d; =3, auquel cas il est de Deligne-Mumford au-dessus
de Spec(Z[3]).
(ii) Si N = 3, ¢ = 2, di = do = 2, auquel cas il est de Deligne-Mumford

au-dessus de Spec(Z[3]).

(iv) Si N > 5 est impair, ¢ = 2, di = do = 2, auquel cas il est de Deligne-
Mumford au-dessus de Spec(Z[1]).

Au vu de la remarque 0.1.4, cet énoncé peut étre vu comme un résultat facile
a tester indiquant que I’étude de la séparation de M est intéressante. C’est ce
qui a motivé pour nous son étude. Ce n’est cependant pas un énoncé plus faible
que la séparation du champ M car celle-ci ne dit rien sur le caractere réduit de
ces groupes d’automorphismes.

0.2.2.2 Séparation

Le champ de modules des quadriques ne peut étre séparé par la remarque
0.1.4 car le groupe de leurs automorphismes projectifs est de dimension > 0. On
montre que ce contre-exemple trivial est le seul :

Théoréme 0.2.2. Le champ M est séparé, sauf si c =1 et d; = 2.

Ce théoreme permet d’appliquer le théoreme de Keel et Mori pour obtenir :
Corollaire 0.2.3. Sil’on n’a pasc =1 et dy = 2, le champ M admet un espace
de modules grossier M qui est un espace algébrique séparé.
0.2.2.3 Quasi-projectivité

On peut alors étudier 1'espace de modules grossier M. On obtient les deux
résultats suivants :

Théoréme 0.2.4. Supposons que di = -+ = d. et que l'on n’a pas c = 1 et
dy = 2. Alors M est un schéma affine.

Théoreme 0.2.5. Supposons que ¢ > 2, que dy < dy = --- =d. et que
do(N—c+2)>di((c—1)(de —dy) + 1).
Alors M est un schéma quasi-projectif.
A Taide du théoreme 0.1.3 de Viehweg, on obtient comme corollaire :

Corollaire 0.2.6. En caractéristique nulle, si dy < dy = --- =d,. et si l’on n'a
pas c=1 et dy =2, M est un schéma quasi-projectif.
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0.2.3 Limites des résultats

On explique ici la portée de ces résultats, et quelles en sont les limites.

0.2.3.1 Séparation

Le théoreme 0.2.2 donne beaucoup d’exemples de champs de modules de
variétés de Fano qui sont séparés. Dans quelle mesure est-il pour autant un
indice sérieux que la question 0.1.7 ait une réponse positive 7

Pour de nombreuses valeurs des parametres, le champ M est en fait un
ouvert d’un champ M géométriquement plus pertinent. C’est par exemple ce
qui se passe dans les exemples étudiés au chapitre 6. Dans la partie 6.2, on fait
N =3,c¢c=2,d =2etdy, =3 et M est 'ouvert du champ de modules des
courbes lisses de genre 4 constitué des courbes non hyperelliptiques. Dans la
partie 6.3, on fait N =4, ¢ =2, d; = 2 et dy = 3 et M est I'ouvert du champ
de modules des surfaces K3 lisses polarisées de degré 6 constitué des surfaces
K3 non hyperelliptiques.

Donnons un exemple plus parlant, concernant des variétés de Fano. Placons-
nous en caractéristique nulle, et faisons N =4, c=1et dy =4 : M est 'espace
de modules des solides quartiques lisses. C’est un ouvert du champ de modules
M des solides de Fano lisses de nombre de Picard 1, d’indice 1 et de degré
4, qui parametre aussi des revétements doubles de quadriques ramifiés le long
d’une surface de degré 8 (voir [32] 4.1.11, 4.1.12). Ces solides ne sont jamais
rationnels par [31], de sorte qu’'on peut appliquer le corollaire 0.1.5 : le champ
M est séparé.

Dans une telle situation, la séparation de M est un énoncé plus faible que la
séparation de M. Il est donc possible que M soit un ouvert séparé d’un champ
de modules bien plus compliqué M.

Une maniere de donner plus de poids a ces exemples de champs de modules
séparés de variétés de Fano serait de montrer que l'espace de modules grossier
associé M n’est pas quasi-affine, ou mieux, qu’il contient des courbes compleétes.
En effet, si, par exemple, M contient des courbes completes, cela signifie que
le champ de modules considéré parametre suffisament de variétés pour que la
vérification de la séparation ait représenté une gageure.

Question 0.2.7. L’espace algébrique M contient-il des courbes completes 7

Je ne sais vérifier cela que pour une valeur des parametres, ou la réponse est
classique (voir le paragraphe 6.2.2) :

Proposition 0.2.8. Si N =3, c =2, dy =2 et dy = 3, l’espace algébrique M
contient des courbes complétes.

Bien siir, cet exemple ne concerne pas des variétés de Fano. Cependant, il
a le mérite de montrer que les espaces de modules grossiers construits par le
corollaire 0.2.3 ne sont pas tous quasi-affines. Ces questions sont en général
difficiles ; un autre exemple est évoqué au paragraphe 6.3.4.
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0.2.3.2 Quasi-projectivité

Enongons explicitement le cas particulier suivant de la question 0.1.8, auquel
les théoremes 0.2.4 et 0.2.5 répondent partiellement :

Question 0.2.9. L’espace algébrique M est-il un schéma quasi-projectif ?

Les conditions sur les degrés dans 1’énoncé du théoreme 0.2.5 sont artifi-
cielles ; ce sont des artefacts de la démonstration. Plus précisément, on utilise
la théorie géométrique des invariants, et on a besoin pour cela d’une compacti-
fication du schéma de Hilbert H des intersections completes lisses et d’un fibré
ample sur cette compactification. La premiere condition d; < dy = --+ = d, as-
sure D'existence d’une compactification H dont la géométrie est tres simple; la
seconde condition da(N —c+2) > di((c—1)(d2 —d1) +1) reflete I'existence d’un
fibré ample sur H qui permet d’appliquer la théorie géométrique des invariants.

Pour répondre a la question 0.2.9 pour d’autres valeurs des d; en suivant la
méme stratégie, il faudrait travailler avec une autre compactification de H.

Meéme dans des cas ou la démonstration fonctionne, la compactification uti-
lisée ne semble pas naturelle. D’une part, les points du bord H \ H n’ont pas
tous une interprétation géométrique (par exemple, H n’est pas la base d'une
famille plate de variétés). D’autre part, certains fibrés en droites sur H qu’il
aurait été naturel d’utiliser pour appliquer la théorie géométrique des invariants
s’averent ne pas étre amples. Cela sera mis en évidence dans les exemples étudiés
au chapitre 6 (voir les remarques 6.2.8, 6.2.11 et 6.3.6).

Suivant Mumford, on peut chercher & utiliser comme compactification le
schéma de Hilbert de PV, et comme fibrés amples les fibrés de Pliicker naturels
sur celui-ci. On s’intéressera a cette stratégie dans la partie 5.5. En particulier,
le paragraphe 5.5.3 discute la question suivante :

Question 0.2.10. Supposons qu’on n’a pas ¢ = 1 et d; = 2. Les intersections
completes lisses sont-elles Hilbert-stables ?

0.2.4 Plan du texte

Décrivons maintenant précisément comment les différents chapitres s’arti-
culent.

Le premier chapitre rassemble, faute de références commodes, des résultats
standards, de nature technique, qui seront utilisés dans toute cette these. Le
lecteur est invité a ne s’y référer qu’en cas de besoin.

Le deuxiéme chapitre regroupe tous les résultats généraux sur les intersec-
tions completes qu’on utilisera par la suite. Une grande partie est classique; on
prend le parti de détailler beaucoup pour le confort du lecteur.

L’essentiel repose sur des calculs de cohomologie cohérente des intersections
completes menés au paragraphe 2.1.3. On y construit de maniere détaillée le
schéma de Hilbert H* des intersections complétes (partie 2.2), puis le champ
de modules M des intersections complétes polarisées par O(1) (partie 2.3)
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— ainsi que leurs ouverts respectifs H et M paramétrant des intersections
completes lisses.

Dans le troisieme chapitre, on étudie la séparation du champ de modules M.
L’objectif en est la preuve du théoreme 0.2.2 (théoréme 3.1.1). On fait le lien
entre ce résultat et une conjecture de Pukhlikov.

Comme mentionné ci-dessus, une conséquence importante est l’existence
d’un espace de modules grossier M qui est un espace algébrique séparé.

Dans le quatrieme chapitre, on étudie le schéma en groupes des automor-
phismes des intersections completes lisses polarisées par O(1). Le résultat prin-
cipal est le théoreme 4.2.1; on montre notamment que, a quelques exceptions
pres, ce schéma en groupes est fini et réduit. Ce théoréeme généralise au cas des
intersections complétes un théoreme de Kodaira et Spencer sur les hypersurfaces
complexes (voir la discussion au paragraphe 4.2.2).

Remarquons que, contrairement a ce qu’on a laissé entendre plus haut, et
qui aurait été plus naturel, I’étude de la séparation de M précede ici celle des
groupes d’automorphismes. La raison pour cela est que, faute d’argument plus
simple, on déduira le théoreme 4.2.1 quand N > 5 est impair, ¢ = 2, dy = dy = 2
et car(k) = 2 de la séparation de M.

On en déduit dans la partie 4.4 une preuve du théoréme 0.2.1 (théoréme
4.4.1).

Dans le cinquieme chapitre, on s’intéresse au champ de modules grossier M ;
on montre pour certaines valeurs des parametres la quasi-projectivité de M sur
Spec(Z).

L’essentiel de ce chapitre est consacré a la preuve des théoremes 0.2.4 et 0.2.5
(théorémes 5.1.1 et 5.1.2). Il s’agit d’une application de la théorie géométrique
des invariants de Mumford. Les principaux ingrédients sont le calcul du cone
ample d’une compactification explicite H du schéma de Hilbert H (proposition
5.4.6), et une inégalité qui permettra d’y vérifier le critere d’Hilbert-Mumford
(théoreme 5.2.1). On renvoie & la partie 5.1 pour plus de détails.

Enfin, dans la derniére partie 5.5, on discute ’éventuelle Hilbert-stabilité des
intersections completes lisses.

Dans le sixieme chapitre, on illustre sur deux exemples les constructions des
chapitres précédents. Le premier (N = 3, ¢ =2, d; = 2 et da = 3) est un espace
de modules de courbes, et le second (N =4, ¢ =2, dy = 2 et dy = 3) un espace
de modules de surfaces K3 polarisées.

Dans chacun de ces exemples, on s’'intéresse & deux questions. D’une part,
I'utilisation de compactifications connues des espaces de modules concernés per-
met de montrer les limites des constructions du chapitre 5 (paragraphes 6.2.3,
6.2.4 et 6.3.3). Cela permet de faire le lien avec des travaux de Casalaina-Martin,
Jensen et Laza [11] et de Looijenga [50]. D’autre part, on étudie 'existence de
courbes complétes dans l'espace de modules grossier M (paragraphes 6.2.2 et
6.3.4).
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Finalement, dans le dernier chapitre, on s’intéresse a la question suivante,
largement indépendante de ce qui précéde. On considere le polynéme discrimi-
nant : c’est le polynéme en les coefficients de ¢ équations homogenes de degrés
dy,...,d. qui sannule si et seulement si ces équations ne définissent pas une
intersection complete lisse. Le but de ce chapitre est de calculer les degrés d’ho-
mogénéité du discriminant en les coefficients de chacune des équations : c’est
I’objet du théoreme 7.1.3. On applique, en la généralisant, une méthode due a
Gel'fand, Kapranov et Zelevinsky [18]. On prend notamment en compte 'in-
fluence de la caractéristique du corps de base.

Ce théoreme est utilisé a deux reprises dans les chapitres précédents. Dans
le cinquieme chapitre, il montre qu'une stratégie naive pour prouver la quasi-
projectivité de M quand ¢ = 2 et d; < da échoue toujours (paragraphe 5.4.3.1).
Dans le sixieme chapitre, il est utilisé dans la preuve du lemme 6.2.6. C’est la
premiere de ces deux applications qui a motivé cette étude.

Ce chapitre a été accepté aux Annales de I'Institut Fourier. Son contenu est
identique a la version qui sera publiée, a I’exception de 'exemple 7.1.13, signalé
par le referee, qui ne figure pas dans le texte publié.



Chapitre 1
Préliminaires

On trouvera dans ce chapitre des notations et résultats utilisés dans tout
ce texte, et qu’il est agréable de regrouper ici pour pouvoir y faire référence
aisément. Tous ces résultats sont classiques. On conseille au lecteur de ne se
reporter a ce chapitre que si nécessaire.

1.1 Images directes et changement de base

Tout d’abord, on énonce des théoremes dus a Grothendieck sur la compati-
bilité aux changements de base des images directes de faisceaux quasi-cohérents.
On explique ou trouver dans la littérature des preuves de ces énoncés.

On rappelle la définition suivante :
Définition 1.1.1. Soient f : X — Y un morphisme de schémas, F un faisceau
de Ox-modules et g : Y/ — Y un morphisme de schémas. On dit que la for-

mation de f,F commute au changement de base par g si, avec les notations du
diagramme cartésien ci-dessous :

’

X/g;)X

U

Y/ L} 1/'7
I’homomorphisme de changement de base g* f..F — f.g'*F est un isomorphisme.
Indiquons avant tout une propriété formelle de cette notion :

Proposition 1.1.2. Soient f : X — Y un morphisme de schémas et F un

17
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faisceau de Ox-modules. On consideére les diagrammes cartésiens suivants :

% q'
X' —— X ——X

b

Yoy Y,

ou g et h sont des morphismes de schémas.

Supposons que la formation de f.JF commute au changement de base par
g. Alors la formation de f.F commute au changement de base par g o h si et
seulement si la formation de f.(g"*F) commute au changement de base par h.

Preuve. C’est [16] Coro. 4.36. O

On dispose de la proposition suivante relativement au changement de base
par un morphisme plat.

Proposition 1.1.3. Soient f : X — Y un morphisme de schémas séparé et
de type fini et F un faisceau quasi-cohérent sur X. Alors la formation de f.F
commute a tout changement de base plat.

Preuve. C’est [21] Prop 1.4.15. O

On en déduit une propriété de descente de la commutation a tout changement
de base :

Proposition 1.1.4. Soient f : X — Y un morphisme de schémas séparé et
de type fini et F un faisceau quasi-cohérent sur X. On considére le diagramme
cartésien suivant :

’

XZq;>X

sz lf
Z 4(]) 5/'7

ot q est un morphisme de schémas fidélement plat.
Supposons que la formation de fz.(q*F) commute o tout changement de
base. Alors la formation de f.JF commute a tout changement de base.

Preuve. Soit g : Y — Y un morphisme de schémas. On note Z' = Z xy Y.
Soient f': X' — Y et f, : X/, — Z’ les tirés en arriere de f : X — Y. Par
abus de notation, on notera toujours F les tirés en arriere de F sur X', Xz et
X7,

Par la proposition 1.1.3, la formation de f,F commute au changement de
base par ¢ : Z — Y. Par hypothese, la formation de fz.(¢*F) commute au
changement de base par la projection Z’ — Z. Ainsi, par la proposition 1.1.2,
la formation de f,F commute au changement de base par Z/ — Y.

De plus, & nouveau par la proposition 1.1.3, la formation de f.F commute
au changement de base par la projection Z’ — Y’. On déduit alors du dia-
gramme commutatif [16] Prop. 4.35 que le morphisme de changement de base
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g* [+ F — fLF devient un isomorphisme apres pull-back sur Z’. Comme Z' — Z
est fidelement plat, c’est un isomorphisme. On a montré que la formation de
f«F commutait au changement de base par g, donc a tout changement de base
car g est arbitraire. O

Enongons alors plusieurs criteres de commutation a tout changement de base.

Proposition 1.1.5. Soient f : X — Y un morphisme de schémas propre et de
présentation finie et F un faisceau quasi-cohérent et de présentation finie sur
X et plat surY.

On suppose que pour tout y € Y, h'(X,, F,) = 0. Alors f.F est localement
libre et sa formation commute a tout changement de base.

Preuve. Expliquons tout d’abord pourquoi le cas ou Y est noethérien est
conséquence des résultats généraux de [22] 7.7 et 7.8. On conserve les nota-
tions de ce texte en prenant pour P, le complexe réduit a F placé en degré
0. En particulier, pour p € Z et M un Oy-module quasi-cohérent, on pose
Tp(M) = R7Pf (F @0, M).

Vu I'hypothese sur le H' des fibres, la condition [22] 7.7.10 (b) est vérifiée
pour p = —1 et pour tout y € Y, de sorte que T_; est exact a droite. Alors,
par [22] 7.7.5 II (a)=-(d) pour p = —1, la formation de R'f.F commute & tout
changement de base. L’hypothese sur le H' des fibres montre alors que, pour
tout y € Y, (R'f.F), = 0. Comme F est cohérent, R f.F est aussi cohérent
de sorte que, par le lemme de Nakayama, 7_1(Oy) = R!f.F = 0. Par [22] 7.7.5
II (a)=(a’) pour p = —1, on a donc 7_; = 0; en particulier, 7_; est exact &
gauche. Alors, par [22] 7.7.5 II (b)=-(d),(a) pour p = 0, la formation de f,F
commute & tout changement de base et Ty est exact a droite. Par [22] 7.7.5 1T
(a)=(b) pour p = 1, comme T; = 0, Ty est exact & gauche, donc exact ; suivant
la terminologie de [22], F est homologiquement plat sur Y en dimension 0. On
peut alors appliquer [22] 7.8.4 (a)=(d) pour p = 0 pour montrer que f,F est
localement libre.

Le cas général se déduit du cas noethérien par les techniques générales de
[24], comme expliqué tres précisément dans [16] Prop 4.37. O

Proposition 1.1.6. Soient f : X — Y un morphisme de schémas propre et de
présentation finie, F un faisceau quasi-cohérent de présentation finie sur X et
plat sur'Y .

On suppose que Y est réduit et que la fonction y — hY(X,, F,) surY est
constante. Alors foF est localement libre et sa formation commute a tout chan-
gement de base.

Preuve. On procede comme dans la preuve précédente dont on reprend les
notations. La réduction au cas ou Y est noethérien est similaire, et on se contente
d’expliquer pourquoi ce cas particulier est conséquence des résultats généraux
de [22] 7.7 et 7.8.

Les hypothéses permettent d’appliquer [22] 7.8.4 (e)=-(d) pour p = 0 pour
montrer que f.F est localement libre. Par ailleurs, par [22] 7.8.4 (e)=-(a) pour
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p = 0, T est exact, de sorte que, par [22] 7.7.5 II (a)=(d) pour p = 0, la
formation de f.JF commute a tout changement de base. O

Proposition 1.1.7. Soient f : X — Y un morphisme propre entre schémas
noethériens, et F un faisceau cohérent sur X et plat surY .

On suppose que pour tout y € Y, HO(Xoy,]:@y) — H°(X,,F,) est surjec-
tive. Alors f«JF est localement libre et sa formation commute d tout changement
de base.

Preuve. On procede comme dans les preuves précédentes dont on reprend les
notations. On se contente d’expliquer pourquoi cet énoncé est conséquence des
résultats généraux de [22] 7.7 et 7.8.

Par hypothese, la condition [22] 7.7.10 (b) est vérifiée pour p = 0 et pour
tout y € Y, de sorte que 7o est exact & droite. Ainsi, par [22] 7.7.5 II (a)=(d)
pour p = 0, la formation de f,F commute & tout changement de base. D’autre
part, par [22] 7.7.5 II (a)=-(b) pour p = 1, comme T; = 0, Ty est exact & gauche,
donc exact ; suivant la terminologie de [22], F est homologiquement plat sur Y’
en dimension 0. On peut alors appliquer [22] 7.8.4 (a)=(d) pour p = 0 pour
montrer que f,F est localement libre. O

Enfin, on utilisera a plusieurs reprises cette propriété de commutation au
changement de base a travers le lemme suivant :

Lemme 1.1.8. Soient f : X — Y wun morphisme propre de schémas et L un
fibré en droites sur X trés ample sur les fibres de f tel que la formation de f.L
commute a tout changement de base. Alors L est trés ample relativement a f.

Preuve. Pour tout y € Y, H%(X,, L,) — L, est surjectif car £, est engendré
par ses sections globales. Par commutation au changement de base par y — Y,
cela montre que (f* f.L), — L, est surjectif pour tout y € Y, donc, appliquant
le lemme de Nakayama & son conoyau, que f*f,L — L est surjectif. On obtient
donc un morphisme i : X — P(f.L£), qui, en restriction a X,, coincide avec
X, —P(H(X,,L,)) (on utilise ici la notation de Grothendieck concernant les
fibrés projectifs).

Il faut montrer que i est une immersion fermée. Comme 7 est propre et quasi-
fini, 7 est fini, donc affine. Il suffit donc de montrer que le morphisme de faisceaux
Op(y. ) — 1xOx est surjectif. En appliquant a nouveau le lemme de Nakayama,
on est ramenés & montrer que pour tout y € Y, (Op(s,z))y — (i+Ox), est sur-
jectif. On a vu que le faisceau de gauche coincide avec Op(go(x, c,))- Le faisceau
de droite coincide avec iy’*(’)Xy par affinité de i. La surjectivité recherchée est
donc conséquence du fait que £, est tres ample sur X,,. O

1.2 Foncteurs et schéma de Picard

Les conventions que l'on fait sur les foncteurs et schémas de Picard sont
celles de [16] Chap. 9. On les rappelle brieévement ici.
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Si f: X — S est un morphisme de schémas, Picx /g est le foncteur qui & un
S-schéma T' associe Picx,s(T") = Pic(X7)/Pic(T). On note Pic(x,g)(ppr) son
faisceautisé pour la topologie fppf. Si ce dernier foncteur est représentable, on
note Picx,s I'espace algébrique qui le représente.

Par [16] 9.4.8, si f est projectif plat a fibres géométriquement integres,
Picx /g existe et est un S-schéma séparé localement de type fini. Par [16] 9.4.4,
sa formation commute a tout changement de base.

Le lemme suivant nous permettra de tester 1’égalité de deux éléments de
Picx/s)(tppr) (9) :

Lemme 1.2.1. Soit f : X — S un morphisme de schémas propre, plat et de
présentation finie a fibres géométriques integres. On suppose que S est réduit.
Alors, si L1 et Lo sont deux faisceaux inversibles sur X tels que pour tout s € S,
L1]x, ~ La|x,, L1 et Ly coincident dans Pic(x/s)ppf) (S)-

Preuve. Quitte & remplacer £, par £1 ® /32_1, on peut supposer que Lo ~ Ox.
Alors, pour s € S, H*(X,, L1|x,) = HY(X,, Ox,) = k(s) par hypothese sur X.
On peut donc appliquer la proposition 1.1.6 : f,L£; est un faisceau inversible sur
S.

Notons M = L1 ® f*(f«£1)~!. Alors, par formule de projection, f.(M) ~
Og. Toujours par la proposition 1.1.6, la formation de cette image directe com-
mute & tout changement de base. On note o € H°(X, M) la section correspon-
dant & 1 € H(S,0g). Si s € S, par commutation au changement de base par
s — S, olx, est un élément non nul de H°(X,, M) ~ H°(X;, Ox,) = k(s).
Ainsi, o|x, est nulle part nul sur X, de sorte que M, possédant une section
globale ¢ nulle part nulle, est trivial.

Ainsi, £1 ~ f*f.L1, ce qui montre immédiatement que £y est isomorphe a
Ox Zariski-localement sur S. O

1.3 Champs quotients

On effectue dans cette partie des rappels sur les champs quotients. Attention :
on travaille ici avec des actions & gauche alors que [45], qui nous sert de référence,
considere des actions a droite.

Soit S un schéma. On note (Sch/S) la catégorie des S-schémas. Soient X
un S-schéma et G un S-schéma en groupes séparé, lisse et de présentation finie.
On suppose que G opere & gauche sur X par o : G xg X — X. On note [G\ X]
la catégorie fibrée en groupoides sur (Sch /S) définie comme suit. Si T' est un
S-schéma, la catégorie [G\X](T) a pour objets :

Gr-torseurs fppf a gauche P sur T
[G\X](T) = { munis d’un morphisme Gp-équivariant o : P — Xp } (1.1)

et une fleche P’ — P au-dessus du morphisme de schémas TV — T est un



22 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

diagramme cartésien
pPP——P

| ]

77 —T

respectant les structures de torseurs et les morphismes équivariants.

Par [45] 4.6.1 et 9.6, [G\X] est un S-champ algébrique dont une présentation
est donnée par le 1-morphisme canonique P : X — [G\ X], et on a un diagramme
2-cartésien :

Gxs X —"—X (1.2)

P, b
X — [G\X]

Faute de référence explicite, on rassemble ci-dessous trois propositions reliant
les propriétés de [G\X] & celles de l'action de G sur X.

Proposition 1.3.1. Sous les hypothéses ci-dessus, le champ algébrique [G\X]
est lisse sur S si et seulement si X est lisse sur S.

Preuve. C’est une conséquence de la définition de la lissité ([45] 4.14) et de
Pexistence de la présentation P : X — [G\X] de [G\ X]. O

Proposition 1.3.2. Sous les hypothéses ci-dessus, le champ algébrique [G\X]
est séparé si et seulement si le morphisme (o,p2) : G Xg X — X xg X est
propre.

Preuve. Comme conséquence formelle du fait que le diagramme (1.2) est 2-
cartésien, le diagramme ci-dessous, ot 'on a noté A le morphisme diagonal de
[G\X], est également 2-cartésien :

Gug X —TP) L x o x (1.3)

for o

[G\X] —2— [G\X] x5 [G\X]

Comme P est lisse et surjectif, (P, P) est également lisse et surjectif, donc un
recouvrement fppf. Par conséquent, par [45] 7.11.1, (o, pa) est propre si et seule-
ment si A Pest. Enfin, par [45] 7.7, A est propre si et seulement si [G\X] est
séparé. O

Proposition 1.3.3. Sous les hypothéses ci-dessus, le champ algébrique [G\X]
est de Deligne-Mumford si et seulement si les stabilisateurs géométriques de
laction de G sur X sont finis et réduits.
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Preuve. Par [45] Th. 8.1, [G\X] est de Deligne-Mumford si et seulement si le
morphisme diagonal de [G\ X] est non ramifié. Vu le diagramme cartésien (1.3),
comme étre non ramifié est une propriété locale sur la base pour la topologie
fppf ([25] 17.7.4), cela est équivalent au fait que le morphisme (o, p2) : GxgX —
X Xg X est non ramifié. Par [25] 17.4.2 d), cela revient & dire que les fibres de
(o,p2) : G xg X - X xg X sont non ramifiées, donc, par [25] 17.7.4, que les
fibres géométriques de (o, p2) : G xg X — X xg X sont non ramifiées.

Supposons que c’est le cas. Soient K un corps algébriquement clos et = €
X (K) un point géométrique de X. Alors la fibre géométrique de (o, p2) en (z, x)
s’identifie au stabilisateur de = par G. Comme il est non ramifié sur Spec(K),
il est réunion disjointe de copies de Spec(K) par [25] 17.4.2 d’). Comme il est
de plus de type fini, il y a un nombre fini de telles copies. Ce stabilisateur
géométrique est donc bien fini réduit.

Réciproquement, supposons les stabilisateurs géométriques de I’action de G
sur X finis réduits. Soient K un corps algébriquement clos et (x,y) € (X xg
X)(K) un point géométrique. Si la fibre de (o, p2) en (z,y) est vide, il n’y a rien
a vérifier. Sinon, il existe g € G(K) tel que g(y) = . La multiplication par g
identifie alors la fibre de (o, p2) en (x,y) et la fibre de (o, p2) en (z,x). Comme
cette derniere s’identifie au stabilisateur de x sous G, elle est finie réduite, donc
nécessairement isomorphe a une réunion disjointe de copies de Spec(K), et par
conséquent non ramifiée. O
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Chapitre 2

Généralités sur les
intersections completes

Ce chapitre est constitué de trois parties. La premiere rassemble tous les
résultats généraux sur les intersections compléetes que nous utiliserons dans la
suite. La deuxieéme et la troisieme sont respectivement consacrées a la construc-
tion du schéma de Hilbert H® des intersections complétes et du champ de
modules M des intersections complétes polarisées par O(1).

2.1 Intersections completes

2.1.1 Définition et notations

Définition 2.1.1. Soient N > 2, 0 < ¢ < N —-1let2<dy < --- <d. des
entiers, et £ un corps. Une intersection complete de codimension ¢ dans ]P’kN
de degrés dy,...,d. est un sous-schéma de codimension ¢ dans IP’,]CV défini par c
équations homogenes de degrés dy, ..., d..

Les entiers dy, ..., d. sont les degrés de 'intersection complete.

Dans tout ce chapitre, on fixe N > 2, 0<c¢c< N-1let2<d; <---<d,
des entiers. En I’absence d’indication contraire, une intersection compléte sur
un corps k sera toujours de codimension ¢ dans PY et de degrés dy,...,d.. On
notera n = N — ¢ la dimension de ces intersections complétes.

On note d; < --- < §5 les entiers distincts apparaissant parmi les d;, et on
note m; le nombre de d; égaux a ;. Soit p; = mq + -+ + m; le nombre de d;
inférieurs ou égaux a J;.

Enfin, si S est un schéma et Z C ]P’g un sous-schéma fermé, on notera Z le
faisceau d’idéaux définissant Z dans PY . Cet abus de notation ne prétera pas a
confusion.

25
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2.1.2 Suites régulieres globales

Définition 2.1.2. Si Z C IP’IIX est une intersection complete, une suite réguliere
globale définissant Z est la donnée de ¢ équations homogenes la définissant.

Commengons par montrer une proposition qui justifie la terminologie de
suite réguliere globale.

Proposition 2.1.3. Soient Z une intersection compléte sur le corps k, et
Fy, ..., F, une suite réguliere globale la définissant. Alors :
(i) Pour 0 <i <¢, Z; ={F, =--- = F; = 0} est une intersection compléte
de codimension i dans ]P’{CV et de degrés dq,...,d;.
(ii) Fi,...,F. est une suite régquliére.
(iii) Z est Cohen-Macaulay.

Preuve. Par Hauptidealsatz, Z;;; est de codimension au plus 1 dans Z;, de
sorte que, comme Z = Z. est de codimension ¢ dans P = Z,, Z; est nécessai-
rement de codimension pure i dans PY. Cela montre (i).

Montrons alors simultanément (ii) et (iii) par récurrence sur c¢. Pour ¢ = 0,
c’est évident. Supposons le résultat connu pour ¢ — 1. L’équation F, ne s’annule
pas sur une composante irréductible de Z._; car Z. est de codimension 1 dans
Z._1. Il ne s’annule pas non plus sur un point immergé de Z. | car Z. 1,
Cohen-Macaulay par hypothese de récurrence, n’en a pas. Ainsi, F, n’est pas un
diviseur de zéro sur Z._; de sorte que Fi, ..., F, forment une suite réguliere. On
en déduit que Z. est localement intersection complete, donc Cohen-Macaulay.
Cela conclut la récurrence, et prouve (ii) et (iii). O

On énonce les deux propositions suivantes pour pouvoir y faire référence
ultérieurement :

Proposition 2.1.4. Soit Z une intersection compléte sur le corps k. Alors le
faisceau dualisant wy ;. est :

Wz/kﬁo(dl‘f'"‘dc_N—l)

Preuve. Soit Fi,..., F, une suite réguliere globale définissant Z. Comme il
s’agit d’une suite réguliere par la proposition 2.1.3 (ii), on dispose d’une résolu-
tion de Koszul de Z :

B o-di-d)— P o(-di) =1z 0.
1<i<j<c 1<i<e

Par exactitude & droite du produit tensoriel, et comme la fleche O(—d; — d;) —
O(—d;) est donnée au signe prés par la multiplication par Fj, on obtient en
restreignant a Z : Iz|z ~ @.,-.O(—d;). Finalement, par [49] Def. 6.4.7 et
Th. 6.4.32,

Wz/k = WpN /@ (detZz|z) ' ~O(dy +---+d.— N —1).
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Proposition 2.1.5. Soient Z une intersection compléte lisse sur le corps algé-
briguement clos k, et Fy, ..., F, une suite réguliere globale la définissant. Alors
les sous-schémas {F; = 0} sont lisses et transverses en tout point de Z.

Preuve. Par lissité, si z € Z, T,Z est de codimension ¢ dans TZIP’Q]. Comme
T.Z = i_, T-{F; = 0}, les T.{F;, = 0} sont nécessairement des hyperplans
transverses de TPy, de sorte que les {F; = 0} sont lisses et transverses en
Z. O

2.1.3 Cohomologie cohérente

On commence par faire quelques calculs de cohomologie cohérente des inter-
sections completes.

Proposition 2.1.6. Soit Z une intersection compléte sur le corps k. Si 0 <
g<netdeZ, H(Z,Oz(d)) = 0.

Preuve. On montre la proposition par récurrence sur ¢, le cas ¢ = 0 étant
connu. Soit FY, ..., F, une suite réguliere globale définissant Z, et posons Z._1 =
{Fy =--- = F._y = 0}. Par la proposition 2.1.3 (i), 'hypothese de récurrence
s’applique & Z._;. Comme, par la proposition 2.1.3 (ii), F, n’est pas un diviseur
de zéro sur Z._1, la multiplication par F,. induit une suite exacte courte de
faisceaux sur Z._1 :

0— 0z, _,(d—d.)— Oz, _,(d) = Oz(d) — 0. (2.1)

En écrivant la suite exacte longue de cohomologie associée et en utilisant les
annulations données par I’hypothese de récurrence appliquée a Z._1, on obtient
les annulations désirées. O

Proposition 2.1.7. Soient Z une intersection compléte sur le corps k, et

Fy, ..., F, une suite réguliere globale définissant Z.
(i) Sid € Z, la ficche de restriction HO(PY,0(d)) — H°(Z,0z(d)) est sur-
jective.

(ii) Son noyau, égal & HO(PY,Z7(d)), est constitué des polynémes homogénes
de la forme Y, Qi F;, Q; € HO(IP{CV, O(d — dy)).

(#ii) La dimension de ce noyau et le polynéme de Hilbert de Z ne dépendent
que de N, ¢, dy,...,d. etd.

Preuve. Que le noyau de cette fleche de restriction soit HO(PY,Z4(d)) résulte
de la suite longue de cohomologie associée a la suite exacte courte 0 — Z, —
OP;CV — Oz — 0.

On va montrer les autres assertions par récurrence sur ¢, le cas ¢ = 0 étant
immédiat. Comme dans la preuve de la proposition 2.1.6, on pourra appliquer
I'hypothese de récurrence & Z._; = {Fy = -+ = F._; = 0}, et on dispose
toujours de la suite exacte courte (2.1).

Montrons (i). La suite exacte longue de cohomologie associée & (2.1) montre
la surjectivité de HY(Z._1,0(d)) — H%(Z.,0(d)), car le H! s’annule par la
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proposition 2.1.6. On conclut car, par hypothese de récurrence, H(PY, O(d)) —
H°(Z._1,0(d)) est surjective.
En particulier, on a une suite exacte courte :

0 — H(PY, Iz(d)) — H(Py, Opx (d)) — H(Z,0z(d)) = 0.

Pour montrer que h°(PY,Zz(d)) ne dépend pas que de N, ¢, di,...,d. et d, il
suffit donc de montrer que c’est le cas de h%(Z,0z(d)). C’est une conséquence
de la suite exacte :

0— H*Z..1,0(d—d.)) = H*(Z._1,0(d)) = H*(Z.,0(d)) — 0,

ainsi que de 'hypothese de récurrence appliquée & Z._1. On a montré (iii).

Il reste & prouver (ii) en décrivant les polynomes homogenes inclus dans ce
noyau. On procede par chasse au diagramme dans le diagramme commutatif
ci-dessous ot 'on a vu que la deuxiéme ligne est exacte, ou les fleches verticales
sont surjectives de noyau connu par hypothese de récurrence appliquée a Z._1
et ou les fleches horizontales de gauche sont données par la multiplication par
F.:

HO(PIIX’ O(d - dC)) — HO(PQ[, O(d))
+ 4
0->H"Z._1,0(d—d.)) »H*Z._1,0(d)) » H*(Z.,0(d)) - 0.

2.1.4 Premieres applications

Voici quelques conséquences des calculs de cohomologie cohérente effectués
ci-dessus, qui seront utilisées dans la suite de ce texte :

Proposition 2.1.8. Soient 1 < r < s, Z une intersection compléte sur k et
Fy, ..., F. une suite réguliere globale définissant Z.
Alors :

(i) Le sous-schéma Z est inclus dans une unique intersection compléte X,y
de degrés di,...,d,, ,. Ona X,y ={F=---=F, , =0}

(ii) Le noyau de H°(X,_1,0(6,)) — H®(Z,0(5,)) est de dimension m, en-
gendré par F, _ 41,...,F,,..

Preuve. (i) Le sous-schéma X,_; = {F; = --- = F,, |, = 0} est bien une
intersection complete de degrés di,...,d,, _, par la proposition 2.1.3 (i).
Réciproquement, si Z’ est une intersection complete de degrés dq, ..., d,, ,
contenant Z, ses équations sont nulles sur Z, donc, par la proposition 2.1.7
(ii), combinaisons & coefficients polynomiaux de Fi,...,F, . Elles sont
alors nulles sur X,._1, et X,_1 C Z’. Comme, par la proposition 2.1.7 (iii),
ces deux schémas ont méme polynéme de Hilbert, ils coincident.
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(i)

Par la proposition 2.1.7 (ii) appliquée & Z et X,._1, on voit que les équations
F, _.+1,...,F,, engendrent ce noyau. Ils forment de plus une famille libre
car s'ils étaient linéairement liés, {Fy = --- = F}, = 0} serait de codimen-
sion < p, dans PY | contredisant la proposition 2.1.3 (i).

O

Proposition 2.1.9. Soit Z une intersection compléte sur le corps k.

(i) Le schéma Z est connexe. Si Z est régulier, Z est intégre.

(i1) Le sous-schéma Z n’est schématiquement inclus dans aucun hyperplan de

PV,

(iii) Toute base de HO(PY,Zz(dy)) peut étre complétée en une suite régulicre

globale définissant Z.

(iv) Si F € H'(PY,Z;(d)) ne s’écrit pas >, Q;F; ou la somme porte sur les i

tels que d; < d, F fait partie d’une suite réquliére globale définissant Z.

Preuve. (i) On applique la proposition 2.1.7 (ii) avec d = 0. On obtient

(i)

(i)

H%(Z,0z) = k : Z est bien connexe. Si Z est régulier et connexe, Z est
integre.

On applique la proposition 2.1.7 (ii) avec d = 1 : la description expli-
cite de H°(PY,Z7(1)) montre qu’il est nul, de sorte que H°(PY,O(1)) —
H%(Z,04(1)) est injective, ce qu’on voulait.

On applique la proposition 2.1.7 (ii) avec d = dy : H'(PY,Zz(d1)) est
constitué des combinaisons linéaires a coefficients dans k des F; qui sont
de degré d;. Si 'on remplace les F; de degré d; par une autre base de
HO(PY,Z7(dy)), on obtient une nouvelle collection de ¢ équations défi-
nissant Z.

Par la proposition 2.1.7 (ii), on peut écrire F' = ) . Q;F; et il existe ¢ tel
que d = d; et Q; est un scalaire non nul. Alors, en remplacant F; par F,

on obtient on obtient une nouvelle collection de ¢ équations définissant 7.
O

Proposition 2.1.10. Soient Y un schéma noethérien et Z C P un sous-
schéma fermé tel que la projection f : Z — Y soit plate et ait pour fibres des
intersections complétes. Alors, pour tout d € Z, f.O(d) est localement libre et
sa formation commute a tout changement de base.

Preuve. Soit y € Y ; on considére le diagramme commutatif suivant :

HOPY, , O(d)) —— HO(BY, 0(d))

| |

H°(Xo,, O(d)) —— H(X,,0(d)).

La fleche « est surjective par la proposition 2.1.7 (i), et la fleche (3 est surjective
par description explicite a ’aide de polyndémes homogenes. Par conséquent, la
fleche ~y est surjective, et on peut appliquer la proposition 1.1.7. O
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2.1.5 Changement du corps de base

On montre que la propriété d’étre une intersection compléte est indépendante
du corps de base.

Proposition 2.1.11. Soient k C K une extension de corps et Z C PN un
sous-schéma fermé. Alors Z est une intersection compléte si et seulement si Zg
est une intersection compléte.

Preuve. SiZ={Fy=---=F.=0},ona Zx ={Fi g =--- = F. g =0}, de
sorte que si Z est une intersection complete, Zx est également une intersection
complete.

Montrons la réciproque : supposons que Zy est une intersection complete,
et soit G, ..., G une suite réguliere globale la définissant. On va montrer par
récurrence sur 0 < r < ¢ que, quitte a changer cette suite réguliere globale,
on peut supposer que, pour 1 < i < r, il existe F; € HY(PY,Zz(d;)) tel que
G; = F; k. Quand r = 0, il n’y a rien & vérifier. Supposons le résultat démontré
pour r. Notons Z, = {F} = --- = F,. = 0}, et considérons I'inclusion de k-
espaces vectoriels suivante :

HO®Y, Tz, (d11)) € HOBY  Iz(drs)). (2.2)

Etendant les scalaires & K et appliquant le théoreme de changement de base plat
pour identifier les deux termes, on obtient l'inclusion de K-espaces vectoriels
suivante :

HO(P%7IZT,K(CZT"+1)) - HO(P%’ZZ}( (d7‘+1))' (23)

L’inclusion (2.3) est stricte car G, appartient & H(PY,Zz, (d,+1)) mais pas
a HY(PY,Zz, (dv11)). On en déduit que linclusion (2.2) est stricte.

Soit alors Fy.41 € HY(PY,Zz(d,+1)) n’appartenant pas & HO(PY,Zz (dy+1));
ainsi, F.41 i appartient & HO(PY, Zz,. (d,+1)) mais pas & HO(P%;IZ,.,K (drs1))-
Comme F,i1x € HY(PY,Zz,(d+1)), par la proposition 2.1.7 (ii), on peut
écrire :

Foiixk= Z QG
i=1

avec Q; € HO(PY,0(dy41 — d;)). Comme Fri1x ¢ HO(PX,Zz. . (dry1)), il
existe j > r + 1 tel que @; # 0. Cela implique en particulier que d; = dy41 :
quitte & échanger G; et G.41, on peut supposer que j = r+1. On construit alors
une nouvelle suite réguliere globale pour Zx en remplacant G,y; par Fr41 k.
Cela conclut la récurrence.

Notons alors Z' = {F} =--- =F. =0} CPY :ona Z C Z'. Par extension
des scalaires a K, cette immersion fermée devient un isomorphisme. Par fidele
platitude de k — K, cela implique que Z = Z’. Ainsi, Z est bien une intersection
complete. O
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2.1.6 Générisation
Enfin, les intersections completes sont stables par générisation.

Proposition 2.1.12. Soient T un trait (i.e. le spectre d’un anneau de valuation
discréte) et Z C PY un sous-schéma fermé plat sur T dont la fibre spéciale est
une intersection compléte. Alors sa fibre générique est aussi une intersection
compléte.

De plus, toute équation de la fibre spéciale se reléve en une équation de Z.

Preuve. On note s = Spec(k) et n = Spec(K) le point spécial et le point
générique de T, et m: PY — T le morphisme structurel.
Comme P¥ et Z sont plats sur 7T, la suite exacte

OHIZ%OP#%OZ%O (2.4)

montre que Zz est plat sur T. De plus, cette suite reste alors exacte apres
restriction a la fibre spéciale, de sorte que IZ|PkN =1z.

Tensorisons (2.4) par O(d) avec d > 0, restreignons-la a la fibre spéciale, et
considérons la suite exacte longue de cohomologie associée. La surjectivité de
HO(PY,0(d)) — H°(Zs,0(d)) (proposition 2.1.7 (i) ainsi que 'annulation de
HY(PY,0(d)) montre que H(PY,Zz (d)) = 0.

Par semi-continuité ([28] III Th. 12.8), il vient H'(P¥,Zz, (d)) = 0. On
peut donc appliquer la proposition 1.1.5 pour montrer que 7.Zz(d) est un fais-
ceau localement libre dont la formation commute & tout changement de base.
Comme T est local, ce faisceau est méme libre. Par conséquent, tout élément
F e HY PN, Zz.(d)) = (mTz(d))s se releve en un élément F € HO(PY, T4(d)).
Ceci montre la seconde partie de I’énoncé.

Soit alors Fi, ..., F, une suite réguliere globale définissant Z;. Relevons ces
équations comme ci-dessus en Fl, e FC et notons Z’ = {Fl =...= FC = 0}.
Ona Z C Z' et Zs = Z;. Par semi-continuité de la dimension, Z; est bien une

intersection complete définie par la suite réguliere globale Flm, oo, Fe . Par
platitude, les polynomes de Hilbert de Z, et Z,, coincident. Par la proposition
2.1.7 (iii), les polynomes de Hilbert de Z, et Z; coincident. On en déduit que les
polynomes de Hilbert de Z,, et Z7'7 coincident, donc, vu I'inclusion, que Z, = Z,’, :
Z, est bien une intersection complete. O

2.2 Schéma de Hilbert

On travaille & présent sur Spec(Z). Ce schéma de base est souvent sous-
entendu ; par exemple, PV = ]PJZV .

On note Hilbpy le schéma de Hilbert de PVV. Si P est un polynéme, Hilb]:};N C
Hilbp~ est le schéma de Hilbert associé au polynéome de Hilbert P.

Si F est un faisceau localement libre sur un schéma, le fibré vectoriel géomé-
trique associé a F est celui dont le faisceau des sections est FY. Par G(r, F),
on désignera la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de rang r de ce fibré
vectoriel géométrique. Quand r = 1, on notera aussi ce schéma P(F).
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Rappelons les conventions faites au début de ce chapitre. On a fixé N > 2
0<c<N-1let2<d < - <d, des entiers. En I’absence d’indication
contraire, une intersection compleéte sur un corps k est toujours de codimension
c dans }P’{CV et de degrés di,...,d.. On a de plus défini §; < -+ < Js comme
étant les entiers distincts apparaissant parmi les d;, m; le nombre de d; égaux

2.2.1 Définition

Soit F' le foncteur contravariant de la catégorie des schémas dans la catégorie
des ensembles qui a un schéma B associe I’ensemble :

sous-schémas fermés Z C PN x B
F(B) =< tels que la projection prg : Z — B soit plate
et ait pour fibres des intersections complétes

et qui & un morphisme de schémas associe ’application donnée par le produit
fibré.
Le résultat principal de cette partie est :

Proposition 2.2.1. Le foncteur F' est représentable par un ouvert de Hilbp~ qui
est intégre et lisse sur Spec(Z), et dont une construction géométrique explicite
est donnée au paragraphe 2.2.2.

Les trois paragraphes qui suivent sont consacrés a la preuve de cette propo-
sition.

On notera H® le schéma qui représente F : c’est le schéma de Hilbert des
intersections completes. On considérera aussi le sous-schéma ouvert H de H®®
paramétrant les intersections completes lisses : c’est le schéma de Hilbert des
intersections completes lisses. On notera pr : X — H® et pr : X — H leurs
familles universelles respectives.

2.2.2 Une construction explicite

Dans ce paragraphe, on va construire explicitement un schéma H®* dont on
montrera plus tard qu’il représente le foncteur F'.

On construit par récurrence sur 0 < r < s un schéma H, integre et lisse sur
Spec(Z) et un sous-schéma fermé X, de PV x H,. tel que le morphisme naturel
pr. : X — H, soit plat et ait pour fibres des intersections completes définies
par my équations de degré ¢y, ..., m, équations de degré J,.

Pour initialiser, on pose Hy = Spec(Z) et Xy = P. Supposons H,_; et X,_;
construits. Par la proposition 2.1.10, &, = pry_1.Ox,_, (6,) est un fibré vectoriel
dont la formation commute au changement de base. En particulier, si z € H,_q,
Erw = HY(X—14,0(5,)). On note K, = G(m,,&Y) et m, : K, — H,_1 la
projection. On utilise alors les notations du diagramme cartésien suivant :



2.2. SCHEMA DE HILBERT 33

7T:'X‘r—l — erl

Jph lprr— 1

oS
KT _— Hrfl.

Considérons l'injection du faisceau tautologique F, — m&, sur le fibré en
grassmanniennes K,.. Par changement de base par le morphisme 7., cette injec-
tion se réécrit F. — pri«Orx,_, (6r). Tirant en arriére sur 7 X,_1 et utilisant
I'adjonction, on obtient un morphisme de fibré vectoriel pryF. — Or=x,_,(d;).
Le lieu des zéros de ce morphisme est un sous-schéma fermé de 77 Xx,_1 qu'on
note Z,.

Soient k un corps, y € H,(k) et = m,(y). Notons V le sous-espace vectoriel
de dimension m, de &, = H°(X,_1 ., 0(6,)) auquel y correspond. Alors, par
construction, Z, , s’identifie au sous-schéma de &,._; , défini par les équations
{F = 0}rev. En particulier, Z, , est de codimension au plus m, dans X,_1 ;.

Notons H, I'ouvert de K, constitué des points y tels que la dimension de Z,
soit minimale. Vu la discussion ci-dessus, c’est exactement le lieu ot Z,. , est une
intersection complete définie par m, équations de degré d4, ..., m, équations de
degré d,.. On note X, I'image réciproque de H, dans Z,.

Le schéma H, est integre et lisse sur Spec(Z) comme ouvert d’un fibré en
grassmanniennes sur H,_;. La platitude de m,. : X,. — H, est conséquence du
critere de platitude [28] IIT Theorem 9.9, dont les hypothéses sont vérifiées par
la proposition 2.1.7 (iii).

Cela conclut la récurrence. On note finalement H*¢ = H,, X* = X, et
pr = prs.

2.2.3 Représentabilité du foncteur

On va montrer dans ce paragraphe que F' est représentable par un ouvert U
du schéma de Hilbert de PV,

On commence par montrer un lemme. La famille pr : X% — H® induit un
morphisme de foncteurs ® : H*® — F. Ce morphisme vérifie :

Lemme 2.2.2. Pour tout corps k, ®(k) : H*°(k) — F(k) est une bijection.

Preuve. Soit k£ un corps. La construction du paragraphe précédent montre
qu'un k-point de H*® est la donnée, pour 0 < r < s d’une intersection complete
X, de degrés dy,...,d,, dans ]P’kN et, pour 1 < r < s d’un sous-espace vectoriel
de dimension m,. de H%(X,_1,0(5,)) noté V. tel que X, soit le lieu des zéros
dans X,_; des éléments de V,.. L’application ®(k) associe & cet élément de
H(k) l'intersection complete Z = X,.

Montrons que ®(k) est injective ; soit pour cela Z une intersection complete
sur k. Par la proposition 2.1.8 (i), les sous-schémas X, de Z sont uniquement
déterminés. Enfin, V. doit étre inclus dans le noyau de H°(X,_1,0(6,)) —
H°(Z,0(6,)). Par la proposition 2.1.8 (ii), V,. est nécessairement égal & ce noyau.
L’intersection compléte Z a donc bien au plus un antécédent par ®(k).
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Montrons que ®(k) est de plus surjective : soient Z une intersection complete
sur k et Fi,...,F, une suite réguliere globale la définissant. On choisit X, =
{F\ =--- = F,, = 0} : c’est une intersection complete de degrés convenables
par la proposition 2.1.3 (i). On prend alors V;. = (F},,_, 41,...,F},, ). Le sous-
schéma Z, de Z,_1 est bien défini par ’annulation dans Z,._; des éléments de
Vi, et V,. est de dimension m, car si F,, _,41,...,F), étaient linéairement liés
dans H°(X,_1,0(6,)), X, serait de codimension < m,. dans X, _1. O

Par la proposition 2.1.7 (iii), toutes les intersections complétes ont méme
polynéme de Hilbert P. On dispose d’'un monomorphisme de foncteurs évident
i: F — Hilbly.

Notons U 'ensemble des z € Hilbiy tels que le sous-schéma de Pff(z) qui lui
correspond soit une intersection complete sur x(x).

Lemme 2.2.3. Le sous-ensemble U de Hilbbx est ouvert.

Preuve. On va appliquer le critere [21] 0.9.2.5 : il faut montrer que U est
constructible et stable par générisation.

Soient z,y € Hilbix tels que y € {z} et y € U. Par [20] 7.1.9, il existe
un trait 7" de point fermé s et de point générique 7 ainsi qu'un morphisme
f : T — Hilbby tel que f(s) = y et f(n) = x. En tirant en arriére sur T
la famille universelle de Hilbfy, on obtient un sous-schéma Z C PN x T plat
sur 7. Comme y € U, on peut lui appliquer la proposition 2.1.12 : Z,, est une
intersection complete. Comme Z,, est obtenu par extension des scalaires & partir
du sous-schéma de ]P’KN(I) associé a x, la proposition 2.1.11 montre que x € U.
On a montré que U est stable par générisation.

Considérons le morphisme de foncteurs i o & : H® — Hilbfy ; c’est un
morphisme de schémas. Si z € U, la surjectivité dans le lemme 2.2.2 montre
que z est dans l'image de i o ®. Réciproquement, soit  un point de 'image de
10 ® et y un antécédent de x. Alors X?jc est obtenu par extension des scalaires
a partir du sous-schéma de IE”NN - associé a x. Par le lemme 2.1.11, cela montre
x € U. Ainsi, U est I'image ensembliste de i o ®. Par le théoreme de Chevalley,
U est donc constructible. Cela conclut. O

On considere maintenant U comme un sous-schéma ouvert de Hilbf;N .
Proposition 2.2.4. Le foncteur F' est représentable par U.

Preuve. Par la proposition 2.1.11, le morphisme de foncteurs i factorise en
i : F — U. La définition du morphisme de foncteurs ¢ montre que ¢’est un mono-
morphisme. Il est immédiat que ¢ : F' — U est un épimorphisme. Par conséquent,
i : F' — U est un isomorphisme de foncteurs : F' est bien représentable par U. [

2.2.4 Identification du schéma de Hilbert
On peut enfin montrer que H* représente le foncteur F.

Proposition 2.2.5. Le morphisme ® : H® — U induit par la famille pr :
Xic 5 HC est un isomorphisme.
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Preuve. On commence par construire un morphisme ¥ : U — H qui s’averera
étre l'inverse de ®. Pour cela, on note pry : X — U la famille universelle, on
conserve les notations du paragraphe 2.2.2, et on construit par récurrence sur
0 <r < s un morphisme ¥, : U — H, tel que X C ¥ A&, comme sous-schémas
fermés de PN x U.

Pour initialiser, on prend pour ¥y : U — Hy = Spec(Z) le morphisme
structurel. Supposons ¥,._; construit. La proposition 2.1.10 montre que les fais-
ceaux pry,«Owx_ x,_,(6,) et pru«Ox () sont des fibrés vectoriels sur U dont
la formation commute au changement de base. La proposition 2.1.8 montre
que, pour u € U, la restriction HO((¥*_,X,_1)u, O(5,)) — H°(X,,O0(5,)) est
surjective de noyau de dimension m,.. Par conséquent, le morphisme de fibrés
vectoriels pry «Owx_ x,_,(0;) — pru«Ox(d,) est surjectif et a pour noyau un
fibré vectoriel N de rang m,.. Par définition de la grassmannienne, cela induit un

morphisme V¥,. : U — K. Soit Fi, ..., F, une suite réguliere globale définissant
X,. Par la proposition 2.1.8, (V}_X,_1), = {F1 =---=F,,_, =0}, et N,
est engendré par F,. ,i1,...,F,, . Par conséquent, (¥*_,Z,), = {F1 = - =

F,, = 0}. Par le lemme 2.1.3 (i), c’est une intersection complete. Cela montre
que ¥, factorise en ¥, : U — H,. Par construction, on a bien X C W>A,, ce
qui acheve la récurrence. On pose ¥ = W,

On va vérifier que ¥ est un inverse de ®. On commence par montrer que
DoV :U — U est l'identité, i.e. que ® o ¥ et Id coincident comme éléments
de U(U). Au vu du foncteur que U représente, il suffit de vérifier que les deux
sous-schémas X et U*X% de PY x U coincident. Par construction, on connait
l'inclusion X C ¥* X% ; on note alors N le faisceau d’idéaux définissant X dans
U* X de sorte qu’on a une suite exacte courte de faisceaux sur PV x U :

Par platitude de X sur U, le faisceau de droite est plat sur U, de sorte que
par changement de base & un point u € U, on obtient la suite exacte courte de
faisceaux sur PV suivante :

0 = Ny = O xicy, = Ox, — 0.

Par la proposition 2.1.7 (iii), les deux faisceaux de droite ont méme polynéme
de Hilbert. Par additivité de celui-ci, le polynéme de Hilbert de NV, est nul, donc
N, = 0. Ceci étant vrai pour tout u € U, le lemme de Nakayama montre que
N =0. On a donc ¥* X = X, comme voulu.

Soit k un corps. Comme ® o ¥ = Id et que, par le lemme 2.2.2, (k) est une
bijection, (k) est la réciproque de ®(k). Ainsi, ¥ o @ induit 'identité sur les
k-points pour tout corps k. Les deux morphismes de schémas Wo ® : H¢ — H'°
et Id : H*® — H'¢ induisent donc les mémes applications sur les k-points pour
tout corps k. Comme H* est réduit (car lisse sur Spec(Z)), ces deux morphismes
coincident par le lemme 2.2.6.

On a montré que ¥ est 'inverse de ®, de sorte que ® est un isomorphisme.

O

On a utilisé le lemme suivant :



36 CHAPITRE 2. GENERALITES

Lemme 2.2.6. Soient f,g : X — Y deur morphismes de schémas avec X
réduit. Si f et g induisent les mémes applications entre X (k) et Y (k) pour tout
corps k, f et g coincident.

Preuve. En appliquant I'hypothese aux corps résiduels des points de X, on
montre que f et g coincident ensemblistement. Pour montrer que les morphismes
f et g coincident, il reste a vérifier qu’ils induisent la méme application entre
les faisceaux structurels.

Pour cela, soit U = Spec(A) un ouvert affine de Y. Comme f et g coincident
ensemblistement, f~1(U) = g~(U). On choisit V = Spec(B) un ouvert affine
inclus dans cette image réciproque. Soit &« € A une fonction sur U. Par hy-
pothese, 5 = f*a — g*a € B a image nulle dans tous les corps résiduels de tous
les points de V, i.e. 5 est inclus dans tous les idéaux premiers de B. Cela signifie
que B est nilpotent, donc nul car X est réduit, et permet de conclure. O

2.2.5 Application au changement de base

On peut maintenant éliminer ’hypothése noethérienne dans la proposition
2.1.10.

Proposition 2.2.7. Soient Y un schéma et Z C PY¥ un sous-schéma fermé
tel que la projection f : Z — Y soit plate et ait pour fibres des intersections
complétes. Alors, pour tout d € Z, f.O(d) est localement libre et sa formation
commute a tout changement de base.

Preuve. La famille Z — Y induit un morphisme ¢ : ¥ — H tel que Z soit
le tiré en arriere par ¢ de la famille universelle X% — H*. On peut appliquer
la proposition 2.1.10 au morphisme pr : X — H™* car H* est noethérien :
prO(d) est localement libre et sa formation commute & tout changement de
base. On conclut alors en utilisant la proposition 1.1.2. O

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.8. SoientY un schéma et Z C P¥ un sous-schéma fermé tel que
la projection f : Z —'Y soit plate et ait pour fibres des intersections complétes.
Alors lapplication Picz,y (Y') — Piciz v ysppr) (Y) est injective.

Preuve. On va appliquer [16] Theorem 9.2.5. Il faut vérifier que le morphisme
naturel Oy — f,Oyz est universellement un isomorphisme. On montre que c’est
un isomorphisme ; 'argument fonctionne encore apres tout changement de base.
Pour cela, notons Q (resp. /) son conoyau (resp. son noyau).

Par la proposition 2.2.7, la formation de f,Oz commute a tout changement
de base. Ainsi, par exactitude a droite du produit tensoriel, pour tout y € Y,
on a la suite exacte :

k(y) — H*(Z,,0,) = Q, — 0.

Par la proposition 2.1.7 pour d = 0, x(y) — H°(Z,, O,) est un isomorphisme,
de sorte que Q, = 0. Par le lemme de Nakayama, Q = 0.
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Par la proposition 2.2.7, f.Oz est localement libre, donc plat. Ainsi, pour
tout y € Y, on a la suite exacte :

0— N, — k(y) = H*(Z,,0,) = 0.

Utilisant & nouveau que x(y) — H%(Z,, O,) est un isomorphisme, on en déduit
N, = 0. Le lemme de Nakayama s’applique & nouveau (N est localement libre
comme noyau d’une surjection de faisceaux localement libres, donc de type fini)
et montre que A = 0. Cela conclut. O

2.3 Champ de modules

Dans cette partie, on définit le champ de modules M des intersections
completes polarisées par O(1), puis on calcule son foncteur des points.

Dans la plus grande partie de ce texte, notamment pour la preuve des
théoremes 3.1.1, 4.4.1, 5.1.1 et 5.1.2, c’est la définition de M comme quotient,
donnée au paragraphe 2.3.1, que 1'on utilisera. Il est cependant utile de décrire
ce champ comme catégorie fibrée en groupoides sur (Sch), i.e. de calculer son
foncteur des points. En effet, cela permet de donner un sens géométrique a M,
qui justifie appellation < champ de modules des intersections completes lisses
polarisées par O(1) ». D’autre part, c’est cette description concrete qu’on uti-
lisera au chapitre 6 pour comparer, dans des cas particuliers, M a des champs
de modules classiques.

2.3.1 Définition du champ de modules

Le schéma en groupes PGLyy; est lisse sur Spec(Z), et agit sur PV par
changement de coordonnées. Cette action induit une action a gauche sur son
schéma de Hilbert Hilbpy . L’ouvert H* paramétrant les intersections completes
est stable par cette action. On est dans le cadre de la partie 1.3 : on note
M€ = [PGLy1\H*] le champ quotient. C’est le champ de modules des inter-
sections completes polarisées par O(1). Comme H® est lisse sur Spec(Z), par
la proposition 1.3.1, M est lisse sur Spec(Z).

De méme, 'ouvert H paramétrant les intersections completes lisses est stable
par cette action. On note M = [PGLy41\H| le champ quotient. C’est un sous-
champ ouvert de M : le champ de modules des intersections complétes lisses
polarisées par O(1).

2.3.2 Calcul du foncteur des points

On note (Sch) la catégorie des schémas.
Soit C%¢ la catégorie fibrée en groupoides sur (Sch) définie comme suit. Si T
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est un schéma, la catégorie C*“(T') a pour objets :

morphismes de schémas p : X — T propres, plats

et de présentation finie munis de A € Pic(x 1) ppt) (1)
tels qu’il existe un recouvrement fppf U — T' tel que
cie(T) = Ay soit représenté par un fibré en droites £ sur Xy, (2.5)

que les fibres géométriques de (Xy, £) soient iso- ’
morphes & des intersections complétes munies de O(1)

et que py L soit un faisceau localement libre

dont la formation commute & tout changement de base

et une fleche X’ — X au-dessus du morphisme de schémas 77 — T est un
diagramme cartésien
X —X

|

7 ——T
respectant les polarisations.

Proposition 2.3.1. Les catégories fibrées en groupoides M® et C'¢ sont équi-
valentes.

Preuve. On commence par construire un foncteur ® : C*¢ — M. Pour cela,
soit z = (p: X — T, ) un élément de C*(T); on choisit U comme en (2.5).
Quitte a remplacer U par un recouvrement Zariski, on peut supposer que py L
est méme libre. On va construire ®(x) € M*(T) par descente. Par le lemme
1.1.8, £ est tres ample relativement a py, donc le choix d’une trivialisation de
pu,L induit une immersion fermée Xy — PfY, donc un morphisme f : U — H{f.
On note alors Py = PGLyny1,v le PGLy 41 py-torseur trivial. Le morphisme f
et l'action de PGLy41,p induisent un morphisme PG L1 y-équivariant oy :
Py — Hif. 1l reste & construire une donnée de descente. Pour cela, on note V =
UxpU et gi,q2 : V — U les deux projections. Par le corollaire 2.2.8, comme g; £
et g5 L coincident dans Pic(x, /v)ppf)(V), ils coincident aussi dans Picx,, /1 (V).
Par conséquent, les deux immersions fermées : ¢f Xy — ]P’{)’ et 3 Xy — Pg
correspondent a des trivialisations différentes de py .q¢iL ~ py g5 L. 11 existe
donc un élément g € PGLy41,v induisant un isomorphisme g : ¢f Xy — ¢35 Xv.
On vérifie aisément la condition de cocycle, de sorte que la multiplication par
¢ induit une donnée de descente Py — Py. Le torseur Py descend donc en un
PGL 4, p-torseur P sur T'. La commutativité du diagramme suivant :

PVL%PV

J‘I;UU J/QIUU

c ’c
Hie —9 Hie.

montre que oy descend également, en un morphisme PG Ly 1-équivariant o :
P — HX. On a ainsi défini un élément de ®(z) € M*(T), dont on vérifie qu’il
ne dépend pas des choix faits.
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Définissons de maniere analogue (i.e. par descente) I'image d’une fleche par
®. Soient pour cela 77 — T un morphisme de schémas, z = (p: X — T,\) €
Cé(T)eta' = (p': X' = T',\) € C*(T") comme en (2.5). Soit o € Hom(a', x) :
c’est un morphisme « : X’ — X rendant le diagramme naturel cartésien et
respectant les polarisations. Soit U comme ci-dessus et notons U’ = U xr T".
Le fibré en droites £ = o L représente X', et py: L' est libre de formation
compatible a tout changement de base. On peut alors appliquer la construction
ci-dessus sur U d’une part, et sur U’ d’autre part. On obtient des données
de descente sur Py = PGLnt1v et P, = PGLn41,u/, et des morphismes
équivariants les respectant oy : Py — H{f et o, : P/, — H{f. On vérifie que
la projection naturelle Sy : P/;, — Py respecte les données de descente et les
morphismes équivariants, de sorte qu’elle descend en un morphisme S : P’ — P.
On vérifie que ce morphisme est un élément de Hom(®(z'), ®(x)) ne dépendant
pas des choix faits : ¢’est ®(«).

Construisons & présent un foncteur ¥ : M — C. On laissera le lecteur
vérifier que c’est un inverse de ®, de sorte que M et C*® sont bien équi-
valentes. Pour cela, soit y = (¢ : P — Hi¢) un élément de M(T) comme en
(1.1) : on va construire ¥(y). Le groupe PGL 1,7 agit sur la famille universelle
Xie C PN x Hi¢. 1l agit donc également diagonalement sur Xp = o*Xi¢. De plus
le fibré O(N + 1) est naturellement linéarisé. Par descente le long du torseur
P (voir [16] 4.3.3 et 4.4.1), on obtient un morphisme projectif p : X — T. Le
fibré O(1) sur X'p représente une classe A\ € Pic(x,1)ppr)(T). On vérifie que
z=(p:X — T,)) est un élément de C**(T) comme en (2.5); on peut prendre
U = P : la propriété de liberté locale et de commutation a tout changement de
base est conséquence de la proposition 2.2.7. On pose alors ¥(y) = .

On définit de maniere analogue 'image d’une fleche par ¥ : soient pour
cela. T/ — T un morphisme de schémas, y = (o : P — Hi¥) € M*(T) et
y' = (o' : P = H) € M¥*(T") comme en (1.1). Soit B € Hom(y',y) : c’est un
morphisme équivariant § : P’ — P rendant le diagramme naturel cartésien et
respectant les morphismes équivariants. Le morphisme £ induit un morphisme
équivariant vy : Xpr — Xp, tel que v*O(1) =~ O(1), et que y*O(N+1) ~ O(N+1)
comme fibrés en droites linéarisés. Le morphisme ~ descend donc en a : X' — X
rendant le diagramme naturel cartésien et respectant les polarisations. On pose
U(B8) = a. O

Remarque 2.3.2. On en déduit une description du foncteur des points de M : il
suffit de modifier (2.5) en demandant que le morphisme p soit lisse.

Remarque 2.3.3. Remarquons que, si n > 1, on peut appliquer les propositions
1.1.5 et 2.1.6 pour montrer que la condition selon laquelle py L est localement
libre de formation commutant & tout changement de base est automatiquement
vérifiée. En revanche, en général, cette condition est indispensable si n = 1. En
effet, c’est cette condition qui permet de munir M d’une structure nilpotente
naturelle (en I'occurence, la structure réduite car M est lisse sur Spec(Z)).
Remarque 2.3.4. Sin > 1 et si ce ne sont pas des surfaces K3, la famille des
intersections completes lisses est une famille compléte de variétés abstraites (voir
par exemple [8]).
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Chapitre 3

Séparation

3.1 Introduction

3.1.1 Notations

Dans tout ce chapitre, on fixe N > 2, 1 <c< N —-1let2<d; <---<d,
des entiers. En I’absence d’indication contraire, une intersection compléte sur
un corps k sera toujours de codimension ¢ dans ]P’kN et de degrés dy,...,d.. On
notera n = N — ¢ > 1 la dimension de ces intersections completes.

Un trait T est le spectre d’un anneau de valuation discrete. Si T est un trait,
on notera toujours 7 son point générique et s son point spécial, R 'anneau de
valuation discrete dont il est le spectre, K le corps de fractions de R, k son corps
résiduel, ¢ une uniformisante, v la valuation et 7 : R — k la spécialisation.

3.1.2 Séparation du champ de modules

On note H le schéma de Hilbert des intersections completes lisses construit
dans la partie 2.2. On rappelle (voir la partie 2.3) que le schéma en groupes
G = PGLy41 agit naturellement sur H par changement de coordonnées et
que le champ quotient M = [G\H] est le champ de modules des intersections
completes lisses polarisées par O(1).

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 3.1.1. Le champ M est séparé, sauf si c =1 et d; = 2.

L’intérét du théoreme 3.1.1 est qu’il permet de construire un espace de mo-
dules grossier en appliquant le théoréme de Keel et Mori ([34], [13]) :

Corollaire 3.1.2. Sil’on n’a pasc =1 et dy = 2, le champ M admet un espace
de modules grossier M qui est un espace algébrique séparé.

On peut reformuler plus concretement le théoreme 3.1.1. C’est sous la forme
(iii) que nous le démontrerons.

41
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Lemme 3.1.3. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le champ M est séparé.

(ii) Le groupe G agit proprement sur H.

1) Pour tout trait T a corps résiduel algébriquement clos, si C son

(iii) Pour tout trait T & corps résiduel algébrig t clos, si Z,7Z' C PY sont
des sous-T-schémas fermés plats sur T dont les fibres géométriques sont
des intersections complétes lisses, tout automorphisme f, : ]P’f7V — ]P’f;’ tel
que fn(Zy) = Z;] se prolonge en un automorphisme f : PN — PN tel que
f(Z2)y=2".

Preuve. L’équivalence entre les deux premieres assertions résulte du critéere
1.3.2. L’équivalence entre les deux dernieres est exactement le critere valuatif
de propreté appliqué au morphisme G x H — H x H (on peut se restreindre
aux corps résiduels algébriquement clos par la remarque 7.3.9 (i) de [20]). O

Remarquons qu’il est nécessaire d’exclure le cas des quadriques (¢ = 1 et
dy = 2). Par exemple, la condition (ii) ci-dessus n’est pas vérifiée : G ne peut
agir proprement sur H car les stabilisateurs de cette action, qui sont des groupes
orthogonaux, ne sont pas propres. On peut aussi proposer un contre-exemple
explicite & (iii) : on prend R = kl[[t]], Z = Z’ définis par 'équation Xo Xy +

Q(X1,...,XNn_1) = 0 ot Q est une forme quadratique ordinaire sur k, et on
choisit pour f,, 'automorphisme de IP’%V donné par 'équation f,([zg :...:zn]) =
[t_leo Xy .. T EN—] ¢ t.’EN]

Enfin, plusieurs cas du théoreme 3.1.1 sont déja connus.

Le cas ¢ = 1 et d; > 3 sous sa forme (ii) est conséquence de [57] Corollary
2.5 appliqué a [57] Proposition 4.2. Dans cette référence, la base est un corps de
caractéristique nulle, mais ces arguments fonctionnent sur une base quelconque
(par exemple Spec(Z)) comme expliqué dans [66] (voir aussi [57] Appendix 1G).

Enfin, quand dy + --- 4+ d. > N + 1, le fibré canonique des intersections
completes considérées est ample ou trivial, de sorte qu’elles ne peuvent étre bi-
rationnellement réglées. On peut alors appliquer le théoreme 0.1.2 de Matsusaka
et Mumford [53].

3.1.3 Conjecture de Pukhlikov

Dans [61], Pukhlikov, motivé par des questions de géométrie birationnelle,
considere ’énoncé ci-dessous plus général que (iii) :

(iv) Pour tout trait 7" & corps résiduel algébriquement clos, si Z,Z' C PN
sont des sous-T-schémas fermés réguliers et plats sur T dont les fibres
géométriques sont des intersections completes, tout automorphisme f, :
Pﬁlv — IP’f?V tel que f,(Z,) = Zg se prolonge en un automorphisme f :
PY — PY tel que f(Z2) = Z'.

Pour étre précis, Pukhlikov travaille avec n > 2 et R = C[[t]]. Il montre (iv)
sic=1et d; > 3, et il conjecture que, a c fixé, si N est grand et quitte a exclure
un nombre fini de multidegrés, (iv) est vrai.
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Le cas ¢ > 2, méme dans le cas abordé ici ot Z et Z’ sont lisses sur T, fait
apparaitre la difficulté suivante par rapport au cas ¢ = 1 traité par Pukhlikov :
il n’y a aucune raison pour qu’on puisse trouver ¢ équations Fi,...,F, de Z,
se spécialisant en ¢ équations définissant Z telles que f,'*Fi,..., f'*F. se
spécialisent en ¢ équations définissant Z.. Cela empéche de montrer (iii) en
comparant directement les équations de Z; et Z..

3.1.4 Structure de la démonstration

Les deux parties qui suivent sont consacrées a une preuve par ’absurde du
théoréme 3.1.1 sous sa forme (iii) ci-dessus. Dans la premiere, le lemme 3.2.2
fournit, & ’aide d’arguments géométriques, des restrictions a priori sur Z et Z..
Dans la seconde, on conclut en manipulant de manieére explicite les équations
de petit degré de Z5 et Z.. On distingue pour cela trois cas : le cas di > 3 est
traité au paragraphe 3.3.2; le cas ¢ > 2, d; = dy = 2 au paragraphe 3.3.3, et le
cas ¢ > 2, dy = 2, dy > 3, plus délicat, au paragraphe 3.3.4.

3.2 Automorphismes projectifs

Commengons la preuve du théoreme 3.1.1. On fixe pour cela un trait 7" a
corps résiduel algébriquement clos, Z, Z' C PQJY des sous-T-schémas fermés plats
sur T dont les fibres géométriques sont des intersections complétes lisses, et un
automorphisme f, : P)Y — P tel que f,(Z,) = Z),.

3.2.1 Description de I’automorphisme f,

Lemme 3.2.1. On peut supposer qu’il existe des entiers ag < --- < an tels
que fy soit donné par la formule f,([zo ... xn]) = [t%z ... t*NapN].

Preuve. L’automorphisme f, est induit par un automorphisme linéaire fx :
KNF1 5 KN+ Quitte & composer fx avec une homothétie, on peut supposer
que fx induit fg : RNt — RN R-linéaire. Comme fr ® K est surjective,
Coker(fr) est de torsion, de sorte que fr est injective et Im(fr) est un sous-R-
module de rang maximal. Par le théoreme de la base adaptée, on peut trouver
des éléments eq,...,exy de RNTL fo, ..., fxy de RNTl et Ao,..., Ay de R tels
que (fr(e;)) soit une base de Im(fr), (f;) soit une base de RN+t et fr(e;) =
Aifi. Comme tout élément de R s’écrit comme une unité fois une puissance de
I'uniformisante, on peut supposer \; = t%. Quitte a réordonner les e; et les f;,
on peut supposer que ag < -+ < an. Remarquons enfin que comme fgr est
injective, les e; forment une base de RN+,

On a montré que quitte a composer a la source et au but par un automor-
phisme de IP’QJY , [ est de la forme voulue. O

Désormais, on suppose que f; est donné par une telle formule.
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Siag == an, f, est I'identité et se prolonge donc en l'identité f : PY —
IE”]TV . Comme, par platitude, Z et Z’ sont les adhérences de Z, et Zj], et que
fu(Zy) = Z;, on a f(Z) = Z' comme voulu.

Dans toute la suite, on suppose au contraire que ag < ap, et on cherche a
obtenir une contradiction.

3.2.2 Spécialisation de 'automorphisme f,

On définit p, et p* de sorte que ap = -+ = p, < Op, 41 €t ay = -+ =
QN—_pr > aN—p+—1. On note :

P ={Xps1==Xy=1t=0},
P ={Xo=-=Xn_p_1 =t=0},
Lo ={Xn_p ==Xy =t=0},
L* ={Xg=-=X, =t=0}

Ce sont des sous-espaces linéaires de IP’kN .
Lemme 3.2.2. On a P, C Z.. De méme, P* C Z.

Preuve. On montre ’énoncé concernant Z’ ; 'autre est symétrique.

L’isomorphisme f,, induit une application rationnelle f : PN —-s PN. Lex-
pression de f,, montre que f est définie hors de L* et que sa restriction f, a la
fibre spéciale est la projection depuis L* sur Pi.

Notons W ladhérence de f(Z;\(ZsNL*)), munie de sa structure réduite. Par
description de fs, W C P,. Comme, par platitude, Z et Z’ sont les adhérences
de Z, et Z}, et que f,(Z,) C Z,,ona f(Z\(ZNL*)) C Z'. En se restreignant
aux fibres spéciales, il vient : W C Z.. Si W = P, on peut conclure ; on suppose
par ’absurde que ce n’est pas le cas.

Remarquons que Z; n’est pas ensemblistement inclus dans L*. Si ¢’était le
cas, comme Z; est réduit, il serait schématiquement inclus dans L*, donc dans un
hyperplan de Py, et cela contredit la proposition 2.1.9 (ii). Ainsi, (ZsNL*) # Z,
de sorte que, Z étant intégre par la proposition 2.1.9 (i), Z\ (ZsNL*) est dense
dans Z,, donc de dimension n.

Sifs:Zs\(ZsNL*) — W était génériquement finie, W serait de dimension
n. Comme W C Z/, W serait une composante irréductible de Z/, et comme Z,
est intégre par la proposition 2.1.9 (i), on aurait Z, = W, donc Z, C P,. Alors
Z' serait schématiquement inclus dans un hyperplan de IP’IICV , ce qui contredit
la proposition 2.1.9 (ii). On a montré que fs : Z; \ (Z; N L*) — W n’est pas
génériquement finie.

Soit maintenant w un point fermé de W ; on choisit w général de sorte que
w est un point lisse de W, et que la fibre F de f, : Z;\ (ZsNL*) — W en w est
de dimension > 1. Comme w est un point lisse de W et que W # P,, il résulte
que T, W est un sous-espace linéaire strict de P,. Notons C' le cone réduit de
sommet L* et de base W : on a Z; C C ensemblistement car fs(Zs\ (Z;NL*)) C
W, donc schématiquement car Z; est réduit. Ainsi, pour tout f € F, comme
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T¢C = (T,W,L*), on a Ty Z; C (T,,W, L*). Comme T, W est un sous-espace
lindaire strict de P, (T,,W,L*) est un sous-espace linéaire strict de PY. On
obtient une contradiction car, par [48] 6.3.5, 6.3.6, un sous-espace linéaire strict
de PY ne peut pas étre tangent & Z, le long d’une sous-variété de dimension
> 1. O

Corollaire 3.2.3. Si F € HY(PY,0(d)) fait partie d’une suite réguliére globale
définissant Zs, {F = 0} contient P* et y est lisse.

De méme, si F' € HO(PY,0(d)) fait partie d’une suite réguliére globale
définissant Z., {F' = 0} contient P, et y est lisse.

Preuve. C’est une conséquence du lemme 3.2.2 et de la proposition 2.1.5. [

3.3 Etude des équations de petit degré

Notons 9t; I'ensemble des monémes de degré d en Xg,...,Xyn. Si M =
X3 ... XYY, on note deg, (M) = ), aje; : c’est le a-degré du mondéme M. Si
F € H°(PY,0(d)), on dit quun mondéme M intervient dans F si le coefficient
de M dans F n’est pas nul. On dit qu'une variable X; intervient dans F' si un
monome qu’elle divise intervient dans F'.

3.3.1 Spécialisation d’équations

Soit F € H°(PY,0(d)) une équation de degré d non nulle de Zs. Par la
proposition 2.1.12, on peut la relever en F = > e, amM € H(PY,0(a)),
une équation de degré d non nulle de Z. Vu l'expression de f,, >t~ dega (M) g M
est une équation de degré d non nulle de Z;. Notons rz = minprean, (v(an) —
deg,,(M)), considérons F/ = St~ 98 (M)=rg ), M € HO(PY,0(d)) et notons
F' = n(F') € H'(P},O(d)). Par choix de 7, F’ est non nulle. Comme Z], C
{F’ = 0}, et que Z’ est son adhérence par platitude, Z' C {F" = 0}. Prenant
les fibres spéciales, on obtient Z! C {F’ = 0} : I est une équation de degré d
non nulle de Z/.

3.3.2 Equations de degré d > 3
On garde les notations du paragraphe 3.3.1.

Lemme 3.3.1. Supposons que d > 3 et que F' fasse partie d’une suite réguliére
globale définissant Zs. Alors {F' = 0} contient P, et y est singulier.
De plus, les monémes intervenant dans F' sont de a-degré > ag+(d—1)ay.

Preuve. Si aucun monoéme X;, ... X;, , X; avec N —p* < 4q,...,0g-1 < N
n’intervient dans F', on voit que P* C {F = 0}, et le critére jacobien montre
que {F = 0} est singulier le long de P*. Cela contredit le corollaire 3.2.3.

Soit donc M un mondéme de cette forme intervenant dans F. Alors rz <
v(an) — dego (M) = —deg, (M) < —(ag + (d — 1)an).
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Soit maintenant M’ un monoéme intervenant dans F”, de sorte que v(aps) —
deg,(M') —rp = 0. Alors deg, (M') = v(an) — 15 > —1p > ag+ (d — 1)an.
Comme d > 3, et que ag < ay, cela implique deg,, (M) > (d — 1)ag + ay. En
particulier, aucun monéme de la forme Xj;, ... X;,  X; avec 0 < jq,...,jq—1 <
p« Wintervient dans F’. Cela implique que {F’ = 0} contient P, et le critere

jacobien montre que {F’ = 0} est singulier le long de P. O
On peut a présent montrer le théoreme 3.1.1 si d; > 3.

Preuve du théoréme 3.1.1 si d; > 3.

On prend pour F' une équation de degré d; de Zs qui fait partie d’une suite
réguliere globale définissant Z;. Alors, par le lemme 3.3.1, {F’ = 0} contient P,
et y est singulier.

Comme F” est une équation non nulle de degré d; de Z., par 2.1.9 (iii), elle
fait partie d’une suite réguliere globale définissant Z”. Cela contredit le corollaire
3.2.3. O

3.3.3 Equations de degré 2
On garde les notations du paragraphe 3.3.1.

Lemme 3.3.2. Supposons que d = dy = 2.

Alors, si N —p* < i < N, la variable X; intervient dans F', mais seulement
dans des mondomes de la forme X;X; avec 0 < j < p,.

De méme, 51 0 < j < ps, la variable X; intervient dans F', mais seulement
dans des monémes de la forme X;X; avec N —p* <i < N.

De plus, rp = —ag — an.

Preuve. Par la proposition 2.1.9 (iii), F' fait partie d’une suite réguliére globale
définissant Z,. En particulier, par le corollaire 3.2.3, {F = 0} contient P* et y
est lisse. Si N — p* < i < N est tel que X; n’intervient pas dans F, le critere
jacobien montre que {F = 0} est singulier en le point de P* ayant toutes ses
coordonnées nulles sauf la i-eme : c’est absurde. De méme, si 0 < 5 < p,, la
variable X; apparait dans F”.

Soient maintenant N —p* <7 < N, 0 < j < p,, M un mondéme intervenant
dans F divisible par X; et M’ un monome intervenant dans F’ divisible par
X;. On arp < v(ay) — deg, (M) = —deg, (M) < —ap — an d’une part et
rp =v(ay)—deg,(M') > —deg,(M') > —ag—an d’autre part. Ces inégalités
sont donc des égalités. En particulier, deg,, (M) = deg,, (M') = ag + ay, ce qui
montre les restrictions voulues sur les mondémes intervenant dans F et F’, et
THp = —0Q — QN. O

Montrons a présent le théoreme 3.1.1 si ¢ > 2 et di = dy = 2.

Preuve du théoréme 3.1.1sic>2et d; =d, = 2.

On peut supposer, quitte & échanger Z et Z’, que p* > p.. Soit (F})sepr un
pinceau d’équations de degré 2 de Z;. Comme F} fait partie d’une suite réguliere
globale définissant Z; par la proposition 2.1.9 (iii), le corollaire 3.2.3 montre que
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{F; =0} contient P* et y est lisse. De plus, les restrictions sur les mondmes de
F; obtenues dans le lemme 3.3.2 montrent que si ¢ € P*, on a L* C T,{F; = 0}.
L’ensemble des hyperplans de PY contenant L* s’identifie naturellement au dual
(P.)V de P, et on obtient un morphisme I' : P! x P* — (P,)V défini par
[(t,z) = T,{F; = 0}.

Comme dim(P! x P*) = p* +1 > p, = dim((P4)"), on peut trouver un
hyperplan H € (P,)Y, et C' une courbe irréductible dans P! x P* tels que
I'(t,z) = H pour (t,z) € C. Si la projection C — P* n’est pas constante,
son image est une courbe, et H est tangent a Z, le long de cette courbe, ce qui
contredit [48] 6.3.5, 6.3.6. Sinon, C' = P! x {x} pour z € P*, et tous les {F;, = 0}
ont espace tangent H en x. En particulier, les équations Fj et F1 ne sont pas
transverses en . Comme, par la proposition 2.1.9 (iii), elles font partie d’une
suite réguliere globale définissant Z, cela contredit la proposition 2.1.5. O

3.3.4 Fin de la preuve

Il reste a prouver le théoréeme 3.1.1si ¢ > 2, dy =2 et dy > 3.

Preuve du théoréme 3.1.1 sic> 2, d; =2 et d; > 3.

Soient F' € HY(PY,0(2)) et G € HO(PY,O(dz)) des équations de Z, faisant
partie d’une suite réguliere globale la définissant. Appliquant la discussion du
paragraphe 3.3.1 a F' et GG, on obtient d’une part des équations F, F', F' et un
entier 7z, d’autre part des équations G, @, @’ et un entier r&. Par le lemme
3.3.2,rp = —ap — an.

Par le lemme 3.3.1, G’ est singulier le long de Py, de sorte que, par le corollaire
3.2.3, G’ ne peut faire partie d’une suite réguliére globale définissant Z.. Par la
proposition 2.1.9 (iv), cela signifie qu'il existe @ € HO(PY,O(dz — 2)) tel que
G' = QF'.

Par le lemme 3.3.2, la variable X intervient dans F’. Par le lemme 3.3.1,
tous les monomes intervenant dans G’ ont un a-degré > ag + (da — 1)ay. Ces
deux faits impliquent que tous les monomes intervenant dans @ ont a-degré
(d2 — 2)an, et que G’ fait intervenir au moins un mondéme de a-degré ag +
(d2 — 1)ayy. En particulier, on a égalité dans les inégalités de la démonstration
du lemme 3.3.1, ce qui montre rs = —ag — (d2 — 1)ay.

Soit @ un relevé de Q & HO(PY,O(dy — 2)) ne faisant intervenir que des
mondmes de a-degré (dy —2)ay. Posons H = G—QF. Comme {F =G =0} =
{F = H =0}, F et H font partie d’'une suite réguliere globale définissant Z;.
On applique la discussion du paragraphe 3.3.1 & H et a son relevé H=G-QF.
Comme le raisonnement effectué ci-dessus pour F' et G vaut aussi pour F et H,
onarg=—oy— (do— 1)aN

Calculons H'. On note ak; le coefficient du monéme M dans F, et on utilise
des notations analogues pour G, H et Q Comme le a-degré d’un produit de
monomes est la somme des a-degrés de ces mondmes, il vient :
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I:I/ - ( Z +— dega(M)agl;IM>

MeMg,

= t’"ﬁ( Z ¢~ desa (M) oG Ny

MeMa,
_ Z = dega(M)a%M Z t dega(M)aJ\Z )
MeMy,—2 MeMs
Comme 75 = rg = —ag — (d2 — )an, 7 = —ap — an, et que tous les

monoémes intervenant dans Q sont de a-degré (dy — 2)ay, on obtient :

f{/ _ t—'f'é< Z t—dega(M)a/]C\?/[M> _ Q(t—rp Z t—dega(M)af\ZM>

Meﬂﬁdz MeMs,
=G - QF'.
Spécialisant cette équation, il vient H' = G’ — QF’ = 0. C’est une contra-

diction car, dans la construction du paragraphe 3.3.1, rz est choisi de sorte que
H’ soit non nul. Cela conclut la preuve. O



Chapitre 4

Automorphismes

Dans ce chapitre, on étudie les automorphismes des intersections completes
lisses : le théoreme principal est le théoreme 4.2.1. Dans la premiere partie, on
regroupe des généralités sur les automorphismes de variétés, nécessaires pour
I’énoncé et la preuve de ce théoreme. La seconde partie contient 1’énoncé du
théoreéme, et la troisieme sa preuve. Enfin, dans la quatrieme partie, on en
déduit, comme application, quand le champ de modules M des intersections
completes lisses polarisées par O(1) est de Deligne-Mumford.

4.1 Schéma en groupes des automorphismes

4.1.1 Notations

Soit k un corps; on note p sa caractéristique (on peut avoir p = 0).

Onfixe N >2 1 <c¢< N-1le2<d <---<d. des entiers. Par
intersection complete, on voudra dire sous-schéma fermé de codimension ¢ de IP’{CV
défini par ¢ équations homogenes de degrés di,...,d.. On noteran =N —c>1
la dimension de ces intersections complétes.

Si Z et T sont des k-schémas, on notera Zp le T-schéma Z x; T.

On renvoie a la partie 1.2 pour les conventions relatives au foncteurs de
Picard.

4.1.2 Automorphismes d’une variété

On rappelle que, si Z est un k-schéma projectif, le foncteur qui & un k-schéma
T associe ’ensemble Autr(Zr) des T-automorphismes de Zp est représentable
par un k-schéma en groupes noté Auty(Z). Le groupe des composantes connexes
de Autg(Z) est dénombrable et sa composante neutre est un k-schéma en
groupes de type fini dont I'espace tangent en 'identité s’identifie & H°(Z, Ty).
Pour ces faits, on pourra consulter [65] Prop. 4.6.10.

49
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4.1.3 Automorphismes d’une variété polarisée

Soient g : Z — Spec(k) un k-schéma projectif géométriquement integre, et
A € Picy/ (k). Considérons le foncteur qui a un k-schéma 71" associe I’ensemble
des f € Autr(Zr) tels que le diagramme suivant commute :

Picz, /1 4> Picz, /1 (4.1)

BN

Ce foncteur est représentable par un sous-schéma fermé de Auty(Z). En effet,
si T est un k-schéma et f € Autp(Z xi T'), le sous-schéma fermé de T' défini
par I’équation f* o Ap — Ap = 0 vérifie la propriété universelle requise. Il est de
plus immédiat que c’est un sous-schéma en groupes. On le note Auty(Z, \).

4.1.4 Cas des intersections completes

Supposons maintenant que Z C IP),IX est une intersection complete lisse pola-
risée par O(1). On note i : Z C PY I'inclusion, et g et h les morphismes structu-
rels de Z et PY. On va donner une description plus concrete de Autg(Z, O(1)),
en l'identifiant & un sous-schéma en groupes de PGLy 1 k.

Rappelons que PGLy 1, = Autg(PY), de sorte que si T' est un k-schéma,
PGLN41x(T) est lensemble des T-automorphismes de PY¥ (voir [57] 0.5b).
Considérons le sous-foncteur G de PGLyy1,, qui associe a un k-schéma T
lensemble G(T') des f € PGLn11x(T) tels que f(Zy) = Zp. Vérifions que
G est représentable par un sous-schéma fermé de PG Ly 1 . Pour cela, soit T'
un k-schéma et f € PGLyy1,(T). Les sous-schémas Z7 et f(Z7) de PY sont
plats sur T et induisent donc des sections T — Hilb(PY /T) qui sont des im-
mersions fermées par [19] 5.4.6. L’intersection de ces deux sous-schémas fermés
de Hilb(P4 /T) s’identifie & un sous-schéma fermé de T qui vérifie la propriété
universelle requise. On a montré que G est représentable par un sous-schéma
fermé de PG L1, ; que ce soit un sous-schéma en groupes est immédiat.

On va montrer que G et Autg(Z,O(1)) coincident. Si f € G(T), on note
O(T)(f) = flzy. Comme f préserve nécessairement la polarisation O(1) €
Picpy /p(T') de PX | elle préserve sa restriction & Zr, de sorte que ®(T)(f) €
Auty(Z,0(1))(T). On a ainsi construit un morphisme de foncteurs ® : G —
Autg(Z,0(1)); on vérifie aisément qu’il respecte les lois de groupes. Montrons
en deux temps que c’est un isomorphisme.

Tout d’abord, montrons que ®(7") est injectif. Pour cela, soit f € Ker(®(T)) :
flze © Zr — Z7 est Didentité. Par la proposition 2.1.7, i* : HO(PY,0(1)) —
H°(Z,0(1)) est un isomorphisme de sorte que par changement de base plat par
T — Spec(k), ik : hr.O(1) = gr.O(1) est un isomorphisme. La commutativité



4.2. AUTOMORPHISMES DES INTERSECTIONS COMPLETES LISSES 51

du diagramme ci-dessous :

12y

g97+0(1) — ¢7.0(1)

L% %
ZTT LTT
*

hrO(1) —— hp O(1)

mountre que f* : hp,O(1) = hr,.O(1) est U'identité, de sorte que f est l'identité.

Montrons enfin que ®(T) est surjectif. Pour cela, soit f : Zr — Zr un
élément de Auty(Z, O(1))(T) : f*O(1) ® O(—1) est trivial dans Picy, ,r(T) =
Picy/,(T), done, par [16] Th. 9.2.5 1, dans Picz/,(T'). Il existe donc £ € Pic(T)
tel que f*O(1) ~ O(1) ® g5.L. Par conséquent, f* induit un isomorphisme entre
g7+O(1) et g7.O(1) ® L. Composant avec i, on obtient un isomorphisme entre
h7.O(1) et h7.O(1) ® L, donc entre les fibrés projectifs associés : c’est un
isomorphisme PY — PX. Par construction, c’est un élément de G(T) qui est un
antécédent de f par ®(T).

Alinsi, suivant la situation, on pourra considérer Auty(Z,O(1)) comme un
sous-schéma en groupes fermé de Auty(Z) ou de PGLN 41 k-

4.2 Automorphismes des intersections completes
lisses

4.2.1 Enoncé du théoréeme

Le but de ce chapitre est de montrer que, si Z est une intersection complete
lisse, Auty(Z) et Auty(Z, O(1)) sont, sauf pour un petit nombre d’exceptions
qu’on explique, des schémas en groupes finis réduits.

Le théoreme principal est le suivant :

Théoréme 4.2.1. Les schémas en groupes Auty(Z) et Auty(Z,O(1)) coincident
et sont finis réduits, sauf dans les cas suivants :

(i) Quadriques : sic=1 et d; =2, Autp(Z) = Autx(Z,O(1)) est lisse de

: . N(N+1
dimension ¢ 2+ ) |

(ii)) Courbes de genre 1 : si N =2, c=1etdy =3 ousi N =3, ¢c=2
et dy = dy = 2, Autg(Z) est de type fini et sa composante neutre est une
courbe elliptique. De plus Auty(Z,O(1)) est fini; il est aussi réduit sauf si
N=2c=1,di=3¢etp=3ousiN=3,c=2,dy=dy=2¢etp=2.

(iii) Courbes de genre > 2 : dans les autres cas ou n = 1, Auty(Z) et
Auti(Z,0(1)) sont tous deuz finis réduits, mais pewvent ne pas coinci-
der.

(iv) Surfaces K3 : si N =3, c=1etd; =4, si N=4,¢c=2,d =2
etdy =3 ousi N=5¢c=3etd =dy =ds =2, Autg(Z) est de
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dimension nulle, réduit et au plus dénombrable tandis que Auty(Z,O(1))
est fini réduit.

(v) Intersections de deux quadriques : si N > 5 est impair, ¢ =2, d; =
dy =2 et p=2, Autg(Z) = Auty(Z,0(1)) est fini non réduit.

4.2.2 Cas des hypersurfaces

Le cas des hypersurfaces est classique. En caractéristique nulle, il est traité
par Kodaira et Spencer dans [39] 14.2. En caractéristique positive, la finitude
des groupes d’automorphismes est étudiée dans [51]. On trouvera une discussion
tres détaillée incluant les problémes de réduction dans [33] 11.5, 11.6, 11.7.

4.2.3 Codimension supérieure

Les arguments en codimension supérieure sont analogues. D’une part, il faut
étendre aux intersections completes lisses le calcul fait dans [39] des champs de
vecteurs sur une hypersurface lisse. C’est I'objet du paragraphe 4.3.1. D’autre
part, un phénomeéne nouveau apparait : la non réduction de Auty(Z) quand
N > 5 est impair, ¢ = 2, d; = dy = 2 et p = 2 (cas (v) ci-dessus). On traite
ce cas a ’aide de calculs explicites au paragraphe 4.3.3. La preuve proprement
dite du théoreme 4.2.1 se trouve au paragraphe 4.3.4.

Dans le cas (ii) ci-dessus, les automorphismes infinitésimaux sont facile-
ment explicables : ce sont des automorphismes de translation de la courbe de
genre 1. Il serait intéressant d’obtenir également dans le cas (v) une description
géométrique de ces automorphismes infinitésimaux. Pourrait-on méme identifier
la composante connexe de l'identité de Auty(Z)?

4.3 Preuve du théoréme

4.3.1 Champs de vecteurs sur les intersections completes
lisses

Soit Z une intersection complete lisse sur k. L’objectif de ce paragraphe est
la proposition 4.3.5 : on montre que, a quelques exceptions éventuelles pres, Z
n’admet pas de champs de vecteurs globaux non triviaux. La preuve, qui étend
celle de [39] pour les hypersurfaces, consiste en un calcul de cohomologie de
faisceaux de formes différentielles.

Rappelons tout d’abord le théoreme d’annulation suivant sur PY. En ca-
ractéristique 0, c’est une conséquence du théoreme d’annulation de Bott. On
peut en trouver une preuve de Deligne, indépendante de la caractéristique, dans
[1] Exposé XI, Th. 1.1.

Lemme 4.3.1. On a HY(PY, Q0 (1)) = 0 sauf dans les trois cas suivants :
k

(i) p=qetl=0,
(i) g=0 etl>p,
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(i) g=N etl <p—N.
On peut en déduire des théoremes d’annulation sur Z.

Lemme 4.3.2. Soit Z une intersection compléte lisse sur k.
Sip+qg>netl>p—gq, ona H(Z,Q(1) =0.

Preuve. On raisonne par récurrence sur q. Si ¢ = 0, on a p > n, de sorte que
0, = 0 et 'annulation est évidente.

Considérons la (p + ¢)-eme puissance extérieure de la suite exacte courte
0= N} px = Qpy|z — Q7 — 0. On obtient une filtration de QL[ dont les

gradués successifs sont les faisceaux localement libres :

c—t
Qz;—t ® /\ N;/]P’kN - @ Q%—H(*djl - djcft)7 t=>0.

1<j1 < <je—t<c

Tensorisons ce faisceau localement libre filtré par O(I+d; +- - -+d,.), de sorte
que le gradué correspondant a ¢ = 0 soit Q7 (7). En dévissant cette filtration en
suite exactes courtes de faisceaux localement libres, et en écrivant les suites
exactes longues de cohomologie associées a ces suites exactes courtes, on est
ramenés, pour montrer ’annulation désirée, a vérifier les annulations suivantes :

(i) Pourt >1et 1< <---<js <e¢, HYZ,Q0 " (d;, +---+dj, +1)) = 0.
(i) H(Z, Q§§C|Z(l +dy 4 +d.)) =0.

Pour les premieres annulations, on peut appliquer I’hypothese de récurrence.

Les hypotheses sont vérifiées car p+t+g—1>p+g>netdj +---+d;, +1>

I+t+1>p+t—qg+1.
Pour la seconde annulation, on dispose de la résolution de Koszul de Oy :

0K = =5K"=>0;—0,

ou K77 = AN(®7,0(=di)) = Bi<jy<..<j<c O=dj, — -+ = d;,). Tensori-
sons cette résolution par le faisceau localement libre Q;;JJGC(Z +di+ - +de), et
k

considérons la suite spectrale d’hypercohomologie associée :
EY® = H*(PY K" @QL (14 dy+- - +d.)) = H (2,000 g (I+di+- - - +de)).
k k

Il s’ensuit que pour montrer I’annulation voulue, il suffit de vérifier ’annulation
des Hq"’T(IP’éV?Q;ZVC(l +dj, +---4dj,_)pour 0 <r<cetl<j <---<
Je—r < c. Pour cela, montrons que le lemme 4.3.1 s’applique.

Si Pon était cans le cas (i), on pourrait écrire | = —d;; — -+ —d;,_, <
—2(c—r)=((p—q) —(c—71) < p—gq, ce qui est absurde. Si 'on était dans
le cas (ii), on aurait ¢ +r = 0 donc ¢ = 0, mais ce cas a été traité comme
initialisation de la récurrence. Enfin, si 'on était dans le cas (iii), il viendrait :
p—q<li<Il+d; +---+dj,_, <p+c— N =p—n,desorte que ¢ > n et que
I'annulation de H9(Z, Q% (1)) était évidente. O
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La stratégie de démonstration du lemme ci-dessus permet de montrer ’an-
nulation d’autres groupes de cohomologie. Les deux lemmes qui suivent en sont
des exemples, dont on aura besoin. Le premier de ces lemmes concerne les hy-
persurfaces cubiques de dimension au moins 2.

Lemme 4.3.3. Supposons que c =1, d; =3 et N > 3. Soit Z une intersection
compleéte lisse sur k.
Alors HN=1(Z,QL(2 - N)) = 0.

Preuve. On procede de la méme maniere que dans la preuve du lemme 4.3.2.
Par 'argument de filtration, on est ramenés a montrer ’annulation des deux
groupes de cohomologie HN~2(Z, Q% (5—N)) et HN=1(Z, Q25| 2(5—N)). Pour le
premier, on peut appliquer le lemme 4.3.2. Pour le second, on kprocéde de la méme
maniere qu’en 4.3.2 : par 'argument de suite spectrale de Koszul, on est ramenés
4 montrer 'annulation des deux groupes de cohomologie HY (P}, 02 N (5—N))

et HN(PYY,Q25 (2—N)). Le lemme 4.3.1 montre qu'ils s’annulent, sauf le second
k
si N =2. O

Le second de ces lemmes concerne les intersections de deux quadriques de
dimension paire.

Lemme 4.3.4. Supposons que ¢ = 2, di = dy = 2 et que N est pair. Soit Z
une intersection compléte lisse sur k.
Alors HN=2(Z,QL(3 - N)) = 0.

Preuve. On va en fait prouver I’énoncé plus général suivant : si ¢ = 2, d =
dy=2eti>0, HV"274(Z,Q, (3 + 2i — N)) = 0, de sorte qu'on obtient le
résultat voulu en faisant ¢ = 0. La preuve procede par récurrence descendante
sur 4. L’initialisation de la récurrence est facile : si ¢ > N — 2, le faisceau leH
est nul par dimension. Supposons ’annulation vérifiée pour i + 1, et cherchons
a la montrer pour 1.

On procede de la méme maniére que dans la preuve du lemme 4.3.2. Par
I’argument de filtration, on est ramenés & montrer I’annulation des trois groupes
de cohomologie HN=34(Z, Q%" (54 2i — N)), HN=374(Z, Q3 (7 +2i — N)) et
HN=2-i(Z, Qﬁ,gﬂz (7+2i—N)). Le premier s’annule par hypothése de récurrence,
le second s’annule par le lemme 4.3.2. Pour montrer I’annulation du troisieme,
on procede toujours comme dans la preuve du lemme 4.3.2 : en utilisant la suite
spectrale de Koszul, on est ramenés a montrer ’annulation des trois groupes de
cohomologie suivants : HYN 27PN Q;y(? +2i — N)), HN-1=¢(PY, Q;‘k,bi(S +

2i — N)) et HN={(PY, Q;‘;i(i’: +2i— N)). Pour cela, appliquons le lemme 4.3.1.
k

Le cas (i) n’arrive que pour le troisieme de ces groupes et N = 2i + 3, ce qui est
impossible car N est supposé pair. Le cas (ii) n’intervient pas car i < N — 2, et
on vérifie facilement qu’on n’est jamais dans le cas (iii). Cela conclut. O

On peut finalement montrer :
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Proposition 4.3.5. Supposons qu'on n‘apasc=1etdy =2, ni N=2,c=1
et dy =3, ni N impair, c =2 et dy = do = 2. Soit Z une intersection compleéte
lisse sur k.

Alors H*(Z,Tz) = 0.

Preuve. Par dualité de Serre, HY(Z,Tz) = H"(Z,Q,(d1 + -+ +d.— N —1))V.
Cherchons a annuler ce groupe de cohomologie a l'aide du lemme 4.3.2. La
premiere condition p + ¢ = 1 +n > n est trivialement vérifié. Pour la seconde,
on remarque que l+¢q—p=di+---+d.—c—1>0saufsic=1et d; =2 ou
3,ousic=2et dy =dy=2.

Sic=1,dy =3 et N > 3, on peut appliquer le lemme 4.3.3. Si ¢ = 2,
dy = ds = 2 et N est pair, on peut appliquer le lemme 4.3.4. O

4.3.2 Quadriques

On calcule dans ce paragraphe le groupe des automorphismes d’une qua-
drique lisse. Pour cela, on le compare au groupe des automorphismes linéaires
de la forme quadratique correspondante. On utilise a cet effet les résultats clas-
siques sur le groupe orthogonal se trouvant dans le livre [38], dont on conserve
les notations, notamment celles introduites p.348.

Cette proposition est bien str classique; on détaille sa preuve faute de
référence.

Proposition 4.3.6. Soient k un corps, N > 2 et Z = {qg = 0} C PY une
quadrique lisse.
(i) Si N est pair, Auty(Z,0(1)) = O (q).

(i) Si N est impair, on a une suite exacte courte
0 — PGO™(q) — Auty(Z,0(1)) — Z/2Z — 0.

En particulier, Auty(Z, O(1)) est lisse sur k de dimension w

Preuve. La lissité de Z est équivalente a I'ordinarité de la forme quadratique
g. On note PG = Auti(Z,0(1)) et G son image réciproque dans GLy 1. Le
groupe G préserve la quadrique, donc agit via un caractere sur son équation
q. Le noyau de ce caractére est exactement le sous-schéma en groupes O(q) de
G L1 constitué des transformations linéaires préservant la forme quadratique.
On a donc deux suites exactes courtes :

0—-G,, -G—PG—Q0,

0—-0(g) —»G—G, —0.

Comme la composée G,,, — G — G, est I’élévation au carré, on obtient une
suite exacte courte :

0 — p2 — O(q) = PG = 0. (4.2)
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Supposons tout d’abord N pair. Par définition de O (g), on a une suite
exacte courte

0— 0T (q) = O(q) % 1o — 0. (4.3)

Comme la composée o — O(q) — ug des fleches de (4.2) et (4.3) est 1'élévation
a la puissance N + 1, donc l'identité de ug, la composée O*(q) — O(q) - PG
des fleches de (4.2) et (4.3) est un isomorphisme.

Supposons ensuite N impair et k de caractéristique # 2. On a encore la
suite exacte (4.3), mais la composée us — O(q) — po des fleches de (4.2) et
(4.3) est ’élévation a la puissance N + 1, et est donc nulle. Ainsi, la composée
O"(q) = O(q) — PG des fleches de (4.2) et (4.3) a image d’indice deux dans
PG, et noyau isomorphe & jz. Par [38] Th. 25.12, O"(¢) a un unique quotient
central par Z/2Z : PGO™(q).

Enfin, si N est impair et k¥ de caractéristique 2, O%(q) est le noyau de
Iinvariant de Dickson A : on a une suite exacte courte :

0— O™ (q) = O(q) 3 Z/2Z — 0. (4.4)

La composée po — O(q) — Z/27Z des fleches de (4.2) et (4.4) est nécessairement
nulle. Le méme raisonnement que dans le cas précédent s’applique alors; cela
conclut. ]

Remarquons que, si le groupe des automorphismes O(g) de la forme quadra-
tique est non réduit en caractéristique 2 pour N pair, le groupe des automor-
phismes de la quadrique est, lui, réduit.

4.3.3 Intersections de deux quadriques

Dans ce paragraphe, on effectue des calculs sur les intersections de deux
quadriques par manipulation explicite de leurs équations.

Proposition 4.3.7. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique
#2, N >3 et Z CPY une intersection compléte lisse de deur quadriques. Alors
Pespace tangent en Id de Auty(Z,O(1)) est trivial.

Preuve. Par Bertini, un membre général du pinceau de quadriques définissant
Z est lisse. On peut donc écrire Z = {qg = ¢’ = 0} olt q et ¢’ sont des formes
quadratiques non dégénérées. Diagonalisant ¢’ en base orthonormée pour ¢, on
obtient un systéme de coordonnées dans lequel ¢ = X& + -+ + X% et ¢/ =
aoXg + -+ anX%. Par critere jacobien, la lissité de Z signifie que les a; sont
distincts.

Notons PG = Autg(Z,0(1)) et G son image réciproque dans GLyy1 : on
a une suite exacte courte 0 — G,, - G — PG — 0. On note A = k[g]/e?
les nombres duaux de sorte que I’espace tangent & GLy 1 en Id s’identifie aux
matrices de la forme (Id+eM) € GLy41(A). Soit v un vecteur tangent & PG
en Id. Par lissité de G — PG, on le releve en g = Id+eM € G(A) un vecteur
tangent a G en Id. On note (m; ;j)o<i j<n € k les coefficients de la matrice M.
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Par la proposition 2.1.7 (ii), H*(PY,Zz(2)) est de dimension 2, engendré
par ¢ et ¢’. Ainsi, par changement de base par le morphisme plat & — A,
HO(PY,Z7,(2)) est un A-module libre de rang 2, engendré par ¢ et ¢'. La
matrice g = Id +eM agit sur H°(PY, O(2)) en préservant ce sous-module, de
sorte que g o g et ¢’ o g sont combinaisons & coefficients dans A de ¢q et ¢’. En
calculant les termes constants (sans €), on voit qu’il existe a, 8,7, 0 € k tels que
ces relations soient de la forme suivante :

gog=(1+ea)g+eBq (4.5)

g og=evqg+ (1+¢ed)q (4.6)

Comme aucun monéme X; X; avec ¢ # j n’intervient dans le terme de droite
de (4.5), on obtient m; ; +m;; = 0 pour i # j. Procédant de méme avec (4.6),
on obtient a;m; ; + aym;; = 0 pour ¢ # j. Comme a; # a; pour i # j, cela
montre m; ; = 0 pour i # j.

La relation (4.5) s’écrit alors m;; = a + fBa; pour 0 < i < N. De méme, la
relation (4.6) s'écrit a;m;; = v + da; pour 0 < i < N. De ces deux relations, il
vient que, pour 0 < i < N, Ba? + (o — 6)a; —y = 0. Les a; sont alors N + 1
racines distinctes d’un polynome de degré 2. Ce polynome est donc nul : en
particulier, 8 = 0 et m; ; = a pour tout i.

On a montré que M est une homothétie, donc que g est en fait tangent a
Gy, Par conséquent, v = 0, et 'espace tangent de PG en Id est bien trivial. [

Proposition 4.3.8. Soient k un corps algébriqguement clos de caractéristique
2, N > 3 impair, et Z C IP’kN une intersection compléte lisse de deux quadriques.
Alors U'espace tangent en 1d de Auty(Z,O(1)) est de dimension > Y=L,

Preuve. Soient Z = {q = ¢’ = 0} des équations de Z. Notons b et b les formes
bilinéaires symétriques associées aux formes quadratiques ¢ et ¢’. Comme la
caractéristique de k est 2, le polynéme det(Ab+ pb’), homogene de degré N + 1
en A et pu, est le carré du pfaffien pfaff(A\b + pb’). Comme il suffit de montrer
la proposition pour Z générale, on peut supposer que les racines de ce pfaffien
sont distinctes.

Dans ce cas, on peut appliquer [7] Coro. 2.10 : en notant N +1 = 2r, il existe
un systéme de coordonnées dans lequel Z = {¢ = ¢ = 0} avec ¢ = >.._, X;V;
et ¢ =31 a;X;Yi+ e X?+d;YE

On raisonne alors comme dans la preuve de la proposition précédente, dont
on conserve les notations. Un vecteur tangent & GLy41 en Id est un élément
g = Id4+eM € GLny1(A). S'il préserve le sous-A-module libre de rang 2 de
HO(PY,0(2)) engendré par q et ¢, il préserve Z4 = {qg = ¢’ = 0} et est donc
tangent & G en Id. Or, si D € M,.(k) est diagonale, et si on note

D 0
w=(5 b)

on vérifie par calcul que g = Id +eM préserve ce sous-module, de sorte que g
est tangent a G en Id. Ceci montre que I'espace de tangent de G en Id est de
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dimension > r = % De la suite exacte 0 = G,,, - G — PG — 0, on déduit
que l'espace tangent de PG en Id est de dimension > %, comme voulu. [

4.3.4 Fin de la preuve

Montrons finalement le théoréme 4.2.1.

Preuve du théoréme 4.2.1.

On se rameéne au cas ou k est algébriquement clos; pour cela, on note
k une cloture algébrique de k. Par description de leurs foncteurs des points,
Auti(Z;) = Auty(Z);. Ainsi, le k-schéma en groupes Auty(Z) est de dimension
nulle (resp. fini, resp. lisse, resp. de dimension nulle et réduit) si et seulement
si le k-schéma en groupes Autg(Z;) l'est. Le seul point non trivial dans cette
assertion est le fait que si Autg(Z) est réduit de dimension nulle, Autg(Z%)
est réduit. Mais si c’est le cas, la composante connexe de l'identité de Auty(Z)
est un k-schéma connexe de dimension nulle donc ponctuel, réduit donc iso-
morphe au spectre d’un corps, avec un k-point donc k-isomorphe & Spec(k).
Par conséquent, la composante connexe de l'identité de Autg(Zz) est Spec(k).
Par homogénéité sous I’action des k-points de Auty(Zz), toutes ses composantes
connexes sont isomorphes & Spec(k), donc réduites. Le méme raisonnement per-
met de comparer Autg(Z, O(1)) et Auty(Zz,O(1)). Dans la suite, on suppose
donc k algébriquement clos.

Commengcons par montrer que si n > 2 et si on n’est pas dans le cas (iv),
Auty(Z) = Aut(Z,0(1)). Pour cela, soient T un k-schéma et f € Auty(Z2)(T)
un T-automorphisme de Zp. Il faut montrer que le diagramme (4.1) commute.
Raisonnant composante connexe par composante connexe, on peut supposer
T connexe. Remarquons tout d’abord que, comme n > 2, la proposition 2.1.6
montre que l’espace tangent en l'identité H'(Z,0z) a Picy/;, est nul, de sorte
que Picgz, /7 est réunion de composantes connexes T-isomorphes a T'. Les sec-
tions At et f* o Ar sont nécessairement des isomorphismes sur I'une de ces com-
posantes connexes : ainsi, pour qu’elles coincident, il suffit qu’elles coincident
en un point géométrique. On est donc ramenés a vérifier que, sous nos hy-
potheses, un automorphisme f d’une intersection complete lisse Z sur un corps
algébriquement clos préserve O(1). Si n > 3, par théoréme de Lefschetz, O(1)
est 'unique générateur ample du groupe de Picard de Z, et est donc préservé
par f. Si n = 2, mais qu’on n’est pas dans le cas (iv), [1] Exposé XI, Th. 1.8
montre que O(1) est 'unique générateur ample du sous-groupe du groupe de
Picard de Z constitué des fibrés en droites dont un multiple est proportionnel
au diviseur canonique ; cette caractérisation montre qu’il est préservé par f.

D’autre part, par la proposition 4.3.5, si 'on n’est pas dans un des cas (i), (ii)
ou (v), H%(Z,Tz) = 0. Comme cet espace vectoriel s’identifie & 1’espace tangent
en lidentité de Auty(Z), Autg(Z) est alors un schéma en groupes réduit de
dimension 0.

Ces deux faits, combinés aux résultats généraux du paragraphe 4.1, montrent
le théoreme sauf dans les cas (i), (ii), (iii) et (v) qu’on discute & présent.

Le cas (i) des quadriques est conséquence de la proposition 4.3.6.
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Le cas (iii) des courbes de genre > 2 est également classique, mais donnons
un argument. Comme Tz est un fibré en droites anti-ample, H°(Z,Tz) = 0,
de sorte que Autg(Z) est réduit de dimension 0. Pour montrer que ce schéma
en groupes est fini, on peut remarquer que, comme un automorphisme préserve
3Kz, Auty(Z) = Auty(Z,3Kz). Alors, en considérant le plongement tricano-
nique de Z et en procédant comme au paragraphe 4.1.4, on réalise Auty(Z)
comme un sous-schéma en groupes d’'un groupe linéaire, de sorte qu’il est de
type fini, donc fini. Enfin, Auty(Z,O(1)) est fini réduit comme sous-schéma en
groupes de Auty(Z).

Dans le cas (ii), Z est une courbe de genre 1. La courbe elliptique E sous-
jacente agit par translations sur Z. Comme h°(Z,Tz) = h%(Z,0z) = 1, on voit
que E g’identifie & la composante connexe de I'identité de Auty(Z). Finalement,
le groupe des composantes connexes de Auty(Z) est fini par [67], Theorem 10.1.
11 reste & déterminer le schéma en groupes E N Autg(Z, O(1)). 11 est expliqué
dans [33] 11.7 p. 342 que c’est E[3] (resp. E[4]) si N =2, ¢ =1 et dy = 3 (resp.
si N =3,c=2et d; =dy=2). Le Corollary 6.4 de [67] permet de comparer le
degré et le cardinal de ce sous-groupe, et donc de vérifier qu’il est non réduit si
et seulement si p = 3 (resp. p = 2).

Traitons enfin le cas (v). On note H le schéma de Hilbert des intersections
completes lisses contruit en 2.2. Le théoreme 3.1.1 montre la propreté de ’action
de PGLy41 sur H. La description de Auty(Z,O(1)) comme sous-groupe de
PGLy41 montre qu'il s’identifie au stabilisateur de [Z] € H(k) pour cette
action : il est donc propre. Comme il est affine comme sous-groupe fermé d’un
groupe affine, il est fini. La proposition 4.3.7 montre que si p # 2, l'espace
tangent en l'identité de Auty(Z,O(1)) est trivial, de sorte que ce schéma en
groupes est fini et réduit. La proposition 4.3.8 montre, elle, que si p = 2, 'espace
tangent en l'identité de ce groupe est non trivial, de sorte que ce schéma en
groupes est fini mais non réduit. O

4.4 Propriété de Deligne-Mumford

On note M le champ de modules des intersections completes lisses polarisées
par O(1). On étudie ici quand il est de Deligne-Mumford.

Proposition 4.4.1. Le champ M est de Deligne-Mumford sauf dans les cas
suivants :

(i) Sic=1etdy =2.
(ii) Si N =2, c=1, di =3, auquel cas il est de Deligne-Mumford au-dessus
de Spec(Z[1]).
(i) St N = 3, ¢ = 2, dy = do = 2, auquel cas il est de Deligne-Mumford
au-dessus de Spec(Z[3]).
(iv) Si N > 5 est impair, ¢ = 2, dy = do = 2, auquel cas il est de Deligne-
Mumford au-dessus de Spec(Z[1]).
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Preuve. Soient k un corps algébriquement clos et Z une intersection complete
lisse sur k. La description de Auty(Z,O(1)) comme sous-groupe de PGLy11
montre qu’il s’identifie au stabilisateur de [Z] € H (k) pour 'action de PG Ly 41
par changement de coordonnées. Le théoreme 4.2.1 permet de décider quand ce
schéma en groupes sur k est fini et réduit, et donc d’appliquer le critere 1.3.3
pour montrer la proposition. O



Chapitre 5

Quasi-projectivité

5.1 Introduction

5.1.1 Conventions

Dans ce chapitre, sauf s’il est explicitement fait mention du contraire, tous
les schémas que nous considérerons seront définis sur Spec(Z). En particulier,
PN = PY

=Py.

Par abus de notation, quand on sera amenés a manipuler un point géométri-
que, on notera toujours K le corps algébriquement clos sur lequel il est défini.

Si F est un faisceau localement libre sur un schéma, le fibré vectoriel géomé-
trique associé & F est celui dont le faisceau des sections est FV. Par G(r, F),
on désignera la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de rang r de ce fibré
vectoriel géométrique. Quand r = 1, on notera aussi ce schéma P(F).

5.1.2 Enoncé des théorémes principaux

Onfixe N>2,1<c<N-1let2<dy; <---<d,.des entiers. En I’absence
d’indication contraire, une intersection compléete sur un corps k, sera toujours
de codimension ¢ dans ]P’QI et de degrés dy,...,d..

Notons H le schéma de Hilbert des intersections completes lisses, et M =
[PGLN+1\ H] le champ de modules des intersections complétes lisses polarisées
par O(1) (voir les parties 2.2 et 2.3). Si on n’a pas ¢ = 1 et dy = 2, le théoréme
3.1.1 montre que le champ M est séparé. De maniere équivalente, par le lemme
3.1.3, PGLy41 agit proprement sur H.

Comme expliqué dans le corollaire 3.1.2, le théoreme de Keel et Mori montre
alors que M admet un espace de modules grossier M. De plus, M est un quotient
géométrique de H par PGLy 1 (voir par exemple [62]). On s’intéresse dans ce
texte aux propriétés de l'espace algébrique M : est-ce un schéma? Un schéma
quasi-projectif 7 Un schéma affine ?

Les deux résultats que 'on montre dans cette direction sont les suivants.
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Théoréme 5.1.1. Supposons que di = --- = d. et que l'on n'a pas c = 1 et
dy = 2. Alors M est un schéma affine.

Théoréme 5.1.2. Supposons que ¢ > 2, que dy < dy = --- =d, et que
dQ(N —c+ 2) > dl((c — 1)(d2 — dl) + 1).
Alors M est un schéma quasi-projectif.

En caractéristique nulle, la quasi-projectivité d’un espace de modules de
variétés polarisées dont le fibré canonique est ample est connue par les travaux
de Viehweg [69].

Montrons que si ¢ > 2 et d; < dy = -+ = d., et que le fibré canonique des
intersections complétes considérées n’est pas ample, ’hypotheése du théoreme
5.1.2 est vérifiée. En effet, on a N+1 > (¢—1)da+d; > (¢—1)(da—dq)+(c—1)+d;.
AiHSi, dQ(N —c+ 2) > dQ(C — 1)(d2 — dl) + dody > dl((C — 1)(d2 — dl) + 1)

On déduit donc des résultats de Viehweg et des deux théoremes 5.1.1 et 5.1.2
le corollaire suivant :

Corollaire 5.1.3. En caractéristique nulle, si dy < ds = --- =d,. et si l'on n'a
pas c=1 et dy =2, M est un schéma quasi-projectif.

5.1.3 Stratégie de la preuve

Remarquons avant tout que, comme SLyy1 — PGLyy1 est un morphisme
fini, S Ly 41 agit proprement sur H. De plus, il est immédiat que M est également
un quotient grossier et un quotient géométrique pour cette action. Pour ces
raisons, on considérera dans la suite de ce chapitre 'action de SLyy1 au lieu
de celle de PGLy 41, car elle sera plus facile & manipuler.

Pour montrer le théoreme 5.1.1 (resp. 5.1.2), on va construire, & I’aide de la
théorie géométrique des invariants, un quotient géométrique affine (resp. quasi-
projectif) de H par SLyii. On conclut grace a un résultat de Kolldr ([41]
Corollary 2.15) : un quotient géométrique pour une action propre est unique.
Notre référence pour la théorie géométrique des invariants sur un corps de ca-
ractéristique 0 est [57]. Le fait que les résultats de ce livre restent valable sur
Spec(Z) est conséquence de [66]. A ce sujet, on pourra consulter [57] Appendix
1G.

Tout d’abord, si d; < dy = --- = d,, on verra que la construction explicite de
H réalisée au paragraphe 2.2.2 fournit une compactification équivariante de H,
qu’on notera H. L’existence de cette compactification est la raison pour laquelle
on se limite, dans les théoremes 5.1.1 et 5.1.2, a des intersections completes
vérifiant dqy < dy = -+ =d,.

Sous les hypotheses du théoreme 5.1.1, la description explicite de H et H
montre que H est affine (car H\ H est un diviseur ample dans H), et la théorie
géométrique des invariants permet de construire un quotient géométrique affine
de H par SLy1. En revanche, on verra au paragraphe 5.4.3.1 que cet argument
ne permet pas de démontrer le théoreme 5.1.2 (plus précisément, si ¢ = 2 et
dy < dy, H\ H n’est jamais un diviseur ample dans H).
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Pour prouver le théoreme 5.1.2, on va construire un quotient géométrique
quasi-projectif de H par SLy1 en appliquant le critere d’Hilbert-Mumford. 11
faut pour cela faire le choix d’une compactification équivariante de H et d’un
fibré en droites ample S Ly 1-linéarisé sur celle-ci. On choisit la compactification
H mentionnée ci-dessus; les fibrés en droites sur celle-ci possedent une unique
linéarisation (paragraphe 5.4.1.3). On détermine quels sont les fibrés en droites
amples sur H (proposition 5.4.6). Il reste & décider s’il existe un fibré en droites
ample sur H rendant tous les points de H stables. Le critére d’Hilbert-Mumford
permet de décider exactement pour quelles valeurs des degrés d; cela se produit
(proposition 5.4.13) ; c’est 'origine de ’hypothese artificielle sur les degrés dans
I’énoncé du théoreme 5.1.2.

Ces arguments n’utilisent pas la séparation de M. Par [57] Corollary 2.5, ils
permettent en fait de la redémontrer sous les hypotheses des théoremes 5.1.1 ou
5.1.2 (voir les remarques 5.3.1 et 5.4.14).

5.1.4 Plan du chapitre

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, on montre le théoreme 5.2.1. C’est
une inégalité qui interviendra dans les trois parties suivantes; c¢’est notamment
elle qui permettra de vérifier le critere d’Hilbert-Mumford.

La troisieme partie est consacrée a la preuve du théoreme 5.1.1. L’argument
est dit & Mumford ([57] Prop. 4.2) dans le cas des hypersurfaces. On remarque
également rapidement que, si I'on avait voulu vérifier directement le critére
d’Hilbert-Mumford, 'inégalité 5.2.1 serait intervenue.

La quatrieme partie est consacrée a la preuve du théoreme 5.1.2 suivant la
stratégie décrite au paragraphe 5.1.3 . L’inégalité 5.2.1 intervient de maniere
cruciale dans la vérification du critere d’Hilbert-Mumford.

Enfin, dans la cinquieme partie, on discute une méthode qui pourrait per-
mettre de montrer la quasi-projectivité de M sans hypotheses sur les degrés d;. Il
s’agit de 'approche, initiée par Mumford, qui consiste a construire un quotient
géométrique de H par l'action de SLy41 en appliquant le critere d’Hilbert-
Mumford & la compactification de H donnée par le schéma de Hilbert de PV, et
aux fibrés en droites amples équivariants sur celui-ci donnés par divers plonge-
ments de Pliicker. Autrement dit, on se demande si les intersections complétes
lisses sont Hilbert-stables. Je ne connais pas la réponse a cette question, mais on
remarque que I'inégalité qu’il faudrait prouver pour le vérifier est plus forte que
I'inégalité 5.2.1. Autrement dit, le théoreme 5.2.1 est un résultat positif dans
cette direction.

5.2 Minoration du a-degré

5.2.1 Notations

On fixe un corps algébriquement clos K.
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Dans cette partie et dans cette partie seulement, on peut autoriser N > 1
et 1 < ¢ < N. On rappelle que 2 < d; < --- < d,. sont des entiers, et qu'une
intersection complete sur un corps k est, sauf mention explicite du contraire, de
codimension ¢ dans PY et de degrés di, ..., d..

Si « est la donnée d’entiers ag < --- < apy non tous nuls de somme nulle,
le a-degré d’un monéme M = X3°... XY est deg, (M) = 3, a;\i. Si F €
HO(PY,0O(d)) est une équation non nulle, on note deg, (F) le plus grand a-
degré des mondmes intervenant dans F. Par convention, deg,(0) = —oo. Soit
F* la somme des termes de F' de a-degré deg,, (F'). On dit que F est a-homogene
si F'= F°.

5.2.2 L’inégalité

Le résultat principal de cette partie est 'inégalité suivante :

Théoréme 5.2.1. (i) Soient k1, ..., k. des nombres réels tels que :
in k; > ! EC k (5.1)
min ~K; = —/——— 3. .
1<i<c N+1 —

Alors si ag < --- < an sont des entiers non tous nuls de somme nulle et
st Fi,..., F, constituent une suite réguliere globale définissant une inter-
section compléte lisse, on a :

°. deg (F;
3 kl-eg;i() > 0. (5.2)
i=1 @

(ii) Supposons qu’on n'a pas ¢ = 1 et di = 2. Alors si linégalité (5.1) est
stricte, inégalité (5.2) est stricte.

(iii) Les énoncés (i) et (ii) sont optimaux au sens ot ils seraient faux pour
d’autres valeurs des k;.

Remarque 5.2.2. Précisons le sens de (iii). Dire que 1’énoncé (i) est optimal
signifie que si k1, ..., k. sont des réels ne vérifiant pas (5.1), il existe des entiers
non tous nuls de somme nulle ag < --- < an et une suite réguliere globale
Fy, ..., F, définissant une intersection compléte lisse tels que l'inégalité (5.2)
soit fausse. L’assertion concernant I’énoncé (ii) est analogue.

L’inégalité 5.2.1 permet de minorer les a-degrés des équations d’une intersec-
tion complete lisse. Son heuristique est la suivante : si les a-degrés des équations
d’une intersection compléte sont petits, cela signifie que beaucoup de monomes
n’interviennent pas dans ces équations. Ce fait doit permettre de montrer, via
le critere jacobien, que cette intersection complete est en fait singuliere.

Le paragraphe 5.2.3 est constitué de résultats préliminaires autour du lien
entre a-degré d’une équation F' et singularités de {F = 0} ; le paragraphe 5.2.4
est consacré & la preuve du théoreme 5.2.1.
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5.2.3 Etude d’une équation

On fixe dans tout ce paragraphe un entier d > 2 et F' € H*(PY,O(d)) une
équation non nulle.

5.2.3.1 Lien entre a-degré et singularités

Le lemme suivant permettra de faire le lien entre la géométrie de 'hypersur-
face {F = 0} et le a-degré deg, (F).

Lemme 5.2.3. Soient u, v et s des entiers tels que u,v >0, s >0 etu+v =
N —s. Alors, sideg, (F) < ay + (d— 1)y,

dim(Sing{F =0}) N{Xy=---=X,_1 =0}) > s.

Preuve. Comme d > 2 et les a; sont croissants, quitte a échanger u et v, on
peut supposer que u < v.

Ecrivons alors F' = XoPy+---+XnPy,ou P; ne dépend pas de Xo, ..., X;_1.
L’hypothese deg,, (F) < ay, + (d — 1), montre que si ¢ > u, P; ne dépend que
de Xo, . 7Xv—1-

Posons Z = {Xg = =X,1 =P =---=PFP,_1 =0} Sii<v-—1,
X; est nul sur Z. Sii > v, on a i > u, de sorte que P;, qui ne dépend que de

Xo,...,X,_1, est nul sur Z. Par conséquent F' = vazo X, P; est nul sur 7.
De méme, pour 0 < 5 < N, on peut écrire 8‘9)2 =P + Zi\io X; g;;. En
distinguant comme ci-dessus suivant que ¢ < v — 1 ou ¢ > v, on voit que Xi%
J

s’annule sur Z. De plus, si j < u, P; est nul sur Z et si j > u, P; qui ne dépend
que de Xg,...,X,_1, est également nul sur Z. Sommant, on voit que g—;;j est
nul sur Z.

On a montré que F et tous les 887)5; s’annulent sur Z, de sorte que, par le
critere jacobien, Z C Sing({F = 0}). Comme, par le théoréme de l'intersection

projective, dim(Z) > N —u — v = s, le lemme est démontré. O

5.2.3.2 L’entier s(F)
Le lemme 5.2.3 ci-dessus motive la définition suivante.

Définition 5.2.4. On note s(F') le plus petit entier s € {—1,..., N—1} tel que,
si u,v > 0 sont des entiers avec u+v = N—s—1,on adeg, (F) > a,+(d—1)a,.

Comme le plus petit a-degré possible d’un monoéme de degré d est dag, on
a deg,, (F) > dag, de sorte que s(F') est bien défini.

Remarque 5.2.5. Le lemme 5.2.3 montre que dim(Sing({F' = 0})) > s(F'). L’en-
tier s(F') mesure la dimension attendue, connaissant deg, (F'), du lieu singulier
de {F = 0}.

On peut alors minorer le a-degré des équations telles que s(F) = —1.

Lemme 5.2.6. Supposons que s(F) = —1. Alors, deg,(F) > 0.
De plus, cette inégalité est stricte si d > 3.
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Preuve. On calcule :

Ndeg,(F) > (apg+ (d—1)an) + -+ (any—1 + (d — 1)oy) car s(F) = —1
—ay — (d—1Dag car Zai:O

1
e F)>
d* dega( )_df].

Qg+ an car s(F) = —1.

Sommant ces deux inégalités, on obtient :

1 1
- > (d—1— —
(N+d_1)dega(F)7 (d—1 d—l)ao’
ce qui se réécrit :
d(d —2)
d F)> ————qp.
e8alF) 2 — g

Ceci prouve le lemme car d > 2 et g < 0 (les a; sont croissants non tous nuls
de somme nulle). O

5.2.3.3 Les entiers v,(F)

Pour minorer le a-degré d’équations avec s(F') > 0, on introduit la définition
suivante :

Définition 5.2.7. Supposons que 0 < s < s(F'). On note vs(F') le plus grand
entier v € {0,..., N — s} tel que

deg, (F) < an—o, (F)—s + (d = 1)a, (p).
Lemme 5.2.8. Soit 0 < s < s(F). Alors vs(F) est bien défini et

N+ s(F)—2s
vs(F) > —

De plus, si0 < s < s(F), on avs_1(F) > vs(F)+ 1.

Preuve. Par définition de s(F), et comme s(F) > 0, il existe u,v > 0 tels
que u+v = N — s(F) et deg,(F) < ay + (d — 1)a,,. Comme d > 2 et que
les a; sont croissants, quitte a échanger u et v, on peut supposer v > wu, soit
v > N%(F) Alors, si v/ = v+ s(F) — s, comme les a; sont croissants, on a
deg, (F) < ay + (d — 1)a.

Ceci montre d’une part 'existence de vs(F) et d’autre part que vs(F) >
o > Ny g(F) — s = NbellDz2e,

Finalement, supposons 0 < s < s(F). Comme deg, (F) < an_s_y,(r) +
(d — 1)aw, (F), par croissance des a;, on obtient deg,, (F') < an_s—y (r) + (d —
1)avy, (7y41, ce qui montre que vs_1(F) > v, (F) 4 1.
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Remarque 5.2.9. Le lemme 5.2.3 montre que si 0 < s < s(F),

dim(Sing({F" = 0}) N{Xo =+ = X, (r)-1 = 0}) > s.

Les entiers vs(F) mesurent, connaissant deg, (F'), comment on peut s’at-
tendre & ce que les singularités de {F = 0} se situent par rapport au drapeau
gC{Xg=-=Xy_1=0}C---C{Xo=0} CP¥.

On dispose de l'estimation suivante sur le a-degré d’équations avec s(F) > 0:

Lemme 5.2.10. Supposons que s(F') > 0. Alors,

s(F
dega(F) > _Zs(:O) avS(F)
d ~ N-sF) -

Preuve. Par définition de vg(F'), on a :
(N = vo(F)) deg, (F) = (ag + (d — 1)ay)
+ o (AN () -1+ (d = D)y (r)11)- (5.3)

Pour 0 < s < s(F), par définition de vs(F'), et comme vs_1(F) > vg(F) +1
par le lemme 5.2.8; on a :

(vs—1(F) —vs(F) = 1) deg,(F) > (aN—s—v,_,(F)+1 T (d = Dy, (r)-1)
+---+ (aNfsfvs(F)fl + (d - 1)aU5(F)+1)' (54>

Le lemme 5.2.8 montre que 2vy(py(F') +s(F) — N > 0. Ceci permet d’écrire,
utilisant la définition de s(F) :

(205(p) + 8(F) — N) dego (F) = (aN—s(F)—v.(p (F) T (d = D)y, ) (7)-1)
+ e+ (a’Us(F)(F)71 + (d - 1)O[N75(F)7US(F>(F))- (55)

Sommant deux fois I'inégalité (5.3), deux fois les inégalités (5.4) et I'inégalité
(5.5), on obtient :

(N — s(F))deg, (F) = 2(ao + -+ + AN—s(F) v, (F)-1)
+ d(aN_S(F)_Us(F)(F) Tt avs(F)(F)_l) (5.6)

s(F)
4 (Qd _ 2)(avs(p)(F) R CVN) — (Qd — 2) Z Oy, (F)-
s=0

Remarquons alors que :

s(F)
02> [ag+ 4+ aN—s(F)—v,p (F)—1) = [Qu, o)+ +an — Z oy, (F))-
s=0

En effet, chacun des crochets est une somme de N — s(F') — vy (F) des
«;. Les indices intervenant dans le premier crochet sont tous plus petits que les
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indices intervenant dans le second, de sorte que 1’on conclut par croissance des
Q5.
Multipliant cette équation par (d —2) > 0, et I'ajoutant & (5.6), on obtient :

(F)
(N — s(F))dego(F) > d(ag + -+ an) —d Y ay,(p).
s=0

Comme les «; sont de somme nulle, cela prouve 1'inégalité recherchée :

s(F
dega (F) > Zs(:O) avs(F)

d =  N-sF)

O

Finalement, montrons une propriété de positivité des a, () qui sera cruciale
dans la preuve de 'inégalité 5.2.1.

Lemme 5.2.11. Supposons que s(F) > 0. Alors

s(F
Zs(:(]) Qo (F)

Qo (F) + N _ s(F) > 0.

Preuve. En sommant les inégalités (5.3) et (5.4) de la preuve du lemme 5.2.10,
on obtient :

(N - S(F) - US(F)(F)) dega(F) > (ao +oo aNfs(F)fvsug(F)fl)
s(F)
d = D)@+ ax) = (@= 1) Y @y (5.7
s=0

Par définition de vy(p)(F), deg, (F) < an—s(r)—v,p ) + (d = Dy, ) (F)-
Comme, par le lemme 5.2.8, N — s(F) — vyp) (F) < vgp)(F), la croissance des
a; montre deg, (F) < dav,, ., (r). Combinons ce fait avec 'inégalité (5.7), puis
utilisons le fait que d > 2 et que les a; sont croissants.

s(F)

(N=8(F) = vgp)(F))day, o () + (d — 1) Z Qi (F)
s=0

> (0t AN—s(F) v,y (F)—1) T (d = 1)(Qu, oy (F) T + an)
> (d=1)(ag+ -+ QN —s(F)—vypy(F)—=1 T Qo oy (F) T 00 F an)
— (N —s(F) - US(F)(F))(d - 2)O‘vs()!r)(F)'

Utilisant que les «; sont de somme nulle, puis a nouveau leur croissance, on
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obtient :

(N=5(F) = vy(p)(F))(2d = 2)exy, . (p) + (d — 1) Z O, (F)
s=0

> —(d = D)(ON—s(F)—v.m(F) "+ Qo (F)-1)
> —(205(p) (F) + s(F) = N)(d — Dy, ) (F)-

Apres division par (d — 1)(N — s(F')) > 0, ceci se réécrit comme voulu :

F
Zz(:()) aUS(F)

Wiy ()t TN s my

5.2.4 Equations d’une intersection compléte lisse

On utilise les résultats du paragraphe précédent pour montrer le théoreme
5.2.1. On procede en trois temps en prouvant successivement les énoncés (i), (ii)
et (iii).

5.2.4.1 Inégalité large

Preuve du théoréme 5.2.1 (i).

Tout d’abord, en sommant pour i € {1,...,c} les inégalités k; > ,
on montre (N +1—¢)(k1+---+k.) >0, donc ky + -+ k. > 0, et finalement,
k; > 0 pour i€ {l,...,c}.

On va distinguer deux cas pour montrer le théoreme. Le premier est facile :
si s(F;) = —1 pour tout i € {1,...,c}, le lemme 5.2.6 montre que deg, (F;) > 0.
Ainsi,

ki+-+ke
N+1

C Fz
Z kz dega( ) > (.
i=1 di

Supposons au contraire qu'il existe [ tel que s(F}) > 0. On choisit un tel [ de

s(Fp)
ZS:OL Qyg (Fp)

sorte que TN E) soit maximal. On va construire des entiers jo, ..., js(r) €
{1,...,c} distincts tels que, pour 0 < s < s(F}),
deg,, (F;.
98all) > o 6.9
Js
Supposons jg,...,js—1 convenables, et construisons js. Par la remarque
5.2.9, dim(Sing({F; = 0}) N {Xo = --- = X, (m)—1 = 0}) > s. Par le théoreme

de lintersection projective, cela implique que dim(Sing({F; = 0}) N {X, =
=Xy, ()1 = Fjy =+ = F;,, = 0}) > 0. Ce fermé est donc non vide;
on y choisit un point fermé P. Comme {F; = --- = F. = 0} est une inter-
section complete lisse, elle ne peut contenir le point singulier P de {F; = 0} :

il existe js tel que Fj, soit non nul en P. Comme Fj,,...,F; , s’annulent en
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P, js ¢ {jo,...,js 1} Enfin, comme P € {Xo = --- = X, (p)-1 = 0}, on a
{Xo ==Xy, (m)-1 = O} ¢ {F;, = 0}. En considérant les mon6mes in-
tervenant dans FJS on voit que cela implique deg,, (F},) > dj, a,, (r,), comme
voulu.

Soit maintenant i € {1,...,c} quelconque. Montrons que :

deg,, (F3) S _ Zs 0 O‘vs(Fl)
dl' - N — S(E) '

(5.9)

Si s(F;) > 0, cela résulte du lemme 5.2.10 et du choix de [. Si S(F) = -1,

s(Fy)

on raisonne comme suit. Par le lemme 5.2.11, Qo (Fr) T EO%W > 0.

Comme, par le lemme 5.2.8, y,p (F) €St le plus petit des (v, (r))o<s<s(F)

deg,, (F;) >
d;

on en déduit : Zé o ozv (7)) > 0. Appliquant le lemme 5.2.6, il vient :
Z:( U) Xus (Fy)
0>— )
On peut alors conclure. Notons I = {jo,...,js(m)} et utilisons les minora-

tions (5.8) pour ¢ € I et (5.9) pour ¢ ¢ I. On obtient :

s(Fy)

d a Zs avs
Zk eg Z;@S%(Fl) (%k) gsFl;ﬁ (5.10)

Montrons que le terme de droite de (5.10) coincide avec :
s(F7)

OévO(F,)+-..+Oévs(pl)(Fl))( k144 ke
kj, — 7) 11
; (Ows(Fz) + N s(Fl) s N1 (5 )

Pour cela, on développe (5.11), et on identifie les coefficients des k; avec ceux
apparaissant dans le terme de droite de (5.10). Si i ¢ I, ce coefficient vaut :

s(F1)

1 avo(Fl) +...+aU3(Fl)(Fl))
N+1 z::() (om0 + N - s(F)
s(F1)
1 s(Fy) +1
7N+1(N—3Fl H) ZO‘” (F1)
s(F)
= N s Fl ; Qy (Fy)-

Sii = js € I, un terme supplémentaire apparait, de sorte que ce coefficient vaut
bien :

s(Fy)
1 Qoo (Fy) +"’+O‘Us(FL>(Fl) _
N = s(F) SEOavs<Fl)+%s(Fl)+ N —s(F) = Qu(Fy)-
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Il reste & montrer que (5.11) est positif ou nul. Comme, par le lemme 5.2.8,
QX (F) est le plus petit des (Oévs(pl))ogsgs(pl)7 le lemme 5.2.11 montre que le
premier facteur des termes de la somme (5.11) est positif. Le second facteur des
termes de cette somme est positif ou nul par hypothese sur les k;. On a montré
comme souhaité que :

°\  deg,(F;
Sk 2 5
i=1 d;

5.2.4.2 Inégalité stricte

Preuve du théoréme 5.2.1 (ii).

Tout d’abord, en sommant pour i € {1,...c} les inégalités k; > %,
on montre (N +1—c¢)(ky +---+k.) >0, donc k; + - - - + k. > 0, et finalement,
k; >0 pouri e {1,...,c}.

On effectue alors la méme preuve qu’au paragraphe 5.2.4.1. Le second cas, ou
il existe ¢ tel que s(F;) > 0, fonctionne identiquement : on obtient une inégalité
stricte grace aux hypotheses plus fortes k; > kﬁviﬁ et a 'inégalité stricte
dans le lemme 5.2.11.

Dans le premier cas, ou s(F;) = —1 pour tout ¢, on raisonne de méme
pour montrer que Zle kideggiim) > 0. Comme k; > 0, et par le cas de stricte
inégalité du lemme 5.2.6, on obtient une inégalité stricte sauf éventuellement si
dy = -+ =d. = 2. L’étude du cas d’égalité montre qu’on peut alors supposer
deg, (F1)=---=deg,(F.)=0et a; + ay_; =0 pour 0 < i < N.

Traitons ce cas directement ; rappelons que par hypothese, on a alors ¢ > 2.
Soit 0 < r < N le plus petit entier tel que a,. > 0. Comme a; +ay_; =0, ' =
N —7 est le plus grand entier tel que a,» < 0. Comme deg,, (F;) = 0, on voit que
{Xo=---=X,_1 =0} C {F; = 0}, de sorte que {Xg =--- = X,—1 = 0} est
inclus dans lintersection complete {F} = --- = F, = 0}. Montrons qu’il existe
un point de {Xo =--- = X,_1 = 0} en lequel {F} = 0} et {F; = 0} ont méme
espace tangent. Cela contredira la lissité en ce point de {F} = --- = F. = 0}.

Comme deg, (F1) = 0, gfg([o ce. 0@ oo xy]) est nul sid >
c’est une forme linéaire en x,,...,xyx si ¢ < r’. Notons A; la matrice (r' +
1) x (' + 1) dont les lignes sont les formes linéaires (%)Ogigr’- De méme, on
note A, la matrice (r' + 1) x (' + 1) dont les lignes sont les formes linéaires
(3—2)099/. Considérons det(A1A; + A2A3) @ ¢’est un polyndéme homogene en
A1 et Ag. Comme K est algébriquement clos, on peut trouver (Ar, A2) # (0,0)
tels que det(A1 A1 + A2 As) = 0. 1l existe donc (2, ...,zx) # (0,...,0) tel que
(MAL+ A2A2)(xr, ..., xzn) = 0. Alors W“gi;f&)([o s 0izp iy =
0 pour tout ¢ : c’est ce qu’on voulait. O

5.2.4.3 Optimalité

Preuve du théoréme 5.2.1 (iii).
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Montrons 'optimalité dans le cas (i) : supposons donnés des réels k1, ..., k.
tels que la conclusion de (i) soit satisfaite. Fixons 1 < j < ¢. On choisit ag =
-+ =an_1=—letay = N.Sii # j, on choisit pour F; une équation générique
ne faisant pas intervenir la variable Xy : en particulier deg, (F;) = —d;. Par
le théoreme de Bertini, l'intersection des {F; = 0};%; a [0 : ... : 0 : 1] comme
unique point singulier. On choisit une équation F; générique, qui évite ce point
singulier. Le monéme Xi{ intervient donc dans F}; de sorte que deg,, (F;) = Nd,.
De plus, par le théoréeme de Bertini, {F} = --- = F. = 0} est lisse. On peut
donc écrire .

Z k; dega(Fi) = Z —k; + Nk‘j > 0.

i=1 i#j
Ceci se rééerit k; > ’“'R,i;{kb comme voulu.
Dans le cas (ii), la méme preuve fonctionne. Il faut seulement vérifier qu’il

était nécessaire d’exclure le cas ¢ = 1 et d; = 2. Pour cela, on prend oy = —1,
aj = 0pour 1 < i < N —1¢et ay = 1. On choisit alors F} = XoXn +
Q(X1,...,Xn_1) ol Q est une forme quadratique ordinaire en Xi,..., Xy_1.
Alors {F; = 0} est lisse, mais deg, (F1) = 0. O

5.3 Affinité quand d; =--- =d,

Dans cette partie, on se propose de démontrer le théoréme 5.1.1. On suppose
donc que dy =--- =d., et quon n’a pasc=1 et dy = 2.

5.3.1 Constructions

Commengons par construire le schéma de Hilbert H et une compactification
Hde H.

L’espace des intersections complétes H

Soit pr : PV — Spec(Z) le morphisme structurel. Par la proposition 1.1.6, le
faisceau pr.Opn (d1) sur Spec(Z) est localement libre, et ses fibres géométriques
s'identifient & HO(PY, O(dy)).

On note H = G(c, (pr«Op~(d1))V) et 7 : H — Spec(Z) la projection.
Un point géométrique de H est un sous-espace vectoriel V de dimension ¢ de
HOPY,0(d).

La description de H comme grassmannienne montre que son groupe de Pi-
card est de rang 1, engendré par le fibré de Pliicker O(1).

La famille universelle X

On note encore pr: PV x H — H et 7 : PY x H — P les changements de
base. La construction de H fournit une injection du fibré vectoriel tautologique
F — 7 pr.Opn(d). Par changement de base par le morphisme plat 7, cette
injection se réécrit F — priOpny g(di;0). Tirant en arriere sur PV x H, et
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utilisant I’adjonction, on obtient un morphisme de fibrés vectoriels pr*F —
OIP’NXH(dl; 0)

Le lieu oll ce morphisme est nul est un sous-schéma de PV x H qu’on note X.
Par construction, la fibre en V de pr : X — H est le sous-schéma {(F = 0)pey }.

Notons H l'ouvert de H constitué des points géométriques V tels que {(F =
0)Fev } soit lisse de codimension ¢ dans IP’IA(’. On note X — H la restriction de
X — HaH.

Comme la construction ci-dessus coincide avec celle donnée au paragraphe
2.2.2, X — H (resp. X — H) s’identifie au schéma de Hilbert des intersections
completes lisses (resp. des intersections complétes) et & sa famille universelle.

Action de SLy1

L’action de SLy41 sur AN*! induit des actions de SLyy; par changement
de coordonnées sur tous les espaces et faisceaux décrits ci-dessus.

En particulier, SLy1 agit sur le faisceau localement libre pr.Opn~ (d), donc
sur A\° pr.Opn (d) et sur le fibré vectoriel géométrique qui lui est associé. L’éclaté
le long de la section nulle de ce fibré vectoriel est le fibré vectoriel géométrique
associé au O(1) relatif sur P(A\° pr.Opn (d)V) : on obtient donc une linéarisation
de ce O(1). Par définition, le fibré de Pliicker est le tiré en arriere de ce fibré
par le plongement de Pliicker H — P(A°pr.Opn(d)Y). On obtient ainsi une
linéarisation du fibré de Pliicker sur H.

5.3.2 Preuve du théoréme 5.1.1

On peut a présent démontrer le théoréme 5.1.1 comme suit :

Preuve du théoréme 5.1.1.

Rappelons que, comme expliqué dans I'introduction de ce chapitre, SLy 1
agit proprement sur H et le quotient grossier M fourni par le théoreme de Keel
et Mori est également un quotient géométrique.

Le diviseur A = H \ H est un diviseur effectif non trivial sur la grassman-
nienne H. C’est donc un multiple positif du fibré de Pliicker. Ceci montre que A
est ample, donc que H est affine; on note A son anneau de fonctions. De plus,
le fait que le fibré de Pliicker soit linéarisable montre que l'action de SLy 1 sur
H est linéarisable.

Alors, par un théoréme de Seshadri ([66] Theorem 3, [41] Theorem 7.3),
comme SLyy1 est réductif et agit proprement sur H, Spec(ASI~N+1) est un
quotient géométrique de H par SLy 1.

Par [41] Corollary 2.15, comme SLy1 agit proprement sur H, un quotient
géométrique est aussi un quotient catégorique dans la catégorie des espaces
algébriques, et est donc unique. Les deux quotients géométriques mentionnés
ci-dessus coincident donc, de sorte que M est affine. O

Remarque 5.3.1. Tel quel, on a utilisé la séparation de M, i.e. la propreté de
I'action de SL+1 sur H. Sion n’avait pas voulu supposer ceci connu, on aurait
pu montrer que H C H*(O(1)) (ot le fibré de Pliicker est muni de la linéarisation
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naturelle). La propreté de l'action de SLy41 sur H est alors conséquence de
[67] Corollary 2.5. Décrivons rapidement deux méthodes qui auraient permis de
vérifier cela.

La premiere généralise ce qui est fait dans [57] 4.2 pour les hypersurfaces :
I'existence du diviseur A montre immédiatement que H C H**(O(1)). Comme
les intersections complétes lisses considérées ont des groupes d’automorphismes
projectifs finis par le théoreme 4.2.1 (on n’a pas ¢ = 1 et d; = 2), 'action de
SLy41 sur H a des stabilisateurs finis, et est donc fermée. Par définition du lieu
stable, cela montre H C H*(O(1)). Signalons seulement que quand N est impair,
c =2 et dy = dy = 2, le raisonnement est circulaire tel quel, car on a utilisé
la séparation de M pour montrer la finitude du groupe des automorphismes
projectifs des intersections completes lisses.

La seconde sera utilisée pour montrer le théoreme 5.1.2 dans la partie sui-
vante. Elle ne suppose pas connue la finitude des groupes d’automorphismes
projectifs des intersections completes lisses. Elle consiste a vérifier le critére
d’Hilbert-Mumford a ’aide du théoreme 5.2.1 ; comme cette méthode sera déve-
loppée dans la partie suivante pour montrer le théoreme 5.1.2, on ne la détaille
pas plus ici.

5.4 Quasi-projectivité quand d; < dy =--- =d,

Dans cette partie, on suppose que ¢ > 2 et dy < dy = --- = d,., et on prouve
le théoreme 5.1.2 comme annoncé au paragraphe 5.1.3.

5.4.1 Constructions

On construit tout d’abord H et H, ainsi que les familles de sous-schémas de
PV qu'ils parametrent. On s’intéressera de plus & divers faisceaux localement
libres sur ces espaces.

On utilisera notamment les notations du diagramme ci-dessous.
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X
' ﬂ; X,
\ /

P
PN x H

™2

pr
2
Hdl pr1 Xdl
(px /
1
pr

]P)NXHd

Spec(Z)

N

5.4.1.1 Hypersurfaces

™

1
PN

Soit d > 1. On commence par reprendre la construction du paragraphe 5.3.1
pour ¢ = 1.

L’espace des hypersurfaces Hy

Soit pr : PV — Spec(Z) le morphisme structurel. Par la proposition 1.1.6, le
faisceau pr.Opn (d) sur Spec(Z) est localement libre, et ses fibres géométriques
s'identifient & H°(PY, O(d)). On note Hy = P((pr.Opn(d))V) et m : H —
Spec(Z) la projection. Un point géométrique de Hy est une droite vectorielle
(F) de HO(PY, O(d)).

La famille universelle X;

On note encore pr : PV x Hy — Hy et w1 : PN x Hy — PV les changements de
base. La construction de Hy fournit une injection du fibré en droites tautologique
Op,(—1) = 7ipr.Op~ (d). Par changement de base par le morphisme plat 71,
cette injection se réécrit Op, (—1) — priOpny g,(d;0). Tirant en arriere sur
PN x Hy,, et utilisant ’adjonction, on obtient un morphisme de fibrés en droites
Opn 1, (0; —1) = Opn y 7,(d; 0). _ _

Le lieu ol ce morphisme est nul est un diviseur de Cartier Xy sur PY x Hy.
Par construction, la fibre en (F) de pry : Xy — Hy est le sous-schéma {F = 0}
de P¥.

Fibrés vectoriels sur Hy
L’équation de Xy fournit sur PV x Hy la suite exacte courte suivante :

0 — Opnypg,(—=d;=1) = Opny g, — Ox, = 0.
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Tensorisons par Opn, g,(l;0), et appliquons pr, en remarquant par calcul du
H' des fibres que R'pr, Opn w1, (—d; —1) = 0. Utilisons la formule de projection
et le changement de base par le morphisme plat 71 pour obtenir sur Hy la suite
exacte courte de faisceaux suivante :

0 = 7ipr.Opn (I —d) ® O, (1) = 7ipr.Opn (1) = pr1.Og, (1) = 0. (5.12)

Par exactitude a droite du produit tensoriel, on voit que la fibre géométrique
(pr1:O0x, (1)) () est HO(PY, O(1))/ (F), oul'on anoté (F) = HO(PY, O(l—d))-F.
Ainsi, pr1.Og, (1) est localement libre par constance de la dimension de ses fibres,
et la fibre géométrique en (F') de la suite exacte courte de faisceaux localement
libres (5.12) est :

0 — (F) — H(PY,0(1)) — H'(PX,0())/ (F) — 0. (5.13)

5.4.1.2 Intersections complétes

L’espace H
Onavuen5.4.1.1 que prl*O;gdl (dz) est un faisceau localement libre sur Hy, .
On notera H = G, (c =1, (pr1.0g,, (d2)¥)) et my : H — Hy, la projection.

Par (5.13), les points géométriques de H sont en bijection avec la donnée d’une
droite (F1) de H°(PY, O(d;)) et d'un sous-espace vectoriel de dimension c—1 de
HO(PY, O(dg))/{F1). Si Fy,...,F. € H(PY,O(d2)) engendrent ce sous-espace
vectoriel, on notera [Fy, Fa, ..., F.] ce point géométrique de H.

La description de H comme grassmannienne relative sur un espace projectif
montre que son groupe de Picard est de rang 2, engendré par O(1,0) = 75 0(1)
le fibré provenant de la base et O(0,1) = O, (1) le fibré de Pliicker relatif.

La famille X

La construction de H fournit une injection du fibré tautologique F —
m3pr1.O e (d2). Par changement de base par le morphisme 7o plat, cette in-
jection se réécrit F — prl*O,r;;gdl (d2;0,0). Tirant en arriere sur 75Xy, , et
utilisant I’adjonction, on obtient un morphisme de fibrés vectoriels priF —
Ors e (d2;0,0). Le lieu des zéros de ce morphisme est un sous-schéma X de
75Xy, . Par construction, la fibre en [Fy, Fy, . .., F.] de la projection pro : X — H
est le sous-schéma {F; = Fp =--- = F, =0} de IP’%.

Notons H l'ouvert de H constitué des points géométriques [Fy, Fy, ..., F.]
tels que {F} = Fy = --- = F, = 0} soit lisse de codimension ¢ dans P¥.. On note
X — H la restriction de X — H & H.

Comme la construction ci-dessus coincide avec celle donnée au paragraphe
2.2.2, X — H s’identifie au schéma de Hilbert des intersections completes lisses
et a sa famille universelle.

Fibrés vectoriels sur H
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Par construction de H, on dispose d’'une suite exacte courte de faisceaux
localement libres sur H :

0= F = mpr1.0g, (d2) = Q—0, (5.14)
dont la fibre géométrique en [F1,. .., F.] s’identifie & :

0— (Fy,...,F.) — HY(PY,0(dy))/(F1) — H°(P¥,O(dy))/{F,...,F.) — 0.
(5.15)
Par ailleurs, par (5.12) pour d = d; et [ = ds, on dispose d’une suite exacte
courtes de faisceaux localement libres sur H :

03w} pra Opn (d2—d1)®O(=1,0) w3 ] praOp (do) w3 pr1. O, (d2) 0. (5.16)
Par (5.13), la fibre géométrique de (5.16) en [F1,..., F¢] s’identifie & :
0 — (F) — HY(PY,0(d2)) — H*(PY,O0(ds))/{F,) — 0. (5.17)

Notons £ le faisceau localement libre noyau de la composée des surjections
m3miprOpn (d2) — w5pr1Og, (d2) — Q. Les suites exactes (5.14) et (5.16)
permettent d’écrire le diagramme exact de faisceaux localement libres sur H
ci-dessous :

0 0
1 1
w5y prv Opn (d2—d1)®@0(—1,0) = n3 7] pr.Opn (d2—d1)QO(—1,0)

1 1

0 & mmipreOpn (d2) ——— Q>0 (5.18)
! 1 |

0 F o1 Oy, (d2) ——— 9 5 0
! 1
0 0

Par (5.15) et (5.17), la fibre géométrique en [F1,..., F,] de ce diagramme
s’identifie a :

0 0
1 1
(F1) =——= (F1)
l l
0 — (Fi,.... Fe) —— HO(PY,0(d2)) — H°(PY,0(d2))/{F1,....Fc) = 0 (5.19)
l { [

0 > (Fuyoo Fe) /(F1) = HY(PR,0(d2))/(F1) = H°(PE,0(d2))/(F1,....Fe) =+ 0

1
0

O
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5.4.1.3 Action de SLy 1

L’action de SLy41 sur ANFL induit des actions de SL N+1 par changement
de coordonnées sur tous les espaces et faisceaux décrits ci-dessus.

En particulier, SLy 1 agit sur le faisceau localement libre pr.Opn~ (d1), donc
sur le fibré vectoriel géométrique associé a ce faisceau. Comme ’éclaté le long
de la section nulle de ce fibré vectoriel est le fibré vectoriel géométrique associé
au faisceau O(1) sur Hy,, on obtient une linéarisation de O(1) sur Hy,. Par
fonctorialité, on en déduit une linéarisation de O(1,0) sur H.

De méme, SLy41 agit sur le faisceau localement libre PTl*OXdl (d2), donc
sur /\C_l(prl,k(?/\gd1 (d2)) et sur le fibré vectoriel géométrique qui lui est associé.
L’éclaté le long de la section nulle de ce fibré vectoriel est le fibré vectoriel
géométrique associé¢ au O(1) relatif sur P, /\Cflprhk(ﬂ;(d1 (d2)Y : on obtient
donc une linéarisation de ce O(1). Par définition, O(0,1) est le tiré en arriere
de ce fibré par le plongement de Pliicker H - Pa,, (/\Cflprl*(’);(dl (d2)V). On
obtient ainsi une linéarisation de O(0,1) sur H.

Par combinaisons linéaires, on construit alors une linéarisation naturelle de
tous les fibrés en droites O(I1,12) sur H. Ces linéarisations sont uniques par [57],
prop. 1.4.

5.4.2 Fibrés amples sur H

L’objectif de ce paragraphe est la proposition 5.4.6 : on calcule les fibrés en
droites amples sur H.

5.4.2.1 Lien entre H et Hy, x ]_{5;1

L’injection de faisceaux localement libres & — w37} pr.Opn (d2) dans le dia-
gramme (5.18) induit une immersion fermée PEY — H x Hy, entre fibrés pro-
jectifs sur H. En prenant le produit fibré au-dessus de H de ¢ — 1 copies de ces
fibrés projectifs, on obtient une immersion fermée i : ¥ < H x ﬁ;;l.

Remarquons que, par le diagramme (5.%9), les points géométriques de X sont
les ([Fi,...,Fo],(Ga),...,(Ge)) € (H x Hj ")(K) tels que G; € (Fy,..., Fe)
pour 2 < i < ¢. Le diagramme ci-dessous résume les notations que nous utilise-
rons.
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H x

c—1
Hy,
Tr2><id 1 P1
/ q
H
/

€
[] rrc—1
Hd1 X Hd2
x

Notre objectif est de comparer les espaces H et Hg, x I_{g;l via . On
commence par étudier 'application e := (w2 X id) o i.
La description des points géométriques de X et de Hy, x H;;l montre que

Hy,

le fermé de Hy, x FI;;I ou e a des fibres de dimension > 0 a pour points
géométriques les ((F1), (Ga),...,{(G.)) tels que (F1) N (Ga,...,G.) # {0}. On
note ce fermé W, et on le munit de sa structure réduite. Notons F le fermé
e~} (W) de ¥, et munissons-le de sa structure réduite (E = e~ (W) vaut ensem-
blistement mais pas nécessairement schématiquement). Les points géométriques
de E sont les points géométriques ([F1,..., F.],(Ga),...,(G.)) de ¥ tels que
(F1,Ga,...,G.) € (F1,..., F.).

Lemme 5.4.1. Les schémas E et W sont irréductibles.

Preuve. Comme W = e(E), il suffit de montrer que E est irréductible. Pour
cela, il suffit de montrer que les fibres géométriques de ¢q|p : E — H sont
irréductibles.

Soit [Fi,...,F.] un point géométrique de H. La fibre géométrique de ¢|g :
E — H correspondante est constituée des ({(Ga), ..., (G.)) n’induisant pas une
base de (F1,..., F.)/(F1). Elle est donc ensemblistement définie par ’annulation

d’un déterminant, et irréductible par irréductibilité du déterminant. O

Lemme 5.4.2. Le morphisme e|s\g : S\ E — (Hg, X ﬁg;l) \ W est un
isomorphisme.

Preuve. Le morphisme e = (my X id) o i est propre comme composée, donc,
par changement de base, e|x\ g est propre. De plus, la description des points
géométriques de ¥ et Hy, x H5 ' montre que ey réalise une bijection entre
points géométriques. Ainsi, e|s\ g est propre et quasifini, donc fini. Finale-
ment, par lissité générique (Hy, x Hg;l est de caractéristique générique 0),
e ' ((F1),(Ga),...,(G.)) est un point réduit pour ((F1),(Ga),...,(G.)) géné-
rique, de sorte que e[x\ g est birationnel. Comme Hg, x H;;l est régulier donc
normal, par le Main Theorem de Zariski, e\z\ E est un isomorphisme. O]
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Une équation pour F

Proposition 5.4.3. Le sous-schéma E est un diviseur de Cartier dans X et
O(E)=i0(0,-1,1,...,1).

Preuve. La construction de ¥ comme produit de fibrés projectifs sur H fournit
c—1 sous-faisceaux tautologiques L1, ..., L._1 de ¢*£. On a donc un morphisme
Pt Ly — ¢*€ dont la fibre géométrique en ([Fy, ..., F.], (Ga), ..., (G.)) est
(Ga) ® - ® (G.) — (Fy,...,F.). Remarquons que, par compatibilité entre
les faisceaux tautologiques des fibrés projectifs PEY et H x Hgy, sur H, on a
Ly =i*0(0,0,-1,0...,0),...,L._1 =4*0(0,0,...,0,—1).

D’autre part, en tirant en arriere sur ¥ le morphisme &€ — F du diagramme
(5.18), on obtient un morphisme ¢*& — ¢*F dont la fibre géométrique en
([F1,...,F], (Ga),...,(G.)) est (Fi,...,F.) = (F1,...,F.)/(F) par le dia-
gramme (5.19). Notons S : @2;11 Ly — ¢*F la composée de ces deux mor-
phismes de faisceaux.

Les fibres B([Fl7“'7Fc]7<G2>w~7<Gc>) : <G2> D---D <GC> — <F17 ey FC>/<F1> de
B sont des isomorphismes exactement si ([Fy,..., Fc], (Ga),...,(G.)) ¢ E(K).
On en déduit que det(8) est une injection, et que son conoyau K a pour support
un sous-schéma fermé de ¥ dont la réduction est E.

On remarque alors que det( 2;11 L) = i*0(0,0,—1,...,—1) et que, par
définition du fibré de Pliicker, det(¢*F) = i*O(0,—1,0,...,0). Tensorisant par
i*0(0,1,0,...,0), on obtient :

0—*0(0,1,—1,...,—1) = Ox - K®i*0(0,1,0,...,0) — 0.

Le fibré en droites i*O0(0,1,—1,...,—1) s’identifie ainsi au faisceau d’idéaux
d’un diviseur de Cartier D de X qui coincide ensemblistement avec E.

Le sous-schéma FE est donc le diviseur de Cartier réduit associé a D sur le
schéma régulier 3. Comme, par le lemme 5.4.1, E est irréductible, il existe k > 1
tel que :*O(0,1,—1,...,—1) = O(—kE). Or la description de ¥ comme produit
de fibrés projectifs montre que i*O(0,1,—1,...,—1) n’est pas divisible dans
Pic(¥). On a donc nécessairement k = 1, et O(E) =i*O(0,—-1,1,...,1). O

Des équations pour W
Les calculs que nous ménerons au paragraphe suivant nécessitent d’avoir des
équations au moins ensemblistes pour W. C’est 'objet de la proposition 5.4.4.

Proposition 5.4.4. Soit ((F1),(G2),...,(G.)) un point géométrique de Hq, x
H;;l n’appartenant pas a W. Alors il existe un diviseur D € |Og, ngfl((c -
1 2

1)(da —dy) +1,1,...,1)| contenant W mais pas ({F1), (G2),...,{G.)).

Preuve. Soit (Xo,..., Xy) un systéme de coordonnées sur PV | c’est-a-dire une
base de H°(PY,0(1)). On note M, ensemble des monémes de degré d en les
X; : c’est une base de H*(PY, O(d)). On obtient des coordonnées sur les espaces

projectifs Hy, et Hgy, en considérant les bases duales (GL)Lemdl et (bg&))]v[egmd2

de HO(PN,O(dy))Y = H(Hy,,O(1)) et HY(PN,0(dy))Y = H(Hyg,,O(1)), ou
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Pexposant i (2 < i < ¢) permet de distinguer les coordonnées sur les ¢ — 1
copies de Hy,. On choisit notre systéme de coordonnées de sorte que Fy ait un
coefficient non nul en Xgl, qu’on peut alors supposer égal a 1.

Soit 2 < 7 < ¢. Considérons 'identité

f? L = 4512) a1+ sz) di+1 (5.20)

obtenue en substituant la variable bg\z/[) a la variable by; dans 'identité fournie
par le lemme 5.4.5 ci-dessous. Substituant alors les coefficients de F; dans les
ar, et les coefficients de G; dans les bg\i/[), on obtient une égalité de la forme
G; = Q;F1 + R; dans K[Xo,...,Xyn]. Comme ((F1),(G2),...,{Gc)) ¢ W, les
R; forment une famille libre. On peut donc trouver (M;)2<;<. des mondmes de
My, tels que la matrice (c—1) x (¢—1) dont le coefficient (i, j) est le coefficient
de M; dans R; soit inversible.

On note C](»l) € Zlar, bg&)}Lemdl’]\Jeg)’[d2 le coefficient de M; dans rflz)_d1+1.
Alors P = det(CJ(-l)) est un polynéme homogene de degré (¢ —1)(d2 —dy +1) en

les ay, et, pour tout i € {2,...,¢— 1}, de degré 1 en les bg\i}. On voit P comme
une section de Oy XH;—l((C —1)(dy —di1 +1),1,...,1). Par choix des M;, P
< H,

est non nul en ((F1), (Ga),...,(G¢)).

Montrons que {P = 0} contient W. Comme, par le lemme 5.4.1, W est
integre, il suffit de voir que {P = 0} contient les points géométriques de 'ouvert
dense de W défini par I’équation Ay # 0. Soit donc ((FY),{(GL),...,(GL))

un point géométrique de W tel que le coefficient en Xgl de F| vale 1. Comme
(F]),{(GY),...,(GL)) € W, il existe une équation de la forme Y ;_, \;G} =
QF] avec Q € K[Xy,...,Xn] et A\; € K non tous nuls. Pour 2 < i < ¢,
en substituant dans Pégalité (5.20) les coefficients de Fy dans les ar et les

coefficients de G} dans les bg\?, on obtient des égalités de la forme G} = Q}F{+R;.
Il vient > 5 s MR = (Q — X5 \i@Q)F{. Comme aucun des monomes des
R} n’est divisible par Xgl et que le coefficient en Xgl de F} est non nul, on
a nécessairement Q — >, \;Q; = 0, donc Y ;_, \;R; = 0. Par conséquent,
P(F{,GY,...,G") est le déterminant d’une matrice dont les lignes sont liées, et
est nul. Ceci montre que ((Fy), (G%),...,(G.)) € {P = 0}.

Enfin, remarquons que P est d1V1Slble par aXd Pour cela, utilisons la

derniere partie du lemme 5.4.5 : on a une 1dent1te de la forme r4,—4,41 =

CLXle +b d2S Par homogénéité, S ne dépend pas des variables (bM>MeDJTd2a
(1) _

de sorte qu’on obtient, pour 2 < i < ¢ des identités de la forme ry’ ; |, =

Qs T )—l—b @ , 5. Ces expressions montrent que, dans la matrice (C]( )) chaque
O

hgne est somme de deux termes : les premiers divisibles par a4, , les seconds

0

tous proportionnels. Développer le déterminant montre que P est divisible par

c—2
aXdl

Posons alors P = P/a P

: C’est une section de O, e ((c=1)(da—dy)+
0 1
1,1,...,1). Comme P est non nul en ((F1), (Ga),...,(G.)), c’est aussi le cas de
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P. Comme W C {P =0}, que W est integre par le lemme 5.4.1, et que W n’est
pas inclus dans {a,«, = 0}, W C {P = 0}. On a montré que D = {P = 0}
0

convenait. O

Lemme 5.4.5. On se place dans l'anneau

A =7[Xs,ar,balo<s<N,Lem,, Mem,,

trigradué par le degré total en les X;, en les ay, et les byr. On considére les
éléments f = ZLefmdl arL et g = ZMemd2 byM de A. Alors, si 0 < j <
do — di +1, il existe gj,r; € A homogénes de degrés respectifs (do —di,j—1,1)

et (da,j,1), tels qu’aucun monéme de r; ne soit divisible par XgQJrl*j et que

ajxglg =qf+r;.

De plus, si j > 1, tout mondme intervenant dans r; est divisible soit par
an1 soit par ngzQ.

Preuve. L’existence de g; et r; résulte de 1'algorithme de division euclidienne.

Plus précisément, on raisonne par récurrence sur j. Si 7 = 0, on prend gy = 0

et ro = g. Pour passer de I’égalité pour j a celle pour j + 1, on multiplie par

. do— L
@ ay, on regroupe dans a.a, ; les termes divisibles par X;” 7 et on réécrit ces
0 0

termes en utilisant 1'identité

anl X(f)lz—j — X(()12—d1—jf + Xg2—d1—j (anl Xgl _ f)
Cette construction explicite permet facilement de vérifier la derniere pro-

pri¢té. Quand j = 1, on remarque que le seul terme de a.a,79 qu’on réécrit
0

est ay.a,b a5 XgQ de sorte que les termes qui apparaissent sont divisibles par
0 0

bya,. Les autres sont divisibles par a,.,. Enfin, la propriété pour j implique
0 0

X
immédiatement la propriété pour j + 1. O

5.4.2.2 Calcul des fibrés amples

On peut a présent démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.4.6. Le fibré O(ly,1y) sur H est ample si et seulement si ly > 0
et % > (e—1)(dy —dy) + 1.

Preuve. Comme Spec(Z) est affine, O(l1,2) est ample si et seulement s’il est
ample relativement & Spec(Z). Par [21] 4.7.1, il suffit de tester 'amplitude de
O(ly,12) sur les fibres du morphisme structurel, donc sur les fibres géométriques
du morphisme structurel.

La proposition est alors conséquence de la proposition 5.4.7 ci-dessous et du
critere de Kleiman : pour une variété projective sur un corps algébriquement
clos, le cone ample est U'intérieur du coéne nef ([47], 1.4.23). O
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Proposition 5.4.7. Soit K un corps algébriquement clos. Alors le fibré O(ly, l2)
sur H xz K est nef si et seulement silo >0 etly > la((c —1)(d2 —dy) + 1).

Preuve. Dans toute cette preuve, les variétés qu’on manipule sont définies sur
le corps K. Pour simplifier les notations, les extensions des scalaires & K seront
partout sous-entendues.

Etape 1 : La condition est nécessaire.

Supposons que O(ly,12) est nef. On a ly > 0 car O(ly, 1) est mo-nef. On va
montrer la seconde inégalité en calculant le degré de O(ly,l3) sur une courbe
bien choisie.

Soient Xo, X; € H(PY,0(1)) des équations linéairement indépendantes,

U6 I

scalaires distincts. Pour 2 < ¢ < ¢, on note G; = HX,;_ Hdz*dl (Xo + )\gi)Xl).

_ Jj=1
Considérons 8 : P! — Hy, le pinceau t — (H(Xo +tX1)). La section constante
s: Hy — Hg, X Hcf;l de valeur ((G2),...,(G.)) fournit un morphisme so g :

P! — Hdl X ng_l

Calculons les points de P! dont I'image par sof3 est dans W. Soient t € P!(K)
et as,...,a. € K non tous nuls. Alors H (X, + ¢X7) divise Y ¢, a;G; si et
seulement si Xo+tX7 divise > 7, a; X;_1 H?i_ldl (XO—I—)\;-Z)Xl). On voit aisément
que cela ne peut se produire que si tous les a; sauf un sont nuls. Si c’est a; qui est
non nul, les valeurs possibles de ¢ sont soit ¢t = )\gl) pourun j € {1,...,dy—d1},
soit ¢t = 0o si ¢ = 2. On a montré qu’exactement (¢ — 1)(dz — d1) + 1 points de
P! sont envoyés dans W par s o .

Comme l'image de s o 8 n’est pas incluse dans W et que e est birationnel
par le lemme 5.4.2, le critere valuatif de propreté permet de relever so S en un
morphisme 7 : P — ¥. Remarquons qu’exactement (¢ — 1)(d2 — dy) + 1 points
de P! sont envoyés dans E par ~. Finalement, en composant par ¢, on obtient
un morphisme g o~y : P — H.

On calcule alors les degrés des fibrés en droites de H sur P! :

P! 4*¢*O(1,0) =P' - v*¢*m5O(1) = P' - y*e*p;O(1)
— B 35p10(1) = P - °0(1)

=1 car #: P! — Hy, est une droite.

PLy*q*O(0,1) = P! - 4*e*O(0,1,...,1) — P - y*O(E)
par la proposition 5.4.3
<P'-B*s*0(0,1,...,1) — (c = 1)(dg — dy) — 1

par calcul de Card(y~!(E))
=—(c=1)(d2 —dy)—1
car s*0(0,1,...,1) = O.
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On montre enfin I'inégalité voulue comme suit :

ll — lQ((C — 1)(d2 — dl) + 1) 2 Pl . ’}/*q*O(ll,lg) car ZQ Z 0
>0 car O(ly, 1) est nef.

Etape 2 : La condition est suffisante.

Supposons & présent les inégalités vérifiées, et montrons que O(l1,ls) est
nef. Soit pour cela C' une courbe intégre de H. Notons C' sa normalisation et
a:C— Hle morphisme naturel. Comme ¢ est un fibré localement trivial, on
peut trouver une section rationnelle 3 : C-->Ydea;on peut de plus supposer
que son image n’est pas incluse dans E. Par critere valuatif de propreté, 3 est en
fait un morphisme. Notons v = eof3. Comme 5(C) ¢ E, on ay(C) ¢ W. On peut
donc choisir par la proposition 5.4.4 un diviseur de Cartier D € |0Hd1 <! ((e—

1)(d2—dy)+1,1,...,1)| contenant W mais pas v(C), donc tel que e* D contienne
E mais pas 3(C). On calcule alors :

C-a*On(l,ls) = C- B q*Ox(l,12) par projection
C (€ Op, s (b, ) = 1o D) par 5.4.3

Y
[}

/8*

B*(e*OHd XHS—l(ll,ZQ, cooyle) —1e*™D)  car ECe*D,ly >0
1 2

C-v*O(ly — la((c — 1)(dg — d1) 4+ 1),0,...,0) par projection

0.

%

On a bien montré que Og(l1,12) est nef. O

5.4.3 Preuve du théoreme 5.1.2
5.4.3.1 Echec d’une stratégie naive

Au paragraphe 5.3.2, on a montré le théoreme 5.1.1 en utilisant ’argument
suivant. Le diviseur discriminant A = H \ H était ample sur H, et son complé-
mentaire H était donc affine. On montre ici que cette méthode ne permet pas de
montrer le théoreme 5.1.2; plus précisément, si ¢ = 2, elle ne fonctionne jamais.

En effet, le théoreme 7.1.3 permet de calculer le fibré en droites associé au
diviseur discriminant A = H \ H. Quand ¢ = 2, les calculs sont menés dans
I’exemple 7.1.11, et on obtient O(A) = O(ly,1o) avec I} = do(ed ~* 4 2e1ed ~2 +
o NeV Y et Iy = di(ed 7! + 2e0ed 7% + -+ Ned 71), et ot 'on a posé
e; = d; — 1. Comme % < Z—f < ds — dy + 1, la proposition 5.4.6 montre que ce
fibré n’est jamais ample.

Quand ¢ > 2, les formules calculant /; et ls sont plus compliquées, et font
apparaitre des sommes alternées, ce qui rend difficile une vérification analogue.

5.4.3.2 Calcul des fonctions p

L’objectif de ce paragraphe est de calculer les fonctions y intervenant dans
le critere d’Hilbert-Mumford pour l'action de SLy41 sur H relativement aux
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fibrés en droites SLy1-linéarisés décrits au paragraphe 5.4.1.3. Ces fonctions
v dépendent d’un point géométrique P = [F, Fy, ..., F.] € H(K) et d'un sous-
groupe a un parametre non trivial p : Gy, .k = SLyy1 K-

Rappelons brievement la définition de ces fonctions . Considérons la fibre
en lim;_,q p(t) - P du fibré en droites géométrique sur H associé & O(ly,13). Le
morphisme p induit une action de G,,, i sur cette fibre. Cette action se fait via
un caractere de G, g, c’est-a-dire un entier ; on note ,uo(ll’b)(P, p) Popposé de
cet entier. Dans les deux lemmes qui suivent, on met p et P sous une forme qui
permettra de calculer @12 (P, p).

Lemme 5.4.8. Soit p: G, k = SLy41,x un sous-groupe & un parameétre non
trivial. Alors on peut trouver des entiers ag < --+- < an non tous nuls de somme
nulle et une base de KN+t dans laquelle p(t)-(xo, ..., zNn) = (t%xq, ..., t*N ).

Preuve. Par diagonalisation simultanée d’endomorphismes qui commutent, on
peut trouver une base de KN*! dans laquelle p agit de maniere diagonale. Par
description des caracteres de Gy, g, il existe des entiers ayg,...,an tels que
p(t) - (xo,...,xN) = (t*xq,...,t*Nzy). Quitte & permuter les vecteurs de la
base, on peut supposer que oy < --- < ay. Enfin, comme p est a valeurs dans
SLyni1,x,0na00+---+ay = 0; comme p est non trivial, les o; sont non tous
nuls. O

Dans le reste de ce paragraphe, p est fixé. On travaille avec un systéme de
coordonnées et des entiers «; comme dans le lemme ci-dessus. On conserve les
notations du paragraphe 5.2.1.

Lemme 5.4.9. Soit P = [F1, Fy,...,F.] € H(K). Alors il existe des équations
®; € HO (PR, 0(d;)) pour 2 <i < c telles que :

(i) P=[F,®,...,9]
(i1) deg, (®;) < deg, (F;) pour2 <i<e.
(i) [Fe.95.....0] € H(K).

Preuve. Choisissons ®; € HO(PY, O(d;)) pour 2 < i < ¢ vérifiant les propriétés
(i) et (ii), et telles que Y ;_, deg, (®P;) soit minimal. C’est possible car on a la
minoration deg, (®;) > d;«p. Montrons par absurde que la condition (iii) est
automatiquement vérifiée.

Si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver Q € H°(PY,O(dy — dy)) et
A1, ..., Ac € K non tous nuls tels que QF* = 2;2 A @5, En ne gardant dans
cette identité que les termes de a-degré maximal (i.e. quitte & remplacer @ par
Q% ou 0 et a remplacer certains des A; par 0), on peut supposer que tous les
termes de cette identité sont c-homogenes de méme a-degré. Soit alors 2 < j < ¢
tel que A, soit non nul; on pose ®; = P, si i # j et <I>;- =30 o NP — QF.

Les @} vérifient encore la propriété (i). On a bien deg, (®}) = deg, (P;) si
i # j. De plus, l'expression de <I>} montre que dega(@;) < deg,(®;), mais que
la somme des termes de a-degré deg,(®;) dans @’ est nulle, i.e. deg,(®) <
deg, (®;). D’une part cela montre que les @) vérifient encore la propriété (ii).
D’autre part, cela contredit la minimalité dans le choix des ®;. O
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Commencgons par calculer la fonction p pour l'action de SLyyq sur Hg,
relativement au fibré O(1) et & sa linéarisation décrite au paragraphe 5.4.1.3.

Lemme 5.4.10. Soit (Fy) € Hg, (K). Alors :
nOW((F), p) = deg, (F1).

Preuve. On rappelle que, par définition de 'action duale, si F' est un élément
a-homogene de HO(PY, O(d;)) = Sym™ (KN+1)V, Paction de p sur F est donnée
par p(t) - F =t~ g ("),

Ainsi, si Uon écrit Fy = F{* + R,

p(t) - (F1) = (p(t) - Fr) = (118 p(t) - F1)
= (B 8 p(0) - )

Le terme de droite tendant vers 0, on a lim;_,o p(t) - (F1) = (F{).

Finalement, dans HO(PY,O(d,)), p(t) - F =t~ 8P Fe ce qui montre,

par définition de la S Ly ;-linéarisation de O(1), que u®M ((Fy), p) = deg,, (F}).
O

On calcule ensuite la fonction p pour I'action de SLy 1 sur H relativement
au fibré 0(0,1) et & sa linéarisation décrite au paragraphe 5.4.1.3.

Lemme 5.4.11. Soit P € H(K). On écrit P = [Fy, ®s,...,®.] ot les ®; ont
été choisis comme dans le lemme 5.4.9. Alors :

O(O 1) P p Zdega

Preuve. Comme dans la preuve du lemme 5.4.10, on calcule dans Hyg, x H5 ' :

lim p(t) - ((F1), (P2), .-, (®c)) = (F1"), (@), .., (DL))-

t—0

Comme [F{, ®%,...,92] € H(K), ((F{),(®%),...,(®2)) est dans le lieu de
définition de 'application rationnelle g o e™! : Hd1 x Hi ' --» H. Comme
celle-ci est SLn1-équivariante, donc p-équivariante, on en dedult que, dans H,

lim p(t) - [F1, @, ..., ] = [FO, 8S,..., 7.
t—0
Finalement, dans \°~ ' (HO(PY, O(dy))/ (F2)),
p(t) - (PG A - ANDY) =t~ 2izs dega((bi)((b% A A OY),

ce qui montre, par définition de la SLy1-linéarisation de O(0,1), que :

O(O 1) P ,0 Zdega
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Enfin, combinant les lemmes 5.4.10 et 5.4.11, on obtient :

Proposition 5.4.12. Soit P € H(K). On écrit P = [Fy,®a,...,®.] ot les ®;
ont été choisis comme dans le lemme 5.4.9. Alors :

'uo(ll’b)(P, p) =lideg,(Fy) + 12 Z deg, (®:).

=2

Preuve. Ceci résulte de la fonctorialité des fonctions p pour le morphisme
o : H — Hy,, et de 'additivité des fonctions p relativement au fibré en droites
linéarisé. O

5.4.3.3 Application du critéere d’Hilbert-Mumford

Ijroposition 5.4.13. 1l existe un fibré en droites ample SLy 41 -linéarisé L sur
H tel que H C H*(L) si et seulement si

dg(N—C-i-Q) >d1((0—1)(d2—d1)+1). (5.21)

Preuve. Rappelons avant tout le critere d’Hilbert-Mumford ([57] Theorem
2.1) : si £ est un fibré en droites ample SLy;-linéarisé sur H, un point
géométrique P € H(K) appartient & H*(L) si et seulement si, pour tout sous-
groupe A un parameétre non trivial p : G,, x — SLy11,x, on a u“(P, p) > 0.

On a vu au paragraphe 5.4.1.2 que les fibrés en droites sur H étaient tous
de la forme O(l1,ls), puis au paragraphe 5.4.1.3 que ceux-ci possédaient une
unique SL yy1-linéarisation. Par la proposition 5.4.6, un tel fibré en droites est
ample si et seulement si I3 > 0 et % > (¢—1)(de — dy) + 1.

Supposons dans un premier temps que (5.21) est vérifiée et montrons que
L =0(l1,lz) avec I = kda(N +2 —c¢) — 1 et Iy = kdy convient si k > 0. Ce
fibré en droites est bien ample : 3 > 0 et % > (¢—1)(dz —dy) + 1 est vrai pour
k > 0 par I'hypotheése (5.21). Montrons alors H C H*(O(ly,l2)) en appliquant
le critere d’Hilbert-Mumford. Soient pour cela P = [Fy, Fs,...,F.] € H(K)
et p: Gpxk — SLyi1,x un sous-groupe a un parametre non trivial qu’'on
peut supposer de la forme obtenue dans le lemme 5.4.8. Par le lemme 5.4.9
et la proposition 5.4.12, quitte a modifier Fb,..., F,., on peut supposer que
pCUl2) (P p) = 1y deg, (F1) + 12 35_, deg,, (F}). Par le théoréme 5.2.1 (ii), pour
montrer que °(1:12) (P, p) > 0 et conclure, il suffit de vérifier que (N +1)I;d; >
l1d1 + (C — 1)l2d2 et que (N + 1)[2d2 > l1dy + (C — 1)l2d2, i.e. que :

d2 c—1 ll dg

— < —(N — 2).
d1N<l2<d1( c+2)

On remarque alors que % est une fonction croissante de k qui tend vers %(N —
¢+ 2). Cela montre que la seconde inégalité est toujours vraie. Comme % <
1 < N —c+ 2, cela montre aussi que la premiere inégalité est vraie pour k > 0.

Réciproquement, supposons que (5.21) n’est pas vérifiée, et soit O(ly,l2) un
fibré ample sur H. L’amplitude de O(ly,15) et le fait que (5.21) n’est pas vraie



88 CHAPITRE 5. QUASI-PROJECTIVITE

montrent que % > %(N — ¢+ 2), donc que (N + 1)lady < l1dy + (¢ — 1)lads.
Alors, par le théoreme 5.2.1 (iii), on peut trouver des entiers ap < -+ < ay
non tous nuls de somme nulle et des équations F; € HO(IP’%7 0(d;)), 1 <i<e,
définissant une intersection complete lisse telles que :

ll dega(Fl) + lQ Zdega(Fl) § 0.
=2

Soient ®s, ..., P, comme dans le lemme 5.4.9. Par la condition (ii) de ce lemme,
on a encore :

lideg, (F1) +12 ) deg,(®;) <0.
i=2
Notant alors p : Gy, xk — SLn41,x le sous-groupe a un parametre défini par
p(t) (zg,...,zNn) = (t*x0,...,t"aN), et P = [F1, Fy, ..., F.] € H(K), la pro-
position 5.4.12 montre que pOt2) (P, p) <0, de sorte que, par critéere d’Hilbert-
Mumford, P ¢ H*(O(ly,12)). O

On peut & présent prouver le théoreme 5.1.2.

Preuve du théoréme 5.1.2.

Rappelons que, comme expliqué dans I'introduction de ce chapitre, SLy 1
agit proprement sur H et le quotient grossier M fourni par le théoreme de Keel
et Mori est également un quotient géométrique.

Par la proposition 5.4.13, il existe un fibré en droites SLy1-linéarisé ample
sur H rendant tous les points de H stables. La théorie géométrique des invariants
permet donc de construire un quotient géométrique quasi-projectif de H par
SLy+1 ([66] Theorem 4).

Par [41] Corollary 2.15, comme SLy1 agit proprement sur H, un quotient
géométrique est aussi un quotient catégorique dans la catégorie des espaces
algébriques, et est donc unique. Les deux quotients géométriques mentionnés
ci-dessus coincident donc, de sorte que M est quasi-projectif. O

Remarque 5.4.14. Tel quel, on a utilisé la séparation de M, i.e. la propreté de
l’action de SLy 41 sur H. Cependant, la démonstration donnée ci-dessus donne
une nouvelle preuve de ce fait sous les hypotheses du théoreme 5.1.2. En effet,
par [57] Corollary 2.5, SLx 1 agit proprement sur H*(L), donc sur H.

5.5 Hilbert-stabilité

On rappelleque N >2, 1 <c< N-1let2<d; <---<d. sont des entiers
fixés et qu’'une intersection complete sur un corps k est, sauf mention explicite
du contraire, de codimension ¢ dans IP{CV , et de degrés dy, ..., d..

On rappelle également que, sauf s’il est explicitement fait mention du cont-
raire, tous les schémas que nous considérons sont définis sur Spec(Z). En parti-
culier, PV = P On note pr : P¥ — Spec(Z) le morphisme structurel.
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Dans cette partie, on étudie le lien entre le théoreme 5.2.1 et la Hilbert-
stabilité des intersections completes lisses.

Dans un premier temps, on rappelle des faits qui sont standards, en se re-
streignant au cas des intersections completes. On explique la construction des
fibrés de Pliicker sur le schéma de Hilbert, la définition de la Hilbert-stabilité et
la forme que prend le critere d’Hilbert-Mumford dans ce cadre.

Dans un deuxieme temps, on explique pourquoi le théoreme 5.2.1 permet de
montrer une forme faible de ce critere d’Hilbert-Mumford pour les intersections
completes lisses.

5.5.1 Généralités

Notons P le polynéme de Hilbert des intersections compléetes; il est bien
défini par la proposition 2.1.7 (iii). Si K est un corps algébriquement clos et
Z C PY est une intersection complete, on note Iz son faisceau d’idéaux. Par
annulation de Serre, on dispose pour [ > 0 de la suite exacte courte 0 —
HOPR,Z7(1)) — H(PY,0(l)) — H°(Z,0%(1)) — 0 qui montre que, pour
1> 0, h°(PX,Zz(1)) coincide avec le polynome Q(l) = (NA';'Z) — P(D).

Considérons le schéma de Hilbert Hilbf;N de PV ; c’est un schéma projectif
sur Spec(Z) dont H est un ouvert. Si Z est un sous-schéma de PX¥ de polynome
de Hilbert P, on note [Z] le point géométrique de Hilb]ffN correspondant.

Rappelons que, par construction du schéma de Hilbert, on dispose pour { > 0
d’une immersion fermée i; : Hilbbn < G(Q(1), pr.Opn (1)) dont expression au
niveau des points géométriques est i;([Z]) = H°(P¥,Zz(1)). En tirant en arriere
par ¢; le fibré de Pliicker, on obtient, pour [ > 0, un fibré en droites ample P;
sur Hilb]ffzv.

Le schéma en groupes SLy41 agit sur Hilb]{:N par changement de coor-
données. Le fibré en droites P; est naturellement SL y1-linéarisé comme suit :
S L1 agit sur le faisceau pr.Opn (1), donc sur /\Q(l)(pr*OPN (1)) et sur le fibré
vectoriel géométrique qui lui est associé. L’éclaté le long de la section nulle de
ce fibré vectoriel est le fibré vectoriel géométrique associé au O(1) relatif sur
IP’(/\Q(l)(pT*OPN(Z))V). On obtient ainsi une linéarisation de ce O(1). Or, par
définition, P; est le tiré en arriere de O(1) par la composée du plongement de
Pliicker G(Q(1), prOpx (1)) — P(A?Y (pr,Opx (1)) et de i, ; on obtient donc
une linéarisation de P; sur Hilbpy.

On dit que Z est Hilbert-stable si [Z] € (Hilbpw )*(P;) pour [ > 0. Par le
critere d’Hilbert-Mumford, il est équivalent de demander que, pour [ > 0, pour
tout sous-groupe & un parameétre p : G,k — SLny1 i, on ait u”'([Z],p) > 0.
Pour pouvoir utiliser ce critere, calculons ces fonctions g dans notre situation.

Proposition 5.5.1. Soit ] > 0 tel que les constructions ci-dessus fonctionnent.
Soient Z une intersection complete sur le corps algébriquement clos K et p :
G,k = SLnt1,x un sous-groupe a un parametre choisi comme dans le lemme
5.4.8. Alors :

WP (2], p) = min (Y deg, (F)),

Fes
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ot le min porte sur les bases B de H(PX,Z4(1)).

Preuve. Soit B une base de H(PY,Zz(1)) telle que Y joo deg, (F) soit
minimal. Il est possible d’en trouver une car cette quantité est minorée par
Q(l)lag. Montrons que {F|F € B} est une famille libre de H°(P¥, O(1)). Si
ce n’était pas le cas, il existerait des scalaires (ap)pes non tous nuls tels que
Y rex arpF® = 0. On choisit F' € B avec ar non nul tel que deg,(F) soit
maximal. Considérons alors B’ qui est I’ensemble 8 dans lequel on a remplacé
F par ) pco apF. Par les choix faits, B’ contredit la minimalité de 9B, ce qui
prouve 'assertion.
Ceci montre que, dans G(Q(1), pr.Op~ (1)),

lim p(t) - (F)res = (F*)res.

t—0

Finalement, dans /\Q(l) HO(PY, O(1)),

,o(t)-( A F“) :t—ZFe%dega(m( A Fa)

FeB FeB

ce qui montre, par définition de la SLy41-linéarisation de P;, que :

pP (2], p) = ) deg,(F).

Fes

5.5.2 Majoration des fonctions u

Dans ce paragraphe, on majore la quantité "' ([Z], p) calculée dans la pro-
position 5.5.1.

Lemme 5.5.2. Soient Z = {Fy = --- = F. = 0} une intersection compléte
sur le corps algébriquement clos K, p: G, gk — SLny1,x un sous-groupe a un
parametre choisi comme dans le lemme 5.4.8 et 1 > 0. Alors :

upl([ZLp)SZdega(Fi)( > (—1)0‘1"”(N”_%Wd")). (5.22)

i¢IC{1,...,c}

Preuve. Si I C {1,...,c}, on note V;! = HOPY,O( — >igrdi)). Pour
0<r<conpose K = @ V. Considérons la résolution de Koszul de

IC{1,...,c}
=

Oz sur PX. Si l'on tensorise cette résolution par O(l) pour I > 0, le complexe
obtenu en prenant les sections globales reste exact par annulation de Serre. On
obtient ainsi une suite exacte longue de la forme :

r—1 v
0K = .5 KrS o 5 K — HY(Z,0(1) — 0,
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oud : V}I — V}J est au signe pres la multiplication par F; si J = I U {i} et est
nul dans les autres cas. On notera N; = Ker(d") = Im(d"~!) C KJ.
On introduit les notations suivantes. Si F' € VlI , on pose :

deg! (F) = deg,,(F) — Z deg,, (F;).
i¢l

Si ® = (Fy) € K], on pose deg, (®) = max;deg, (Fr). De plus, on modifie
légerement les conventions du paragraphe 5.2.1 : dans toute cette preuve, la
notation ®* ou la notion d’élément a-homogene fait référence a deg!, et non a
deg,. Remarquons que si 0 < r < cet ® € K], par définition de deg!, et vu
'expression de d", on a deg/, (d"(®)) < deg., (®).

On va montrer par récurrence sur 0 < r < ¢ I’énoncé suivant : il existe une
base B} de N telle que :

> degh (@) <Y dego(F)( Y~ Mam(v)). (5.28)
i=1

PeB] i¢IC{1,...,c}
|| <r—1

Pour r = 0, N = {0}, de sorte qu'on peut prendre B° = 2.
Supposons 'énoncé vrai pour r et montrons-le pour r + 1. Pour cela, soit
B] une base de Nj" telle que 3 geopr deg/, (®) soit minimal. L’argument de la

premiere partie de la preuve du théoréme 5.5.1 montre que B;"* = {®*,® € B]}
est une famille libre d’éléments a-homogenes de K. Complétons cette famille
en une base €] de K| constituée d’éléments a-homogenes. Remarquons que
Z¢€¢deg;(®) ne dépend pas de la base € de K| constituée d’éléments o-
homogenes. Utilisant aig+ - - - + any = 0, cette quantité est facile a calculer pour
la base € constituée des monémes. Il vient donc :

> degh (@) = Y degh(@) = >0 dim(K)(— D dega(F)). (5:24)
Peer Pee Ic|{1|,...,c} igl
I|=r
Comme {®*, & € B} U (€] \ B;"“)} = € est une base de K], B} U (€] \ B")
est également une base de K. En particulier, €] \ 8B;"" est une base d'un
supplémentaire de IV;" dans K|, de sorte que %;H =d" (€] \B,"") est une base
de Nl”l. Montrons que cette base convient. Pour cela, on calcule :

o degh(®)< > degl ()

DeBrt! De(C)\B])
= > deg (@) = Y degl, (@)
deay PeBT
<Sdeg,(F)( > (-0 Maim(v)),
i=1 i¢IC{1,...,c}

1i<r
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ou 'on a utilisé respectivement (5.24) et I'hypothese de récurrence (5.23) pour
évaluer les deux termes. Cela conclut la récurrence.

Pour conclure, faisons r = ¢ dans (5.23). On obtient une base B¢ de Nf =
Ker[H(PX,0(1)) — H°(Z,0(1))] = H*(PX,Zz()) car I > 0. Comme deg,
et deg!, coincident pour des éléments de H?(PY¥,O(1)), et comme dim(V;/) =

(NH*%JW dj), on obtient :
Z dega(F) < Zdega(Fi)( Z (_1)0717|1|(N+l7%jg1 dj)).
Fe®By i=1 ¢ IC{1,...,c}

Par la proposition 5.5.1, cela conclut. O

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 5.5.3. Soient Z = {F} = --- = F, = 0} une intersection compléte
sur le corps algébriquement clos K et p : G,k — SLny1,x un sous-groupe a
un parametre choisi comme dans le lemme 5.4.8. Alors :

P ¢ )
. w”([Z], p) di...d. deg,, (F;)
1 < . 5.25
PP TN SV 1) ; d; (5.25)

Preuve. Pour 1 < j < ¢, on consideére 'opérateur L; : Q[X] — Q[X] défini par
L;i(P(X)) = P(X)— P(X — d;). L'opérateur L; envoie un polynéme de degré
6 et de coefficient dominant a sur un polynéme de degré § — 1 et de coefficient
dominant add;.

En développant directement, on obtient :

L]_O"'O[jiO"'OLC((N+§7di)): Z (_1)c—1—|1\(N+X—NZje,dj),
i¢IC{1,...,c}

ce qui montre que Zi&‘lc{l C}(_1)0717|1| (N+X_%:J'¢’ dj) est un polynome de
di...d;...d.

(N—c+1)!"

Par conséquent, le terme de droite dans I'inégalité (5.22) est un polynéme en !

de degré < N —c+1 et dont le coefficient de [V =1 est (]\‘fl_“c'ffi)! Sy deggfﬂ).

En divisant par [V =¢*! Iinégalité (5.22), et en faisant tendre | vers +oo, on
montre le résultat voulu. O

degré N —c+ 1 en X et de coefficient dominant

5.5.3 Condition nécessaire de Hilbert-stabilité

La proposition 5.5.3 a pour corollaire immédiat une condition nécessaire de
Hilbert-stabilité, qui est le résultat principal de cette partie.

Corollaire 5.5.4. Soit Z = {F}, = --- = F. = 0} une intersection compléte
Hilbert-stable sur le corps algébriquement clos K. Alors, si ag < --- < ay sont
des entiers de somme nulle, et quelque soit le systéme de coordonnées choisi,

3 deggif(Fi) > 0. (5.26)
i=1 i
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Remarque 5.5.5. Le Theorem 1.1 de [64] montre que si Z est Chow-stable,
I'inégalité (5.26) est stricte.

Rappelons que, par un théoreme de Fogarty ([17], voir aussi [57] App. 4C),
la Chow-stabilité de Z implique la Hilbert-stabilité de Z (en général, on n’a
pas I'implication inverse). Ainsi, le corollaire 5.5.4 et le Theorem 1.1 de [64] ne
peuvent se déduire 'un de l'autre.

Enfin, larticle [64] affirme (c’est la preuve du Corollary 1.2) que, si ¢ = 2,
et si I'inégalité (5.26) est vérifiée et est stricte, Z est Hilbert-stable. L’argument
donné est malheureusement erroné.

Quand Z est lisse, 'inégalité (5.26) est vraie par le théoreme 5.2.1 pour
ki = --- = k. = 1. De plus, cette inégalité est stricte si I'on n’a pas ¢ = 1
et dy = 2. Autrement dit, le théoréme 5.2.1 implique une forme faible de la
Hilbert-stabilité (et de la Chow-stabilité) des intersections complétes lisses.

Quand dy = --- = d., on peut appliquer les résultats de la partie 5.3. Dans
ce cas, Hilbf;zv est la grassmannienne H. Tous les fibrés amples P; introduits ci-
dessus sont donc nécessairement proportionnels au fibré de Pliicker sur H. Alors,
par la remarque 5.3.1, toutes les intersections completes lisses sont Hilbert-
stables.

Signalons le seul autre cas (& ma connaissance) pour lequel la Hilbert-
stabilité est connue.

Quand N =3, ¢ =2, dy = 2 et dy = 3, la Hilbert-stabilité des intersections
completes lisses est conséquence des travaux de Casalaina-Martin, Jensen et
Laza [11]. Plus précisément, ils montrent que les intersections completes lisses
sont Chow-stables, ce qui implique leur Hilbert-stabilité par le théoreme de Fo-
garty déja mentionné ([17], voir aussi [57] App. 4C). On discute plus précisément
le lien entre ces travaux et nos résultats au paragraphe 6.2.4.

Enfin, quand d; < ds = - -+ = d,, on peut faire un lien avec la partie 5.4. Par
la proposition 5.4.12; le terme de gauche de (5.26) est exactement la quantité
intervenant dans critere d’Hilbert-Mumford pour Z relativement au fibré en
droites SLy i-linéarisé O(dy,dy) sur H.

Ceci s’explique de la maniére suivante. Le fibré en droites P;|zic vu comme

élément de Pic(H) ~ Pic(H*) est de la forme O(A1 1, Aa;) et lim;_, %ﬁ = g—f.

Cependant, par la proposition 5.4.6, O(ds, d;) n’est jamais ample sur H, de
sorte qu’on ne peut pas appliquer le critére d’Hilbert-Mumford. En un certain
sens, la positivité du terme de gauche de (5.26) pour Z lisse n’est pas assez forte

pour impliquer la quasi-projectivité de 1’espace de modules grossier M.
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Chapitre 6

Exemples

6.1 Conventions et notations

On considere deux cas particuliers des champs de modules étudiés dans les
chapitres précédents. Le premier (N = 3, ¢ =2, d; = 2 et dy = 3) est un espace
de modules de courbes, et le second (N =4, ¢ =2, d; = 2 et do = 3) un espace
de modules de surfaces K3 polarisées. Dans ces deux cas, le champ de modules
et son espace de modules grossier sont construits classiquement, et ont été tres
étudiés.

Ces exemples concrets permettent de mettre en évidence les limites des
constructions de théorie géométrique des invariants effectuées en 5.4.

Ils font également le lien avec d’autres travaux : larticle [11] au paragraphe
6.2.4 et Particle [50] au paragraphe 6.3.3.

Dans tout ce chapitre, on travaille sur Spec(C). Leur foncteur des points
mountre que la formation du schéma de Hilbert (resp. du champ de modules) des
intersections complétes commute au changement de base. De plus, la formation
de l’espace de modules grossier commute au changement de base par le mor-
phisme plat Spec(C) — Spec(Z). On pourra donc sans conflit avec les chapitres
précédents omettre partout la mention de Spec(C). Par exemple, on écrira M
a la place de M ®z C.

A ce détail pres, on conserve les notations du chapitre 2 et du paragraphe
5.4.1.

6.2 Courbes de genre 4

Dans cette partie, on fait N =3, c=2,d; =2 et do = 3.

95
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6.2.1 Identification du champ de modules

On note H' le sous-schéma ouvert de H* qui parametre les courbes qui sont
inteégres et nodales avec au plus un nceud. Le champ quotient [PGL4\H'] est
noté M’, de sorte qu’on a les immersions ouvertes suivantes : M C M’ C M'c.

Remarque 6.2.1. On déduit aisément de la proposition 2.3.1 une description
de M’ comme catégorie fibrée en groupoides : il suffit de modifier (2.5) en
demandant que les fibres géométriques de p soient integres et nodales avec au
plus un noeud.

On note My (resp. My) le champ de modules des courbes lisses (resp.
stables) de genre 4. On considere le sous-champ ouvert M/, de M, paramétrant
les courbes stables de genre 4 qui sont soit lisses soit integres avec une unique
singularité nodale. Une courbe intégre de genre 4 avec une unique singularité
nodale est dite hyperelliptique si sa normalisation (qui est une courbe lisse de
genre 3) est hyperelliptique et si son involution hyperelliptique échange les deux
images réciproques du nceud. On note M7 (resp. M) les sous-champs ou-
verts de My (resp. M) paramétrant les courbes non hyperelliptiques.

On peut maintenant identifier les champs de modules M et M’.

Proposition 6.2.2. Les champs M’ et M'"" sont isomorphes.
Les champs M et M}3" sont isomorphes

Preuve. Pour montrer la premiére assertion, on va identifier les foncteurs des
points de M’ et M/*". Soit T' un schéma. La catégorie M (T') a pour objets
les familles p : X — T propres, plates et de présentation finie dont les fibres
géométriques sont des courbes stables de genre 4 integres avec au plus un nceud
et non hyperelliptiques. La catégorie M’(T) est, elle, décrite en (2.5) en prenant
en compte la remarque 6.2.1. Pour montrer que ces catégories sont équivalentes,
on va procéder en trois temps. Tout d’abord, on montre que les conditions sur
les fibres géométriques des familles sont les mémes. Ensuite, on remarque que la
donnée de A € Pic(x,1)ppt) (T') dans (2.5) est superflue. Enfin, on vérifie que la
condition de liberté locale et de compatibilité au changement de base dans (2.5)
est automatique. Comme, dans les deux cas, les fleches sont données par les
carrés cartésiens, cela montre que les catégories M’ et M/ sont équivalentes.

Vu les propositions 2.1.4 et 2.1.7, la condition sur les fibres géométriques des
familles de M'(T') dit exactement que ce sont des courbes C intégres nodales
avec au plus un nceud, dont le faisceau dualisant est tres ample et plonge C' dans
P3 comme intersection complete d'une quadrique et d'une cubique. On a alors
hO(C,we) = h°(P3,0(1)) = 4, de sorte qu'une telle courbe est automatiquement
de genre arithmétique 4. La condition « integre de genre arithmétique 4 et
nodale > montre que C' est stable. Par un théoreme de Rosenlicht (voir [36] Th.
4.3 (a) < (e)), pour une courbe C' inteégre et nodale, la condition que we soit tres
ample est équivalente au fait que C' ne soit pas hyperelliptique. Par [6] p.118, il
est alors automatique que le modele canonique de C' soit intersection complete
d’une quadrique et d’une cubique (la preuve donnée n’utilise la lissité de C' que
via le théoréme de Noether, qui est toujours vrai dans notre cas par [36] Prop.
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5.5). Ces arguments montrent que les conditions sur les fibres géométriques des
familles de M'(T) et M/*"(T') sont les mémes.

Soit un objet de M’(T') comme en (2.5) ; montrons qu’on a nécessairement
A = wxr € Picx/r)#pps) (T), de sorte que la donnée de A est superflue. Par
le lemme 1.1.8, £ est tres ample relativement a Xy — U. Choisissant une
trivialisation de py L, on réalise Xy comme sous-schéma fermé de ]P’g . On en
déduit un morphisme ¢ : U — H tel que Xy = ¢*X et £L = ¢*O(1). 1l
suffit alors de vérifier que O(1) = wyic/pic € PiC(Xic/Hic)(fppf)(Hic) ; C’est une
conséquence des propositions 1.2.1 et 2.1.4.

Finalement, soit p : X — T un objet de M/*(T), et montrons que la
condition que p.wx /7 est localement libre et de formation compatible a tout
changement de base est automatique. Pour cela, on considere W — M/ une
présentation de M4, et on note V.= W X pyt U le produit fibré. Soient
pw : Xw — W et py : Xy — V les familles de courbes associées. Comme
./\/lﬁfbh est lisse, W est réduit, et la proposition 1.1.6 montre que pw,«wx,, /w est
localement libre de rang 4 de formation commutant a tout changement de base.
Par la proposition 1.1.2, il en va de méme de py.wx,, v. Finalement, comme
W — MM est une présentation de M/ V' — U est lisse et surjectif, de
sorte que la formation de p.wy,r commute a tout changement de base par la
proposition 1.1.4 et que ce faisceau est localement libre de rang 4 par [23] 2.5.2
(iv).

Comme M et M3" sont les sous-champs ouverts de M’ et M/*" paramétrant
des courbes lisses, on déduit la seconde assertion de la premiere. O

On utilisera les notations évidentes pour les espaces de modules grossiers. Par
exemple, M, est 1'espace de modules grossier de M. Soit ¢ : H' — M

I’application quotient. On montre :

Lemme 6.2.3. Le morphisme q : H' — M;" est un quotient géométrique

affine de H' par SLy.

Preuve. Le champ M/}*" = [PGL,\H'] est séparé comme sous-champ ouvert
de My. Par la proposition 1.3.2, on en déduit que PG Ly donc SLy agit propre-
ment sur H'. D’autre part, I’espace de modules grossier fourni par le théoréme
de Keel et Mori est un quotient géométrique (voir [62]), de sorte que M, est un

quotient géométrique de H' par SL4. Ainsi, par [57] Prop. 0.7, g est affine. [

Enfin, comme le lieu hyperelliptique est de codimension 2 dans M, et qu’une
courbe de genre 3 générale n’est pas hyperelliptique, M} \ M est de codimen-

sion 2 dans Mj.

6.2.2 Courbes completes

Notons A4 l'espace de modules grossier des variétés abéliennes principale-
ment polarisées de dimension 4 et ¢t : My — A4 le morphisme de Torelli. On
rappelle que ¢ est injectif.
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Une remarque due & Mumford (voir [59]) montre que par tout point de My
passe une courbe compléte. Pour voir cela, on considere la compactification
M32* de My construite en en prenant 1’adhérence dans la compactification de
Satake A$** de A4. C’est une compactification projective de My dont le bord

est de codimension 2. En prenant des sections hyperplanes générales de M2,

on obtient des courbes complétes dans M qui n’intersectent pas le bord, i.e.
des courbes completes dans Mjy.

Comme le lieu hyperelliptique est de codimension 2 dans My, le méme argu-
ment permet de construire des courbes completes dans M. Vu la proposition

6.2.2, on obtient :

Proposition 6.2.4. Par tout point de l’espace de modules grossier M passe
une courbe compléte.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 6.2.5. L’espace de modules grossier M n’est pas affine. Le schéma
H n’est pas non plus affine.

Preuve. Comme M contient des courbes completes, il ne peut étre affine.

Si H était affine d’anneau A, on pourrait raisonner comme au paragraphe
5.3.2 : le spectre des invariants Spec(A°14) serait un quotient géométrique affine
de H pour l'action de SL4, qui coinciderait avec M par unicité du quotient
géométrique pour une action propre. L’espace algébrique M serait alors affine,
ce qui est absurde. O

Ce résultat renforce le constat du paragraphe 5.4.3.1 : dans au moins un cas
du théoreme 5.1.2, H n’est pas affine, et il était donc impossible d’appliquer
la stratégie de preuve du théoreme 5.1.1. Il n’y a pas d’autres valeurs des pa-
rametres pour lesquelles je sache que M n’est pas affine ; un autre cas particulier
intéressant est discuté au paragraphe 6.3.4.

Enfin, je ne sais pas si H lui-méme contient des courbes complétes. De
maniere générale, on ne sait pas s’il existe des courbes complétes dans 1'ouvert
du schéma de Hilbert de PV paramétrant des courbes lisses (voir [12]).

6.2.3 Compactification d’Igusa

L’objectif de ce paragraphe est la proposition 6.2.7. Introduisons les nota-
tions qui nous seront utiles.

Soit A/ la compactification partielle de A4 paramétrant également les dégé-
nérescences de rang 1; A} \ A4 est un diviseur qu’on note D. On consideére la
compactification toroidale d’Igusa (dite aussi centrale) fligu de Ay : c’est une
compactification de A telle que A"\ A} est de codimension > 2 dans A"
On notera encore D I'adhérence de D dans A", On pourra se référer & [29]
pour plus de détails.

Notons M, ’espace de modules grossier des courbes stables de genre 4.
Le morphisme de Torelli ¢ : My — Ay se prolonge en ¢t : My — Aj, et en



6.2. COURBES DE GENRE 4 99

t: My — A" (voir, par exemple, [3]). Notons M;®" la normalisation de 'image
de M, dans AF". Cest une compactification de M) telle que M8\ M} soit de
codimension > 2 dans M igu. En effet, les composantes irréductibles de My \ My
qui parametrent des courbes réductibles sont envoyées génériquement dans Ay
par le morphisme de Torelli ¢ et, restreint a ces composantes, ¢ a des fibres de
dimension > 0.

Le diagramme ci-dessous résume les notations introduites :

%

H H' H

|k

Mgh —— M —— M

Ll

Ay Al AV,

L’article [29] décrit le groupe de Picard rationnel de flflgu (Prop. 1.6) et
son cone ample (Th. 1.8). Hulek et Sankaran y montrent que Pic(A") @ Q =
QL ® QD ou L est le Q-fibré en droites modulaire et D la classe du Q-diviseur
de Cartier A"\ Ay. Le cone ample de Pic(A¥") © Q est alors {aL — bD[b >
0,a > 12b}.

Calculons les tirés en arriere de ces fibrés en droites sur H’'. Pour cela, on
note i : H' — H D’inclusion. On notera encore L et D les restrictions de L et D
A M ou & M.

Lemme 6.2.6. On a :

(i) ¢*L ~1i*0(4,4)
(ii) ¢*D ~ i*O(33,34)

Preuve.

(i) Notons X’ C P? x H' la famille paramétrée par H' et pro : X' — H' la
projection. Par définition, ¢*L =~ det(pro«wax//g). Par dualité de Serre-
Grothendieck, on a donc ¢* L ~ det(Rpro ,Ox:)Y =~ i* det(Rlpre . O%)".
Pour calculer ce faisceau, on rappelle de la partie 5.4.1 que 75X, est le
lieu des zéros dans PV x H d'une section de O(dy;1,0) et que X est le
lieu des zéros dans 73Xy, d'une section de O(ds;0,1). On a donc les suites
exactes courtes suivantes :

0= Opnyg(—d1;=1,0) = Opn g = Onzx, — 0,

0— OTI';/?dl (_dQ; 07 _1) — O‘IT;A?

d1—>(’))g—>0.

Ecrivant les suites exactes longues d’images directes supérieures pour le
morphisme pro associées a ces deux suites exactes courtes ainsi qu’a la
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premiere de celles-ci tensorisée par O(—ds; 0, —1), exploitant la formule de
projection pour identifier les termes qui interviennent et utilisant les cas
d’annulation classiques de la cohomologie des fibrés en droites sur PV, il
vient Rpray O ~ O(—1,-1)@H3(P3,O(-5)). Comme H?3(P3, O(-5))
HO(P?,0(1))" est un espace vectoriel de dimension 4, det(R'pro O %)Y
0(4,4), comme voulu.

R

(i) Notons A = H \ H, et montrons que ¢*D = i*A comme diviseurs de
Cartier. Qu’ils coincident ensemblistement est évident : c’est le lieu ou
les courbes qu’on parametre sont singulieres. Il reste a voir que ¢*D est
génériquement réduit. Un point général de A a un stabilisateur sous PG L4
trivial (car une courbe générale de genre 3 n’a pas d’automorphismes non
trivial) de sorte qu’au voisinage d’un point général de D, M’ et son espace
de modules grossier M’ coincident. Comme D’application quotient H' —
M’ est lisse, et que D C M’ est réduit, ¢* D est bien génériquement réduit.
Finalement, O(A) ~ (33, 34) est une application du théoreme 7.1.3, et
plus précisément de ’exemple 7.1.11.

O

On peut a présent montrer le résultat principal de ce paragraphe :

Proposition 6.2.7. Soient l1,ly > 0 des entiers tels que 1 < % < i—i. Notons
L= 0O(l1,ls), c’est un fibré en droites SLy-linéarisé sur H. Alors :

(i) A= @, HO(H,LZ%)5L1 est une algébre de type fini et Proj(A) = M,#".
(ii) H' C H*(L).

(iii) SLy\H**(L) s’identifie d un owvert de M.

Preuve. Posons a = m(34l; — 33l2) et b = 4m(l; — lz) ol m est choisi assez

grand pour que aL—bD soit un diviseur de Cartier sur /_lflgu. Comme 1 < % < %

et par description du cone ample de /ﬁgu, aL —bD est ample. D’autre part, par
le lemme 6.2.6, ¢*(aL — bD) ~ £L&*™. Comme, dans la preuve de la proposition,
on peut remplacer £ par un de ses multiples, on peut maintenant supposer qu'’il
existe un fibré ample A sur A" tel que ¢*N = L.

(i) On peut alors écrire :

A= H(H, L) = P HO(H', £5F)5 (6.1)
k k

=P HO (M N (6.2)
k

=@ HO(ME NE). (6.3)
k

Les égalités (6.1) et (6.3) sont conséquence du théoreme de Hartogs car
H\ H’ est de codimension > 2 dans H, M} \ Mj™ est de codimension
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> 2 dans M®", et H et M,#" sont normaux. Pour montrer I'inégalité (6.2),
il suffit de vérifier que le morphisme naturel de faisceaux sur M} :

N s (g q* N®F)SLe (6.4)

est un isomorphisme pour tout k. Il suffit de le faire localement sur M;"".
Pour cela, soit U = Spec(R) un ouvert affine de M;** sur lequel N est
trivial. Par le lemme 6.2.3, g1 (U) est affine, d’anneau S tel que R = S9%4.
Au-dessus de U, le morphisme (6.4) est visiblement un isomorphisme.
Alors, comme N est ample sur M,;5", A est bien une algebre de type fini,
et Proj(A) = M,&".

(i) Soient z € H' et y = g(x) € Mj™. Comme N est ample sur M;2", on peut
trouver un entier k > 1 et une section o € HO(M,E", N®*) dont le lieu
des zéros contient M. ig“ \ M mais pas y. Comme A est ample, 'ouvert
{o #0} de Migu est affine, et contient y. Ainsi, par le lemme 6.2.3, 'ouvert
U = {q*c # 0} de H’ est affine, et contient x. Par I'égalité (6.1), ¢*o = i*1
avec 7 € HY(H, LZ¥)ST4, Comme le complémentaire de I'ouvert affine U
dans H est nécessairement de codimension pure 1 (voir [27] IT Prop. 3.1),
et que H \ H' est de codimension > 2 dans H, 7 doit s’annuler sur H \ H’
de sorte que {7 # 0} = U. On a montré que x € H**(L), donc que
H' C H**(L). De plus, comme SL, agit sur H' avec stabilisateurs finis,
H' C H*(L).

(iii) D’une part, Proj(A) = M" est recouvert par des ouverts affines de la
forme Spec(Ay)) pour f € A, . D’autre part, sa construction montre que
SL,\H?**(L) est recouvert par des ouverts affines de la forme Spec(Ay))
pour f € Ay tel que {f # 0} soit affine. Comme les données de recollement
sont les mémes, le second s’identifie a un ouvert du premier.

O

Remarque 6.2.8. Par le théoreme 5.4.6, les fibrés en droites sur H considérés
dans la proposition 6.2.7 ne sont jamais amples. En particulier, on n’aurait ja-
mais pu appliquer le critére d’Hilbert-Mumford pour montrer cette proposition.

En fait, je ne sais pas montrer la proposition 6.2.7 sans exploiter la connais-
sance a priori du quotient M. igu.

Ce que cette remarque met en évidence est le fait que la compactification
H de H' utilisée dans la partie 5.4 pour appliquer la théorie géométrique des
invariants n’est peut-étre pas la compactification naturelle pour le faire. On peut
en effet imaginer que, sur une autre compactification de H’, un fibré ample aurait
pu permettre d’appliquer le critere d’Hilbert-Mumford, et d’obtenir M. Z{gucomme
compactification GIT du quotient Mj.

6.2.4 Chow-stabilité

L’article récent [11] étudie treés en détail une autre compactification de M}
qui peut étre obtenue par théorie géométrique des invariants en utilisant un
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fibré en droites sur H qui n’est pas ample. On résume ci-dessous les résultats
qu’ils obtiennent ; le lecteur se référera & [11] pour plus de détails.

Proposition 6.2.9. Soit L = O(3,2) : c’est un fibré en droites SLy-linéarisé
sur H. Alors :

(i) A = @, HO(H,L®)51 est une algébre de type fini. On pose MG!T =
Proj(A).
(i) H' C H(L).
(iii) SLa\H**(L) s’identifie & un ouvert de Proj(A).

De plus, ME'T s’identifie au quotient GIT de la variété de Chow relati-
vement au fibré ample naturel, a un modéle log-canonique de My, et a une
modification de Looijenga d’un quotient arithmétique de By.

Remarque 6.2.10. Insistons sur le fait que, & la différence de ce qui est fait dans
le paragraphe précédent, la variété M7 n’est pas connue a priori. Une partie
importante du travail de [11] consiste & montrer que €, H°(H, LZ*)5T4 est de

type fini, de sorte & pouvoir définir M T = Proj(A).

Remarque 6.2.11. Par le théoréme 5.4.6, le fibré £ n’est pas ample sur H. Ainsi,
la remarque 6.2.8 s’applique également a la proposition 6.2.9.

6.3 Surfaces K3 de degré 6

Dans cette partie, on fait N =4, ¢ =2, d; = 2 et d = 3. On fait une étude
analogue a celle menée dans la partie précédente.

6.3.1 Généralités sur les surfaces K3

On rappelle ici des résultats classiques de géométrie des surfaces K3.

Une surface K3 sur un corps algébriquement clos est une surface propre
et connexe avec au plus des points doubles rationnels telle que wg ~ Og et
h'(S,0g) = 0. Elle est polarisée si elle est munie d’un fibré ample £, et primi-
tivement polarisée si la classe de £ est non divisible dans Pic(S). Le degré de la
polarisation est 'entier pair d = £2. On pose d = 2g — 2.

Une surface K3 primitivement polarisée (.5, £) sur un corps algébriquement
clos est dite unigonale si £ n’est pas sans point base. Elle est dite digonale si £
est sans point base mais pas tres ample. Elle est dite non hyperelliptique si elle
n’est ni unigonale ni digonale. Les résultats classiques sur les systemes linéaires
sur les surfaces K3 ([54], [63], voir aussi [50] 8A) montrent :

Proposition 6.3.1. Soit (S, L) une surface K3 primitivement polarisée. Soit
S la résolution minimale de S. Alors :
(i) S est singulicre si et seulement s’il existe un diviseur D sur S tel que
LD =0 et D* = 2.
(ii) (S, L) est unigonale si et seulement s’il existe un diviseur D sur S tel que
LD =1 et D*=0.
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(iii) Si (S, L) est non unigonale, elle est digonale si et seulement si L* = 2, ou
s’il existe un diviseur D sur S tel que LD =2 et D? = 0.

(iv) Si (S, L) est non hyperelliptique, le systeme linéaire |L| plonge S dans un
espace projectif comme une variété projectivement normale.

Proposition 6.3.2. Soit (S, L) une surface K3 primitivement polarisée non
hyperelliptique de degré 6. Alors le systéme linéaire |L| plonge S dans P* comme
intersection compléte d’une quadrique et d’une cubique.

Preuve. La méme démonstration que pour les courbes de genre 4 ([6] p.118)
fonctionne; il faut utiliser la proposition 6.3.1 (iv) & la place du théoréme de
Noether. 0

On note F}; le champ de modules des surfaces K3 munies d’une polarisation
primitive de degré d. Par définition, si T" est un schéma,

morphismes de schémas p : X — T propres, plats
FUT) = et de présentation finie munis de A € Pic x/7)ppr) (1) (6.5)

dont les fibres géométriques sont isomorphes
a des surfaces K3 primitivement polarisées de degré d

On note Fy (resp. ]-'C’l"h, resp. ]-"gh) les sous-champ ouvert paramétrant des
surfaces K3 polarisées lisses (resp. non hyperelliptiques, resp. lisses et non hy-
perelliptiques).

6.3.2 Identification du champ de modules

On note H' le sous-schéma ouvert de H*® qui parameétre les surfaces dont

les singularités sont au plus des points doubles rationnels. Le champ quotient
[PGL5\H'] est noté M’, de sorte qu'on a les immersions ouvertes suivantes :
Mc M c M.
Remarque 6.3.3. On déduit aisément de la proposition 2.3.1 une description de
M’ comme catégorie fibrée en groupoides sur (Sch) : il suffit de modifier (2.5)
en demandant que les fibres géométriques de p aient au plus des points doubles
rationnels.

Proposition 6.3.4. Les champs M’ et F§*" sont isomorphes.
Les champs M et F* sont isomorphes

Preuve. On procede comme pour la preuve de la proposition 6.2.2.

Pour montrer le premier énoncé, on identifie les foncteurs des points de M’
et Fih décrits respectivement en (2.5) en prenant en compte la remarque 6.3.3
et en (6.5). Au vu de la remarque 2.3.3, la condition de liberté locale et de
commutation & tout changement de base de py L dans (2.5) est automatique.
Il reste a vérifier que les conditions sur les fibres géométriques des familles
de M’ et F{™ sont identiques. Vu la proposition 2.1.7, la condition sur les
fibres géométriques des familles de M’ dit exactement que ce sont des surfaces
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polarisées (.9, L) avec au plus des points doubles rationnels telles que L soit tres
ample et plonge S dans P* comme intersection compléte d’'une quadrique et
d’une cubique. Par les propositions 2.1.4, 2.1.6 et 2.1.9 (i), on a alors wg ~ Og,
h'(S,05) = 0 et S connexe, de sorte que (S, L) est une surface K3 munie
d’une polarisation de degré 6 ; comme 6 est sans facteur carré, cette polarisation
est automatiquement primitive. Pour une surface K3 primitivement polarisée
(S, L), la condition que L soit trés ample est équivalente au fait que (S, £) ne soit
pas hyperelliptique. Quand la polarisation est de degré 6, il est automatique que
le modele canonique de S soit intersection complete d’une quadrique et d’une
cubique par la proposition 6.3.2.

Le deuxieme énoncé se déduit du premier. O

6.3.3 Compactification de Looijenga

L’application des périodes permet réaliser Pespace de modules F; comme un
quotient par un groupe arithmétique I'y de I'espace symétrique D associé au
groupe orthogonal O(2,19). Par la proposition 6.3.1 (i), (ii) et (iii), les ouverts
Fy, F(;”h et F;’h de F}, sont alors des quotients par I'y du complémentaire d’un
arrangement d’hyperplans dans .

L’article de Looijenga [50] construit des compactifications projectives de tels
quotients. De plus, il est facile de controéler la dimension du bord de ces compac-
tifications. Une des motivations de [50] est que ces compactifications s’identifient
souvent a des quotients constuits a ’aide de théorie géométrique des invariants.

On note F{™" la compactification de Looijenga de F}". Par [50] Coro. 8.5
pour g = 4, le bord de cette compactification est de dimension 3. L’énoncé qui
nous intéresse est traité dans [50], Th. 8.6 pour g = 4. Il y est malheureusement
légerement erroné : Looijenga utilise ’amplitude du fibré en droites O(1,1) sur
H: or il n'est pas ample par la proposition 5.4.6. Cette correction mineure
effectuée, on obtient :

Proposition 6.3.5. Soit L = O(1,1) : c’est un fibré en droites SLs-linéarisé
sur H. Alors :

(i) A= @, H(H, LZ*)5L5 est une algébre de type fini et Proj(A) = F{.
(is) H' C H*(L).
(i) SLs\H?**(L) s’identifie & un ouvert de F{™.

Remarque 6.3.6. Comme précédemment, on voit en appliquant le théoreme
5.4.6 que le fibré £ n’est pas ample sur H. Ainsi, la remarque 6.2.8 s’applique
également a la proposition 6.3.5.

Remarque 6.3.7. Le théoréme 8.6 de [50] est également erroné pour g = 3 et
g = 5, pour des raisons différentes. On explique pourquoi en reprenant les
notations de [50].
Quand g = 3, le bord de Xa? est un diviseur alors que le bord du quotient GIT
PSL(W3)\Y5* est de codimension > 2, de sorte qu’ils ne peuvent coincider.
Quand g = 5, toutes les surfaces K3 non hyperelliptiques ne sont pas inter-
sections completes de trois quadriques (c’est le cas si et seulement si elles ne
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sont pas trigonales). Par conséquent, PSL(W5)\Us est seulement un ouvert de
Xg. Il n’est alors plus possible d’identifier les algebres d’invariants.

6.3.4 Courbes completes

La compactification de Looijenga F;™"* de 'espace de modules grossier M’ =
F}™h considérée au paragraphe précédent montre que M’ contient des courbes
completes. On peut se demander, comme dans le paragraphe 6.2.2; si ’espace
de modules grossier M = Fg’h contient, lui, des courbes completes. Ou bien, si
ce n’est pas le cas, est-il méme affine 7 Une variante plus naturelle est de poser
la méme question pour ’espace de modules grossier Fy. Je ne sais pas répondre
a ces questions.

Plus généralement, qu’en est-il de 'espace de modules grossier Fy; pour d > 2
pair ? L’article [9] montre que Fy est affine (ex. 2.1) mais que Fhg contient des
courbes completes (paragraphe 3). Il serait intéressant de distinguer ce qui se
passe suivant la valeur de d. Une stratégie naturelle pour contruire des courbes
completes, que je ne sais pas mener a bien, est d’utiliser les compactifications
de Looijenga des espaces de modules de surfaces K3 lisses polarisées par un
sous-réseau.
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Chapitre 7

Degrés du discriminant

7.1 Introduction

On travaille sur un corps de base K, qui sera souvent sous-entendu. Par
exemple, PN = P%.

Une formule classique de Boole montre que, si K est de caractéristique 0,
I'ensemble des hypersurfaces singulieres de degré d dans PN est un diviseur de
degré (N +1)(d—1)" dans I'espace projectif de toutes les hypersurfaces. On ob-
tient ici des formules analogues pour des intersections completes de codimension
et de degrés quelconques dans PV, en toute caractéristique.

7.1.1 Enoncé du théoréme principal

Onfixel<c< N+1letl<d,...,d.desentiers. On notera e; = d;—1. On
va s’intéresser aux intersections completes de codimension ¢ dans PV, solutions

d’équations homogenes de degrés dy, . . ., d. : on notera n = N —c leur dimension.
Pour cela, on considere V = @, ,., H*(PY,O(d;)). Les éléments de V sont
la donnée de ¢ polyndomes homogenes de degrés dy,...,d. en N + 1 variables

Xo,...,Xn. Soit D le fermé de V constitué des (Fi,...,F.) tels que {F; =
.- = F, = 0} ne soit pas lisse de codimension ¢ dans PV. On le munit de sa
structure réduite. Par le lemme 7.3.2, la variété D est irréductible. Notons A
une de ses équations (par convention, A = 1 si codimy (D) > 1). On appellera
D le lieu discriminant et A le discriminant.

Remarque 7.1.1. Les lemmes 7.4.4 et 7.4.6, au vu du corollaire 7.3.3, montreront
que codimy (D) > 1 exactement quand dy = ---=d. =1et ¢ < N + 1.

Le discriminant est visiblement homogene en les coefficients de chacune des
équations F;. Le but de ce texte est de calculer ces degrés d’homogénéité partiels.
Soyons plus précis.

Plusieurs transformations de V laissent D invariant. C’est le cas des actions

107
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p et p; de G, et p’ de GLy 1 décrites ci-dessous :

p()‘) : (Fla"'ch) = ()‘Flv'“a)‘Fc)
Pi )\) : (Fl, ey Fp) = (Fl, ey Fi—h )\Fi7Fi+17 e ,FC) (71)
p(M): (Fy,...,F.)— (FroM™ ', ... F.oM™).
Les actions duales induites sur Sym® V* préservent la droite (A). Ces actions
sur (A) se font via un caractére du groupe. Il existe donc des entiers deg, deg;
et deg,,, tels que
p(A).A = A~ deA
pi(A).A = A" d8iA (7.2)
P (M).A = det(M)de8var A,
Par exemple, deg est le degré total du polyndéme homogene A. Les autres
nombres s’interpretent comme des degrés d’homogénéité partiels. Les identités

p(N) = pr(N) o0 pe(A) et /(A1 1d) = p1 (A% o-- -0 p(\)°% montrent qu'ils
sont liés par les relations :

deg = Z deg; (7.3)
i=1

(N +1)deg,,, = > d;deg;. (7.4)
i=1

Remarque 7.1.2. On peut aussi décrire les deg; comme suit. Considérons comme
espace de parametres E = [[,.,.,PH(PY,0(d;)) et notons encore D le fermé
irréductible de E constitué des ([F1],...,[F.]) tels que {F}; = --- = F. = 0} ne
soit pas lisse de codimension ¢ dans PV, muni de sa structure réduite. Alors,
quand D est un diviseur de E, sa classe dans Pic(E) ~ Z¢ est O(degy, . .., deg,).

Le résultat principal de ce texte est le suivant :

Théoréme 7.1.3. On a les égalités suivantes :

c

N+1 N+1
> : R (7.5)
— [laler—er) e — e

c

1 ~
1%

1 N
deg, o, = i ... d “ (7.6)

e ; [Ty a(er —er)

ou u =1 si K nest pas de caractéristique 2 ou si n est impair, et p = 2 si K
est de caractéristique 2 et n est pair.

Remarque 7.1.4. 1l faut interpréter cet énoncé, comme tous les énoncés simi-
laires de ce texte, de la manieére suivante : le terme de gauche est une fonction
polynomiale en les d; dont le polynéme est donné par le terme de droite. Que le
terme de droite soit un polynéme en les d; est conséquence du lemme 7.3.6 (7).



7.1. INTRODUCTION 109

N+1__N+1
Remarque 7.1.5. Dans I'égalité (7.5), il faut interpréter “——-— comme une

€;—€;

notation pour le polynéme (N + 1)elN.

Remarque 7.1.6. Par (7.3), on peut également calculer deg. Cependant, on
ne peut simplifier avantageusement ’expression obtenue. Méme pour ¢ = 2,
I’exemple 7.1.11 montre que la formule pour deg est nettement moins élégante
que celles pour deg,,.., deg; et deg,.

On déduira de ce théoreme le résultat qui suit :

Théoreme 7.1.7. Soit K = Q, de sorte qu’on peut considérer le discriminant
A comme un polynéme irréductible a coefficients entiers. Soit p un nombre
premier. Alors la réduction modulo p de A est irréductible si p # 2 ou sin est
impair. C’est le carré d’un polynome irréductible si p =2 et n est pair.

7.1.2 Quelques exemples

On commence par illustrer le théoreme 7.1.3. On suppose pour simplifier que
i = 1. Par exemple, on peut prendre K de caractéristique différente de 2.

EXEMPLE 7.1.8. Quand ¢ = 1, D est I’ensemble des équations d’hypersurfaces
singulieres de degré d; dans PV : A est donc le discriminant usuel. Les formules
(7.5) et (7.6) montrent qu’on a alors :

deg; = (N + 1)ey’
deg’l)llT = e:{V
On retrouve la formule classique de Boole, qu’on pourra par exemple trouver
dans [18] Chap.1, 4.15 et Chap.9, 2.10a.

EXEMPLE 7.1.9. Quand ¢ = N+1, D est I’ensemble des N +1-uplets d’équations
homogenes admettant une solution commune dans PV : A est donc le résultant
usuel.
Pour évaluer la formule (7.5) dans ce cas, on peut remarquer que la quantité
6£V+1 N+1

< 1L 4 est un polynoéme de degré 0 en les e;, c’est-a-
=1 Hz/ﬂ(el ey) €i—e€l Y g J

dire une constante. Pour la calculer, on peut faire par exemple d; = j, de sorte
que [[,(e1—er) = (—D)NHI=H(— 1) (N +1—1)! . L’expression obtenue s’évalue
facilement a l’aide de la formule du bindéme. Tous calculs faits, cette constante
vaut 1, et on obtient :

degi:dl...di...dN+1

degmr = d1 NN dN+1.

La encore, ces formules sont classiques. On peut les trouver dans [18] Chap.13,
1.1.
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EXEMPLE 7.1.10. Quand d; = -+ = d. = d, D est 'ensemble des systémes

linéaires de degré d et de dimension ¢ — 1 dont le lieu de base est singulier.
Dans ce cas particulier également, les formules générales se simplifient nette-

ment. Comme, par symétrie, tous les deg, sont égaux, il suffit par (7.4) et (7.3)

. N
de calculer deg,,,. Dans l'expression (7.6), >_;_, m est un polynéme

homogene de degré N — ¢+ 1 en les ej. Par conséquent, deg,,, = Ad°e’¥—¢*1
ol A est une constante a calculer. On évalue cette constante en faisant d; = le

dans le polynéme »;_, e en calculant cette quantité a I'aide de la

€
zi(er—ep)?
formule du binéme, puis en faisant tendre € vers 0. Tous calculs faits,

N+1
deg' — ( : >dcl(d_ 1)N76+1

3

N
— c -1 N—c+1.
degvar (C . 1) d (d )

Ces formules auraient aussi pu étre obtenues & l'aide de résultats de [18], par
exemple de Chap.13, 2.5.
Supposons de plus d = 1 et ¢ < N+1. Les degrés s’annulent : cela correspond
aux cas ou D est de codimension > 1 dans V' (voir la remarque 7.1.1).
Supposons enfin d =1 et ¢ = N +1, le polynome A est le déterminant usuel
d’une matrice de taille N + 1; on retrouve son degré total deg = N + 1.

EXEMPLE 7.1.11. Spécialisons maintenant les formules (7.5) et (7.6) au cas
d’intersections completes de codimension 2, c¢’est-a-dire ¢ = 2. 11 vient :

deg, = dg(eév_l + 2eleév_2 + -+ Nef’_l)
deg, = dl(eiv_l —I—QeQeff_2 + -+ Neév_l)

N _ N
ey —e
2 1
deg, . = dida .
€2 — €1

Illustrons enfin le théoréme 7.1.7 en explicitant deux cas particuliers clas-
siques.

EXEMPLE 7.1.12. Quand N = 1 et ¢ = 1, A est le discriminant usuel d’un
polynoéme en une variable, vu comme un polynéme homogene en deux variables.
Sa description classique en fonction des racines de ce polynéme (voir par exemple
[60] 1.3.2) montre que ce polyndéme est irréductible en caractéristique différente
de 2, et le carré d’un polynome irréductible en caractéristique 2. Comme n = 0
est pair, c’est ce que prédit le théoreme 7.1.7.

Signalons le cas particulier bien connu ou d = 2. Le discriminant du po-
lynéme aX? + bX + c est b> — 4ac. C’est toujours irréductible, sauf en ca-
ractéristique 2, b? étant visiblement un carré.

EXEMPLE 7.1.13. Quand N est impair, ¢ = 1 et d = 2, les intersections
completes considérées sont des quadriques. Une telle quadrique est lisse si et
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seulement si la forme bilinéaire symétrique associée a la forme quadratique qui
la définit est non dégénérée (y compris en caractéristique 2, car N est impair).

Le discriminant A est alors le déterminant de cette forme bilinéaire symétri-
que. En caractéristique 2, une forme bilinéaire symétrique est également antisy-
métrique, de sorte que son déterminant est le carré de son pfaffien. Cela montre
que A est un carré modulo 2. Comme n = N — 1 est pair, c’est ce que prédit le
théoreme 7.1.7.

7.1.3 Stratégie de la démonstration

Dans la preuve du théoreme 7.1.3, on peut, quitte a le remplacer par une
cloture algébrique, choisir K algébriquement clos. On commence de plus par
supposer K de caractéristique O.

La proposition 7.3.1 permet d’interpréter D comme la variété duale d’une
variété torique lisse convenable. Dans leur livre [18], Gelfand, Kapranov et Ze-
levinsky ont étudié ces variétés; ils obtiennent notamment une formule combi-
natoire permettant de calculer le degré de la variété duale d’une variété torique
lisse ([18] Chap.9, 2.8).

Dans la deuxiéme partie de ce texte, on généralise cet énoncé pour obtenir
une formule analogue calculant des degrés d’homogénéité partiels : c’est 'objet
du théoreme 7.2.3. On utilise de maniere cruciale les résultats de [18].

Dans la troisieme partie de ce texte, on démontre le théoreme 7.1.3 en ca-
ractéristique 0 en évaluant cette formule dans notre cas particulier. Les calculs
sont menés dans les propositions 7.3.9 et 7.3.10.

Finalement, on explique dans la quatriéme partie les modifications & apporter
a la preuve du théoreme 7.1.3 pour qu’elle fonctionne en toute caractéristique.

Le seul obstacle que I'on rencontre sont les spécificités de la théorie de la
dualité projective en caractéristique finie, qui ont été étudiées tout d’abord par
Wallace [70], et au sujet desquelles on pourra consulter le survey [35] de Kleiman.
Elles ont pour conséquence que le résultat de [18] que nous utilisons a besoin
d’étre légerement modifié pour valoir en caractéristique finie. Cette modification
effectuée, la preuve est identique.

Il convient de remarquer que si ces arguments supplémentaires sont indis-
pensables en toute caractéristique finie, le théoréme 7.1.3 ne voit son énoncé
modifié qu’en caractéristique 2.

Enfin, le théoreme 7.1.7 se déduit aisément du théoreme 7.1.3.

7.2 Duale d’une variété torique

Dans cette partie, K est supposé algébriquement clos de caractéristique 0.

L’objectif est de montrer le théoreme 7.2.3. Etant donnée une variété torique
projective lisse, on calcule combinatoirement 1’action du tore sur 1’équation de
sa variété duale.
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7.2.1 Notations

On commence par fixer des notations. .
Soit 0 - G,,, - T — T — 0 une suite exacte courte de tores, T étant de

dimension k > 1 et T de dimension k — 1. Soit 0 — X(T) — X(T) 5750
la suite exacte courte de leurs groupes de caracteres. On notera X; = h=1(1) :
¢’est un espace principal homogene sous X (7).

Soit A = {x1,...,xj4)} C X1 un sous-ensemble fini engendrant X; comme
espace affine. On notera X4 C (K#)* la variété torique affine de tore T associée.
C’est, par définition, I'adhérence des (x1(t),...,xa(t)), t € T. La variété X 4
est un cone; on peut considérer son projectivisé X4 C P((K“)*) qui est une
variété torique projective de tore T'. Le polytope correspondant est ’enveloppe
convexe ) de A dans X1 r = X; ®z R.

Notons X C P(K A) la variété duale de X4 munie de sa structure réduite
et XV A CK 4 son cone affine. On note A4 une équation homogene de XY 1 (par
convention, Ay = 1 si X est défective, c’est-a-dire si codimp(pay (X)) > 1).
Le tore T agit sur (K A en préservant X 4. Par conséquent, l'action duale
£ CaXa = 3 CaXi H(t)Xa de T sur K4 préserve X Y. Laction induite de 7" sur
Sym®(K4)* préserve donc la droite (A ) ; cette action se fait via un caractére
de T que l'on notera Z4 : t- Ay = Za(t)A4. Ainsi, on a :

Aa(Y caxal®xa) = Ea DAY caxa). (7.7)

En spécialisant cette identité a des sous-groupes a un parametre convenables,
on peut calculer les degrés d’homogénéité partiels de A 4. Par exemple, en
spécialisant au sous-groupe a un parametre correspondant au cocaractere h,
il vient Aa(Af) = MEAA 4(f) pour tout f € K4, soit

deg(AA) = h(EA).

7.2.2 Equation de la duale

Le théoreme [18] Chap. 9, 2.8 di & Gelfand, Kapranov et Zelevinsky permet
de calculer deg(A 4) = h(Z4) en fonction du polytope @ si X 4 est lisse. Nous al-
lons généraliser cet énoncé en obtenant une formule pour = 4. La démonstration
est treés proche de celle de [18], et utilise de maniere essentielle les résultats de
ce livre. En particulier, elle repose sur une formule pour A4 que nous rappelons
dans ce paragraphe.

Si T est une face de @, on considerera I' le cone sur I' de sommet 0 dans
%(T) I'0 et T0 leurs intérieurs relatifs, I'g le > sous-espace affine de X; r engendré
par ', et Ig le sous-espace vectoriel de X(T' )R engendré par r.L espace affine
I'r est muni du réseau naturel 'y = T'r N X1(T); on notera ur la mesure de
Lebesgue sur I'r normalisée de sorte a ce que le simplexe unité soit de mesure
1. De méme, on notera L'z le réseau FR NX(T) de k.

On note S le semi-groupe de X(7T') engendré par A. Si u € S, on note F( )
la plus petite face de Q contenant u. Sil > 0, on notera S (resp. FZ) I’ensemble
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des u € S (resp. des u € T') tels que h(u) = I. Gardons en mémoire que :
Sy = QN X(T) pour I > 0. (7.8)

En effet c’est la traduction combinatoire de la surjectivité de 'application de res-
triction HO(P((K4)*),0(1)) — H°(X 4, O(1)), elle-méme conséquence du théo-
reme d’annulation de Serre.

On considere les K-espaces vectoriels :

ciAl) = P /\(f(u)z ®z K).

uES;41
Si f =13 caxa € K4, on définit des applications linéaires
9 : CH (A1) — CTHAD)
(u,w) — — an(u + Xas Xa A W),

de sorte que (C*(A,1),0¢) soit un complexe. Soit de plus e = (e(¢)) la donnée
de bases de chacun des C*(A,1).

Théoréeme 7.2.1 ([18] Chap.9, 2.7). On suppose que X4 est lisse. Alors, si
>0, ona

AA(f) = det(C*(A,1),d5,¢) 1",

ot chacun des deux termes est bien défini a une constante multiplicative non
nulle prés.

Pour la définition du déterminant d’'un complexe exact muni de bases, on
renvoie a [18] App.A. On rappelle seulement ci-dessous la proposition facile
[18] App.A 9, car nous en aurons besoin pour la suite, et que les signes sont
malheureusement faux dans [18].

Proposition 7.2.2. Soit (W*,d) un complexe exact, et e = (e(i)), ¢ = (¢/(4))
deux jeux de bases.

Soient M (i) les matrices de transition : e(t), = Z;h:rqwi M (i)p q€'(i)q. Alors,

det(W?*,d, el) = det(W?*,d,e) H det(M(i))(*l)i'

7.2.3 Action du tore

Enongons enfin la formule pour =4 et démontrons-la.

Théoréme 7.2.3.

Za = 30 ()= dim(®) + 1) [ ().

rcq r
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Preuve. Soit ¢t € T. On introduit les applications linéaires :

gt CHA, D) — CY(A,) (7.9)
(u, w) — u(t)(u,w).

On a un diagramme commutatif :

i) — 2 oA

i,l i+1,1
9t J gt l
9, _

Ci(A, ) —— 5 cit1(A,))

de sorte que g : (C*(4, 1),05) = (C*(A,1),0¢-1.5) est un morphisme de com-
plexes. Par la proposition 7.2.2, notant (¢/(i)) = (g-"')~*(e(i)), on obtient :

det(C*(A,1),04-1.4,e) = det(C*(A,1),0y,¢€")
= det(C*(A, 1), 07, ¢) [[ det(gi) V",
Par le théoreme 7.2.1, ceci se rééerit :

At~ Y = Au () [ det(grH) V" pour 1> 0.

La définition (7.7) de E4 montre alors que :

t) = Hdet(gi’l)(*l)wk pour [ > 0.
>0

Utilisant la définition (7.9) de g/, on calcule alors :

H H ( 1)"** dimz A*(D(u)z) pour [ > 0,

>0 ’uES,,_H
ce qui se réécrit :
B4 = E “”k dlm/\ -u pour [ > 0.
>0 ueS; 4

On change alors 'ordre de sommation en regroupant les u suivant la plus grande
face de @ a laquelle ils appartiennent. En prenant de plus (7.8) en compte, on
obtient :

Ea= ZZ ’+k<dlm S)+1) Z u pour [ > 0.

rcQizo uwel?, ,Nx(T)
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Appliquant alors les lemmes 7.2.5 et 7.2.4, il vient :

Za= Y (IO () + 1) [ udpr(w)

rceQ r
= (1)@ (dim(T) + 1) [ udpr(u).
b3 o

O

Le lemme ci-dessous est connu et est par exemple conséquence de [10] 4.5.
Cependant, en ’absence de référence ou il apparait sous une forme directement
utilisable, j’en donne une preuve rapide utilisant la polynomialité de la fonction
d’Ehrhart (voir par exemple [55] 12.2).

Lemme 7.2.4. Soit I une face de Q. Alors, pourl > 0, la fonction

[ — Z u
uelYNx(T)

est polynomiale de terme dominant %  udpr (u).

Preuve. Montrons d’abord qu’il s’agit d’'un polynéme de degré < dim(T") + 1
pour ! > 0. En raisonnant par récurrence sur la dimension de I' et en appliquant
une formule d’inclusion-exclusion pour les faces de @ incluses dans I', on voit
qu’il suffit de montrer cette propriété pour la fonction [ — Zuefmx@) U.

Il faut montrer que pour toute forme linéaire entiere v sur %(T ), Papplication
Py(l) = 2 ez ¢ (u) est polyn~omiale~p0ur 1> 0. Si % = h, cette fonction
est Pr(l) = 3, e, nx () | = 1 Card(TiNX(T)), soit [ fois la fonction d’Erhart de
T', et est donc polynomiale en I de degré < dim(T") + 1.

Autrement, quitte & ajouter a 1) un multiple de h, on peut supposer 1 positive
sur (). La fonction P, est alors la fonction d’Ehrhart du polytope auxilliaire
{(z,y) e R® X1 rly € Q,0 <z <(y)}, et est donc polynomiale en [ de degré
< dim(T") + 1.

Il reste a calculer le coefficient dominant. C’est :

. 1 . 1
ll_lglo Jdim(I)+1 ~Z ) U= }520 Jdim(I") ) Z B u
welYNx(T) wel?N3x(T)

1
= W/FUCZMF(U)7

ol l'on a identifié dans la derniere égalité une intégrale et une limite de sommes
de Riemann en prenant en compte la normalisation que nous avons avons choi-
sie : la mesure du cube unité est dim(T")! . O

Le lemme suivant est facile et classique :
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Lemme 7.2.5. Soit N > 0 et P un polynéme de degré N et de coefficient
dominant ay. Alors

ﬁ:(—l)i(% P(X +1i) = (~1)N Nlay.

Preuve. Soit ® : P(X) — P(X + 1) 'endomorphisme de 'anneau des po-
lynoémes. Par la formule du binoéme, (Id —®)N(P) = Zf\io(—l)i(]j)P(X +1).
C’est alors un calcul immédiat de vérifier que (Id —®) fait baisser le degré

d’un polynoéme de 1 et multiplie son coefficient dominant par I'opposé de son
degré. O

7.3 Degrés d’homogénéité du discriminant

Dans toute cette partie, K est encore supposé algébriquement clos de ca-
ractéristique 0. On applique le théoreme 7.2.3 pour démontrer le théoreme prin-
cipal 7.1.3 sous cette hypothese.

7.3.1 Interprétation torique du lieu discriminant

On commence par expliquer pourquoi notre probleme s’inscrit dans le cadre
général décrit ci-dessus des variétés duales de variétés toriques.

Considérons le groupe abélien libre de rang ¢+ N +1 engendré par (Y;)1<i<c
et (X;)o<j<n. On note a; et 3; les applications coordonnées suivant Y; et X;.
Soit X(T') le sous-réseau de rang ¢ + N défini par I'équation ), dja; = >, B;.
On note h = 3, a; : X(T) — Z, X(T') son noyau qui est un groupe abélien libre
de rang k = ¢+ N — 1, et X; = h~!(1). On a par dualité les morphismes de
tores suivants :

(K*)etN+) 7 T, (7.10)

On introduit I'ensemble A = {Y; X§*... X{" }i<cicce;>0,5 ¢;—a, de X1, qui
I'engendre comme espace affine. L’espace vectoriel K4 s’identifie naturellement
aV = @1§i§c HO(PNv O(dl))

Proposition 7.3.1. On a Iégalité suivante entre fermés de V. = K4 :

D=XY.
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Preuve. Soit H I'hyperplan de (K4)* d’équation f =", Y;F, = 0.

H est tangent & X4 en un point de T (7.11)
&{f =0} n’est pas un diviseur lisse de T

&{f =0} n'est pas un diviseur lisse de (K*)TN+1

<:>3(y17' -5 Ye, Loy - - - 71’N) S (K*)(C+N+1) tels que
F;
Fi(xg,...,zn) =0cet ;ying(an“'axN) =0

& les F; ont un zéro commun & coordonnées non nulles en lequel leurs

dérivées partielles vérifient une relation linéaire & coefficients non nuls.
(7.12)

Notons U le sous-ensemble de K“ constitué de ces hyperplans. Par (7.11) et
la définition de la variété duale, son adhérence est XX. Par (7.12) et le critere
jacobien, U C D. Mieux : (7.12) et le lemme 7.3.2 (i) et (4¢) montrent que U est
dense dans D.

Par conséquent, D = X . O

Lemme 7.3.2. La variété D est irréductible. De plus, si (Fy,...,F.) est un
point général de D, les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) La variété {Fy = --- = F, = 0} posséde un point singulier a coordonnées
toutes non nulles.

(i) Si I C{1,...,c}, la variété {(F; = 0);cr} est lisse de codimension |I|.

Preuve. Soit Z C V x PV le fermé constitué des (Fi,..., F., P) tels que la
variété {F) = --- = F. = 0} ait un espace tangent de dimension > ¢ en P. On
notera p; : Z — V et py : Z — PV les deux projections. Comme D = p;(Z),
pour montrer que D est irréductible, il suffit de montrer que Z ’est. Pour cela,
il suffit de montrer que pour tout P € PN, p;*(P) est irréductible. Utilisant
'homogénéité sous PG Ly 1, il suffit de montrer que p; *([1 : 0 : ... : 0]) est
irréductible. En écrivant le critere jacobien en coordonnées, on voit que c’est
conséquence du fait classique que ’ensemble des matrices (N + 1) X ¢ de rang
< ¢ est irréductible.

Montrons (i). L’'ouvert W C PY des points & coordonnées toutes non nulles
est dense. Son image réciproque par le morphisme dominant py est donc dense
dans Z, et py(p; ' (W)) est dense dans D = p;(Z), ce qu’on voulait.

Montrons (i7). Par Bertini, on choisit des (F;);er tels que {(F; = 0);er}
soit lisse de codimension |I| dans PV, et on pose F; = 0 si i ¢ I. Ceci montre
qu'il existe (F1,. .., F.) € D tel que {(F; = 0);er} soit lisse de codimension |I].
Comme D est irréductible, un point général de D vérifie cette propriété. O

On déduit immédiatement de la proposition 7.3.1 le corollaire suivant :

Corollaire 7.3.3. On a codimy (D) > 1 si et seulement si X 4 est défective.
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On peut de plus relier les degrés d’homogénéité qu’on cherche a calculer au
caractere = 4.

Corollaire 7.3.4. On a les relations sutvantes :
(i) deg = h(Za).
(it) deg; = @i(Ea).
(i) deg,ay = B(2.).
Preuve. Montrons (47), qui est la seule relation que nous utiliserons. Les autres
se prouvent de maniére analogue. On écrit, pour f = coxa € KA =V :

NUEAL() = (A AN par (7.2
= Aulpi(N) - f)
= AA(Z A¥i(Xa) e v o) par (7.1) et la définition de
_ )\‘“(E“)AA(f) par (7.7).

Finalement, il vient deg, = a;(E4), ce qu’on voulait. O

7.3.2 Le polytope Q(c, N, (d;)1<i<c)

Dans ce paragraphe, et dans ce paragraphe seulement, on prend temporai-
rement des conventions légeérement plus générales : on autorise les d; a étre
des nombres réels strictement positifs. On définit toujours X; g comme l’es-
pace affine d’équations >, d;o; = 37, Bj et >, a; = 1 dans Re+N+1 On pose
Q(c¢, N, (d;)1<i<c) le polytope d’inéquations {a; > 0}i<i<c et {5; > O}to<j<n
dans X r. Il est de dimension ¢+ N — 1.

Si I c{1,...,¢} et J C {0,...N} sont des parties non vides, le sous-
ensemble I'y ; de @ défini par les équations {a; = 0};¢; et {8; = 0} ¢ est une
face de @ isomorphe & Q(|I],|J| — 1, (d;)iecr). De plus, toutes les faces de @ sont
de cette forme.

En particulier, quand les d; sont entiers, les sommets de Q(c, N, (d;)1<i<c)
sont des éléments de A. Comme de plus A C Q(c, N, (di)1<i<c), on voit que
Q = Q(c, N, (di)1<i<c)- On en déduit le résultat suivant :

Proposition 7.3.5. La variété torique X o est lisse.

Preuve. La description explicite des faces de @ obtenue ci-dessus permet de
vérifier facilement le critére de lissité [58] 2.22 (iv). O

Nous allons effectuer quelques calculs d’intégrales qui seront utiles par la
suite. Pour les mener, nous aurons plusieurs fois besoin de la seconde partie du
lemme ci-dessous :

Lemme 7.3.6. Soit P € Z[dy,...,d.][X]. On introduit :

- P(d))
R=S— "W
=1 Hl’;ﬁl(dl - dl’)
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(i) R € Z[dy,...,d.].
(ii) Si P est de degré <c¢—2 en X, R=0.

Preuve. On introduit R’ = >, i P(X’)Xl,) € Zldy,...,d])(X1,..., Xe).
Multipliant par X;, — X,, puis speaahsant en X;, = Xi,, on obtient 0. Par
conséquent, R’ € Z[dy, ..., d][X1,..., X.].

En faisant X; = d;, on montre que R € Z[dy,...,d.].

Si de plus P est de degré < ¢—2 en X, R’ est un polynéme de degré < 0 en
les X;, et est donc nul. En faisant X; = d;, cela implique R = 0. O

Calculons tout d’abord le volume du polytope Q(¢, N, (d;)1<i<c)- On rappelle
notre convention d’attribuer une mesure 1 au simplexe unité.
Proposition 7.3.7.

¢ dlC+N_1
-1 Hl/#l(dl - dl') )

Preuve. On procede par récurrence sur c¢. Pour ¢ = 1, c’est la formule du
volume du simplexe de c6té dy. Si ¢ > 2, on applique Fubini en remarquant que
I'image de Q(c — 1, N, (sd; + (1 — s)d.)1<i<c—1) par lapplication

,U(Q(Cv N, (di)lﬁiﬁc)) =

(Y1, Yer Toy -y xn) = (L= 8)y1, ..., (1 — 8)Ye, Toy- -, TN)

est Q(c, N, (di)1<i<c) N {a. = s}. Entre les espaces affines qui nous intéressent
cette application est de déterminant (1 — s)°~2. On peut alors appliquer I’hy-
pothese de récurrence. Il vient :

w(Q(e, N, (di)1<i<e))

(N =) [ (1= 9 uQe~ 1V, (s + (1 = o )rcice1))ds

Z/ (A = 8)de & sd) T2
Hl/;élc (di — dv)

_ Z Hil #l(dl — dl/) (dlcﬁLNfl _ d(c:-l-N—l)
1=1 +1
c d?+N_1

= oo —dr) par le lemme 7.3.6 (it).
1=1 LA '

O

Enfin, nous utiliserons dans le paragraphe suivant le calcul de l'intégrale
ci-dessous :

Proposition 7.3.8.

/ () = oy L (A AT
ac(u)du(u) = < .
Q(CvN’(di)lfiSC) (C + N) =1 Hl/;ﬁl (dl - dl,) dc - dl
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Preuve. On applique Fubini comme dans le calcul précédent.

/ Q6N (di)1<s<e) Ce(w)dp(u)

= (4 N 1) [ sl =)@~ LN, (s + (1= 9)de)r<izen))ds

(1 — s)d. + sdp)c+N =2
N-1) d
C+ Z/ Hl’;él c dl dl’) i

Z / (1 = s)de + sdi) 1 detN-1
= S — ,
0 Hz/;gl(dl dyr) Hl/;él(dl —dy)
ou 'on a intégré par parties. Calculant 'intégrale du terme de gauche, et appli-
quant le lemme 7.3.6 (i7) pour sommer le terme de droite, on obtient :

/Q(c,wdi)lgigaac(u)du(w

i 1 detN — et L et N)detN -1
=1 Hl’;él(dl - dl/) de — dy Hl’;ﬁc(dc — dl’)

1 Z 1 detN — dytN
(C + N) =1 Hl’;ﬁl(dl - dl/) de. — d; .

_ 1
~ (¢+N)

7.3.3 Homogénéité en les équations

Montrons la premiere partie du théoreme 7.1.3. Par symétrie, on peut sup-
poser ¢ = c.

Proposition 7.3.9.
c N+1 N+1
1 e —e
deg, =dy...de—1 < L .
e ‘ lel I ulei—er) ( P

Preuve. On utilise la relation 7.3.4 (i), et la formule 7.2.3 pour 24 qui s’ap-
plique car X 4 est lisse par la proposition 7.3.5 :

deg,= S (=10 (dim(T) + 1) / ete () dpr ().

TCcQ(e,N,(di)1<i<c) r

Les faces de Q(c, N, (d;)1<i<c) sont les I'y ;. L’intégrale qui intervient est nulle
si ¢ ¢ I car o, s’annule alors identiquement sur I'y ;. Si ¢ € I, on reconnait
I'intégrale calculée en 7.3.8. 1l vient :

deg.= D Z —dy) do —d,

Ic{1,....,c—1} lelu{
o#JC{0,....,N}

)e+N=l11-1J] (dICI+IJI_dlII+J>

hy eIu{c}
£l
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En paramétrant J par j = |J]|, et en remarquant que le terme j = 0 dans la
somme ci-dessous est nul par le lemme 7.3.6 (i4), on obtient :
N4+1 —|I|—j PR e
—1NetN=lI=i (g —d
deg, = Z (N;H) Z Z ( H> (dy — dp) - d. — dll
7=0 IC{1,...,c—1} leTU{c} Vo) ¢
£l

Appliquons la formule du binéme.

I I
d‘c |eéV+1 _ di IelN+1

(71)57|I\71
dego= >, 2 T (d—dy d, —d '

Ic{1,...,c—1}lelU{c} re1ife}
1 £l

Echangeons alors les sommations sur I et sur I. On note I le complémentaire de I
dans {1,...,c—1}, et on remarque que dans la somme ci-dessous la contribution
des termes pour lesquels [ € I est nulle.

° 1 1
degc = Ml, OfJ.
lzzl Hl/;ﬁl(dl - dl/) dc - dl
M, = Z (—1)‘f‘(d§*1*me£’“ _ dzc_l_mezNH) H(dz —dy).
Ic{1,...,c—1} el

Calculons M;. On commence par développer le produit pour obtenir :

1T —1—|T I| gl I|—|H
M, = Z (e~ 1M+ —d \ lelNH)(—l)‘HHmdi [—IH] H dy.
Ic{1,..,c—1} l’'eH
HCI

En sommant d’abord sur H, puis sur le cardinal i = |I| — |H|, on obtient pour
M Texpression suivante :

c—|H|-1

S I X e e,

HC{1,...c-1} VEH i=0
Appliquons a nouveau la formule du binéme.

M, = Z H dys ((dc —dy)eT I HIN (g, — dl)“”l"H'elN“) .
HC{1,....,c—1}l'eH

Le terme de droite se calcule en remarquant que (d; — d;)¢~ =71 est non nul
seulement si |[H| = ¢ — 1, c’est-a-dire si H = {1,...,¢— 1}. Quant au terme de
gauche, on peut le factoriser aisément. Il reste :

c—1

c—1
Ml = eierl H (dl’ + dc - dl) — 6iN+1 H dl/,

=1 =1
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Reprenant le calcul de deg,, on voit que :

i 1 el ch;l1 (dv +dc—di) — ei\Hl ch;ll di
=1 Hl/?ﬁl (dl - dl/) dc - dl .

deg, =

S (dy e —dy) —e X T T du

Par le lemme 7.3.6 (ii), comme - = —d est un po-
lynéme de degré ¢ — 2 en d;, on calcule pour conclure :

deg,. = 20: ! el Hzc;l1 dp — ezNJr1 Hzc/;11 dy
‘ =1 Hl/;ez(dl - dl/) d. —d;

c N
—d, .., Z 1 (eé\u’lel +1>.

-1
=1 Hw;&z(el —ev) €c — €

7.3.4 Homogénéité en les variables

Montrons la seconde partie du théoreme 7.1.3.

Proposition 7.3.10.
(&

el
deg, =dy...d,y — 1
var c = Hl’;él(el — el/)

Preuve. On pourrait procéder par calcul direct comme en 7.3.9. On va plutot
profiter du calcul déja effectué en 7.3.9 et de la relation (7.4). Il vient :

1 C
deg,gy = = 3 d; deg;
eg’l)llT N + 1 P egl

B dl...dcii 1 elNH—erH
- N+1 [y a(er —er) e — e '

i=1 =1

Utilisant alors le calcul reporté dans le lemme 7.3.11, et vu la remarque 7.1.5,
on obtient :

deg :d1---dczc: 1 eiNH—erH
var N + — Hl’;ﬁl(el - el/)

(&

N
€

—dy A S —
1 lzzlnl,;ﬁl(elfel/)

Lemme 7.3.11.

c c N+1 N+1
S e e ) =0
[y uler —er) e — €

=1 i=1
£l
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Preuve. Fixons [ et introduisons &, =37, m [T i(er—er), quon
considere comme une fraction rationnelle en e; & coefficients dans Q((e;)izi)-
Ecrivons sa décomposition en éléments simples ®; = 3. £l elf_—’el En multipliant
®; par (e; — ¢;), et en substituant e; = e; dans l'expression obtenue, on calcule
fi = —1. On a montré :

ST L L e !
i#l Hz/;éz(ez - ei') € — € Hl,#(el — el/) izl e —e; ’
Multiplions cette identité par elN *1. sommons sur I, puis échangeons dans le

terme de gauche le role des variables muettes ¢ et [ pour obtenir :

S 1 eNF1 R 1 eNF1
> 2 X —
= o vule —er)ei—a =S vula —ea)ea —e
i#l il
Faisons tout passer dans le terme de gauche : le lemme est démontré. O

7.4 Caractéristique finie

On explique dans cette partie comment modifier la preuve proposée ci-dessus
pour démontrer le théoreme 7.1.3 quand K est de caractéristique finie. On en
déduit alors une preuve du théoréeme 7.1.7.

7.4.1 Equation de la duale

On conserve les notations de la partie 7.2.

Le théoreme [18] Chap.9, 2.7, que nous avons énoncé en 7.2.1 décrivait
I’équation de la variété duale d’une variété torique lisse X4 C P((K4)*). Il ne
vaut tel quel qu’en caractéristique 0, et son énoncé doit étre modifié en général.
A cet effet, on introduit les notations suivantes.

Soit Wx, C P((K4)*) x P(K4) la variété d’incidence de X 4, c’est-a-dire
I’'adhérence de I’ensemble des couples (z, H) € P((K4)*) x P(K4) tels que H
soit tangent en le point lisse x de X 4. Notons p; et ps les projections de Wx , sur
X4 et XY = pa(Wx, ) respectivement. On munit Wx, et X de leur structure
réduite.

Si X 4 n’est pas défective, c’est-a-dire si X est une hypersurface de P(K4),
on note x4 le degré de I'application génériquement finie po : Wx, — X ). Le
théoreme 7.2.1 admet alors la généralisation suivante :

Théoréme 7.4.1. On suppose que X 4 est lisse, et [ > 0.
(i) Si Xa n’est pas défective,
Aa(f)* = det(C*(4,1), 7, 0) ),

ou chacun des deux termes est bien défini a une constante multiplicative
non nulle prés.
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(ii) Si Xa est défective, rappelons que As(f) =1 par convention. Alors
Aa(f) = det(C*(4,1),07,) V",
au sens ot le terme de droite est également une constante non nulle.

Preuve. La preuve de [18] Chap.9, 2.7 ne nécessite qu'une modification mi-
neure, que l'on va décrire. Cette preuve fait appel au théoréme [18] Chap.2, 2.5.
Au cours de la preuve de cet autre théoréme, on utilise (page 59) le fait que si
X 4 n'est pas défective, po : Wx, — X est birationnelle. En caractéristique 0,
c’est une conséquence du théoreme de réflexivité. Cependant, en caractéristique
finie, po : Wx, — X est seulement génériquement finie, de degré u.

En prenant cette modification en compte, et en adaptant les arguments de
maniere évidente, on prouve le théoreme. O

Tous les autres arguments que nous avons utilisés sont encore valables. Nous
utiliserons librement les résultats déja obtenus, notamment ’identification de D
a la variété duale d’une variété torique explicite (proposition 7.3.1).

7.4.2 Calcul du degré u

Pour appliquer le théoreme 7.4.1, il faut calculer la quantité o dans les cas
ol X 4 n’est pas défective : c’est le but de la proposition 7.4.2. On conserve les
notations du paragraphe 7.3.1.

Proposition 7.4.2. Supposons qu’on n’ait pasd; = ---=d. =1 etc < N + 1.
Alors X o n’est pas défective. Si K n’est pas de caractéristique 2 ou sin est
impair, p = 1. Sinon, p = 2.

On commence par montrer plusieurs lemmes. Les arguments qui suivent sont
légerement alourdis par le fait qu’il faut manipuler avec précaution les points
doubles ordinaires en caractéristique 2.

Lemme 7.4.3. (i) Supposons que ¢ = N + 1. Alors pour (Fy,...,F.) € D
général, {F} = --- = F. =0} est un unique point réduit.
(i) Supposons que ¢ < N + 1 et qu’il existe i tel que d; > 2. Alors pour
(F1,...,F.) € D général, {Fy = --- = F. = 0} est de codimension c et a
un unique point singulier, qui est un point double ordinaire.

(iii) Supposons qu’on n'ait pas dy = -+ =d. =1 et ¢ < N + 1. Alors pour
(Fy,...,F.) € D général, les différentielles des F; sont liées en un unique
point de {Fy = --- = F. = 0}, et ce par une unique relation.

Preuve. (i) Cette propriété est ouverte dans D qui est irréductible par le
lemme 7.3.2 : il suffit donc d’exhiber un jeu d’équations vérifiant cette
propriété. Par Bertini, on choisit Fi,..., F._1 généraux de sorte que le
schéma {F} = --- = F._; = 0} soit réunion de points réduits. On choisit
alors F, de sorte a ce qu’il passe par un de ces points et évite les autres.
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(ii) Par description de la déformation verselle d’un point double ordinaire (voir
[1] Exp. XV Prop. 1.3.1), cette propriété est ouverte dans D. Comme D est
irréductible par le lemme 7.3.2, il suffit donc d’exhiber un jeu d’équations
vérifiant cette propriété. On considere le systeme linéaire constitué des F;
passant par P =[0:...:0: 1], y étant singuliers et dont les termes d’ordre
2 sont un multiple d’une forme quadratique ordinaire fixée. Le théoreme
de Bertini assure que le membre général de ce systeme linéaire a pour
unique point singulier P; c’est un point double ordinaire. On prend alors

Fy, ... F;, ... F. générales passant par P. Le théoreme de Bertini assure
que (F4,..., F.) convient.

(iii) Les deux premiers points permettent de décrire, pour (Fi,...,F.) € D
général, les dimensions des espaces tangents de {F; = --- = F, = 0}. On
en déduit le résultat.

O

Lemme 7.4.4. Supposons qu’on n'ait pas dy = --- =d. =1 et c < N + 1.

Alors :
(i) La variété X 4 n'est pas défective.

(ii) De plus, si H est un élément général de D = XX vu comme un hyperplan
de P((K4)*), H est tangent & X4 en un unique point.

Preuve. (i) Choisissons H € D général comme dans les lemmes 7.4.3 (i) et
7.3.2 (i) et (i7). L’équivalence entre (7.11) et (7.12) dans la preuve de 7.3.1
montre alors qu’il existe un unique point ¢ de T en lequel H est tangent a
X 4. En particulier, ¢ est isolé dans p, ' (H). Comme Wy, est irréductible,
cela implique que po est génériquement finie. Ainsi, X 4 n’est pas défective.

(ii) Soit H € D général comme au point précédent. Choisissons-le de plus hors
de XY\ p2(p; ' (Xa\T)), qui est un fermé strict car py est génériquement
finie. L’hyperplan H n’est tangent a X4 qu’en des points de T, et est
tangent a T en un unique point. Cela conclut.

O

Lemme 7.4.5. Supposons qu’on n'ait pasdy = ---=d. =1 et c < N+1. Alors
si H est un élément général de D = X vu comme un hyperplan de P((K*)*),
XaNH aun unique point singulier qui est un point double ordinaire.

Preuve. On choisit H = (F1, ..., F.) général comme dans le lemme précédent,
et comme dans le lemme 7.4.3 (i) (resp. (i7)). On notera Z = {Fy =--- = F, =
0} ¢ PN et Z ¢ AN+ le cone affine sur Z.

Les choix faits montrent que H est tangent a X 4 en un unique point t € T'.
La preuve de la proposition 7.3.1 montre que si t' = (y1,...,Ye, Tos---,TN) €
(K*)“tN+1 est un antécédent de ¢ par 'application (7.10), x = [z, ...,z x] est
l'unique point de Z (resp. I'unique point singulier de Z), que c¢’est un point réduit
(resp. un point double ordinaire), et que I'unique relation entre les différentielles

des F; en & = (xg,...,znN) est donnée par Ziyig;’f (2)=0,0<j <N.
J
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Soit ¢ la forme quadratique induite par H sur T37. On raisonne par ’absurde
en la supposant non ordinaire : il existe w € T3T non nul tel que w € rad(q) et
q(w) = 0. On note ¢’ la forme quadratique que ¢ induit sur Ty (K*)tN+! via
I'application (7.10). Le noyau de la surjection Ty (K*)*TN+1 — T,T est engendré
par wi = (Y1,-.-,Y0,...,0) et wh = (—=dry1,...,—deYe, o, - .., xN). Notons
w = (u1,...,U,...,vy) un antécédent de w, de sorte que w’ € rad(q),
¢(w') =0et w ¢ (w),w)).

La condition w’ € rad(q’) signifie que w’ appartient au noyau de la matrice
de la forme bilinéaire associée a ¢, c’est-a-dire au noyau de la Hessienne de H
en t'. C’est un systeme d’équations qui s’écrit :

Zv] =0, 1<i<e. (7.13)

522) yiF; OF; .
— . < k<N. .
g vj X, 0y (z) = EZ uian(x), 0<k<N (7.14)

Considérons © = (vp,...,vy) comme un vecteur tangent & ANT! en 7.
L’équation (7.13) montre que le vecteur ¢ appartient & T3 Z. Montrons qu’il est
non radial. Si c¢’était le cas, on pourrait, quitte & retrancher & w’ un multiple de
wy, le supposer nul. L’équation (7.14) fournit alors la relation ), uzg—g(i) =0,
0 < k < N entre les différentielles des F; en . Ce n’est possible par hypothese
que si w’ est proportionnel & w}, ce qui contredit w’ ¢ (w],wh). Ainsi ¥ n’est
pas radial.

On distingue alors deux cas.

(i) Supposons que ¢ = N + 1. Un vecteur v € T, Z se relevant en ¥ est alors
un élément non nul de T, Z, et Z n’est donc pas un point réduit. C’est la
contradiction recherchée.

(ii) Supposons que ¢ < N + 1 et qu’il existe i tel que d; > 2.

Vu l'unique relation liant les différentielles en & des Fj, la forme quadra-
tique qui est Péquation dans T;Z du cone tangent & Z en Z est la restric-
tion & T5Z de la forme quadratique induite par les termes d’ordre deux de
> y; F;. On note Q cette forme quadratique.

Montrons que ¥ € rad(Q). L'équation (7.14) signifie que si un vecteur est
orthogonal & (%(Zl u; F;)(Z))o<k<n pour le produit scalaire usuel, il est
automatiquement orthogonal & @ pour la forme bilinéaire associée & Q. Or
tous les vecteurs de T3 Z sont orthogonaux & (%(ZZ w; F3)(Z))o<k<n, VU
comme un gradient. On a bien montré & € rad(Q).

On vérifie ensuite que I'équation ¢'(w’) = 0 est la méme équation que
Q(ﬁ) = 0. Soit alors v € T, Z se relevant en v, et @ la forme quadratique
sur T, 7, équation du cone tangent a Z en x, induisant Q sur T;Z. On a
montré que v est un élément non nul de rad(Q) sur lequel @ s’annule. La
forme quadratique @ n’est donc pas ordinaire et  ne peut étre un point
double ordinaire de Z. C’est absurde.

O
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On peut alors prouver la proposition 7.4.2 :

Preuve de la proposition 7.4.2. La variété X 4 n’est pas défective par 7.4.4
(i), de sorte que p est bien défini.

Soit H un point général de X Y. Soit p; *(H) C X4 le lieu schématique le
long duquel H est tangent & X 4 ; par définition de u, on a u = long(pgl(H)).
Par [35] T (8) et (9), p; ' (H) = Sing(X 4 N H) ot le lieu singulier de X 4 N H est
muni de la structure schématique donnée par le (k — 1)-iéme idéal de Fitting du
faisceau des différentielles de Kahler.

Comme H est choisi général, par le lemme 7.4.5, X4 N H a un unique point
singulier qui est un point double ordinaire. Pour calculer Sing(X4 N H), on
peut travailler dans le complété de X4 N H en ce point. Par [1] Exp. XV Th.
1.2.6, celui-ci est isomorphe au le lieu des zéros dans K[[z1, ..., xzx]] de la forme
quadratique ordinaire canonique x1Ts + -+ + Tr_12 Si k est pair ou x1xs +
oo+ Tp_oTp—1 + a3 si k est impair.

Sur ces équations, il est facile de calculer le (k — 1)-iéme idéal de Fitting
du faisceau des différentielles : c’est {x1,...,x) sauf si k est impair et K est
de caractéristique 2 auquel cas c’est (z1,... ,xk,l,xi} Dans le premier cas, le
sous-schéma qu’il définit est un point réduit et p = long(ps Y(H)) = 1. Dans le
second cas, il définit un sous-schéma de longueur 2 et pu = long(py ' (H)) = 2.
Comme n = N — ¢ est de parité opposée a k = ¢+ N — 1, la proposition est
démontrée. O

7.4.3 Preuve du théoréme principal

On commence par montrer que dans les cas non traités par le lemme 7.4.4,
X 4 est défective.

Lemme 7.4.6. Supposons di = -+ =d. =1 et ¢ < N+ 1. Alors X est
défective.

Preuve. Les F; sont des formes linéaires. La sous-variété D de V correspond au
lieu ou elles ne sont pas indépendantes, et est donc décrit par 'annulation d’un
certain nombre de mineurs. On en déduit aisément que ce lieu est de codimension
> 2 dans V. Par le corollaire 7.3.3, X 4 est alors défective. O

On obtient alors une preuve du théoreme 7.1.3.

Preuve du théoréme 7.1.3. On distingue deux cas.

(i) Supposons qu’on n’ait pas d; = --- = d. = 1 et ¢ < N + 1. Alors, par
le lemme 7.4.4, X 4 n’est pas défective, et la preuve du théoreme 7.1.3
en caractéristique nulle fonctionne encore. Il faut seulement remplacer le
théoréme 7.2.1 par le théoreme 7.4.1 (), et évaluer p & I'aide de la propo-
sition 7.4.2.

(ii) Sidy =---=d.=1let c < N+1, X4 est défective par le lemme 7.4.6. Par
le corollaire 7.3.3, D est de codimension > 2 dans V', de sorte que A =1,
et que tous les degrés qu’on cherche a calculer sont nuls. D’autre part,



128 CHAPITRE 7. DEGRES DU DISCRIMINANT

la preuve fournie en caractéristique nulle fonctionne sans modifications en
caractéristique quelconque, en faisant intervenir le théoréme 7.4.1 (i) a la
place du théoreme 7.2.1. Les termes de droite dans I’énoncé du théoreme
7.1.3 sont donc également nuls. Le facteur i ne joue alors aucun role, et

le théoreme est démontré.

O

7.4.4 Réduction modulo p du discriminant

On montre dans ce paragraphe le théoreme 7.1.7.

Preuve du théoréme 7.1.7. La situation décrite dans le paragraphe 7.1.1 se
met en famille sur Spec(Z) : on dispose d’un fibré vectoriel géométrique V7 sur
Spec(Z), et d’'un sous-schéma fermé réduit Dz de celui-ci. On note Ag et A,
les polynomes discriminant sur Q et IF,.

Sidi=---=d.=1etc<N+1, Ag =1 par le lemme 7.4.6 et le corollaire
7.3.3, et le théoreme est évident. Dans le cas contraire, toutes les fibres sont
des hypersurfaces par le lemme 7.4.4 et le corollaire 7.3.3. Elles coincident en-
semblistement avec le lieu discriminant, et sont donc irréductibles par le lemme
7.3.2. Par conséquent, la réduction modulo p de Ag s’annule précisément sur
le lieu discriminant, et est donc une puissance de Ap, . Comparant les degrés
a laide du théoreme 7.1.3, on voit que cette puissance est 1 sauf si p = 2 et
n est pair, auquel cas cette puissance vaut 2. Comme Ap, est irréductible par
définition, cela conclut. O
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