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Chapitre 1
Préliminaires

Nous présentons dans ces préliminaires un certain nombre d’outils "analytiques" qui
permettent de travailler localement sur les variétés. La Géométrie différentielle commence
par établir des propriétés locales des variétés, avant de s’attaquer a des propriétés globales,
en général plus difficiles.

Soit 2 un ouvert de R” et K" un compact de 2. On note C™(£2) I’espace des fonctions de
classe C™ sur 2 et par C™(K) l'espace des fonctions C™ au voisinage de K. Enfin C} est
I'espace des fonctions C™ & support dans K, c’est-a-dire telles que {z | f(z) # 0} C K.
Lorsque € est omis, il faut entendre qu’il s’agit du cas 2 = R"™. Enfin Cy(Q2) est la
réunion des C'? pour K dans 2. Si m = oo, C"™ est 'espace des fonctions C*, si m = w,
c’est 'espace des fonctions analytiques, c¢’est-a-dire des fonctions qui sont au voisinage de
chaque point la somme d’une série entiére convergente.

1 Partition de 'unité

(d’aprés [Munkres|)

Le théoréme énoncé a la fin de cette section permet dans de nombreux cas de remplacer
une question globale par une question locale. Il joue surtout un roéle crucial dans I’'étude
des variétés et sous-variétés.

Tout d’abord il est important de remarquer qu’il existe des fonctions C™ & support
compact (ici m < oo mais m # w). En effet,

Lemme 1.1. La fonction définie sur R par f(t) = e/t pourt > 0 et par f(t) = 0 pour
t <0 est C.

Démonstration. On montre par récurrence que pour t > 0, f (p) (t) est de la forme %6_1/ ¢

7
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. . . _ e Q) —
ou () est un polynome. En effet, cela est vrai pour p = 0 et la dérivée de %e Ut est

tQ'(t) —2pQ(t) 1y %6_1#

t2p+1 t2p+2

Il en résulte que fP(t) est bien définie pour ¢ > 0 et que lim;_,q fP(¢) = 0. On en déduit
que f est p-fois dérivable en 0, et que sa p-iéme dérivée est continue. Donc f est de classe
CP pour tout p, et elle est finalement de classe C. O]

On peut alors construire une fonction g telle que g(¢) = 0 pour ¢t < 0 et ¢g(t) = 1 pour

t > 1. Il suffit de poser I = [, f(t)f(1—t)dt. Alors I > 0 et g(t) = %ffoo f(s)f(1—s)ds.

A f(S)f(] -S)

FIGURE 1.1 — La fonction f(s)f(1 —s).

Proposition 1.2. Soit K un compact contenu dans Q2. Il existe une fonction ¢ de C§°(2)
égale a 1 au voisinage de K.

Démonstration. Soit § tel que B(x,6) C Q pour tout x de K (qui existe car d(z, )
atteint son minimum > 0 sur le compact K). Alors posant

Yaly) = 29 (1 . gf‘Z)

et Wo = {y | ¥u(y) > 1}, on a K C [J,cx Wa et en extrayant un sous-recouvrement
fini par les W, on pose p(y) = g(3_; ¥, (y)). Alors p = 1 sur K et ¢ = 0 hors d’'un
d-voisinage de K. O

Corollaire 1.3. Si F' est un fermé contenu dans un ouvert U, il existe une fonction C'*
a support dans U égale a 1 sur F'.
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Démonstration. On écrit F; = F'N B(0,7) \ B(0,j — 2) et on voit que F' est réunion des
compacts F}j.La proposition précédente associe a F; une fonction ¢; a support dans U; =
UN(B(0,j+1)\ B(0,j —3)), et la somme > _; p; ¢tant localement finie, ¢ = g(>_; ¢;)
répond a la question.

]

Théoréme 1.4. Soit X un sous-ensemble fermé de R™ et (U;)jen un recouvrement lo-
calement fini de X. Il existe alors des fonctions x; dans C§°(U;), a valeurs dans [0, 1]
vérifiant

ij(:p) =1surX
J

Démonstration. 11 existe un recouvrement de X par des ouverts V; tels que V] c U
(recouvrement qui est automatiquement localement fini). Supposons en effet avoir défini

Vi, ..., Vi, tels que
xc | vul

1<5<m k>m—+1
On pose Fii1 = X \ (Ui<jcm Vi U Upspmaa Uk)- On a par hypothese Fj,iq C Upya, on
peut alors trouver ! un ouvert V,,,; tel que F,,.1 C Vipy1 C Ving1 € Upngr - On a alors
xc | vu J w
1<j<m+1 k>m+2

On prend alors ; valant 1 sur V; et s’annulant hors de U;. Alors Y ;i > 0sur J; Vj et

si ¢(r) =1 sur X et vaut 0 hors de [J; V}, on a sur X I'égalité > _; (1—¢(a:f)Jf%,<p7-(x) =1.
g
Les fonctions x;(z) = i ¢(x;0)f%j e répondent donc a la question. O

Théoréme 1.5. Soit K un compact de R" contenu dans la réunion d’ouverts |, Uy . 1
existe alors des fonctions x, dans C§°(Uy,), a valeurs dans [0, 1] vérifiant

Zxa(x) =1surK

la somme étant supposée localement finie.

Démonstration. On rappelle le théoréme de Lebesgue : pour tout recouvrement de K il
existe un ¢ tel que les boules B(z,d) pour x dans K sont toutes contenues dans un U,.
Posant ¥, (y) = 2f(6* — |y — z|?) et W, = {y | ¥.(y) > 1}, les W,, pour = dans K forment
un recouvrement de K dont on extrait un sous-recouvrement fini par les ... On pose
Yj = ;. Alors ) X (y) > 1 sur K et si ¢ est la fonction associée par la proposition
précédente a K, les fonctions

v = Y,
T =)+ 3

répondent au probléme posé. O

1. Car un espace métrique est normal : on prend V.1 = {z | d(x, Frni1) < d(2,CUpi1)}
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2 Inversion locale et fonctions implicites. Théoréme du
rang constant

Le théoréme d’inversion locale et le théoréme des fonctions implicites ont été vus en
cours de Topologie et Calcul Différentiel. Nous nous contentons de rappeler les énoncés
des théorémes

Théoréme 1.6 (Fonctions implicites). Soient Ey, Es, F' des espaces de Banach U,V
des ouverts respectivement dans Ey, Fs, et f : U x V — F une application C* o k > 1.
On suppose f(xg,yo) =0 et %f(l‘g, Yo) inversible dans L(Es, F') d’inverse continue. Alors

il existe des voisinages U’ de xq et V' de yo et une application ¢ € C*(U', V') tels que
V(z,y) €U x V", f(z,y) =0y = o).

Théoréme 1.7 (Théoréme d’inversion locale). Si ¢ : U — V est C*, k > 1, et
dp(zo) est un isomorphisme, il existe des ouverts U’ et V' contenant xy et yo = p(zo) et
une application 1 € C*(V' U") telle que p o) =) o p = Id. L’application ¢ est donc un
difféeomorphisme de U’ sur V.

Théoréme 1.8 (Théoréme du rang constant). Soient U,V des ouverts de R™ et R
et f:U —V de classe C*, k > 1, et do(z) est de rang constant r dans U. Alors il existe
des ouverts U' et V' contenant xq et yo = f(xg) et des difféomorphismes locaux p défini
sur U’ et o défini sur V' tels que oo f o p(xq,...,xm) = (21, ..., 2,,0,0,...,0).

Démonstration. Quitte & composer avec des changement de coordonnée affine, on
peut supposer que xog = 0,90 = 0 et que df(zg) est la projection (z1,...,%,) +—
(1, ..., 2, 0,..,0). Soit alors 7 la projection (z1,...,x,) +— (1, ...z,) et w Papplication

W(TY, ooy Ty) = (M0 f(X1, ooy Tyn) s Tty ooy Tim)

Sa différentielle en z( est 'identité, il existe donc p difféomorphisme local de R™ telle que
wo p=1Idsoit (w(f(p(z1,..., xm))) = (x1,..,2,), on s’est donc ramené a la situation ou

flz1, ) = (21, ooy Ty g(T1, oy T))

ou g : R™ — R™". L’hypothese que f est de rang r au voisinage de 0 entraine que pour
tout = dans U’, 22 = 0 pour j > r et donc que g(z1, ., xm) = g(x1, ..., 2,,0,..,0). En

? 8x]~

posant ¢ = (gr41, -, gm) €t composant avec le difféomorphisme

g (yh 7yn) = (yh s Yrs Yrp1 — g7‘+1(y17 '”7y7’)7 vy Yn — gn(yh 7y7’))

cela conclut la démonstration. O

Deux cas particuliers
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Corollaire 1.9 (Forme normale des immersions). Soient U,V des ouverts de R™ et R"
et o : U —V de classe CF, k > 1, et dp(xg) est de rang m. Alors il existe des ouverts
U' et V' contenant xq et yo = p(xq) et des applications p € C*(U',U") et 0 € C*(V', V)
telle que oo o p(xy,....;xm) = (T1,..., Tm, 0,0, ...,0).

Corollaire 1.10 (Forme normale des submersions). Soient U,V des ouverts de R™ et R"
et o : U —V de classe C*, k > 1, et dp(xg) est de rang n. Alors il existe des ouverts U’
et V' contenant g et yo = ¢(x0) et des applications p € C*(U',U") et o € CH(V', V) telle
que 00 P o p(T1, .oy Ty) = (21, .0, Tp).

Démonstration des deuz corollaires. 1l suffit de remarquer que le rang est semi-continu
inférieurement, et que si ce rang est maximal, il reste maximal dans un voisinage. On
peut alors appliquer le théoréme du rang constant.

]

3 Théoréme de Brown-Morse-Sard

Il s’agit du théoréme tres important suivant

Théoréme 1.11 (Morse-Sard). Soit f une application de classe C? de R™ dans R™,
avec p > max{n —m + 1,1}. Alors l’ensemble des valeurs critiques C = {f(z) € R™ |
rang(df (z)) < n} est de mesure nulle.

Remarques 3.1. (A) Attention, c’est ’ensemble des valeurs critiques qui est de mesure
nulle, donc un sous-ensemble de R™. L’ensemble des points critiques qui est K =
{z € R" | rang(df(x)) < m} n’a pas de raison d’étre de mesure nulle (exemple : une
application constante).

(B) La différentiabilité de I’énoncé est optimale. Voir A fonction not constant on a
connected set of critical points, par H. Whitney, Duke Math. Journal, 1935, pp.
514-517.

Démonstration pour n < m. (cf. [deRham|) Nous renvoyons a [Milnor| pour la démons-
tration générale. Nous traitons cependant le cas facile n < m. Notons que pour n < m
le théoréme dit que I'image est de mesure nulle, et il n'y a donc pas d’application de
Peano en C', mais le cas m = n est déja intéressant. Il suffit de se limiter & la restriction
de f a un compact de R", car R" est réunion dénombrable de compacts et une réunion
dénombrable d’ensembles de mesure nulle est de mesure nulle. Supposons donc m = n.
Recouvrons donc [0, 1]" par N™ cubes dont les cotés sont de taille 1/N. Considérons le
sous-ensemble constitué de cubes contenant au moins un point critique. On note I ’en-
semble de ces cubes, et pour chacun d’entre eux on se donne un point critique z;. Alors
I'image de df (z;) est contenue dans un sous-espace-vectoriel de codimension > 0, et on
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note H; le sous-espace affine associé passant par f(x;). Comme il existe une fonction ¢
continue et s’annulant en 0 telle que

() = fag) = df () (@ — 25)| < | — ajle(jo — ;)

on a donc que f(K;) est contenu dans un 1/N - ¢(1/N) voisinage de H;, et notant C' =
|df|co(o,1)») dans une boule de rayon (C' + 1)/N, donc dans un ensemble de volume
(c;vri_)_nl—lm_ Comme il y a au plus N" cubes, on trouve que le volume total de 'image des
cubes de K est au plus C"'¢(1/N) qui tend vers 0 avec N. On en déduit que f(K N[0, 1]")
est de mesure nulle, et par le méme argument f(K N [—R, R]") est de mesure nulle. On
conclut en utilisant le fait que F'(K) = [,y f(KN[—J, j]") et qu'une réunion dénombrable

d’ensembles de mesure nulle est de mesure nulle. OJ

f \
1N /\
<>
1/N (C+1)/N

FIGURE 1.2 — Démonstration de Sard d’aprés deRham

1/N €(1/N)

3.0.1 Application

Soit f,g deux applications de classe C? de R? dans R. Si df(z,y) # 0 pour tout
(z,y) € f~1(t) alors le niveau C'(t) = {(z,v) | f(z,y) =t} est localement diffécomorphe a
R (théoréme de forme normale des submersions). On dit que Cy(f) est une courbe lisse.
De méme pour Cs(g). On prétend que pour (s,t) hors d'un ensemble de mesure nulle,
Ci(f) et Cs(g) sont des courbes lisses qui ne sont pas tangentes aux points d’intersection.
Que Cy(f) et Cs(g) soient des courbes lisses pour presque tous (s,t) résulte immédiate-
ment de Sard appliqué a f et g, et du fait que le produit de deux ensembles de mesure
nulle est de mesure nulle. La transversalité s’obtient en considérant les valeurs critiques
de (z,y) — (f(z,v),9(z,y) qui sont donnés soit par 'annulation de I'un des vecteurs
(%(m, ), g—i(:c, y)) ou (g—i(x, Y), g—g(x, y)) (déja exclue hors d'un ensemble de mesure nulle
par le raisonnement ci-dessus) ou encore par la colinéarité de ces deux vecteurs, tous
deux non nuls, correspondant au cas, o Cy(f) et Cs(g) sont des courbes lisses tangentes
en (z,y). Le théoréme de Sard dit que pour presque tous (s,t), Ci(f) et Cs(g) sont des
courbes lisses qui ne sont pas tangentes aux points d’intersection.
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FIGURE 1.3 — Paire de courbes de niveau transverses

FIGURE 1.4 — Paire de courbes de niveau non-transverses

4 Champs de vecteurs

4.1 Remarques générales sur les équations différentielles

Un systéeme d’équations différentielles d’ordre quelconque se rameéne toujours a un
systéme d’équations d’ordre un. En effet ’équation

dkx dr d*x dF1g

CL 2T R
g~ T g G ) T E
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se réécrit sous la forme

Ltl = T2
1‘2 = T3
.j?kfl = f(t, T1,T9,... ,iL‘k,1)

Cette remarque banale permet d’éviter de répéter les mémes énoncés pour les équations
de degré 2, puis 3, etc. .. alors méme qu’il ne s’agit que de transcrire les résultats. Cela ne
signifie pas que les équations de degré k ne puissent avoir des spécificités que ne possédent
pas les systémes de degré un.

Plus généralement, un systéme d’équations de degrés différents se réduira par le méme
procédé a un systéme de degré un, défini sur un espace de dimension plus grande, que
I’on écrira en toute généralité :

&1 = fi(z,. .., 28)

fk = fk<I1, Ce ,l’k>

et de maniére abrégée, sous la forme

x = f(t,x)

ol X = (71,...,23) € CHR,R¥), et f : R x R¥ — R* est au moins continue.

On peut méme supposer que f est une application de R x F dans E ou E est un espace
de Banach

Remarque 4.1. 11 est important de noter que les équations différentielles implicites, c¢’est
a dire de la forme f(t,z,4) = 0, présentent des difficultés qui n’apparaissent pas dans
I’étude les équations « ordinaires ». On peut lorsque % f(t,z,v) est inversible en un point
(to, o, vo) annulant f, utiliser le théoréme des fonctions implicites pour se ramener au
voisinage de ce point aux théorémes du cours. Nous ne ferons pas ici la théorie générale
de telles équations.

4.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soit X : I x 2 — FE est définie sur le produit d’un intervalle ouvert I de R et d’un ouvert
2 d’'un espace de Banach, E. On veut résoudre I’équation & = X (t,z) avec condition

initiale z(ty) = zo € 2.
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Théoréme 1.12 (Théoréeme de Cauchy-Lipschitz). Supposons X continue en (t,z), et
lipschitzienne en la seconde variable. Alors, pour tous 7o € I, ug € il existe 6 > 0 et
a > 0 tels que quels que sotent u dans B(ug, ) et tg dans |19 — 0,79 + 0[, le systéme

(1) { @ = X(t,z)

z(ty) =u

posséde une unique solution définie sur Jto — a, tg + of .

Il est souvent utile d’avoir une version a parameétres de ce théoréme, la taille de I'in-
tervalle d’existence restant minorée

Théoréme 1.13 (Cauchy-Lipschitz a parameétres). Soit (A, t,x) — X,(t,x) une
application C?, avec p > 0, définie sur A x I X, lipschitzienne en x. Pour tout (Ao, To, Uo),
il existe § > 0 et o > 0 tels que quel que soit (A tg,u) dans B(Xg,0)x]m0 — 0,70 +
d[x B(ug, ), la solution x(t;t,u) de

©) { i = X\(t, )

x(ty) =u

soit définie sur |to — a, to + af. De plus Uapplication (t, \, to,u) — xx(t;to, u) est de classe
CP, et de classe CP*1 en t.

Remarque 4.2. Soient & = f(z), ou x € R™ une équation différentielle, alors les solutions
t — x(t) fournissent une famille de courbes remplissant I'espace (puisque pour chaque
zo € R il passe une courbe par ce point (i.e. il existe une solution telle que z(0) = xo)
et deux courbes de la famille ne se croisent pas (i.e. la solution telle que z(0) = z( est
unique et la solution telle que y(tg) = zo est donnée par y(t) = z(t — ty), c’est donc
un reparamétrage de ). Ces familles de courbes doivent satisfaire a des restrictions plus
importantes, par exemple absence d’enveloppe de la famille (cf. exercice P du chapitre 2).

On peut se demander pourquoi une solution de (1) peut ne pas étre définie sur I tout
entier. La proposition suivante montre que I'unique raison est le phénomeéne d’ « explosion
en temps fini » :

Proposition 1.14. Soit X :|t_,t,[xQ — E vérifiant les hypothéses de Cauchy-Lipschitz,
et x une solution mazimale, définie sur J =|7_, 7. Alors si 7 <t,, x(t) « sort de tout
compact » lorsque t tend vers T,.. En d’autres termes : pour tout compact K C €, il existe
to € J, tel que pour toutt > ty, t € J on a x(t) ¢ K.

Remarque 4.3. Lorsque F est de dimension finie et {2 = F, la conclusion est équivalente &
limy_,,, |x(t)| = +o0, car les boules de rayon R étant compactes, et () sortant de toute
boule, on a

VR>0 3drgtelque p <t <7y = |z(t)] >R

c’est-a-dire que |z(¢)| tend vers 400 lorsque ¢ tend vers 7.
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Démonstration. Raisonnons par I'absurde. Supposons qu’il existe une suite (t,),>1 telle
que z(t,) € K, ou K est compact, et lim, 1%, = 7o. On peut alors extraire une
sous-suite, que l'on note encore (t,),>1, telle que x,, = z(,,) converge vers .

Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz nous assure 'uniformité de la taille de I'intervalle de
définition au voisinage d’un point, ce qui permet d’affirmer qu’il existe «,d strictement
positifs tels que la solution de

{ i(tn) ii(t’x)

est définie sur |t, — a, t, + af si d(z,, o) < 9.

Or pour n assez grand, on aura bien d(x,,7) < 0, et comme ¢, tend vers 7., on
aura que |t,, — a, t, + o n’est plus contenu dans J. La solution x est donc définie sur un
intervalle strictement plus grand que J, qui n’était donc pas maximal. O

5 Appendice : paracompacité et espaces métriques

On rappelle

Définition 1.15. Un espace paracompact est un espace X tel que pour tout recouvrement
ouvert (U, )aeca on peut trouver un sous-recouvrement (Vg)gep (i.e. pour tout g il existe
a tel que Vi C U,) qui soit localement fini ( i.e. tout point posséde un voisinage qui ne
rencontre qu'un nombre fini de V).

Théoréme 1.16 (Stone). Tout espace méltrique est paracompact

Démonstration. Voir I'article de M.E. Rudin reproduit ci-dessous. O
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A NEW PROOF THAT METRIC SPACES
ARE PARACOMPACT

MARY ELLEN RUDIN

By using a well-ordered open cover, there is a simple proof of the
nice theorem [1] that every metric space is paracompact.

Assume that X is a metric space and that {C.} is an open cover of
X indexed by ordinals. Let p be a metric on X and let S{x, r) be the
open sphere with center x and radius 7. For each positive integer n
define D, (by induction on %) to be the union of all spheres S(x, 2—")
such that:

(1) ais the smallest ordinal with x & C,,

(2) x& Dg;if j<n,

3) Sx, 3-2*)CCa

Then {D..} is a locally finite refinement of {C.} which covers X;
hence X is paracompact.

Certainly {D,.} refines {C.}. To see that {D..} covers X, ob-
serve that, for x & X, there is a smallest ordinal o such that xE C,,
and an % so large that (3) holds. Then, by (2), x & Dg; for some j<n.

To prove that {D.a} is locally finite, assume an x X and let & be
the smallest ordinal such that x €D, for some #, and choose j so that
S(x, 279) CDean. The proof consists of showing that:

(@) if i=zn+j, S(x, 2=79) intersects no Dg;,

(b) if s<n+j, S(x, 277 intersects Dg; for at most one (.

ProoF oF (a). Since 1>, by (2), every one of the spheres of radius
2—% used in the definition of Dg; has its center y outside of D,,. And
since S(x, 279 CDan, p(x, ¥y) =279 But 1=zj4+1 and n4j=j+1, so
S(x, 27)NS(y, 2~9)=.

Proor or (b). Suppose p E Dg;, g D,;, and B <7; we want to show
that p(p, g) > 2~ There are points y and z such that pES(y, 277
CDgi, §ES(z, 279) CD4s; and, by (3), S(v, 3-279)CCp but, by (2),
26 Cs. So p(y, 2)=3-27%and p(p, ¢) >2 =2,
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FIGURE 1.5 — Démonstration de la paracompacité des espaces métriques (d’aprés M.E.
Rudin, Proc. Amer. Math. Soc. 20 (1969), p. 603.)
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6 Exercices

(A)

Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble fermé A de R™. On dit que [ est
de classe C? sur A si pour tout point = de A, il existe une fonction f, de classe C”
définie au voisinage de x telle que f, = f sur A. Monter que toute fonction f de
classe CP sur A s’étend en une fonction de classe C? sur R™ (voir [Dieudonné|, tome
3, 16.4 exercice 6 pour une autre caractérisation).

Soit f une application de R™ dans R"™. On suppose que f est propre et que df (z) est
inversible pour tout . Montrer que f est un difféfomorphisme. On pourra commencer
par montrer que x — #f1(z) est constante. On considérera alors une préimage
de 0, et on montrera que pour chaque segment [0, z| il existe un unique relévement
continu u,(t) tel que f(u,(t)) = tx et donc f(uy(1l)) = x. Montrer que z +— u,(1)
est continu. En déduire qu’il existe une application g inverse continue a droite de f,
puis que f est bijective. (voir aussi 'exercice E).

Théoréme d’Hadamard (Il s’agit d’'une version du théoréme précédent oun la
propreté de f est remplacée par une hypothése sur df (z). Il nécessite la connaissance
du lemme de Gronwall) .

Soit f : R" — R™ telle que f(0) = 0 et qu’il existe des constantes A, B telle que
pour tout z dans R™ la matrice df (z) satisfait 'inégalité

|df (=)' < Alz| + B

(a) Soit z € R™ ~,(t). On cherche un chemin de classe C*, v,(t),t € [0, 1] tel que
f(72(t)) = tx Montrer que cela équivaut a df (v,(t))y.(t) = z, soit

Yu(t) = df (2 (8)) "'
(b) Montrer que sous '’hypothése faite sur f, le flot de

Yo(t) = df (1:(8)) '@

est défini sur [0, 1], et que g est de classe C'.

(c) En déduire que si g(z) est 'image de 0 par le flot au temps 1 de 5§(t) =
df (v(t)) "'z on a f(g(2)) = 2.

(d) Montrer que I'image de g est ouverte.

(e) Montrer que z € Im(g) si et seulement si g(f(z)) = z. En déduire que cette
image est fermée, puis que g est surjective.

(f) Montrer que si g vérifie f o g = Id on a aussi go f = Id.

(g) Démontrer le théoréme suivant
Théoréme (Hadamard). Soit f : R™ — R” telle que f(0) = 0 et qu’il existe
une constante A telle que pour tout z dans R” on ait I'inégalité

|df (=)' < Alz| + B

Alors f est un difféomorphisme de R"
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(D) Théoréme de d’Alembert-Gauss
Soit P : C — C une application polynomiale. Soit K = {P(z) | dP(z) = 0}.

(a) Montrer en utilisant le théoréme des fonctions implicites que 'application v :
C\ K — N donnée par v(z) = card(P~!(z)) est localement constante.

(b) Montrer que C— K est connexe par arcs. En utilisant que v ne peut étre partout
égale a zéro, montrer que P est surjective.

(c) En déduire que tout polynéme sur C posséde au moins une racine complexe.
(Théoréme de d’Alembert-Gauss)

(d) Quelle est la partie de la démonstration qui ne marche pas sur R ?
(E) Théoréme de relévement

(a) Soit f une application continue de [0, 1] dans le cercle unité. Montrer qu’il
existe ¢ : [0,1] — R telle que f(t) = #®, et que ¢ est unique une fois fixé
(0).

Indication : On découpera [0, 1] en intervalles assez petits sur lesquels ¢ est
définie facilement, et on recollera convenablement sur l'intersection de ces in-
tervalles.

(b) Montrer qu'il en est de méme pour [0, 1]* au lieu de [0, 1]
Indication : Utiliser a) pour le faire sur [0, 1] x {y} puis étendre aux bandes
[0,1] X [y — &,y + €]. Terminer en recouvrant {0} x [0, 1] par compacité, et en
utilisant le a) pour les intersections des bandes.

(c) De méme pour [0, 1]* pour k quelconque

(d) Montrer que si f est de classe C* alors ¢ est de classe C*.

(F) Soit f une application de R dans S! continue (ou de classe C* si on préfere) et
périodique de période 27 (i.e. f(t+ 27m) = f(t)).
(a) Montrer que si ¢(t) est le relevement défini & 'exercice précédent, 5= ((t + 2m) — ¢(t))
est un entier appelé degré de f et noté deg(f). Montrer que cet enter ne dépend
pas du choix de ¢.

(b) Montrer que si f, est une famille continue de telles applications, deg(fs) ne
dépend pas de s.

(c) Calculer le degré d’une application constante. De Papplication f(z) = e**

(G) Théoréme de Peano
Soit #(t) = X(t,z(t)) une équation différentielle ou X est seulement supposé
continu. On veut montrer que cette équation a une solution pour x(ty) = xo.

(a) Montrer que si X,, est une suite de fonctions C* telle que lim,, X,, = X, alors
sur tout borné de I x R", les solutions x,, données par Cauchy-Lipschitz sont
équicontinues et définies sur un intervalle commun.

(b) En déduire qu'on peut extraire de la suite (x,),en une suite de fonctions qui
converge uniformément vers z.

(¢) Montrer que z est solution de &(t) = X (¢, x(¢)). La solution est-elle unique ?
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(H) Méthode de Newton

Soit f une application C? définie sur une boule B(0,r) d'un espace de Banach F et
f:B(0,r) = E. On suppose que |D?*f(z)| < C et [(Df(zx))~'| < C sur B(0,r).

(a)
(b)
()

(b)
()

On considére la suite définie par z,+1 = x, — D f(x,) " f(z,).
Montrer que [z,11 — 2, < Clf(24)] et que |f(2n41)] < Clpg — zal?

En déduire que si |f(zo)| < § avec d convenablement choisi, on a
‘f(xn>| S CS(1+2+...+2”)62n ot |$n+1 . In‘ S 003(14’_2_"___’_’_271)5271

En déduire que si 6 < 1/C3, la suite z,, converge vers une solution de f(z) = 0.
On a donc obtenu une solution de f(x) = 0 en partant d’une solution appro-
chée, xy. C’est souvent plus utile numériquement que ce que fournit le théo-
réme d’inversion locale (qui lui part d’une solution exacte pour en construire
d’autres)

En déduire que si f(xg) = 0 alors f(z) = y a une solution pour tout y dans
B(0,C73).

Cela fournit une estimation de la taille de I'image de f(B(zo,7)) dans le théo-
réme d’inversion locale.

Montrer que si z est la limite de la suite ci dessus, on a |z, — 2| < Kp?" avec

p < 1. Comparer avec la vitesse d’approximation donnée par le théoréme de
Picard.

Ecrire la méthode de Newton pour calculer v/a, (i.e. pour f(z) = x2) ol a est
un réel positif . Pour quelles valeurs initiales converge-t-il 7

Comparer la suite x,, avec celle obtenue en itérant T, (z) ou T, est I'application
définie dans la démonstration du théoréme des fonctions implicites appliquée
a f(z,y) =y— flx)

Montrer que si X,, est une suite de fonctions C* telle que lim,, X,, = X, alors
sur tout borné de I x R", les solutions x,, données par Cauchy-Lipschitz sont
équicontinues et définies sur un intervalle commun.

En déduire qu'on peut extraire de la suite (z,) une suite de fonctions qui
converge uniformément vers x.

Montrer que z est solution de @(t) = X (¢, z(t)). La solution est-elle unique ?

(I) (Probléme de perurbation singuliére) On considére 1'équation

ex = f(t,x)

pour x € R.

Que dire des solutions lorsque ¢ tend vers 07 Tendent-elles (et en quel sens) vers
une solution de f(t,z) = 07 Quel rdle jouent les conditions initiales ?

On pourra traiter des exemples, comme

et = x(e” —2)

er = (v —t)?

Le théoréme de Cauchy a paramétres permet-il d’étudier la limite en € = 0 de ces
équations ?
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Utiliser le principe de Bernouilli? pour montrer que la hauteur d’eau d’un
réservoir dont le fond est percé d’un orifice, vérifie une équation du type h(t) =
—C'y/h(t), ou C est une constante dépendant des parametres physiques (densité
du liquide, taille du trou, etc....).

Montrer qu'une telle équation a plusieurs solutions, et en particulier une solu-
. 2 .

tion telle que h(t) = S-(t — T)? pour t < T et h(t) = 0si t > T. Quel est le

sens physique de la non-unicité de la solution ? Connaissant 1’état du réservoir

a 'instant ty, peut-on en déduire son étant a n’importe quel autre instant ?

(K) Montrer que I'espace des immersions (i.e. les applications de différentielle inversible)

de R™ dans R™ est ouvert pour la topologie dont les ouverts sont donnés par ||f —
gllerx;) < €5 (la suite €; est une suite quelconque de réels > 0).

Montrer qu’il en est de méme pour l'espace des difféomorphismes de R™. Montrer
par contre que 'espace des homéomorphismes C° n’est pas ouvert.

2. Ce principe affirme que pour un fluide, si P est la pression, p la densité, g l'accélération de la
pesanteur, v la vitesse du fluide, h sa hauteur, P + %pv2 + gh est la méme en tous points du fluide. Il se
démontre aisément en considérant que le travail effectué par la pression sur une volume infinitésimal de
fluide égale la somme des variations de son énergie cinétique et de son énérgie potentielle.
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Chapitre 2
Sous-variétés

La géométrie différentielle a pour objet 1’étude locale et globale d’objets géométriques
appelés variétés différentielles et leurs transformations. Ces objets interviennent dans
de nombreux domaines des mathématiques, allant des systémes dynamiques, équations
aux dérivées partielles, géométrie algébrique ou arithmétique et probabilités.

Avant de définir la notion de variété différentielle, nous allons définir et étudier les
sous-variétés différentielles de R" qui en sont un exemple remarquable, généralisation
naturelle des courbes et surfaces « réguliéres ».

Au voisinage de chacun de ses points, une sous-variété « ressemble » & un sous-
espace vectoriel de R", si I'on décide que deux objets se “ressemblent” lorsqu’ils sont
difféomorphes- au moins localement.

L’une des principales difficultés de la Géométrie différentielle est la diversité des points
de vue possibles, qui correspondent aux différentes maniéres dont elles interviennent natu-
rellement. Il est indispensable de savoir passer d’un point de vue a l'autre, et le géométre
différentiel est un sorte de jongleur, qui pour chaque probléme sait prendre en compte les
différents points de vue appropriés qui constituent la premiére étape de sa résolution.

1 Définition, premiéres propriétés.

Dans ce chapitre, on supposera tous les difféomorphismes sont de classe C'™°.

Définition 2.1. Soit M un sous-ensemble de R". On dit que M est une sous-variété, si et
seulement si en chaque point zy de M il existe un voisinage U de x( et un difféomorphisme
local ¢ tel que 'on ait

p(UNM) =R x {0} Nep(U)
L’entier p est appelé dimension de M en x.

23
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Remarques 1.1. (A) Le difféeomorphisme ¢ s’appelle une « carte locale » de M en zj. On
va voir (Proposition 2.2) que p est bien défini et ne dépend pas du choix de ¢

(B) Etre une sous-variété est une propriété « locale », ce qui signifie qu’elle se vérifie en
se restreignant au voisinage de chaque point.

FIGURE 2.1 — Carte pour une sous-variété de dimension 1 du plan

L’unicité de la dimension en x et son indépendance de x pour une variété connexe
résultent de la proposition suivante :

Proposition 2.2. La dimension en un point x d’une variété est définie de maniére unique,
et notée dim, M. Si la variété M est connexe, cette dimension ne dépend pas du point
choist.

Démonstration. En effet, si on avait deux difféomorphismes ¢, ¢s tels que @1 (U N M) =
01(U) NRP x {0} et oo(UN M) = po(U) NRY x {0}, alors 1) = ¢y 0 ;" serait un
difféeomorphisme local défini sur un voisinage de 0 envoyant R” x {0} sur R? x {0}. On
en déduit que di)(0) envoie R? x {0} dans R? x {0}. Or di)(0) est une application linéaire
bijective donc injective, ce qui entraine p < ¢. Par symétrie on voit que p = q.

Maintenant si ¢ : U — V est une carte en z, et y est un point de U, ¢ donne par
translation une carte en y : le diffeomorphisme ¢ donné par ¥ (z) = ¢(z) — p(y) est une
carte en y. On en déduit que dim, M = dim, M et donc D, = {x € M | dim, M = p}
est un ouvert. Son complémentaire est réunion d’ouverts M — D, = J;, D;, il est donc
ouvert, ce qui entraine que D, est a la fois ouvert et fermé. On en conclut que si D, est
non vide et M connexe, M = D,,. O

Utiliser la définition ci-dessus pour démontrer qu’un ensemble est une sous-variété
est parfois peu commode. Il vaut mieux connaitre le plus grand nombre de définitions
équivalentes pour utiliser chaque fois celle qui est la mieux adaptée. En voici quelques
unes :
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Proposition 2.3. Soit M un sous-ensemble de R™. Alors M est une sous-variété si et
seulement si pour chaque point xog de M, il existe un voisinage W de xo dans R™, tel que
['une de ces propriétés soit vérifiée

(A) (graphe) Il existe un changement linéaire de coordonnées, A : R" — R", et une
application C*°, f : RP — R"P telle que

WnM=Wn{A(z f(2)) ]| z € R}

(B) (équation) Il eziste une application C*, F' : W — R"? telle que dF(zg) soit
surjective, et W N M = F~1(0).

(C) (nappe paramétrée) Il existe j : RP — R", C™ et définie sur un voisinage U de
0, telle que 7(0) = xo , dj(0) est injective et j est une bijection bicontinue?

j:U—=-MNW

Remarque 1.1. La condition (B) signifie que si on pose F(x) = (Fi(z), ..., Fr—p(x)), les
formes linéaires dFy(z), ....,dF,_,(z) sont linéairement indépendantes.

FExemples 1.1. Pour p = 0 une variété est simplement un ensemble de points isolés. Pour
p = 1 on retrouve la notion de courbe plane réguliére injective et propre du plan (n = 2)

ou de l'espace (n = 3). Pour p = n une sous-variété de dimension n de R™ est un ouvert
de R™.

Démonstration. — On note (DEF) la propriété de la définition (2.1). Montrons que
(DEF) entraine la propriété (B).
Soit ¢ : M NW — RP x {0}. On note (uy, ..., up, vy, ..., Un—p) les coordonnées sur R”

et F:am (vi(e(x)), - vnp(0(2)))
Alors il est clair que

reMNW<«= F(z)=0etzeW

or dF'(0) est surjective car c’est la composée de la différentielle de (u,v) — v et de
de.

— Montrons que (B) = (A)
Soit en effet (u,v) € W. Alors

F(u,v) =0 <<= (u,v) e M NW

Quitte a faire un changement linéaire de variables et a restreindre W, on peut
supposer que da—f est inversible. Par le théoréeme des fonctions implicites, il existe

f:U—>R"P

(u,v) € Wet F(u,v) =0<=v=f(u) etueclU
Donc M est localement le graphe de f.

1. Ce qui signifie qu’elle est continue, d’inverse continue, ou encore que l'image d’un ouvert est un
ouvert de M (c’est a dire intersection d’un ouvert de R™ et de M). On verra en exercice (Q) que la
bicontinuité peut étre remplacée par la propreté.
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-~ (A) = (DEF)
Quitte a faire un changement linéaire de variables, on peut supposer que M N W
est le graphe de f : U — V. Alors ¢ : (u,v) — (u,v — f(u)) envoie M N W sur
RP x {0} N (U x V)

S (4) = (€)
Soit M N (U x V) le graphe de f : U — V. Et soit j : x — (x, f(z)) définie sur U.
Alors j a sa différentielle injective. De plus I'image d’un ouvert U’ contenu dans U
est égale a (U’ x V) N M qui est donc un voisinage de o dans M. L’application j
est donc bicontinue.

- (0) = (4)
Soit j(z) = (u(x),v(x)) définie sur U, et telle que j(U) = M NW. On peut supposer
aprés changement linéaire de variables, que I'image de dj(0) est R? x {0}, c’est-a-
dire que dv(0) = 0 et du(0) est un isomorphisme. Le théoréme d’inversion locale
permet alors de trouver des ouverts U’ C U et V' C V et une application C°,
p:UN(RPx {0}) = V' telle que pour (x,y) € U x V'

u(x) =y = x = p(y)

Alors f : x — vop(x) a pour graphe {(z,vop(x)) | x € V'} = {u(z),v(x)) | x € U'}.
Par bicontinuité de j, on peut affirmer que j(U') = M N W' pour un voisinage W’
de xo. Alors M N W' est bien le graphe de f au dessus de U’.

m

Notons qu’'une sous-variété n’est pas a priori fermée. Par exemple la spirale, image de
s+ (exp(—s) cos(s), exp(—s)sin(s)) est une sous-variété, d’apreés le critére (C). De méme
une droite privée d’un point est une sous-variété du plan. Si on veut exclure ces exemples

(mais on exclut du méme coup les ouverts de R™), on peut se restreindre aux sous-variétés
fermées. La plupart des sous-variétés que nous utiliserons sont fermées.

Ezxemples 1.2. (A) La sphére

F:R"? — R
(21, ) — > 2 —1

Si (x1,-+,1,) € F71(0), on a
dF (x1,- -+ ,xy) = 2z19dzy + -+ - + 22,dx,

qui est non nulle (car (xq,---,z,) # (0,---,0)) donc dF(z) est surjective si x €
F~1(0), et F~1(0), est une sous-variété.

On voit de méme que les autres quadriques
n
Y el —1=0,&==+1
i=1

sont des sous-variétés.
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(B) Le tore
7+ (0,9) — ((r = pcos(f)) cos(), (r — pcos(9)) sin(p), psin(6))

ou p < r. C’est une sous-variété car les vecteurs

dj : . .
% 0. = (peos(e) sin(0), psin(i) sin(0), pos(s))
dj :
a0 #) = (=(r = peos(8)) sin(p), (r = peos(9)) cos(), 0)
sont linéairement indépendants. De plus j est localement bicontinue. Soit en effet
7 (00, 00) = (T0,%0,20). Si z est dans un intervalle de longueur inférieure a 1/2,
il existe une unique détermination continue de #(z) = arcsin(Z) égale a 6y en z.
Comme p < 7, on ar—pcos(f(z)) > 0 et en choisissant une détermination continue

de p(y,2) = arcsin(m) telle que ¢(yo, 20) = o, on obtient une application

continue (z,y, z) — (0(2), ¢(y, 2)) qui envoie un voisinage de (zo, Yo, z0) du tore sur
un voisinage de (6y, o).

Remarque 1.2. Attention : Si j : U — R”" est une application dont la différentielle
est injective, il n’en résulte pas que j(U) soit une sous-variété. Une telle application j
s’appelle une immersion. Par abus de langage un sous-ensemble de R™ tel que tout
point a un voisinage qui soit image d’une application de différentielle injective est appelé
sous-variété immergée. Mais ce n’est pas une sous-variété. En particulier si j n’est pas
injective, j(ug) = j(u1) = o, on peut avoir la situation suivante (p = 1,n = 2)

FIGURE 2.2 — Image d’une immersion qui n’est pas une sous-variété

On voit alors que M = j(U) n’est pas une sous-variété, car une carte enverrait les deux
vecteurs tangents a chaque branche de la courbe (qui sont linéairement indépendants) sur
des vecteurs de R, donc liés. Un autre cas, plus subtil se présente si j n’est pas bicontinue,
comme sur le dessin suivant
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FIGURE 2.3 — Image d’une immersion injective qui n’est pas une sous-variété

On utilisera donc la caractérisation des sous-variétés comme nappes paramétrées avec
une certaine prudence. Et dans ce cas il est souvent préférable d’utiliser le fait que la
bijectivité et la propreté de j entrainent sa bicontinuité.

2 Espaces tangents

On suppose dorénavant que M? est une variété de dimension p.

Lorsque t ~ ¢(t) est une courbe paramétrée, sa tangente en c(ty) est dirigée
par le vecteur c(tp), si celui-ci est non nul. Pour une nappe paramétrée j(u,v) =
(z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), le plan tangent en j(ug,vp) est engendré par les vecteurs

g—i(uo, Vo), %(uo, Vo), qui sont linéairement indépendants si dj est injective.

La notion d’espace tangent & une sous-variété généralise ces situations.

Définition 2.4. Soit MP? une sous-variété de R"™, et xy un point de MP, ¢ une carte en
zo. Lespace tangent (vectoriel) & M en xq est I'espace vectoriel do~(0)(R? x {0}), noté
T,,M. L’espace affine tangent & M en x, est 'unique espace affine passant par z( et dirigé
par T,,M. On le note prM.

Remarque 2.1. On peut montrer directement que 1’espace tangent ne dépend pas du choix
de la carte. En effet si ¢, 1) sont deux cartes en xg, p o 1)~! envoie R? x {0} sur lui méme
et donc sa différentielle aussi. Cela signifie que

dip(zo)dyp~ (0)(R” x {0}) = R” x {0}

en d’autres termes que

dy~ (0)(R? x {0}) = dip™ " (0)(R” x {0})

On remarquera que la proposition 2.5 donne une autre démonstration de cette indé-
pendance.

D’un point de vue pratique,
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a) si M est définie localement comme 'image par j de R?, avec j(0) = xo, dj(0) injective,
on a
T,,M = dj(0)R”

b) si M est définie localement comme le graphe {(z, f(2))|z € R}
ToeM = {(h, df (20)h)|h € R”}

olt zo = (20, f(20))
Dans ce cas Ty, M est le graphe de df (zp).

c) si M est définie localement comme le lieu des zéros de F' : R — R"7? telle que
dF(xg) soit surjective. Alors T, M = ker dF'(z).

La caractérisation suivante de I’espace tangent est parfois utile

Proposition 2.5. Soit M une sous-variété. L’espace tangent T,M est l’ensemble des
vecteurs vitesse en t = 0 des chemins C* tracés sur M passant par x a l'instant t = 0.

Démonstration. Soit ¢ une carte en z, et ¢ une courbe tracée sur M telle que ¢(0) = =.
Alors pour ¢ assez proche de 0 ¢(c(t)) est définie, tracée sur R? C R™ et passe par 0 en
t = 0. Donc la tangente en 0 de ¢(c(t)) est dans R? c¢’est-a-dire que dy(c(0))c’(0) est dans
R?, ce qui par définition équivaut a ¢(0) € T,,M.

Inversement soit & € T, M alors dyp(z)¢ est dans RP. Soit ¢ — ~y(t) une courbe para-
métrée de R? tangente a dp(z)€ en t = 0. Alors quitte & restreindre v & un voisinage de
0, on peut supposer son image contenue dans V = ¢(U). Alors ¢(t) = ¢~ *(7(t)) est une
courbe tracée sur M, et le calcul précédent montre qu’elle est tangente a ¢ ent =0. [J

Ezemples 2.1. (A) Soit §% = {z € R? | |z|*> = 1}. C’est une sous-variété définie par
F(z) =0 ou F(z) = |z]*> = 1. Vu que dF(x)h = 2(z, h), Uespace tangent en z a la
sphére, T,,S?, est le plan orthogonal & z, et 1,52 le plan orthogonal & x passant par
.

(B) Soit I un intervalle et v : I — R™ une courbe paramétrée. Si /() ne s’annule jamais
et v est injective et propre, I' = (/) est une courbe lisse, son espace tangent en
v(to) est donnée e par Ry (o).

(C) Soit V= 0(3) = {M € Mat(3,3) | ‘M - M = 1d}. 1l suffit de montrer que F :
Mat(3,3) — Sym(3,3) donnée par F(M) =M - M — Id a valeurs dans 'espace
des matrices symétriques a sa différentielle surjective sur F~1(0). Or dF(M)H =
'M-H+'H-M et si S est symétrique, H = 3("M)~1S vérifie bien dF'(M)H = S. Donc
O(3) est une sous-variété, et son espace tangent en Id est donné par ker(dF(Id)) =
{H |'"H + H = 0}, ensemble des matrices antisymétriques. Or si

0 —2 vy
H=1|1 2 0 —x
-y x 0
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est une matrice antisymétrique, l’endomorphisme associé¢ est donné par le produit
vectoriel avec uy = (z,y, 2).

Si M(t) décrit le mouvement d’un solide, on a M (t) = R(t)M(0) ou R(t) € SO(3).
Donc si R(0) = Id, les vecteurs vitesse de chaque point sont donnés par %R(t) €
T1aO(3) qui est une matrice antisymétrique, H. Alors uy détermine 1’axe instantané

de rotation Ruy et la vitesse de rotation instantanée autour de cet axe est |ugy].

(D) Soit C' le cone {(z,y,2) € R® | 22 + y*> — 22 = 0}. Alors C n’est pas une sous-
variété. En effet, on montre aisément que C' est connexe (utiliser le fait que tout
point est sur un segment de droite contenue dans C' et passant par 0 pour montrer
que C' est connexe par arcs), et d’aprés le (B) de la proposition 2.3, un voisinage
de (z,y,2) # (0,0,0) est une sous-variété de dimension 2, vu qu’en un tel point
dF(z,y,z)(u,v,w) =x-u+y-v+ 2z -w n'est pas identiquement nulle. Donc si C
est une sous-variété, elle sera partout de dimension 2.

Mais en (0, 0,0) les courbes t — (t-cos(0),t-sin(f), t) tracées sur C, ont pour vecteur
vitesse en 0 le vecteur (cos(#),sin(f),1). L’ensemble de ces vecteurs n’est contenu
dans aucun plan vectoriel de R3. L’ensemble C' ne peut donc étre une sous-variété.

Exercice 2.1. Montrer que C' n’est pas une sous-variété en utilisant la méthode suivante :
1) Montrer que C' est connexe par arcs, et si C' est une sous-variété elle est nécessairement
de dimension 2

2) Montrer que si M est une sous-variété connexe par arcs de dimension 2, et x une
point de M, alors M \ {z} est encore connexe

3) Montrer que C' — (0,0,0) n’est pas connexe. On pourra montrer que la fonction
f(z,y,2) = z prend des valeurs positives et négatives sur C' — {(0,0,0)}, mais ne s’y
annule pas.

2.1 Faisceaux associés a une sous-variété
2.1.1 Fonctions sur une sous-variété

Soit M une sous-varié¢té fermée de RY. On note C°°(M,R) 'espace des fonctions
C> sur M. D’aprés 'exercice A du chapitre 1 il est équivalent de définir cela comme
'espace des restrictions de fonctions C™ sur R et 1’espace des fonctions qui s’étendent
au voisinage de chaque point en une fonction C'*°. Il en résulte la

Proposition 2.6. Soit M ue sous-variété fermée de RY. Soit C°(M,R) l’espace des
restrictions de fonctions C*°(RY R) a M. Alors f € C*(M,R) si et seulement si pour
toute carte (U, @) lapplication f o 90‘;1((]) est C°.

NRP

Démonstration. Par exercice ci-dessus mentionné (exercice A du chapitre 1), il suffit de
montrer que quel que soit xo € M, f s’étend en une fonction C'*° définie sur un voisinage

de 2y dans RY. Or prenons 5u, ) une carte autour de xy. On sait que g = f o gp‘;l(U)me
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est C*°. Quitre a restreindre le voisnage de 0, on peut étendre g en une fonction C*°
définie sur un voisinage de 0 dans RY : si 7 est la projection de R sur RP x {0}, on pose
g = gom. Alors g est définie et C° au voisinage de () et f=go @~ ! est I'extension
cherchée. O

2.1.2 Champs de vecteurs sur les sous-variétés

Dans cette sous-section, les champs de vecteurs seront supposés avoir un flot défini
pour tout temps. Il est utile de caractériser simplement les équations différentielles dont
les solutions restent dans une sous-variété :

Proposition 2.7. Soit V une sous-variété fermée de R" et X une équation différentielle
telle que
VieR YoeV , X(t,v) e T,V

Si 7y est une solution de y(t) = X(t,v(t)) définie sur un intervalle [0,s], telle que
~v(0) € V, alors 7([0, s]) reste dans V.

Démonstration : Soit 7 = sup{t € [0,1] | v([0,¢]) C V'}, on veut montrer que 7 = s.
Tout d’abord, V' étant fermée, v(7) € V. 1l suffit alors de montrer que y([7,7+¢]) C V
pour € assez petit.

Soit ¢ une carte de V' autour de y(7)
e:VNU — eU)NR?P x {0}
Alors si Y = ¢,(X), ou encore Y (t, o(x)) = dp(x) X (t, x), la courbe o(t) = ¢(v(t)) vérifie

o(t) =Y(t,0(t))
(1) { o(ty) € R x {0}

Puisque si z € R? x {0},Y(¢,2) € R? x {0}, en posant o(t) = (z(t),y(t)) € R? x R*P
I’équation (1) équivaut a

(2) yt) =

ou B vérifie B(t,z,0) = 0. La seconde équation a pour solution y = 0, et si z est la
solution de
(t) = A(t,z(t),0),z(1) = zq

dont l'existence nous est garantie par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on constate que
(x(t),0) est solution de (1), et par le méme théoréme, c’est la seule.



32 CHAPITRE 2. SOUS-VARIETES

On en conclut que y reste nul tant qu'il est défini, c’est a dire sur |7 — e, 7 + ¢[, d’on
ot) e o (RP x {0}) =UNV

pour t €|]7 — &, 7 + ¢[. Donc sur cet intervalle, v(t) = p(co(t)) € V, ce qui contredit la
maximalité de 7 O

Exercice 2.2. Si X(0,z) € T,V pour un x € V, il existe une solution de ¥ = X(¢,7) qui
est sur V en t = 0 et quitte V pour ¢ > 0.

Remarque 2.2. La fermeture de la sous-variété V est essentielle. En effet, si V = R?\
R x {0} C R?, on aura que le champ de vecteurs X (z,y) = (0,1) est tangent & V, mais

1(0,—1) = (0,0) ¢ V.

Ezxemples 2.2. (A) Soit X (t,z) un champ de vecteurs tel que X (¢, z) soit orthogonal & x.

Alors son flot préserve les sphéres. (voir un cas particulier dans I’exemple suivant).

(B) Soit M(t) = Q(t) A M(t), ot M(t),Q(t) sont des vecteurs de R?. Cette équation

décrit le mouvement libre d’un solide de moment cinétique M (t) et de moment
d’inertie €.

On a alors

u (%|M(t>,2) —< NI(), M(t) >=< Q(t) A M(£), M(t) >= 0

On en déduit que la variéte |[M|? = | M (0)|* est préservée, c’est a dire que le moment
cinétique est de norme constante.

(C) Si H(q,p) est une fonction sur R*", et X5 = (%—I;, —%—ZI). Puisque dH (q,p)Xu(q,p) =
0, Xy est tangent aux hypersurfaces {H(q,p) = C} et le flot préserve ces hyper-
surfaces. En fait dans ce cas, il suffit de dire que la fonction t — H(q(t),p(t)) a sa

dérivée identiquement nulle.

2.2 Sous-variétés a bord.

Nous allons définir la notion de variété a bord. On note H" le demi-espace H" =
{(z1,...,zn) € R" | 21 <0}

Définition 2.8. Soit M un sous-ensemble de R™. On dit que M est une sous-variété a
bord, si et seulement si en chaque point xq de M il existe un voisinage U de zy et un
difféeomorphisme local ¢ de R™ envoyant xg sur 0 tel que 'on ait

soit

(a)
p(UNM) = (R”x{0}) Ne(U)

soit
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(b)
p(UNM) = (H” x {0}) N o(U)

L’entier p est appelé dimension de M en zy. On appelle bord de M et on note M
I’ensemble des points xy correspondant au cas (b).

Remarque 2.3. (A) Comme dans le cas de 'invariance de la dimension, les cas (a) et (b)
ne peuvent se présenter simultanément pour un méme point xy, car il n’existe pas
de difféeomorphisme local préservant l'origine et envoyant R"~! x R, sur R" : en
effet, 'image d’un ouvert contenant 0 par un difféfomorphisme est encore un ouvert
contenant 0, mais R"* x R, ne contient pas de tel ouvert.

(B) Le sous-ensemble OM n’est en général pas la frontiére de M au sens topologique :
pour la topologie induite de M, la frontiére de M est vide (!), et comme sous-
ensemble de RV, si p < N, M est d’intérieur vide, donc Fr(M) = M. Dans le
cas particulier ot M est une sous-variété fermée de dimension N dans R”, le sous-
ensemble M de R™ a en effet pour frontiére OM.

(C) On définit I'espace tangent comme dans le cas sans bord. Pour les points de M\ OM
cela ne pose pas de probléme. Pour les points de M, on définit T, M = dp(0) " (RP).

(D) Attention, en un point zy du bord l'espace tangent en xy n’est plus 'ensemble des
vecteurs vitesse d'une courbe tracée sur M passant par xy. En effet, sic: [0,e[— M
est un chemin de classe C', ¢/(0) est dans le demi-espace

dip(zo) " (O)(RP™H x {Ry} x {0})

que I'on note T} M.
On vérifie que si on regarde 'ensemble des ¢/(0) tels que ¢ ;| —e,e[— M

FExemple 2.1. La demi-sphére,

St ={(z,y,2) | * +y*+ 2> =1,2 >0}
est une variété a bord, dont le bord est le cercle

I'={(z,5.0) | 2* +y* =1}

et dont l'espace tangent en (z,y, z) est donné par

TS = {(u,v,w) | zu + yv + 2w = 0}

Les sous-variétés définies précédemment sont telles que OM est vide. On les appelle,

lorsqu’une confusion est possible, sous-variétés sans bord.

Il y a bien entendu I’analogue a bord de la Proposition 2.3. Nous allons nous contenter
du cas des équations. On pose 7 : R¥V"P —s R¥=P~1 |3 projection parallélement a R x {0}.

Proposition 2.9. Soit M un sous-ensemble de RN et soit une fonction F : RY —
RN telle que M = F71(R, x {0}), et que sur F~1(0) dF(x) soit surjective, et sur
F~YR% x {0}) Uapplication d(m o F)(x) soit surjective.
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Démonstration. En effet, en un point x de F~*(R* x {0}), M coincide avec G~*(0) et
nous sommes dans la situation d’une sous-variété ordinaire (x est un point de M \ OM)la
forme normale des submersions raméne F' I'applica ation F(xq,...,xn) = (21,..,2n_p) €t
donc M se rameéne localement & {(z1,..,2n) | 21 > 0,2n_p41 = .. = 2y = 0}.

]

3 Applications

3.1 Points critiques de fonctions définies sur une sous-variété

Soit S la surface de R? définie par
F(r,y,z) =a* + 2?2 +9y* +2-1=0

C’est une sous-variété de R3, car en chaque point, les dérivées partielles

9F  — g3 4 2222

oz

OF  _ f.3

oy _4y

OF  _ 9.2

P =2x°z + 4z

ne s’annulent pas simultanément sur S (exercice).

Soit f la restriction a S de 2% + y? + z2. Comment caractériser les maxima et minima
de f 7 Lorsque S est une sous-variété compacte, on sait que f atteint son maximum et son
minimum, et ce probléme donne lieu aux conditions nécessaires classiques d’extrema liés
que 'on va énoncer. En effet, grace aux cartes locales, la recherche des extréma locaux de
fs se raméne au probléme analogue sur RP. Une fonction réelle de classe C! définie sur
un ouvert de R ne peut avoir d’extremum local en 0 que si sa différentielle en 0 s’annule.
Plus généralement si g est définie sur R”, et sa restriction & R” posséde en 0 un extremum
local, alors dg(0);r» = 0, ou encore dg(0)(R?) = 0.

Soit alors M une sous-variété, et supposons qu’une fonction g de classe C! définie sur
R™ admette un extremum en . Considérons une carte locale : ¢ : UNV — ¢(U)NRPx{0}.
Alors ¢~! envoie un voisinage de 0 de R? sur un voisinage de xo dans V, et g = f o (pﬁklp
a un extremum local en 0 seulement si fjy en a un en .

La condition nécessaire usuelle d’extremum local, dg(0) = 0 devient df(zg) o
de™1(0)(R? x {0}) = 0. Or dp~*(0)(R? x {0}) = T,,, M, et on a donc

Proposition 2.10. Soit f : R — R une application C*, et V une sous-variété. Si fiy a
un extremum local en xy alors T,V C ker df (x).
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Définition 2.11. Si la condition nécessaire de la proposition précédente est vérifiée en x,
c’est a dire si df(xo)\Tmov = 0, on dit que z¢ est un point critique de fy.

Voyons comment s’exprime cette condition lorsque V' est définie comme nappe, comme
graphe ou par une équation :

a) Dans le cas d'une nappe, puisque 7,V = Im dj(ug) on doit vérifier df (j(uo))dj(ug) =
0.

b) Pour le graphe de u : R? — R"? vu que T,,V est le graphe de du(x,) il faut

vérifier que %(mo,u(xo)) + %(1’0, U(l’o))g_z(%) =0.

c¢) Dans le cas d’'une équation V' = {z|F(x) = 0}, vu que T,,V = ker dF(x), nous
obtenons le théoréme des extrema liés. La condition

ker dF'(zg) C ker df (x)

c’est-a-dire que la forme linéaire df (z() doit s’annuler sur le noyau de dF(xg). Or si
F(z) = (Fi(x), ..., Fa_p(z)) ker dF'(x() est l'intersection du noyau des formes linéaires
dF;(xg). Pour que la forme linéaire df (zo) s’annule sur I'intersection du noyau des dF}(zo)
il faut et il suffit que df (x¢) soit combinaison linéaire des dF}(z). Cette condition équivaut
encore a l'existence de réels w; tels que

fan) = 3 wydFy () = (w,dF (o)

On a donc

Corollaire 2.12 (Extrema liés). Soit V = {z|F(z) = 0} ou F € CYR",R"?) a sa
différentielle surjective sur V. Alors, pour que la restriction de f € C*(R™,R) a V ait un
point critique en xq, il faut et il suffit qu’il existe w € R" P tel que

df (xo) = (w, dF (o))

Remarque 3.1. Le vecteur w (ou ses composantes) s’appelle multiplicateur de Lagrange.

Interprétation géométrique :

En les points ou df (zo) est non nulle, ker df (zg) est I'espace tangent a la sous-variété
de niveau 3\ = {f(z) = A}. Donc les points critiques de fji, sont les points ot les 3 sont
tangentes? a V.

Ezxemples 3.1. Soient ¢y (z) = %(Alx, x) une forme quadratique définie positive sur R", et
V = {q(x) = 1}. Comme dg;(z).h = (A1x, h), dg(x) est non nulle sur V' qui est donc
une sous-variété : c’est un ellipsoide !

2. c’est-a-dire que I'espace tangent de 3, contient I'espace tangent de V.
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Si go(z) = %<A2.T, x) est une autre forme quadratique, les points critiques de la res-
triction de ¢ & V' sont les x tels que

AQ!E = )\Alflf
Ce sont les vecteurs propres de A;'As.

En particulier si Ay = I (on peut toujours s’y ramener par changement de base)
les extrema de [|z||* sur V correspondent aux axes de la quadrique V. D’aprés notre
interprétation géométrique, ces axes correspondent aux points oil les sphéres centrées a
I'origine sont tangentes a la quadrique.

g >

FIGURE 2.4 — Courbes d’intersection de deux ellipsoides

Reprenons le probléme des extrema de f(z,y,2) = 2 +y*+ 22 sur F~1(0) ou F(z,y,2) =
ot +2%2% + y* 4+ 222 — 1. L’ensemble F~1(0) étant fermé et borné, on sait que f y atteint
son maximum et son minimum. On doit résoudre les équations

0 =28 _N\g =423+ 2222 — \x

0 —%—%—/\y =4y® — \y
0 :%—Z—)\z =222+ 42 — Nz

ot 224 4222 -1=0
Les solutions (réelles) sont 3

(£1,0,0), (0,£1,0), (1), £(2)*,0)(0,0,£(3)"/?) et le maximum de f est atteint
en quatre points (£(1)14 £(1)1/4)0), et est égal & v/2 le minimum en les deux points
(0,0,£(2)"2), et vaut 1. Les quatre points (+1,0,0), (0,£1,0) ne sont ni des minima ni

des maxima.

Ezemple 3.1 (Exemple pratique). Nous sommes en mesure de résoudre le probléme général
suivant :

Soit F' une fonction réelle de classe C'! définie sur R”, telle que le domaine Q = {z |
F(x) < 0} soit compact, et dF(x) soit surjective pour x dans F~'(0). Soit f une autre

3. Obtenues encore une fois en utilisant Maple, et les commandes solve et evalf
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fonction de classe C' sur R™. On cherche le maximum (ou le minimum) de f dans le
domaine (2.

La compacité de €2 nous permet d’affirmer qu’un tel maximum existe, et il y a deux
possibilités, suivant qu’il est réalisé dans l'intérieur de © ou sur son bord F~1(0). Dans
le premier cas, on doit avoir df (x¢) = 0. Dans le second cas on a un probléme d’extrema
liés, et on doit résoudre

df (o) = AdF(z0), F(x9) =0

Le maximum de f sur Q appartient & I'un des deux ensembles ainsi déterminés (voir
I'exercice (J)).

4 Exercices

(A) Trouver des conditions suffisantes pour qu'une courbe paramétrée, v : I — R" soit
une sous-variété.

(B) Montrer que si une courbe de niveau de 3y* — cos(z) ne contient pas de zéro, la
trajectoire de & = y, y = —VV/(z) partant d’un point de cette courbe, coincide
avec une composante connexe de la courbe de niveau.

(C) Démontrer que la réunion de deux plans non paralléles n’est pas une sous-variété.
Indication : montrer que son espace tangent en un point d’intersection doit avoir
des propriétés contradictoires.

(D) Montrer que I'image de la courbe ¢ — (¢2, %) n’est pas une sous-variété.

(E) Montrer qu”en tout point xy, une sous-variété M est localement un graphe au dessus
de son espace tangent 7T, M. En déduire une nouvelle démonstration de l'exercice

précédent.

(F) Montrer que si p # 1, RP ne peut étre homéomorphe a R (utiliser la non connexité
de R —{0}).
Utiliser le théoréme de Jordan pour montrer que si p # 2, R? et R? ne sont pas
homéomorphes.

(G) Lire et comprendre dans [Milnor| la démonstration du fait quune variété de dimen-
sion 1 compacte est difféomorphe & un cercle.

(H) Soit f une fonction définie au voisinage de la sous-vartiété M. On suppose que
pour toute carte (U, ) la restriction de f o p~! a R¥ est C°°. Montrer que f est
la restriction d’une fonction C'*° sur R™ (utiliser une partition de l'unité pour se
ramener au cas local).

(I) Définir une sous-variété de classe C* pour k > 0. Remarquer que pour k > 1 la
Proposition 2.2 se démontre comme pour k = +o00o. Lorsque k£ = 0 cette proposition
porte le nom de théoréme d’invariance du domaine. Il équivaut a dire qu’il n’existe
pas d’homéomorphisme d’un ouvert de RP sur un ouvert de RY

(J) Soit F': E — G une application C* (k > 1) entre espaces de Banach, telle que dF(x)
soit surjective pour tout z € F~1(0). Soit ¢ = F — H une autre application, de
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classe C* telle que ker dp(z) Nker dF'(z) = {0} pour tout x € F~1(0). Montrer que
I'image de F'~1(0) par ¢ est une sous variété immergée, et que son espace tangent
en p(x) est dp(z) ker dF(x).

Soit V une sous-variété de dimension n de R™*!. On suppose V donnée par I’équation
F <0, ou dF ne s’annule pas sur V', et F' est minorée et tend vers +oco a l'infini.

(a) Soit v(z) = |§1€8\' Montrer que v(z) est orthogonal a T, V.

(b) ¢ : Vx] —e,e[— R*™™ donnée par p(v,t) = v + tv(x) ou v est la normale
extérieure de V.
Montrer que pour € assez petit, ¢ est une difféeomorphisme sur son image.

2

Trouver le maximum de )7, 27 avec la contrainte » 7, z; = 1,2; > 0

Soit D un domaine du plan bordé par une courbe C'. Montrer que les extrema de
f sur D sont & chercher parmi

-les points ou df (x) s’annule

- les points ot df ()r,op = 0

Décrire graphiquement ces points. Montrer que la restriction de f & 0D et la direc-

tion de V f(z) (supposé non nul) en une point = de 9D permettent de savoir si z
est un minimum ou un maximum local de f.

Expliquer comment, en utilisant une carte météorologique des isothermes, on trouve
le point le plus chaud et le plus froid d’un pays (ou d’une région) de la carte, dont la
frontiére est supposée de classe C*. Le faire pour la carte des températures moyennes
annuelles du Canada (cf. Figure 2.5).

Indication : décrire I'allure des isothermes au voisinage d’un un tel point.

Que deviennent les conditions d’extrema liés si le bord de la région est seulement
C'! par morceaux ?
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FIGURE 2.5 — Isothermes annuelles du Canada.

Exercices

(N) Sur le graphe suivant, on a tracé les courbes
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FIGURE 2.6 — Exercice

—1

xt + y4 + 62y

0ou F(x,y) =
-en rouge : les niveaux de G(z,y) ou G(z,y) = 2 + 3y?

-en bleu : F(x,y)
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-en vert : la courbe D(z,y) = 0 ou

S wy) 5(wy)
D(z,y) = det (82_5 z,7) ‘g—%(w,y))

[D’aprés Maple, D(z,y) = 24yx3 + 36y? — 8xy® — 1227
Indiquer sur le dessin les extrema de la restriction de G a F' = 0.

(O) Soit I' une sous-variété connexe compacte de dimension 1 du plan (i.e. une courbe
fermée). On admettra qu’il existe une application « : ST — R? injective, telle que
4(t) ne s’annule pas, et telle que I' = (S'). On identifie dans la suite S* a T" via 7.
On note || || la norme canonique sur le plan.

(a) Montrer que Papplication de dy de I'* dans R donnée par

dy : (ti,ta) — [|v(t1) — v(t2)|l

atteint son maximum en un point ou y(t;) # v(t2) et que F(t1) et 4(¢1) sont
orthogonaux a ~y(t1) — y(t2).

(b) Montrer que I'application d3 de de I'* dans R donnée par
ds : (1,12, t3) — |[y(ta) = v(E2) | + [[v(E2) = v(Es) ]| + [[7(ts) — v (E)]

atteint son maximum en un point o (¢;) # y(t;) si i # j et qu’en un tel point

V(t) —(t2)  y(t2) —y(ts) L A(t)

() =)l [v(t2) — y(E3)]]

et de méme en effectuant une permutation circulaire de t;, to, t3)

(c) Il existe donc des trajectoires a 3 rebonds sur tout billard dont le bord est
convexe. Que dire pour k rebonds (k > 3)?

(P) (Théorie des enveloppes)

Soit f : R x R? une famille de fonctions C* définies sur le plan que lon écira
f(A, z,y). On suppose que pour tout (A, z,y) annulant f, I'une des dérivées partielles
% (A, z,y), a%f()\,x, y) est non nulle.

(a) Montrer que l'ensemble Cy = {(z,y) | f(A\,z,y) = 0} est une sous-variété de
dimension 1 (i.e. une courbe réguliére plongée).

(b) Montrer que la tangente a C)\ en (xg, yo) est donné par 1'équation

0 0
(z — xo)%f(/\ 0, Yo) + (y — yO)a_yf(/\’ To,Y0) = 0

(c) Ecrire des hypothéses suffisantes pour que 1’ensemble

(7)1 30, FOL2.0) = o fO.0) = 0}

définisse une courbe C* notée I'
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(d) Montrer sous les hypothése précédentes, qu’en chacun de ses points, la courbe
I' est tangente a une des courbes C). On appelle I I’enveloppe de la famille
de courbes C'y

(e) La famille de cubiques
y=(x—N)°
vérifie-t-elle les hypothéses des questions précédentes. Existe-t-il une équation
différentielle,
T = a(m,y), y = b(J:?y)

avec a, b Lipschitziens, dont les solutions sont les paraboles en question ?

(Q) Montrer que I'image d’une immersion injective propre est une sous-variété (propre
signifie que I'image réciproque d’un compact est compacte).

(R) (Théoréme de Sard) Démonter le cas n > m du théoréme de Sard en utilisant la
méthode suivante : Si rg(df(z)) < m, on note Jyf(x),...., Jpf(x) les mineurs de
df (z). Ils doivent étre tous nuls en z.
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Chapitre 3
Variétés

1 Definitions et propriétés de base

Il apparait au cours de 1’étude des sous-variétés, que l’espace ambiant est souvent
une "graisse inutile" qui alourdit la démarche. C’est notamment le cas lorsque 'on veut
considérer I'opération de quotient d’une sous-variété. Par exemple la sphére S? est une
sous-variété de R3, mais son quotient par 'application antipodale z — —z est homéo-
morphe a lespace projectif, qui ne peut se voir comme sous-variété de R® (on verra
pourquoi ultérieurement).

On pose alors

Définition 3.1. Soit M un espace métrisable !

On appelle structure de variété C* sur M la donnée d’une famille (U;, ;) jen, telle que
A) les U; sont des ouverts qui forment un recouvrement de M
j

(B) les ¢; : U; — R™ sont des homéomorphismes sur Uouvert ¢;(U;) tels que p;o¢, " :
or(Ux N U;) — ;(Ux N U;) soit une application de classe C*.

On appelle (Uj, ;) cartes définissant la sous-variété. Il est clair que si (U, ¢) est telle
que pour tout j, on ait ¢ o gpj_l co(UNU;) — ¢;(UNUj) soit une application de classe
C*, alors on peut ajouter (U, ¢) a 'ensemble des cartes de M. En prenant tous les (U, )
ayant cette propriété, on obtient un atlas de M. Lorsque k£ = 0 on appelle M une variété
topologique. Bien entendu une méme variété topologique peut avoir différentes structures
de variété C* (k > 1), cependant la vraie question est de savoir si celle-si sont isomorphes.

1. En général les conditions topologiques imposées a une variété sont plutot la paracompacité, c’est a
dire que l'on demande que M soit séparé (deux point t ont des voisinages disjoints) et tout recouvrement
ouvert posséde un sous-recouvrement localement fini. Mais comme ’existence de cartes locales entraine
que M sera automatiquement localement compact, localement connexe et localement métrisable, cela
entraine que M est métrisable (th. de Smirnov). On préfére donc le déclarer d’emblée. On suppose
souvent aussi que M est réunion dénombrable de compacts, mais c’est automatiquement le cas pour
chaque composante connexe d’un espace métrisable.

43



44 CHAPITRE 3. VARIETES

On appelle n la dimension de M en x € U; et on la note dim,(M ). Clairement n ne
dépend pas du choix de la carte contenant x, car il n’existe pas d’homéomorphisme de R"
dans R™ pour m # n. Ce fait est non trivial et s’appelle le théoréme de I’invariance du
domaine. Il devient par contre trivial ( comme dans le cas des sous-variétés) lorsqu’on
suppose k > 1

Enfin notons qu’une sous-variété de RY est une variété. En effet a une carte (U, ) de
la sous-variété on peut associer (U N M, pyny) qui est une carte de la variété M.

On peut aussi considérer le cas des variétés a bord, qui jouent un réle important :

Définition 3.2. Soit M un espace métrisable. On appelle structure de variété a bord de
classe C* sur M la donnée d’une famille (Uj, ¢;) e, telle que

(A) les U; sont des ouverts qui forment un recouvrement de M

(B) ¢; est soit une application ¢; : U; — R™ soit une application ¢; : U; — R*"t x R,
qui soit un homéomorphisme sur un ouvert, tel que ¢; o gp,;l s op(Up NU;) —
©;(Ux N Uj) soit une application de classe C*.

Remarques 1.1. (A) Onrappelle qu'un ouvert de R"~! xR, est I'intersection d’un ouvert
de R" et de R ! x R,.

(B) Les points envoyés sur R"™! x {0} sont appelés points du bord, et on note leur
ensemble OM. Ces points sont bien définis car il n’y a pas d’homéomorphisme h :
R" — R"! x R, . Ce résultat n’est pas évident en dimension > 1 (enlever le point
et regarder la connexité) mais le devient dés que k > 1 (exercice!).

(C) Si on ne suppose pas l'espace métrisable, mais seulement l'existence de cartes, il
existe des "pathologies", essentiellement de deux types :

- RUU{0*} ou les ouverts sont les ouverts de R et les ensembles de la forme U \
{0}U{0*} ou U est un ouvett contenant 0. C’est un espace non-séparable, donc non
métrique. - (J,c4[0, 1[\{(0,0)} ot A est le premier ordinal non-dénombrable, muni
de la topologie induite par I'ordre lexicographique. L’espace n’est pas métrisable car
il n’est pas réuniion dénombrable de compacts

Exemple 1.1. Soit R muni des cartes (] — oo, —1[,1d), (] — 1,1[,¢), (]1,00[,Id), ou
c(x) = 2. Parce que ¢ n’est pas un diffecomorphisme, cette structure C' differe de
la structure usuelle. Cependant I’homéomorphisme z — 2% définit un isomorphisme
entre les deux structures C?.

(A) Toute variété possédant une structure C* possée en fait une structure C* unique :
cela résulte du fait que grace au théoréme d’inversion locale, en topologie C!, les
diffeomorphismes C* forment un sous-ensemble C''-dense (alors qu’en topologie C?,
les difféomorphismes C! ne sont pas C%-denses, sauf en petite dimension). On parlera
donc désormais de structure différentiable.

(B) En fait, les variétés topologiques de dimension 1 ou 2 possédent une structure dif-
férentiable unique (quel que soit k). Ceci est encore vrai en dimension 3, faux en
dimension 4, lespace R* ayant plusieurs structures différentiables (et méme une in-
finité) distinctes, mais la diemnsion 4 est dans ce cas une exception : en dimension
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différente de 4, R™ posséde une unique structure de variété différentiable et la di-
mension 4 est la seul pour laquelle une variété (compacte) peut avoir une infinité de
structures différentiables. Par ailleurs en dimension 7, la sphére posséde 28 structures
différentiables distinctes (résultat du a Kervaire et Milnor, cf. [Kervaire-Milnor|) et
il existe des variétés topologiques n’ayant pas de structure différentiable (Thom)

Notons qu’il résulte de la définition que M est localement compact.

1.1 Faisceaux sur les variétés, partitions de 1'unité, plongements
et immersions

Définition 3.3. Soit M une variété. On appelle C*(M,R) I'espace des applications f de
C(M, R) telles que pour toute carte (U, ) la fonction fo o' : o(U) — R soit de
classe C*.

Définition 3.4. Soient M, N deux variétés. On note C*(M, N) Pensemble des applications
telles que pour toute paire de cartes (U, p) et (V1)) de M et N respectivement, 1o fop?
est C* sur son ensemble de définition (qui est donné par ¢~ (o(U N f~1(V)))).

1.2 Espace tangent et fibrés vectoriels

Parmi les définitions de I'espace tangent pour une sous-variété, on peut en retenir une
dans le cas des variétés

Définition 3.5 (Vecteur tangent en ). Soit M une variété, x un point de M, 1, v2 deux
courbes paramétres par | — 1,1[ telles que 71(0) = 12(0) = z. On dit que 71,72 sont
tangentes en z si quelle que soit la carte (U, ¢) telle que z € U on ait % (p(11(t)))i—0 =
L(@(72(t)))e=0. Si cetrte égalité est vérifiée pour une carte, elle 'est par toutes. On note
parfois j'v1(0) = j'75(0). L’ensemble des classes d’équivalences de telles courbes pour
cette relation d’équivalence et appelé espace tangent en = de M. On le note T, M.

L’un des inconvénients de cette définition est que la structure d’espace vectoriel de T,, M
n’est pas évidente. De méme, il n’est pas tout a fait clair ce qu’est une famille continue
(ou de classe C*) de champs de vecteurs (Exercice : proposer une telle définition).

Notons par contre une naturalité de cette définition : si f : M — N est une applica-
tion différentiable entre variétés, on définit df : T,M — Ty N par [y] — [f o 7]
Définition 3.6 (Fibré vectoriel). On appelle fibré vectoriel sur M la donnée d’un espace
E et d’une projection 7 : E — M telle que les 7~ !(z) = E, possédent une structure
d’espace vectoriel ayant les propriétés suivantes. Il existe un recouvrement de M par des
ouverts U; et des cartes ¢; : 7 1(U;) — U; x R™ telles que

(A) pyot; =mou p;: Uj x R" est la premiére projection
(B) Onait ¢j0tp; @ (U;NU;) xR™ — (U;NU;) xR™ soit de la forme (2, v) — (z, g j(z)v)
ol = — g; ;(z) est une application C* de U; N U; dans GL(n,R).
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Remarque 1.1. (A) Les propriétés (A) et (B) suffisent pour définir un fibré vectoriel. En
effet, les 1; donnent par transport une structure d’espace vectoriel sur les E, pour
x € Uj, et la propriété (C) garantit que cette structure ne dépend pas du choix de
la carte.

(B) La définition donne automatiquement a £ une structure de variété dont les ¢; sont
des cartes. Il est facile de vérifier que la projection 7 est une application C'*° pour
cette structure, puisque dans une "carte de fibré" c¢’est une projection.

Proposition 3.7. L’espace tangent a M, TM = J, .\, ToM muni de la projection na-
turelle telle que w(T, M) = {z} est un fibré vectoriel. Si ¢ : U — R™ est une carte, on
définit b = dp par
d n
¥i(lv]) = (5(0), Zo(v(1)=0)) € U x R

On a alors ;0 ;' (z,v) = (z,d(pj 0 ;i—1)(v)) vu que d(p; o p;—1) est lapplication qui
envoie Go(v(1))i0) sur 5o(v(1))je—o0)

Démonstration. Siles (Uj, ;) sont des cartes de M, les applications Ty, M — U; x R"
données par [7] — (¥(0), £¢;(7(t))ji=0) fournit les cartes de fibré. En effet la

]

Notons que si f est une application C*, df (parfois aussi notée T, f ou D f(x)) est bien
définie, et df () : T,M — TN est linéaire. C’est un exemple de ce qu'on appelle un
morphisme de fibrés

Définition 3.8. Soit E; un fibré vectoriel sur My, E5 un fibré vectoriel sur Ms. On appelle
morphisme de fibrés la donnée d’une application ¢ : £y — E telle que 1 envoie les fibres
(m1)"H(z) sur (me) "' (f(z)) par une application linéaire, et ¢ est C*. On représente un tel
morphisme de la maniére suivante :

¥

EF——F
e |
M—~-N
En particulier si on a une application f : M — N sa différentielle df est un morphisme
de fibrés TM — T'N.

Une conséquence de ce qui précéde est que deux variétés difféomorphes ont des espaces
tangents isomorphes. Par exemple la propriété de posséder ou non un champ de vecteurs
(C ou en tous cas au moins C°!) sans zéros est une propriété de I'espace tangent. Cela
signifie qu’il existe une application s : M — T'M telle que mos = Idy, et s(x) # 0 quel
que soit x. Il est clair que cette propriété se conserve par isomorphisme de fibrés. Cela
permet de voir que S? et T2 ne sont pas diffeomorphes - & condition de savoir que S? ne
posséde pas de champ de vecteurs sans zéro (cf. théoréme 5.6 du chapitre 5).
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1.3 Immersions, plongements, partitions de 'unité

Soit f : M — N une application.

Définition 3.9. On dit que f € C°(M, N) est de classe C* si pour toute cartes (U, ) de
M et (V,9) de N on a que

YofoplipUNfHV)) — (VN fU))

on note C*(M, N) I'ensemble des applications de classe C* de M dans N. On note alors df
la différentielle de f. On dit que f est une immersion si df (z) est injective pour tout x. On
dit que f est un plongement si ¢’est une immersion injective qui est un homéomorphisme
sur son image.

Proposition 3.10. Une immersion injective propre est un plongement. L image d’un
plongement dans RN est une sous-variété de RN Si M est compacte, ’espace des plonge-
ments de M dans N est ouvert pour la topologie C*.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la définition par nappes des sous-variétés.
En effet, si f est un plongement, x € M, (U, ) est une carte au voisinage de z, il existe
V voisinage de f(z) dans RY tel que f soit un homéomorphisme de U sur V N f(U).
Alors fop™: o(U) — f(U)NV est un application de différentielle injective qui est
bicontinue sur son image (par définition du plongement).

]

On peut alors étendre aux variétés le théoréme des partitions de 'unité. On notera
qu’une somme convergente n’a qu’un nombre dénombrable de termes non nuls.

Théoréme 3.11 (Partition de I'unité sur une variété (cas a support quelconque)). Soit M
une variété et (Uy)aeca un recouvrement ouvert de M. 1l existe alors une famille (p;)j=1. 4
de fonctions de classe C*telles que

(A) pour tout j supp(p;) C Uj

(B) Ve e M, 0< pyfr) <1

(C) Yx € M, Z;;O‘f pi(x) =1

(D) Chaque point x de M a un voisinage qui ne rencontre qu’un nombre fini des supports

de ;

Théoréme 3.12 (Théoréme de plongement de Whitney). Soit M une variété de dimen-
sion n. Il existe alors un plongement de M dans un espace euclidien R .

Démonstration dans le cas compact. Soient (Uj, ;) des cartes telles que les ouverts Uj
forment un recouvrement de M. On considere un sous-recouvrement V; par des ouverts
tels que V; C V; C U; et une partition de l'unité y; subordonnée aux U;. On pose

alors F(z) = (x1(x), ..., xn(2), x1(x)¢1(2), ..., xn(2)pn(z)). Cette application est bien
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définie, car le prolongement de x; - ¢; par la fonction nulle en dehors de U; est une
fonction C'*°. Maintenant en chaque point z, I'un des x;(z) est non nul, et I'image de
(dx;(z), pj(x)dx;(x) + xj(x)dp;(z)) est de rang n car si dy;(x)h = 0 et @;(x)dx;(x)h +
X;j(z)dp;(x))h = 0 on en déduit dx;(z)h = 0 pour x € V; ce qui est impossible. Elle est
injective, car si F'(z) = F(y) on doit avoir x,(x) = x;(y), donc ils sont dans le méme
carte U; et p;(x) = ¢,(y), donc z = y. Maintenant une immersion injective dans le cas
compact est un plongement, puisqu’elle est nécessairement propre.

]

Remarque 1.2. Dans le cas non compact, soit on plonge dans RY puis on projette sur un
sous-espace de dimension finie, soit on utilise le théoréme suivant

Proposition 3.13. Soit M une variété de dimension n. Alors a tout recouvrement de M
par des ouverts, il existe un sous-recouvrement plus fin (V;),en tel que les intersections
e Vi sont vides dés que card(J) > n + 1.

1.4 Régularisation des variétés

Bien que cela ne semble pas évident & premiére vue, seules les notions de variété C°
et de variété C'° sont a distinguer. En effet

Théoréme 3.14. Soit M une variété de classe C" avec r > 1. Il existe alors une structure
de variété C'*° sur M unique a difféomorphisme C pres, et compatible avec la structure
C". En d’autres termes si (Uy, 9o) est une famille de cartes C" et (V, 1) est la famille
de cartes C™, les (g o @,) " sont de classe C", c’est-a-dire telle que toutes les cartes de
la structure C'*° sont aussi de classe C.

Démonstration. D’aprés le résultat précédent, il suffit de considérer le cas ou M est une
sous-variété de classe C” de RY. On va montrer qu’en bougeant un tout petit peu M, on
peut la rendre C*°. La démonstration est basée sur le lemme d’approximation suivant

Lemme 3.15. Soient U C U C V et W des ouverts d’espace euclidiens et f une fonction
C" sur V. Soient C’@?U)(V, W) Uespace des fonctions qui coincident avec f hors d’un

voisinage de U et sont C™® sur U. Alors CProny(V.W) est dense dans C(j 1) (V, W) espace

des fonctions C" qui coincident avec f hors d’une voisinage de U.

Démonstration. La démonstration du lemme peut se faire par exemple par convolution
avec une fonction plateau y. On obtient une fonction g qui ne coincide pas avec f hors d’un
voisinage de U, mais si p vaut 1 sur U et 0 hors d'un voisinage de U, il suffit de prendre
9p = p(x)f(x) + (1 = p(x))g(x) = f(z) + (1 = p(x))(9(z) — f(z)). Comme | f —gllcr < e

on a

g, = fller <[ =p)(g = Hller < Clp)llg = fller
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Soit alors M une sous-variété C” de RY. On la recouvre par des cartes, (U}, ©i)ie{l,ats
telles que sur chaque ouvert U, on a U; N M est le graphe d’une application C" f; : V; —
RN=™ ou U C R™. On suppose que M est écrit comme réunion croissante des K, avec
K; C K;_1 UUj;. On raisonne alors par récurrence, en demandant que la modification de
M sur un voisinage de K;_; soit suffisamment C” petite (et ici il faut r > 1) pour que
M;_y soit encore le graphe de f] On a donc une fonction sur les V. Cette fonction est de
classe €' au voisinage de Kj;_; et on peut donc I'approcher C" par une fonction g; qui
coincide avec f; sur {z | (z, f;(z)) € K;_1} qui est C™ sur un voisinage de K et colncide
avec f; hors de Vi. Le graphe de g; coincide alors avec M;_; et définit un O

i=1.

Remarque 1.3. Ne révons pas, cela ne signifie pas que toute fonction C* est C°....

1.5 Exemples de variétés

Outre les sous-variétés, un exemple important de variété s’obtient en quotientant par
I’action d’un groupe.

Proposition 3.16. Soit G un sous-groupe discret du groupe des difféomorphismes de la
variété M, agissant proprement et librement sur M. En d’autres termes

(A) (action libre) si g # e, on a ¥z € M, gx # x

(B) (action propre) Pour tout K compact de M, l'ensemble {g € G | gK N K # (0} est
fini

Alors le quotient de M par G a une structure de variété qui rend application p : M —
M/G un difféomorphisme local.

Démonstration. Soit U un ouvert d’adhérence compacte, contenu dans une carte conte-
nant xy. Quitte a restreindre U, on peut supposer que gU N U = () pour tout g. On en
déduit que p : M — M /G est un difféomorphisme local de U sur p(U) (seule I'injectivité
est a vérifier, et elle résulte de ce que p(z) = p(y) < g, gx = y) O

Proposition 3.17. Soit G un groupe agissant proprement librement et sans point fize sur
M. Alors le quotient de M par G a une structure de variété.

Ezemples 1.1. SO(n,R),U(n), GL(n,R), SU(n) sont des groupes de Lie.

Exemple 1.2. (A) L’espace projectif P*(R) espace des droites vectorielles de R"™! peut
étre vu comme le quotient de S™ par 1"action de Z/2Z engendrée par x — —z.
L’espace tangent a D peut s’identifier D*. En effet, une droite proche de D est
caractérisée par son point d’intersection avec un espace affine de direction D+ ne
passant pas par 0. On associe alors un chemin de droites, un chemin sur D+ passant
par un point zg, et donc le vecteur tangent & ce chemin, contenu dans D+. Choisir
une autre carte, c’est choisir un autre supplémentaire de D, que 1'on notera H et
I'application D+ — H obtenue par projection de centre 0 est linéaire.
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(B) La méme construction fonctionne pour P*(C) (mais Z/27Z est remplacéé par S1).

Alternativement on peut se donner des cartes de la maniére suivante. Si D a pour
vecteur directeur (2o, ..., 2,) et z; # 0 il en sera de méme pour les droites voisines,
et on prend pour carte (Uj, ¢;)

(20, 2m) — (2,202 ) e x {1} x C I ~C"
cj A <j <j
Les U, recouvrent P*(C), et les changements de carte sont donnés par

U U
(Ut ooy Up) — (—, ey —, oy —
Uk 2k U

o) /P
LS

L

FIGURE 3.1 — Une carte de P"(R)

(C) Soit Gi(R™) est 'espace des k-sous-espaces vectoriels de R". Comme dans le cas du

projectif, on prend pour carte au voisinage de L le point d’intersection de L’ avec
un espace affine ne passant pas par 0 de direction L*.

(D) Soit Vi(n) l'espace des k-repéres de R™. On peut le voir comme espace des ma-

trices k, n constituées de vecteurs orthonormés. Dans une base adaptée a un élément
donné, celui-ci s’écrira
0,

. 0
0,.. ,0
1,.. ,0
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(E)

SO(3) ~ P3(R). En effet, a une rotation R d’angle 6 € [0, 7] autour de I'axe D on
associe le vecteur v(R) de D tel que vu de v(R) la rotation soit de 6 dans le sens
trigonométrique. Le seul cas d’ambiguité est le cas o I'angle est m, auquel cas, la
rotation dans le sens trigonométrique ou anti-trigonométrique d’angle 7 coincident.
On peut donc identifier SO(3) a B3(0,7)/ ~ ou on identifie les vecteurs de norme
T & son Opposé.

On considére I’ensemble des quaternions a+bi+cj+dk. La norme d’un tel quaternion
est a® + b? 4 ¢ + d? et on considére l'ensemble des quaternions de norme 1. Cest
bien entendu une sous-variété difféomorphe & S®. On considére alors 'action de
ces quaternions unitaires sur R3, identifié aux quaternions imaginaires, i.e. R? =
{bi+cj+dk | (b,c,d) € R*}. Les quaternions de norme 1 agissent sur les quaternions
imaginaires par (z,u) — x~!-u - x. Cette action est par isométries, car |z uz| =
|27t - |u| - |#| = |u| et on vérifie que deux éléments induisent la méme action si et
seulement s’ils coincident au signe preés.

On obtient donc une action de S3/(Z/2Z) = P3(R) par isométries sur R3. Pour
montrer que 1’on obtient tout SO(3), on peut utiliser le fait que ’on a un morphisme
de groupes F : S — SO(3) dont le noyau est {£1}. Si on montre qu’il contient un
voisinage de 0, 'exercice (C) permet de conlure qu’il est surjectif. Notons que 7,53
s'identifie aux quaternions imaginaires et rappelons que T.(SO(3)) est ’ensemble
des applications antisymétriques de R3.

Soit donc dF(1)h = uw +— —hu + uh et 'application u — uh — hu n’est nulle que
si h commute a tous les quaternions imaginaires, donc si h est réel, mais comme h
est imaginaire, on a h = 0. Donc I'image de F' contient un voisinage de I'indemnité
dans SO(3) et comme c’est un morphisme de groupes, il doit contenir SO(3) tout
entier (cf. exercice (C))

Soit G un groupe muni d’'une structure de variété.

Définition 3.18. On dit que G est un groupe de Lie si I'application (z,y) + x - y~! est

.

1.6

Classification des variétés

Deux variétés sont dites équivalentes s’il existe un difféomorphisme global envoyant
I'une sur l'autre. L’un des objectifs de la topologie différentielle était la classification
des variétés, a difféeomorphisme prés. Une classification explicite est possible dans les cas
suivants :

(A) Dimension 1 : la seule variété compacte connexe de dimension 1 est le cercle. Il

existe une seule autre variété connexe, non compacte de dimension 1 : R.

(B) Dimension 2 : la classification des surfaces compactes connexes est donnée par la

sphere, le tore a g trous, le plan projectif, le plan projectif recollé avec un tore a
g trous. Le cas non-compact est plus compliqué, car on peut avoir une infinité de
trous, ainsi que des « pointes ».
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Dimension 3 : G. Perelman a recu la médaille Fields ? en 2006 pour avoir montré que
la seule variété compacte connexe de dimension 3 qui soit simplement connexe (c’est-
a-dire que tout lacet se déforme continument en un lacet constant) est difféomorphe
a la spheére de dimension 3, i.e.

S% = {(x1, 29, 3, 24) | 22 + 22 +x§ +22=1}

Exercices

Soit M une variété compacte de dimension n plongée dans RY avec N > 2n + 1.
Considérons I'image D(M— de Papplication M x M\ A — PN=Y(R) qui associe a
(x,y) la droite passant par = et y. Soit D'(M) 'ensemble des droites de contenues
dans T'M.

(a) Montrer en utilisant le théoréme de Sard que D(M) U D'(M) # P*(R)

(b) Montrer que si D n’est pas dans D(M) U D'(M), la projection sur R¥~1 pa-
rallélement & D est un plongement.

(c¢) Montrer que M posséde toujours un plongement dans R?"*! et une immersion
dans R?".

Un théoréme de Whitney montre que M posséde toujours un plongement dans R?".
Une conjecture affirme que toute variété posséde une immersion dans R**~ P on
p(n) est le nombre de 1 de 'écriture dyadique de n. Par exemple n = 7 s’écrit 111
e, dyadique, et donc toute variété de dimension 7 s'immerge dans R4~3 = R1!,

Soit P"(R) I'espace projectif, c’est-a-dire 'espace des droites de R"™!. Monter qu'il
peut étre muni d’une structure de variété en associant a une droite DD dans un
voisinage de la droite Dy, le point d’intersection de D avec un hyperplan affine
orthogonal & Dj ne passant pas par 0.

Soit G un groupe topologique connexe qui est un espace métrique. Monter que si
U est un voisinage quelconque de l'identité, G est engendré par les éléments de
U. Indication : monter que ’ensemble des éléments s’écrivant comme produit (fini!)
d’éléments de U est a la fois ouvert et fermé. En déduire que si G, H sont des groupes
de Lie connexe, et F' : G — H un morphisme de groupes C'*° la surjectivité de
dF (e) entraine celle de F.

2. qu’il a refusée.



Chapitre 4

Formes différentielles, Formule de
Stokes et Applications

Les formes différentielles interviennent dans plusieurs aspects des mathématiques et
tout particuliérement en géométrie et systémes dynamiques. Intuitivement, une forme
différentielle a pour vocation de s’intégrer sur une sous-variété. Le lecteur a sans doute
déja vu de maniére plus ou moins explicite les formes de degré 1 a 'occasion de 'étude
des fonctions holomorphes (intégrale sur les chemins de f(z)dz). L'objet que 'on intégre
doit avoir une intégrale ne dépendant pas de la paramétrisation du chemin.

Aprés avoir introduit le formalisme des formes différentielles, et de la différentielle
extérieure, nous démontrons la formule de Stokes qui joue un réle crucial, autant en
mathématiques qu’en mécanique et en physique. Les applications sont alors nombreuses,
mais nous insistons particuliérement sur celles de caractére topologique.

1 Formes différentielles

1.1 Algébre extérieure

On note (5§C le symbole de Kroenecker, égal & 1 si j = k et 0 sinon. On note S(p)
le groupe des permutations de p objets. On rappelle que ce groupe de cardinal p! est
engendré par les transpositions (i.e. permutation de [1, ..., p] échangeant deux éléments),
et que la parité du nombre de transpositions nécessaire pour engendrer la permutation o
est un invariant de la permutation. La signature de o, notée (o), vaut —1 si ce nombre
est impair, +1 s’il est pair. L’application 0 — £(0) est un morphisme du groupe &(p)
sur le groupe ({—1,+1}, x).

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R.On note (E*)®* I'espace des formes
k-linéaires, c’est-a-dire telle que pour tout j € [1,k], et quels que soient les vecteurs

33
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V1, ey Uj—1, Uj41, .., U de B, Papplication v — a(vy, ..., vj_1, v, V41, ..., U)) soit linéaire

Définition 4.1. On appelle forme extérieure de degré k une forme k-linéaire alternée sur
E, c’est-a-dire une application a : E¥ — R telle que

(A) pour tout j € [1,k], et quels que soient les vecteurs vy, ..., vj_1,0;41, ..., v de E,
I'application v — a(vq, ..., vj_1, v, V41, ..., Ug) soit linéaire

(B) quels que soient les vecteurs vy, ..., vy de E,

CV(’Ul, o Ui—1, Uiy Uig 1y -0y UVj—1, Vg, Ujg1y ey Uk) = —Oé(?]l, V=1, U5, Uity ooy Uj—1, Vg Ujg1, -

On note A*(E*) 'espace de ces formes.

Notons que la seconde condition entraine que pour toute transposition 7,

a(Vr(1ys ooy Vrr)) = —(v1, ..., Ug)

Il en résulte que pour toute permutation o

a(Vs(1), s Vi) = E(0) (V1 ... V1)

et que
a(vy,...,vx) =0

des qu’il existe i # j tels que v; = v;.

Pour un élément o de (E*)®* et une permutation o on pose o*(a)(vy,...,v5) =
@(Vg(1), --s Uo(ky)- On obtient ainsi une représentation du groupe &(k) sur (E*)®*. Les
formes alternées constituent le sous-espace sur lequel S(k) agit comme la mutiplication
par €(o).

Exemples 1.1. (A) Par convention, on pose AY(E*) = R, ce qui est cohérent avec la
convention E° = R.

(B) Les formes linéaires (ou 1-linéaires) forment l'espace vectoriel dual de E noté E*
qui s’identifie & A'(E*). Si (ey, ..., ¢,) est une base de E on note (e}, ..., ) sa base
duale, définie par

Vi, k € [1.n], €}(ex) = 0F

J

(C) Le déterminant de n vecteurs dans la base e = (ey, ..., €,,) ¢’est-a-dire le déterminant
de la matrice des coordonnées de ces vecteurs dans cette base, induit une forme
n-linéaire alternée. On note det, cet élément de A"(E*).

(D) Enfin si « est une forme multilinéaire non nécessairement alternée, il existe un
opérateur de projection, P qui lui associe sa partie alternée. Il est naturellement
donné par la formule

7Uk)'
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On vérifie aisément que P(«) est alternée, car si 7 est une transposition,
1

P()(Vr(1)s s Vr(h)) = 7 Z e(0)a(Vgr(1)s -+ Vor(k))
" oe6(k)

et en faisant le changement de variable dans &(k) donné par p = o7 on obtient

1 _ 1
H Z 6(’07- 1)oz(vp(1),...,vp(k)) 28(7' 1)5 Z g(p)a(vp(l)v"va(k)) =
pEG(k) pEG(k)
1
7 Z e(P)a(Vp(y, - Vp(i))
" pe&(k)

Définition 4.2. Le prodult extérieur de deux formes extérieures o, 3 de degrés respectifs
k,l est le produit de ! k,l, par la projection par P de leur produit usuel. C’est donc la
forme de degré k + [ donnée par la formule

1
(Oé A 3)("01, ---,Uk:+l) = W Z 5(0)04(”00(1), ---,Ua(k))ﬁ(va(kﬂ); ---,Uo—(kﬂ))
T oe6 (k)

On verra ultérieurement la raison de cette normalisation étrange. Notons tout de méme
que 'on peut aussi écrire

aAB(ur, ., vppt) = Z e(0) (Vo (1)s -5 Vo)) BV (1) -5 Vo))

A

ou A est 'ensemble des permutations vérifiant o(1) < ... < o(k),o(k+1) < ... < o(k+1).
Notons que toute permutation se raméne a un élément de A par composition avec une
permutation de {1,...,k} et une permutation de {k +1,...,k + [}.

Proposition 4.3 (Structure de I'algébre des formes alternées).
Soit v € A*(E*), B € A/(E*)
(A) (Anti-commutativité ) On a

aAf=(-D)*BAa

(B) (Associativité )
aN(BAy)=(aNB)Ny

(C) L’espace vectoriel AP(E™) est engendré par les éléments ej A ... Aej ou 1 < iy <
. < tp < n. En particulier sa dimension est égale au coeﬁ‘iczent bmomml C? (elle
est nulle pour p > n).
(D) L’algebre A*(E*) = > AP(E*) munie de l'addition et du produit extérieur est une
algébre engendrée par les e} .
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Remarques 1.1. (A) Attention : dire qu'une algébre est engendrée par des éléments e
signifie que tout élément est somme de produits des e.

(B) L’espace des formes de degré n est de dimension un. Il est engendré par le détermi-
nant associé a une base donnée, e = (e, ..., €,). On appellera forme déterminant
une telle forme non-nulle.

L’application det, (v, ..., v,) s’écrit avec les notations précédentes

dete =€} A ... Aey,

qui résulte de la formule

1 * *
dete(vy, ...y vy) = ] Z €1 (Vo(1)).--€p (Vo(n))
ce6(n)
Pour vérifier que deux formes volumes sont égales, il suffit de vérifier qu’elle prennent

la méme valeur sur une base bien choisie.

Démonstration. Tout d’abord on voit aisément, en écrivant chaque vecteur dans la base,
que la forme o est déterminée par les nombres a(e;,, ..., e;,). Puisque o s’annule sur un p-
uplet de vecteurs dont deux sont égaux, et a(e;, -, €, ,,) = €(a)aleiy, ..., e;,), la donnée
des a(e;,, ..., €;,) pour 1 < iy < ... < i, < n détermine a, car on peut toujours trouver
une permutation ordonnant les indices.

* *

La forme ej A...Aej vaut (o) sur e;,,, ..., €, pour o dans &(p) et 0 sur les autres
p-uplets de vecteurs de base. Si a est une p-forme et on note ¢;, . ;, = oz(eil), ...,€;,) pour
1 <4 <...<i, <non aura

_ * *
o= E Ciy,orryip€iy I\ oo N €,

1<i1<...<ip<n
puisque les deux formes coincident sur les p-uplets (e;,, ..., €;,) pour 1 < i < ... < i, < n.

Cela démontre la propriété (C) et il suffit de vérifier (A) et (B) pour des formes du
type e;, A ... Aej , ce qui est laissé au lecteur.

]

Nous pouvons maintenant définir la notion de forme induite par une application li-
néaire. Il est clair que si f est une application linéaire et o une forme multilinéaire (pas
nécessairement alternée) on peut définir f*(«) par f*(a)(vy,...,vx) = a(f(v1), ..., f(vk)).
Cette opération envoie les formes alternées sur des formes alternées. On a donc

Définition 4.4. Si f : E — F est une application linéaire, elle induit une application
linéaire

AR F o AR(F) — AR(EY)

(attention, A* f* va dans le sens inverse de celui de f) aussi notée f*, donnée par la formule
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fHa)(vr,0n) = alf(vr), ., f(vr))

On notera que la forme induite sur un sous-espace de dimension k£ par une forme de
degré k est soit nulle, soit une forme volume ! de dimension k. C’est sa principale propriété.
On a aussi que si f est bijective,

f*detf(e) = det,

(si f n’est pas bijective, f*det, = 0). Si f est un endomorphisme, vu que l'application
A" f est un endomorphisme d’un espace de dimension un, il existe un unique réel noté
det(f) tel que

f*det, = det(f)det,

Notons que det(f) ne dépend pas du choix d’une base.

Remarque 1.1. (A) Dans un espace vectoriel on dit de deux bases définissent la méme
orientation si le déterminant de 'une dans I'autre base est positif. Sinon, elles défi-
nissent des orientations opposées. Une orientation de I'espace est le choix d’une des
deux classe d’équivalence pour la relation « avoir méme orientation ». Lorsque 1’es-
pace est muni d'un produit scalaire, on peut choisir une base orthonormeée orientée,
et on note det la forme multilinéaire donnée par le déterminant dans cette base. Il
est défini de maniére unique. Par exemple dans R™ on choisit 'orientation associée
a la base canonique.

(B) Dans un espace euclidien de dimension 3, & tout vecteur v on associe la 1-forme
a, = (v,e) et la 2 forme Q, = det(v, e, ). Les applications v — a, et v — Q,
sont injectives, donc par raison de dimension bijectives. Les formes de degré 1 ou 2
se parameétrent donc par des vecteurs.

Proposition 4.5. On a les propriétés suivantes

(A)
fanB) = f (o) AN fH(B)

(B)
(fog) =g of

Démonstration. Pour la premiére propriété, il suffit de montrer que f*P(a) = P(f*(«))
car alors

r(ong) = F(EEL piag) = EED by = CED p(p(a).12(9)) = 1 (@)ns(8)

Mais on voit que

1. ie.si f: V — E est linéaire injective et dim(V) = k, f*(«) est une forme volume.
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fP(a)(vy,.,v) = f* ] Z £(0)(Vo(1)s -, Vo)) | =
oe6(k)
1 x
k! Z a(f(vo))s s f (Vo)) = P(f* () (01, ..., vx)
ce6(k)
La seconde n’est rien d’autre qu’une réécriture. O

Ezercice 1.1. (A) Montrer que f*(cw,) = atppy et f*(y) = det(f)Qp-1¢, (si f est inver-
sible).

(B) Montrer que si on note v A w le produit vectoriel usuel? dans R?, on a
Qy N\ Qyy = Qv/\w

et que
ay Ay = (v,w) det

(il suffit de vérifier les deux égalités avec des vecteurs choisis parmi v, w,v A w).

1.2 Formes différentielles sur les variétés

De méme que le déterminant de n vecteurs mesure le volume (n dimensionnel) du
parallélépipéde engendré par ces vecteurs dans l'espace de dimension n, et intervient
crucialement dans la formule des changements de variable en théorie de I'intégration, les
formes de degré k vont jouer le méme role lorsqu’on voudra intégrer sur une sous-variété
de dimension k.

Pour cela il faut d’abord définir les formes différentielles. On se contentera ici de
formes de classe C'°, le cas C" ne présentant pas de difficultés. Commencons par le cas
d’un ouvert d’un espace vectoriel.

Définition 4.6. |[Forme différentielle sur un ouvert de R"|

(A) Une forme différentielle de degré k et de classe C*° sur un ouvert U de E est une
application de classe C* de U dans A*(E*). On note QF(U) l'espace des formes
différentielles C* de degré k définies sur U.

(B) Si ¢ est une application C'*°, définie sur un ouvert U de E a valeurs dans un ouvert
V de F, on lui associe une application ¢* : Q¥(V) — QF(U) donnée par

P (@) (@)(&rs s &) = alp(@))(dp(x)8s, ..o dip()Ek)

2. Ce produit est uniquement déterminé dans un espace euclidien de dimension 3 par la formule
det(u, v, w) = (u,v A w).
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Définition 4.7 (Formes différentielles sur une variété). Soit M une variété. Une forme
différentielle de degré k sur M est une application qui & chaque point x de M associe
un élément de A*(T#(M)). On dit qu'une telle forme est de classe C™ si pour chaque
carte locale, la forme (¢71)*(a) est de classe C*. On note QF(M) I'espace des formes
différentielles C'*° de degré k.

Enfin nous pouvons définir :

Définition 4.8 (Forme induite par une application différentiable). Si ¢ : M — N est
une application C'™ entre variétés, on note ¢* 'application de Q*(N) vers Q*(M) donnée
par

(@) (@) (&1, s &) = ale(@))(dp(2)&s, ... dip()8r)

Remarque 1.2. Dire que « est une k-forme de classe C'*° signifie donc que si ¢ est une
carte locale, la forme

(™) (@)(&1, - &) = ale™ (@) (de™ ()81, .. dp™" (2)&k)
est une forme de degré k de classe C™ (i.e. ses coefficients sont de classe C*°) sur R”.

Enfin il suffit de vérifier la régularité, avec une carte locale : si (p~1)*(a) est a coeffi-
cients C™, et si 1 est une autre carte, ¢ ~!(«a) sera aussi C*°, car

(™) (@) = (pov™ ) (¢ )" (@)

Exemples 1.2. (A) Si w est une k-forme différentielle sur R” et M une sous-variété de
R™, alors w induit de maniére évidente une k-forme sur M, qui est égale a i*(w), o
t: M — R" est l'injection de M dans R".

(B) Soit f une fonction de classe C* sur R”™. Soit f sa restriction & la sous-variété M.
Alors df(x) est une forme linéaire sur R”, dont la restriction & T,M ne dépend
que de f et non du choix de l'extension f. En effet, il suffit de vérifier que si f
est identiquement nulle, alors df () s’annule sur T, M pour tout = de M. Mais une
carte nous raméne au cas M = R¥ x {0}, auquel cas cela revient a vérifier que si f
est nulle sur 3.1 = ... = x,, = 0 alors ng(xl, ., Tk, 0,..0) = 0 pour tout j inférieur

a k, ce qui est évident. On note df(x) la 1-forme différentielle ainsi définie.

(C) Si = f(x)dxy A ...dx,, et ¢ est un diffecomorphisme de R", on a

o (o) = f(p(x))det(dp(x))dzy A ....dzy,

2 Orientation, différentielle, Formule de Stokes

2.1 Variétés orientées

La diftférentielle extérieure, dont la définition peut sembler étrange, est faite pour
vérifier la formule de Stokes. Celle-ci joue le role, en dimension supérieure, de la formule
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d’intégration par parties. Avant d’énoncer la formule de Stokes, nous devons définir la
notion de variété orientée.

Afin d’intégrer une forme différentielle sur une variété, nous aurons besoin de la notion
d’orientation d'une variété.

Définition 4.9. Soit M une variété . On dit que M est une variété (a bord), orientable,
si et seulement si on peut choisir un sous ensemble de I’ensemble des cartes tel que pour
deux cartes ¢, définies sur des voisinages de zg, UNM et VN M, d(¢ o ™) (o) a un
déterminant positif. Le choix d’un tel sous-ensemble de cartes s’appelle une orientation

de M.

Remarque 2.1. Si M est orientable, il est clair qu’elle posséde deux orientations. Ces deux
orientations sont dites opposées.

Une définition équivalente de 1'orientabilité est la possibilité de choisir en chaque point
de M une orientation de T,M de maniére a ce que cette orientation « varie de maniére
continue ». En d’autres termes

Définition 4.10. Une orientation des espaces T, M est dite « continue » si la condition
suivante est vérifiée. Pour chaque n-uplet de champs de vecteurs définis au voisinage de
zo et linéairement indépendants en xy tels que (Xi(zo), ..., Xn(zo)) définisse une base
positivement orientée de T, M alors pour x voisin de xg, les (X;(x), ..., X,,(z)) définissent
encore une base positivement orientée pour 7, M.

Proposition 4.11. La variété M possede une orientation continue de son espace tangent,
si et seulement si elle est M orientable.

Démonstration. Soit ¢t une symétrie hyperplane (donc renversant lorientation) de R™.
Soit ¢ une carte définie sur un ouvert connexe. Alors soit ¢ soit t o ¢ ont la propriété
suivante :

dp(xg) : T,M — R"™ envoie une base positivement orientée de T, M sur une base
positivement orientée de R".

Cela est clair pour un point zg, et comme det(dp(z)X;(x), ..., dp(x) X, (z)) varie conti-
niiment sur un ouvert connexe sans s’annuler, son signe est constant.

Cela donne pour chaque ouvert de carte une application ¢, il reste a vérifier que si ¢ est
définie sur U et 1) sur V, alors ot~ a un déterminant positif. Mais en zy € UNV', dp(z0)
et diy(zp) envoient une base positivement orientée de T,,M sur une base positivement
orientée de R™. On en déduit que le déterminant de d(@ ot ™1) (¢ (xg)) = dp(xg) odip(xy) ™!
est positif. n

Ezxemple 2.1. (A) On peut montrer qu'une hypersurface compacte sans bord de R™ pos-
séde toujours un intérieur et un extérieur ( mais ce théoréme requiert des bases de
la théorie de I'homologie). Elle est donc orientable. En effet, soit v(z) la normale
extérieure en x. Une base de T, M sera dite positivement orientée si la base de R"
donnée par (v(x), X1(z), ...., Xn—1(x)) est positivement orientée dans R™. On vérifie
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aisément que cela fournit une orientation continue de T, M en utilisant la continuité
du déterminant et le fait qu'une base est positivement orientée si et seulement si
det((v(z), X1(z), ..., Xp_1(x)) > 0.

FI1GURE 4.1 — Un exemple de surface non-orientable : le ruban de Mobius

(B) Sivy:[0,1] — M est un chemin, et si on se donne une orientation de 7'M il
existe une unique maniére de prolonger cette orientation a T M.

(C) Le ruban de Mobius est une variété a bord non orientable. En effet posons
F(r,0) = ((1 4 rcos(0/2)) cos(9), (1 + rcos(0/2)) sin(f), rsin(0/2))

soit
M={F(r,0)]0<6<2m—-1/2<r<1/2}

Il et facile de construire une base de T, M dépendant contintiment de 6 le long de
z = (cos(0),sin(f),0) qui change d’orientation lorsque ¢ varie de 0 a 27. En effet les
vecteurs 25(0,6), 2£(0, 6) forment une base de Tr(o) M mais 25(0,0) = 25(0, 27),

B
alors que ‘g—f(0,0) = —2E(0,2r).

Proposition 4.12. Si M est une variété a bord orientée, OM est une variété (sans bord)
orientée.

Démonstration. On voit en utilisant une carte locale que si z est un point du bord, T, M
est divisé en deux demi-espaces. On appelle demi-espace intérieur (resp. extérieur) le
demi-espace dp(z) ' (RP™! x R_ x {0} (resp. dp(z) '(RP™! x R, x {0} ). Cela peremt
de diviser les vecteurs non tangents a OM en deux classes : les vecteurs pointant vers
I'extérieur et ceux pointant vers I'intérieur de M. Les seconds sont par exemple vecteurs
tangents en 0 a une courbe c¢(t) telle que ¢(0) = z et ¢(t) € M pour t > 0. Soit alors



62 CHAPITRE 4. FORMES DIFFERENTIELLES, FORMULE DE STOKES

v un vecteur sortant. On dira d’une base (eq, ..., e,_1) de T,OM qu’elle est positivement
orientée si la base (v, e, ...,e,_1) de T, M 1'est aussi. Cela fournit une orientation continue
de T,0M, qui d’aprés la proposition 4.11 est donc orientable. O

2.2 Intégration des formes différentielles, formule de Stokes

Commencgons par intégrer des formes a support compact sur R".
Définition 4.13. Soit « une forme de degré n sur R™ a support compact. Elle peut s’écrire

a= f(x)dxy A ... Nz,

On pose alors

/ a= flxy, ..., zy)dxy ... dxy,
n Rn

Ici dxy...dx, est la mesure de Lebesgue® pour laquelle le parallélépipede de cotés e; a
volume 1.

La formule du changement de variable devient alors

Proposition 4.14. Soit ¢ un difféomorphisme de R™ préservant l’orientation, et o une
forme de degré n sur R™. Alors on a la formule de changement de variable

/na:/nw*(&)

Démonstration. La formule n’est rien d’autre que la traduction de la formule du change-
ment de variable dans les intégrales multiples.

flo(xy, ..., zy))| det(do(xy, ..., z,))|dxy ...dz,, = fy1, - yn)dyr...dy,
R™ Rn

En effet si ¢ préserve l'orientation, le déterminant de dp est positif, et donc

o () = flp(z1,..,x,)) det(do(xy ..., 2y ) )dzy A .. Adxy, =
(p(z1, .., xn))| det(dp(xq..., ) |dxy A ... Adzy,

]

L’intégration sur une variété orientée peut alors se définir en utilisant le théoréme
d’existence des partitions de 'unité (théoréme 3.11 du chapitre 3)

3. Notons que 'on n’intégrera que des fonctions C*° a support compact. La question de la mesurabilité
ou de l'intégrabilité de f ne se pose donc pas.
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Définition 4.15. Soit M une variété orientée de dimension k et w une k-forme. On se
donne une partition de I'unité p; subordonnée a un recouvrement par des cartes ¢;,
préservant l'orientation. On pose

[y

J=1

/so]-(U]-)wjl)*(pjw)

Bien entendu il faut vérifier que cette définition ne dépend ni du choix des cartes ni de
la partition de I'unité. Nous omettons ici cette vérification. Elle résulte immédiatement
du fait que si p; est une partition de I'unité subordonnée a U; et oj subordonnée a Vi,
alors p; - 0y, est subordonnée a U; N V.

Ezxemples 2.1. (A) Une forme de degré 1 sur le plan est donnée par o« = f(x,y)dx +
g(z,y)dy. Son intégrale le long d’un chemin ~y : [0,1] — R? défini par v(t) =
(x(t),y(t)) est 'intégrale sur [0,1] de

v = [f(x(t),y(0)z'(t) + g(=(t), y(t))y'(t)]dt

2.3 Différentielle extérieure

On utilise désormais sur R" la notation classique dz; pour €. Ceci se justifie par le
fait que la différentielle de la coordonnée z; est la forme linéaire e;. Une forme linéaire
a sur R™ g’écrira donc sous la forme d’une combinaison linéaire de termes de la forme
f(x)dx;, A ..o A\ dwy,.

Définition 4.16 (Différentielle extérieure). Si o = f(x)dz;, A .... A dx;, on pose

"0 "0
da = df (x)Ndx;, A....\dx;, = Z a—jdxj/\dxil/\.../\dxik = Z a—;d:rj/\dxil/\.../\dx,-k
j=1 "7 G i Y

Proposition 4.17. La définition ci-dessus définit de maniére cohérente et unique l’opé-
rateur d. Cet opérateur vérifie les propriétés suivantes

(A) d est une application linéaire de QP(R") dans QPT1(R™)
(B) dod =0
(C)
d(a A B) = da A B+ (—1)%@a A dp

(D) Pour toute paire d’ouverts de R™, U,V et toute application C*, ¢ : U — V on a
d(¢*(a)) = ¢*(dav).

Démonstration. L’'unicité est évidente, car prenant pour ¢ une permutation des coordon-
nées, on définit la différentielle de f(x)dx;, A .... A dz;, et par linéarité cela définit de
maniére unique la différentielle de toute forme. La propriété (A) est évidente. Les autres
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propriétés sont linéaires et invariantes par permutation des coordonnées et il suffit de les
vérifier sur les formes du type f(z)dzy A ... A dzg. Pour (B)

d(f(x)dxy A ... Ndxy) = Z

Jj=k+1

8% x)dx; Ndry AN\ dxy

(car les autres termes sont nuls) Donc

d(d(f(z)dazy A ... AN dxy) = d ( >

>y

I=k+1 j=k+1

a—f( Ydz; A dxy A /\d:vk> =

x)dxy ANdx; Ndxy A ... Nd
al’]axl X xj T1 T

2
Dans cette somme les termes contenant 0°f ot 2L .
Ox;0x; Ox;0x;’

de Schwarz apparaissent avec des signes opposés. Leur somme est donc nulle.

qui sont égaux d’apres le lemme

Il suffit de vérifier le point (C) pour des formes du type o = f(x)dx;, A ...dw;, et
B = g(x)dz;, A ... Ndx;,. Or

do = df (x) N dwzg, A ...dx,
dp = dg(x) Ndxj, A ... \dxj,
dlaNB) =d(fg)(x) Ndx;, A..dx;, Ndxj A... Ndrj, =
(f(z)dg(x) + g(z)df (x)) A dxy, A ...dx;, Ndaj, A ... Ndxj, =

df (x) AN dw;, A ...dx;, A\ g(x)dx;, N ... Ndxj, + (=1)P f(x)de;, A ..de;, Ndg(z) Adxj, A ... ANdxj, =
aANdB+ (=1)PaNdp

Pour le point (D), il suffit de le vérifier pour les O-formes (i.e. les fonctions) auquel cas

d(p*(f))(@)(§) = d(f 0 9)) (&) = df (p(x))dp()§ = (¢)"(df)(x)(€)

Dans le cas général, on utilise la propriété que toute forme w sur R™ est somme de
termes du type a A df avec a, § de degré strictement inférieur a celui de w : par exemple
f(x)dxy A ..o Nday = f(x)dzy A (d(xedxs A ... A day).

Maintenant

' d(a N dB) = g d(a) A ™ (dB) = de™(a) A dp*(B)

en utilisant I’hypothése de récurrence. Ce dernier terme est égal a

dp* (o) N d™(8) = d(p* () A ™ (df)) = d(p* (e A dB))
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On étend d en une application linéaire de QF(M) dans QF*1(M) en utilisant une
partition de l'unité subordonnée & des cartes. Si (Uj, ;) est un recouvrement par des
cartes, et p; une partition de 'unité subordonnée aux Uj;, on pose

dov = Zd(pj @)= (p) d((¢; ") (ps))

J

Proposition 4.18. La définition ci-dessus définit de maniére cohérente et unique [’opé-
rateur d. Cet opérateur vérifie les propriétés suivantes

(A) d est une application linéaire de QP(M) dans QPTH(M)
(B) dod =0

(C)
daAB) =da B+ (—1)%E@a A dp

(D) Si M, N sont des variétés, pour toute application C*, ¢ : M — N on a d(¢*(«)) =
" (da).

On aurait alternativement pu défiir d comme 1'unique opérateur linéaire qui correspond
a la différentielle sur Q°(M) et vérifie d(a A B) = da A B+ (—1)38@a A dp.

Remarque 2.2. On a vu que dans un espace de dimension 3 muni d’un produit scalaire,
a tout champ de vecteurs X on peut associer la 1-forme ax(v) = (X(z),v) et la 2-forme
Qx(v,w) = det(X(x),v,w). Alors notant 2 la forme volume, on a

dCKX = QVAX,dQX = (V : X)Q

ou VA, V- sont respectivement les opérateurs de rotationnel et de divergence. La pro-
priété (D) de la proposition, fort simple pour les formes différentielles, devient compliquée
pour les opérateurs définis sur les champs de vecteurs, car dy ne préserve en général pas
le produit scalaire. C’est ce qui explique le comportement délicat du rotationnel et de la
divergence par changement de coordonnées.

FEzercice 2.1. Retrouver les formules sur div rot(X), rot grad(f), grad(fg), div(fv), rot(fw)
ou f, g sont des fonctions et v, w des champs de vecteurs en utilisant la propriété (C) de
la proposition 4.17.

Les formes différentielles fournissent un moyen compact de réécrire les équations de
Maxwell. Si £ = (E,, E,, E,) sont les composantes du champ électrique, B = (B,, By, B,)

celles du champ magnétique, on associe au champ électromagnétique la 2-forme F', définie
sur l'espace-temps en coordonnées (x,y, z,t)

1
F =—(E,dx Ndt+ Eydy N dt + E.dz A\ dt) + B,dy A\ dz + Bydz A\ dz + B,dz A dy
c

Les équations de Maxwell dans le vide entrainent que
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dF =0

puisque

OE, OE. 9B,

1
)@AMA&+Z(&——%——at

0B, N 0B, N 0B,
ox oy 0z

1 (0E, 0K, 0B,
dF_E(m,_ax_C&
1 (aEZ i —caBy) dz Ndz A\ dt + (

)dz/\dy/\dt—i—

c\ 0z 0Oz ot

>d$/\dy/\dz

Ce qui se réécrit

ot c

les autres équations de Maxwell peuvent s’écrire sous la forme dxF' = 0 ot x est 'opérateur
qui échange d’une part dx Ady et dz Adt, et d’autre part dz Adz et dy Adt, etc. (opérateur
qui dépend du choix du produit scalaire).

Enfin, si on note A le potentiel vecteur du champ magnétiques, V' le potentiel scalaire
du champ électrique, et ® = A dx + Aydy + A.dz + %th onadd=F.

Nous pouvons maintenant démontrer

Théoréme 4.19 (Formule de Stokes). Soit w une forme différentielle de degré n — 1
définie sur la variété orientée M de dimension n. Alors

/dw:/ w
M oM

Démonstration. Tout d’abord le théoréme est linéaire : si w = 25:1 w, il suffit de démon-
trer le théoréme pour chaque w;. On peut donc, par partition de 'unité et changement
de variable, se ramener au cas ol w est a support compact soit dans R" soit dans H". On
peut toujours ramener le premier cas au second par translation. Nous allons donc nous
limiter au second cas.

La forme w est soit du type f(x1,...,x,)dxs A ... A dz,, soit du type

f(xl, ...,.Tn)dl’l N A dﬂljfl N dijrl VANPYRVAN dxn

Dans le premier cas,

dw = ﬁdazl ANdxo A ...\ Ndx,,
8x1
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et

/ w = f(zlaaxn—l,o)dzldxn:
{0} xRn—1 Rn-1

0 af
/ (/ _(Zfly ..,$n—1,l'n)d$1) diL’Q....dZL’n_ldl‘n = / dw
Rn—1 — 00 8371 Hn

Dans le second cas,

i 9F
8Ij

/ w=20
{0} xRn—1
+oo
/ dw = / (/ ﬁ(:161, ..,xnl,xn)dajl) dzxs....dzx, =
n Rn-1 -0 ax]'

+00 af
S %(,Il,...,ﬂfn)dl'j d[[’l...dl'j_ldl'j_f_l...dl‘n
_xRn— —0o0 J

Comme f est & support compact, f::o %
J

dessus est nulle.

dw = (—1) dey A ... Ndxy—q N dx,

(21, ...,xy)dz; s'annule, et l'intégrale ci-

On a donc vérifié la formule de Stokes dans les deux cas, ce qui termine la démonstra-
tion. O

Remarque 2.3. La régularité demandée & w ou M est souvent trop importante pour les
applications. Il suffit par exemple que M soit réunion finie de variétés a bord.

Ezxercice 2.2. Montrer que si K est I'intérieur du cube de dimension n (i.e. K = [0, 1]" et
0K son bord (i.e. 0K = |J_; " x {0,1} x [0,1]*77~1), 1a formule de Stokes est encore

vérifiée sur K, i.e.
/ w= / dw
oK K

3 Applications de la formule de Stokes

Lorsque n = 2 la formule de Stokes est connue sous le nom de formule de Green-
Riemann. Elle a pour conséquence directe la formule de Cauchy en variable complexe.
On trouvera dans les ouvrages de physique ou de mécanique de nombreuses applications
de la formule de Stokes, en particulier a des calculs d’intégrale, de flux, etc. Nous en
rappelons ici une version physique et donnons ensuite un certain nombre d’applications
moins immeédiates, et plus sophistiquées d'un point de vue mathématique.
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3.1 Formules intégrales

Soit S une surface bordant un domaine V', c’est-a-dire que V' est une sous-variété a
bord de dimension 3 de R? et S = V. Soit v(x) la normale & la surface, et A un champ
de vecteurs défini au voisinage de V. On considére la forme volume canonique €2 sur R? et
on pose 1(z)(u,v) = Q(z)(v(z), u,v). On pose A-dS = (A, v)n (on dS = vdet(v(z),u, v)

est une deux forme & valeurs vectorielles).

Théoréme 4.20 (Formule d’Ostrogradsky).

//S/Y-déz///v(v-/l)dv

Démonstration. On vérifie que pour u,v dans S, (A, v)n(u,v) = Qa(u,v) = det(A, u,v).
Or les deux termes ne dépendent que de la projection de A sur Ry, et coincident pour
A=v.

La formule de Stokes affirme que

/A’-d@:/QA:/dQA:/div(*)Q
S S \% \%4

m
De maniére analogue, si S est une surface de bord 95 =T', on a
Théoréme 4.21 (Formule du gradient).
/V-JZ://(VAV)-JS
r s
Démonstration. En effet, si
/Vafl:/avz/ aV:/dav:/QVAV://(V/\V)-dTS”
r r oS 5 5 s

m

3.2 Application topologique : le théoréme du point fixe de Brou-
wer

Soit

an = (=1 aydey Adwjy Adjiq Ad,
j=1

On a alors da,, = ndxy A dxo A ... Adx,. On en déduit que



Applications de la formule de Stokes 69

/ Oén:/ an:/ dan:n/ dxy A ... Ndz, = nvol(B")
Sn—l aBn n n

Théoréme 4.22 (Brouwer). Soit f une application continue de B™ dans elle-méme. Alors
f posséde au moins un point fixe.

Démonstration. On raisonne par ’absurde et on traite le cas ou f est C'°, laissant I'ex-
tension au cas continu en exercice (cf. exercice (D) ). Construisons d’abord a I’aide de f
une application C* de B™ dans S"~! qui vaille I'identité sur S 1.

La demi-droite {z +t(f(x) —x) | t < 0} rencontre S"~! en un point unique donné par
I'unique solution négative ou nulle t(x) de

|2l + 26z, f(2) — z) + | f(2) —2]* =1

Notons que c’est bien un trinéme qui a deux solutions réelles soit toutes les deux
nulles, soit de signe opposés. En effet le coefficient de ¢? ne s’annule jamais par hypothése
et le discriminant ne s’annule que si

(@, f(2) =) = [f(2) —2[(|]2]* = 1) =0

ce qui n’est possible que si || = 1 et x est orthogonal & f(z) — z, mais alors un dessin
montre immédiatement que f(z) = x. Notons aussi que si || = 1, on a t(z) = 0. De
plus ¢(z) est fonction C* de z (la formule donnant les racines du trindme est C™ en les
coefficients pourvu que le discriminant ne s’annule pas). Soit alors r(z) = z +t(x)(f(x) —

z). On a
nvol(B") :/ ap, :/ o,
Sn—1 Sn—1

car r = Id sur S™ 1. La formule de Stokes donne alors

/ rro, = / r*da, =0
aBn n

car da, est une n-forme volume, mais les vecteurs dr(x)(e;) 1., sont toujours linéai-
rement dépendants, vu qu’ils sont tangents 4 S"~! qui est de dimension n — 1 < n.

Comme vol(B™) # 0 nous arrivons a une contradiction. O
Remarque 3.1. La forme «,, peut aussi s’écrire

() (Ugy ooy 1) = det(z, uq, .oy 1)

ot les u; sont dans 7,571

(z,u) € TS" ' = {(z,u) € R* x R" | |z| =1, (x,u) = 0}
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La méme démonstration montre que si M est une variété a bord orientable

Proposition 4.23. [l n’existe pas d’application continue de M dans OM dont la restric-
tion au bord soit l’identité.

Démonstration. Soit V une variété orientable fermée, alors il existe une forme w d’intégrale
1 sur V. En effet, si ¢ est une carte en un point, et ¢ = p(x, ..., ¢, ) une fonction a support
dans un voisinage de zéro et d’intégrale 1, alors w = (¢~ !)*o est d’intégrale 1.

Soit w une telle n — 1-forme sur OM, et r : M — OM D'application en question. Nous

avons
1:/ w:/ T*w:/ dr*w:/ r*(dw)
oM oM M M

Mais dw est une n-forme sur M qui est de dimension n — 1. Elle est donc nulle et il en
est de méme pour r*(dw). Comme vol(OM) est non nul, nous obtenons une contradiction.

]

4 Exercices

(A) On considére un espace euclidien de dimension 7 dont on note (, ) le produit scalaire,
et (eq, ..., e,) une base orthonormée. On identifie A”(E*) a R par I'isomorphisme qui
envoie e] Aej A ... Aey; sur 1.

(a) Il existe un unique produit scalaire sur A?(E*) pour lequel la base €] A ... A e}
D
est orthonormée.

(b) Montrer qu’il existe un unique opérateur x : A" P(E*) — AP(E*) tel que

(a,xB) =a N f

quels que soient v € AP(E*), f € A" P(E*)
(c) Montrer que x> = (—1)P(n=p)
(d) Montrer que si F' est le tenseur électromagnétique de l'exercice 2.1, on a
dxF) =0
(B) Montrer en utilisant une partition de I'unité que M* est orientable si et seulement si
il existe une k-forme w sur M* ne s’annulant jamais. On pourra construire la forme

localement en utilisant une partition de 1'unité. Montrer que dans ce cas |[ yw >0
et donc que w n’est pas exacte.

(C) Montrer en appliquant la formule de Stokes les formules suivantes (dont on précisera
les hypothéses)

Théoréme du rotationnel :

///Vrot(X)dvz//S)?Adfs*
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Théoréme du gradient :

///Vgrad(f)dv://sfdé

(D) Soit f une application continue de B™ dans elle-méme supposée sans point fixe.

(a)

(b)

Montrer que quel que soit € strictement positif, on peut trouver g telle que g
soit C et que |g — f|co < e. Montrer que pour € assez petit, I’application

1 9(x)
he(x) =
(1 +2¢) p(lg(2)])
est C* et envoie B™ dans lui-méme, ot p: R — R est telle que

iLpt)y=tpour l —e<t<1+¢
ii. p(t) > 1—2¢ pour tout t € R

Montrer que toute application continue de B™ dans elle-méme posséde au moins
un point fixe.

(E) Soit I'équation différentielle définie pour x € R par

ol

B(t) + f(a(t), 2(2))2(t) + 2(t) = e(t)

— e est C™ périodique de période T et il existe un réel F tel que |e(t)] < E —1,
~ f(z,v) est C*, constante et égale a f > 0 pour |z|* + |y|? suffisament grand.

(a)
(b)

()

()

(f)

Ramener I’équation a un systéme du premier ordre dans le plan . Que dire du
temps de vie des solutions ?

Montrer que pour R assez grand et |u| < 1, toute solution partant d’un point
d’'un cercle C'(ug, R) centré en (u,0) de rayon R, tel que |y| > E/f rentre dans
le disque D(u, R) bordé par C(u, R).

Pour R assez grand, montrer que la solution de condition initiale (R, E/f)
traverse la droite y = —E/ f pour ¢ > 0. On note ¢, le premier instant ou cette
droite est atteinte, et T'g(R) la courbe ¢'(R, E/f) pour t dans [0, to).

On admettra de méme qu'il existe un arc de trajectoire I'y(R) arrivant en
(—=R,—E/f) partiede y = E/ f

Montrer que si (R, E/f), (x+(R), E/[) sont les extrémités de I'g on a |z (R) —
R| < O(1/R). On admettra de maniére analogue que |z_(R) + R| < O(1/R).

Pour les questions suivantes, on pourra admettre la version suivante du théo-
réme de Schonflies : toute courbe fermée du plan (sans point doubles) sépare
le plan en deux ouverts dont la composante bornée est un ouvert difféomorphe
au disque.

En utilisant des arcs de cercles et les courbes définies aux questions précédentes,
construire une courbe fermée telle que tout point intérieur a cette courbe reste
a 'intérieur de la courbe.

En déduire I'existence d’au moins une solution périodique de période T'.
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Chapitre 5

Introduction a la Topologie et a la
Géométrie différentielle, Calcul de Lie.

1 Lemme de Poincaré, théorie du degré

1.1 Lemme de Poincaré

Il s’agit de I’énoncé suivant, qui joue un réle crucial pour lier topologie et formes
différentielles. On rappelle que le support d’'une forme différentielle est la fermeture de
I'ensemble {z € M | w(x) # 0}.

Proposition 5.1 (Lemme de Poincare). Soit w une forme de degré n sur R"™. Alors w est
exacte. Si de plus w est a support dans |0,1[", alors w est la différentielle d’une forme a
support dans |0, 1[" si et seulement si [5, w = 0.

Démonstration. Commengons par le cas sans support : si w = f(x)dx; A ... Adz, on pose
g(x1, .y Tp) = foxl f(t,xg, ..., x,)dt d’ou 88—;’1(551,---,%) = f(x1,...,2,). On en déduit que
w=d(g(z1,...,xn)dza A ... N dxy,).

Passons maintenant au cas a support dans |0, 1[". La nécessité de la condition est
évidente d’apreés la formule de Stokes : si B est une boule contenant [0, 1]", et w = dp
avec @ a support dans |0, 1[", on aura

Joom o= o=
B B oB

Supposons maintenant que w est d’intégrale nulle, et démontrons le résultat par récur-
rence sur n. Pour n = 1 le résultat est évident : w = f(x)dx avec f a support dans |0, 1]
et d’'intégrale nulle, et h(z) = foz f(t)dt est a support dans |0, 1] et répond a la question.

73
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Dans le cas général, w = f(xy,...,z,)dx; A ... A dx, avec f & support dans |0, 1[" et
d’intégrale nulle. On cherche

o = fi(x, ..., xn)des Ao ANdxy, + fo(xy, ..., zp)dey ANdxg A L. A dx, +
+fi(x1, T, oy Tp)dzy Adxg Al A d/x\] ANdxy, + fo(x,.yxn)dey Ao A dx,
ot les f; sont a support dans |0, 1[*. Notons que dy = w se traduit par

af;
/= Z 6%

Soit g(1, ..oy Tp_1) = fol f(z1, ..., x,_1,t)dt. on vérifie que g est & support dans |0, 1["~

et d’intégrale nulle. on en déduit par hypothéese de récurrence que g = Z? 11 gﬁ ol les

g; sont a support dans |0,1[""!. Soit p € C*(R) une fonction & support dans ]0 1] et
d’intégrale un. Posons f;(z1, ,xn) = gj(x1, ..., Tp1)p(xn) €t

8 n—1 a )
J j=1 J

Enfin on pose
fn(ajl,...,xn) :/ h(ml,...,xn_l,t)dt
0
Comme h est a support dans |0, 1[", et

1 1 1 n ] n—1 '
/ h(ml,...,xn_l,t)dt:/ f(z1, .y xp_q, t)dt — (/ p(t)dt) 99; =g-— 99; =0
0 0 0 - al'j - ZEJ

Jj=1

fn est a support dans ]0, 1[" et

on a

-1
_ f af; 3fn

/= Z Ox; Th= Z « Ox; 8xn

avec les f; a support dans |0, 1[ . ]

Remarque 1.1. Le résultat est encore vrai pour des formes de degré quelconque, et aussi
pour des formes & support non-compact (il n’y a plus de condition d’intégrale nulle). Pour
le cas général a support non-compact, on référe a la section 2 de ce chapitre, proposition
6.12

Nous pouvons alors démontrer

Proposition 5.2. Soit M une variété connexe, de dimension n, sans bord et orientée.
Alors une forme w a support compacte de degré n est la différentielle d’une forme a support
compact si et seulement si
/ w=20
M
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Démonstration. La nécessité résulte de la formule de Stokes (théoréme 4.19, chapitre 4)
appliquée & un compact contenant le support (on admet qu'’il existe des ouverts a bord
contenant tout compact!).

Par compacité du support de w, celui-ci se recouvre par un nombre fini de domaines
diffeomorphes a |0, 1[". La suffisance se démontre par récurrence sur le nombre de domaines
diffeomorphes a ]0, 1[™ nécessaires pour recouvrir le support de w.

Si le support de w se recouvre par un seul tel domaine et si ¢ est le difféomorphisme
entre U et |0, 1[", on se raméne au lemme de Poincaré en considérant p*w.

Soient Uy U... U U, un recouvrement du support de w par des ouverts difféomorphes a
10, 1[". Un argument de compacité donne 'existence d’un tel recouvrement fini, et on sup-
pose la proposition démontrée pour ¢ — 1. Une partition de I'unité permet de décomposer
w en somme de formes w; a support dans U;. Alors il existe k # ¢ tel que U, N Uy # 0
sinon M ne serait pas connexe. Quitte & permuter les indices on peut supposer k = ¢q— 1.
On prend alors ¢ & support dans U, N U,_; d’intégrale égale & qu w, et on écrit

w=w; +ws+ ... +(wy—1+0)+ (wg — 0)

Puisque w, — o est d’intégrale nulle et a support dans U, elle s’écrit dyu, d’apres le
lemme de Poincaré. Maintenant

w—dpg=w +we+ ... + (wy—1 + 0)

a méme intégrale que w et son support est contenu dans U; U...UU,_;. Par hypothése de
récurrence, c¢’est une forme exacte. Donc w est exacte. ]

Corollaire 5.3. Soit M une variété compacte, orientée. Une forme de degré n sur M est
exacte si et seulement si fM w = 0.

1.2 Théorie du degré, applications

Soient M, N deux variétés compactes de dimension n orientées, N étant connexe et f
une application de M dans N. Alors si w est une forme de degré n sur N d’intégrale 1,
on associe a toute application f de M dans N le nombre

dea() = [ f

Proposition 5.4. Le nombre deg(f) ne dépend pas du choix de w. Si f; est une famille
continue d’applications différentiables, deg(fo) = deg(f1)

Démonstration. D’aprés la proposition 5.2, deux formes wq,ws de degré n ayant méme
intégrale différent par une forme exacte. Si w; — ws = da, on aura

o frafoe [ o
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On va démontrer le deuxiéme énoncé avec ’hypothése supplémentaire que F(t,z) =
fe(z) est C*, le cas général s’y raméne par approximation. Puisque 0([0,1] x M) =
{0} x M — {1} x M (ou le signe — signifie que I'on prend Iorientation opposée a celle de
M), on aura d’apreés la formule de Stokes (théoréeme 4.19, chapitre 4)

/fl*w—/ f{;w:/ F*w:/ d(F*w):/ F*(dw) =0
M M 8([0,1]x M) 0,1]x M [0,1]x M

puisque la forme w est fermée. Le cas o t — f;(z) est seulement continue est laissé en
exercice. O

Soit z un réel non nul, on définit signe(x) comme égal & +1 et de méme signe que x.

Proposition 5.5. Soit f : M — N wune application C'* entre deux variétés orientées.
Le nombre deg(f) se calcule comme suit. Soit y € N tel que pour tout x € f~(y) on ait

det(df (z)) # 0. Alors
deg(f) = > signe(det(df(x)))

zef~(y)

En particulier ce nombre ne dépend pas du choiz de y.

Démonstration. Notons d’abord que si det(df(z)) dépend du choix d’'une base de T, M
et T, N, son signe n’en dépend pas pourvu que ces bases soient choisies positivement
orientées (ce qui est ici sous-entendu). Soit U un voisinage de y identifié par une carte
respectant l’orientation, ¢, & un voisinage V' de 0 dans R™ et considérons une forme
p = p(z)dxi A...\dx, concentrée en 0 d’intégrale 1. Soit v, = ¢*(p) 'image de cette forme
par une carte. Alors f*ay, est a support dans f~'(U). Par le théoréeme d’inversion locale
f1(U) sera une réunion disjointe d’ouverts difféomorphes a U, notés U;. On trouvera un
U; pour chaque élément z; € f'(y) correspond un U; Sur chacun de ces ouverts Uj, po f
est un difféomorphisme et donc

/U P = Z /U | P = Z /f o) w=Y < /V w) signe(det df(x)) = Zsigne(det df(x))

J

]

Le théoréme de Sard, affirme que I’ensemble des points y vérifiant les hypothéses du
lemme forment un ouvert dense (attention, on peut avoir det(df(z)) = 0 pour tout z,
dans ce cas le lemme de Sard affirme que le complémentaire de I'image de f est un ouvert
dense).

Exemple 1.1. Examinons le cas n = 1. Soit ¢ : S' — S* € R? une application C*°. On

considére le nombre .
— det(c(t), ¢(t))dt
27T S1
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Ce nombre est égal a deg(c), car la forme différentielle sur S' donnée par

1
aj(x)h = gy det(z, h)

est une 1-forme sur S* dont I'intégrale vaut 1, et
/ car = [ det(e(t), é(t))dt
S1 2 g1
Les propositions 5.4 et 5.5 permettent de conclure.

Théoréme 5.6 (Théoréme de la sphére chevelue). Tout champ de vecteurs tangent a la
sphere S*" posséde au moins un zéro.

Démonstration. Supposons que v soit un champ de vecteurs C'* sans zéro. Alors en suivant
a partir de x un grand cercle donné par v(z) (i.e. contenu dans le plan engendré par x
et v(x)), dans la direction de v(x), on obtient une famille C*° d’applications joignant
'identité a l'application antipodale ¢ :  — —z. On en déduit que deg(/d) = deg(¢). Or
deg(Id) =1 et si a, est la forme citée plus haut on a p*o = —« donc

deg(p) = / © ag, = —/ gy = — deg(Id) = —1
S2n g2n

et nous obtenons une contradiction. L’argument d’approximation habituel permet de trai-
ter le cas C°. n

Remarques 1.1.  (A) Soit p 'application de R dans S' donnée par p(x) = (cos(z), sin(z)).
Alors p*(a) = dz puisque

aq(p(z))dp(x) = det((cos(z), sin(z)), (— sin(z), cos(z))dxr = dx

On en déduit que si ¢(t) = p(y(t)) ot v : R — R est 27 périodique, on a

[ ea=[Tooian= [ rwray= [ v =en -0

L’existence de vy est donnée par le théoréme de relévement de exercice (E) du
chapitre ??. Dans notre cas la définition du degré coincide avec celle donnée en
I'exercice (F) du chapitre ?7?.

(B) Lorsque X est une application de M dans R™ \ {0} on définit l'indice de X par
rapport a 0 et on note ind(X,0) le nombre deg(%). Notons N : R"\ {0} —
S™=1 Papplication donnéee par N(x) = \%I’ et B, = #(BR)N*O%. Alors 'indice de

I’application X est donné par

ind(X,0) = / X8,
M
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1.3 Indice d’un champ de vecteurs en un zéro isolé

Soit X un champ de vecteurs tangent & une sous-variété M.

On suppose les zéros de X isolés. Soit z un tel zéro. On considére une carte ¢ en z et
le champ de vecteurs Y = ¢, (X) défini au voisinage de 0 dans R™ et ayant un zéro isolé
a lorigine. Soit alors S(e) une sphére de rayon e centrée en 0. On suppose € assez petit
pour que p,(X) n’ait pas de zéro dans la boule de rayon ¢ et on considére I’application
Y : S(e) — R™\ {0}, et on note son degré deg(¢.(X),e) (avec 'abus de langage de la
derniére remarque).

Proposition 5.7. Pour ¢ assez petit, le nombre deg(p.(X), ) ne dépend ni de ¢ ni de
e. On le note ind(X, 2).

Démonstration. Tout d’abord l'indépendance de € (& ¢ fixé ) est claire car on doit com-
parer | 56) Y*f, et |. (") Y™*(, mais la différence est donnée par

/ Y* B, = / dY*6, =0
A(B(e)\B(e")) B(e)\B(¢")

. Mais en utilisant le (D) de la proposition 4.17, dY*3, = Y*df, = 0.

Maintentant si U est un domaine de bord QU contenant 0, le méme argument montre
que pour ¢ assez petit (il faut que B(e) C U)

/ Y*B, = / Y*4,
oU S(e)

Maintenant si ¢, 1) sont deux cartes, on doit comparer | () Y, B et | () Y, Bn. Mais
Yy = (o 1).Y, et on donc

/ Y26, = / (b0 )Y, = / Y6, = / Y26,
S(e) S(e) (op—1)S(e) S(e)

la derniére égalité résulte de ce que (o ~1)S(g) est le bord de (o ™)B(e) qui contient
I'origine. O

2 Théorémes de Gauss-Bonnet et Poincaré-Hopf

Soit M une surface compacte orientée sans bord de R? et considérons en chaque point
v(z) la normale unitaire !. L’application v envoie M sur la sphére S2. Nous allons compter

1. le choix de la normale est déterminé par l'orientation : si (u,v) est une base positivement orientée
de T, M, on choisit v(z) tel que det(v(x),u,v) > 0.
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de deux maniéres différentes le degré de cette application. On note as la forme volume
sur S* définie plus haut. Notons que [¢, az = 4m. On note o) la deux forme définie sur
M par oy (z)(u,v) = det(v(x),u,v) ou det est le déterminant dans la base canonique de
R3.
Définition 5.8. On appele courbure de Gauss de la surface M, la fonction K définie sur
M par

viag = K(x)oy
Remarque 2.1. Le lecteur qui a vu d’autres définitions de la courbure pourra montrer
qu’elles sont équivalentes a celle donnée ci-dessus. On dit qu’un point d’une surface est
elliptique si K (x) est strictement positif, hyperbolique si K (z) est négatif et parabolique
si K(z) = 0. La trichotomie elliptique/hyperbolique/parabolique est omniprésente en
mathématiques, de la géométrie a ’algébre en passant par les équations aux dérivées
partielles. Nous n’avons malheureusement pas la place de développer cette notion ici, mais
les réponses données par un moteur de recherche appliqué a « elliptique, hyperbolique,
parabolique » vous en donneront une idée.

L’application v : M — S? donnée par x — v(z) induit une application F, : TM —
T'S? donnée par

F,:TM — T5?
(z,h) — (v(z),h)

Si on note pyy, pa les projections de TM sur M et de T'S? sur S? respectivement 2, on
p2oF, =vopy
Soit alors T, la 1-forme définie sur le tangent unitaire a la sphére de dimension 2

Us = {(z,h) € R® x R® | || = 1, |h| = 1, (, h) = 0} C T'S?

par la formule

Ty(x, h)(u,v) = det(x, h,v)

On vérifie sans peine que Uy est une sous-variété de dimension 3 de R® (car donné par
trois équations aux différentielles indépendantes) et que

TmUs = {(u,v) € R® x R® | (z,u) = 0, (h,v) = 0, (x,v) + (h,u) = 0}

qui posséde une base donnée par

(x ANh,x ANh),(h,—x),(0,x A h)

2. ie. py(z,h) =z
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FIGURE 5.1 — L’application de Gauss

FIGURE 5.2 — L’application F), envoyant (z, h) sur (v(z), h)
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(ot A représente ici le produit vectoriel). Le lemme suivant nous dit que si ay n’est pas
exacte d’aprés la formule de Stokes (son intégrale vaut 47), son relevé a Us, pias est
exacte.

Lemme 5.9.
—dTy = P;OQ

Démonstration. 11 s’agit d’un calcul élémentaire. Par définition d75 est ’antisymétrisée
de DT5. Donc

dTy(z, h)(uy, v1)(ug, ve) = det(uq, h, v9) — det(ug, h, v1) + det(x, vy, v7)

ott (u1,v1), (ug,ve) sont dans T, p)Up.

On prétend que sur Uy cette somme coincide avec — det(z, uy, ug). Il suffit de vérifier
I’égalité sur les éléments d’'une base. Or si uy = x A h,v; =x Ah et us = 0,3 = x A h,
tous les termes sont nuls, et il en est de méme si si u; = h,v1 = —x et us = 0,v9 = —x.
Enfin, si uy = x A h,vy = x A h et ug = h,vy = —x, seul le premier terme est non nul et
vaut det(z A h, h, —z) = —det(z,z A h,h) = —det(x, uy, ug).

O

Soit alors X un champ de vecteurs sur M, et p une fonction C* sur R a valeurs dans

R* telle que p(t) =t pour t > 4. On pose Y (z) = %. Alors Y est de norme 1 hors

d’un voisinage Q. de ’ensemble des zéros de X (qui coincident avec ceux de V).

On choisit dans la suite pour (). une réunion de petits disques autour des zéros de
X, supposés isolés®. Hors de ce voisinage, I'application Y envoie M dans U, et vérifie
py oY =1Id.

On a d’apres le lemme précédent et la propriété ps o F,, = v o py,; I'égalité
Pu(Kon) = pyvias = Fypyos = F(dTy) = d(F(T2))
Donc on a en utilisant pp; oY = Idy,

K(z)o = / Ypyvtas = / Y pioe = / Y*FdT, = / d(Y*F)Ty)
M\Q. M\Q. M\Q. M\Q. M\Q.

d’apreés le Lemme 5.9

On peut alors appliquer la formule de Stokes, ce qui nous donne

3. Par « petit disque » on entend I'image d’un petit disque par une carte. Les disques sont supposés
assez petits pour ne pas s’intersecter.
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- / Y*E*T,
20
Maintenant, FTy(u,v) = det(v(x), h,v) et donc

Y*ET5(€) = det(v(x), Y (x),dY (x))

Or, si p,. est la projection de I'orthogonal de v(z) a celui de v(z) on a

|p$,z(w> - w|C1 < 5|w|

si |z — z| est assez petit. On en déduit que si V(x) = |Zm§§3|

|V—Y’01 <e

et donc

det(v(z),Y (z),dY (2)€) — det(v(2), V(z),dV (z)§)
tend vers 0 avec |z — z|.

On doit donc calculer pour chacun des lacets ¢(t) constituant le bord de €. la quantité

/g1 det(V(Z), V(C(t))7 dV(C(t))C'(t»dt

or det(v(z), V(c(t)),dV (c(t))é(t)) = det(V(e(t)), dV (c(t))é(t)) on le déterminant est celui
dans 7T, S. Comme

/51 det(V (c(t)), dV (c(t))é(t) = ind (X, 2)
on en déduit

Lemme 5.10. Si c(t) est un chemin positivement orienté autour d’un unique zéro z de
X, alors

/S det(v(e(t), ¥ (c(t)), dY (c(®)é(t))dt = 2mind(X, 2) + O(e)

De ce qui précede on déduit, faisant tendre £ vers 0

Théoréme 5.11 (Gauss-Bonnet-Poincaré-Hopf).

L K(x)o = Z ind(X, 2)

27 S X(2)=0
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On notera que
-le terme de gauche ne dépend pas du choix d'un champ de vecteurs

-le terme de droite ne dépend pas de la maniére dont la surface est plongée dans
R3, puisque l'indice d’un champ de vecteurs en un zéro n’en dépend pas. Si ¢ est une
difféomorphisme entre deux surfaces My, M, il envoie les zéros de X sur M; sur ceux de
p«X sur Ms, et on aura

Z ind(X, z;) = Z ind((¢«X), 22)

X(z1)=0 (5 X)(22)=0

Il en résulte, les deux termes étant égaux, que ceux ci ne dépendent ni du plongement
ni du champ de vecteurs. Leur valeur commune ne dépend que de la surface. Si deux
surfaces sont difféomorphes ce terme est invariant. Le terme de droite étant clairement
entier, il en résulte que l'intégrale de la courbure est un multiple entier de 27. Ce résultat
est remarquable, dans la mesure ou la courbure elle-méme n’est bien entendu pas un
entier, et peut prendre, localement, des valeurs quelconques.

La valeur commune de ces termes est appelée caractéristique d’Euler, et notée x(S5).
Elle vaut 2 pour la sphére (calculer la somme des indices du champ de vecteurs « Nord-
Sud ») , 0 pour un tore (trouver un champ de vecteurs sans zéro sur le tore), et 2—2g pour
une surface « a g trous ». On démontre, et on 'admettra ici, que toute surface orientable
est difféeomorphe & une et une seule surface & ¢ trous. En d’autres termes le genre ou la
caractéristique d’Euler permettent de classifier les surfaces a difféomorphisme prés.

Nous répétons ce théoréme en deux versions séparées :
Proposition 5.12 (Théoréme de Gauss-Bonnet). La quantité
~ [ K@) =x(u)
JR— TrT)o =
27 X

est un nombre entier pair appelé caractéristique d’Fuler de M.

Le théoréme de Gauss-Bonnet affirme que le nombre x (M) ne dépend que de la « to-
pologie » de M. Par exemple une sphére « cabossée » aura méme valeur de x(M) qu'une
sphére ronde.

Proposition 5.13 (Théoréme de Poincaré-Hopf). Si les zéros de X sont isolés
S ind(X,2) = x(M)
z| X (2)=0

FElle est égale a x(M), qui ne dépend donc d’aucun choix. C’est un invariant ne dépendant
que de la surface M a difféomorphisme pres.

Corollaire 5.14. Une surface ayant un champ de vecteurs sans zéro a une caractéristique
d’Euler nulle. En particulier, la seule surface orientable ayant un champ de vecteurs sans
zéro est la surface de genre 0, le tore.
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Remarque 2.2. Le cas du flot irrationnel sur le tore, donné en coordonnées (o, 3) € S* x S*
par p'(, 8) = (a+1t, 8+ 1t0) ou 0 est irrationnel, et dont les trajectoires sont des courbes
s’enroulant sans jamais se refermer sur le tore, montre que non seulement il existe sur le
tore un champ de vecteurs sans zéro, mais qu’il en existe méme sans orbites périodiques :
I’analogue du théoréme de Poincaré-Bendixson n’est pas valable sur le tore.

Enfin la proposition suivante donne une autre méthode pour calculer la caractéristique
d’Euler.

Proposition 5.15. Soit v un vecteur unitaire de R® et H, la restriction a M de la fonction
2 —< v,z >. On suppose que les points critiques de H, sont non-dégénérés, c’est a dire
qu’en un tel point z, la forme quadratique d*H,(z) restreinte a T,M est non dégénérée.
Alors x(M) est égal au nombre de mazima et de minima de H, moins le nombre des
autres points critiques.

Démonstration. 1l y a deux démonstrations possibles et il est intéressant de les mentionner
toutes les deux. D’une part le théoréme de Poincaré-Hopf appliqué au gradient de H,
permet de démontrer immédiatement le résultat. L’autre démonstration que nous donnons
ici fait le lien direct avec la courbure de Gauss.

En effet, deg(v) est aussi égal au nombre de préimages de v comptées avec multiplicité.
Or v(p) = +v si et seulement si p est un point critique de H, puisque cette derniére
condition s’écrit, par le théoréme des extrema liés, T,M C ker(H,) soit v(p) = Av.

Au voisinage d’un tel point, p = (x,y, z), la surface est un graphe au dessus de z soit
z = f(x,y), et le plan tangent est donné par

0 0
TpM = T(:v,y,z)M = {<U7U7w) ’ w = u%f(x, y) + Ua_yf(xay)}

d’ou v(z,y, z) est proportionnel a

n(x,y,z) = (%f(xay)7 %f(x7y)7 _1)

2 Fa,y) %f(w,y) 0

dn(z,y, 2)(u,v,w) = ( po
Puisque v(z,y, 2) = Az, y, z)n(z,y, z) avec A\(x,y,2) >0 on a

dv(z,y, z) = d\(z,y, 2)n(z,y, 2) + Mz, y, 2)dn(z,y, 2)

et donc la projection de dv(z,y, z) sur 'espace tangent a la sphére (qui est orthogonal
an(x,y,z)) est égal a la projection de A(z,y, z)dn(x,y, z) sur cet espace. Dans notre cas,
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cette projection est donnée par la matrice

<88—;2f(:v,y) %f(%@)

2 flryy) 25 f(ay)

On a donc que le signe de det(dv(z,y, z)) est égal a celui de

det(d” f(z,y))

On en déduit que det(dv(x,y, z)) est positif si la forme quadratique d? f(x,y) est définie,
c’est-a-dire si (z,y) est un maximum ou un minimum local de H, et négatif sinon. On a
pour conclure

deg(v)= Y signedet(dv(p)) =

p | v(p)=+tv

Z signe det(dn(p)) = Z signe det(d*f(x,y))

p|v(p)=+v p=(x,y,2) | v(p)==v

]

Remarques 2.1. (A) La véritable portée du théoréme de Gauss-Bonnet, s’obtient lors-

qu’on calcule U'intégrale de K (z) sur un domaine de M bordé par une courbe. On
montre que pour un domaine bordé par un triangle géodésique, la somme des angles
du triangle différe de 7 par I'intégrale de K (x) sur 'intérieur du triangle (cf. exer-
cice). C’est le théoréme originellement démontré par Gauss, qui remarqua que pour
la sphére de rayon 1, K(x) = 1 et donc la somme des angles d’un triangle différe
de 7 par l'aire du triangle. Il existe donc des géométries telles que la somme des
angles d’un triangle ne vaut pas 7, et se demanda en précurseur de ’astrophysique
moderne, si la géométrie naturelle (i.e. celle pour laquelle les géodésiques sont des
rayons lumineux) ne serait pas de ce type, plutdt qu’euclidienne. Le théoréme que
nous avons énoncé se déduit facilement de la version que nous citons en découpant
la surface en triangles. On montre que la somme du nombre de triangles moins le
nombre d’arétes plus le nombre de sommets vaut encore y(M), quel que soit le
découpage de M en triangles. Ces idées sont a la base de la topologie algébrique
moderne et de nombreuses autres théories reliant des propriétés géométriques a des
propriétés topologiques (i.e. invariantes par bijection continue) de ces objets.

La topologie différentielle est ’étude des propriétés topologiques des variétés diffé-
rentiable. Elle fut initiée par Riemann, puis par Poincaré. L’utilisation de formes
différentielles et la définition des groupes de cohomologie, autrefois appelés groupes
de Betti est due & ces mémes auteurs, mais sans utiliser la notion de formes dif-
férentielles. L’idée que la topologie de la variété puisse s’étudier en considérant les
propriétés des formes différentielles est habituellement attribuée a Elie Cartan et
Georges deRham, mais il semble que Vito Volterra ait joué un role de précurseur.
Enfin 'analogue de la forme différentielle 75 sur I'espace des vecteurs tangents uni-
taires d’une variété orientable quelconque s’appelle la classe de Thom. Elle a été
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découverte par Thom en 1952 dans sa thése. L’existence d’une telle classe vérifiant
dT = p*« (ici « est une forme fermée définie sur M, qui n’est plus liée a la courbure
de Gauss) a de nombreuses conséquences.

exercices

Topologie et géométrie différentielle

Soit M, N deux variétés orientables de méme dimension mais non compactes. Mon-
trer que 'on peut construire une théorie du degré pour les applications propres de
M dans N.

Soit M est une variété compacte orientable et P une variété compacte orientable de
bord M. Montrer que si 'application f: M — N s’étend a P, alors deg(f) = 0.

Montrer qu'une application qui renverse ’orientation ne peut étre homotope a l'iden-
tité.
Montrer que si fy et f; sont deux applications homotopes de M dans N (de dimen-

sions respectives, m et n), il existe une application linéaire K : Q*(M) — Q*(M)
telle que f(a) — fi(a) = dK(a) + Kda.

(a) Commencer par le cas j; : M — M x [0, 1] donnée par j,(x) = (z,t). On note
X le champ de vecteurs sur M x R donné par % de flot p°(z,t) = (z,t+s), et,
utilisant le fait que j; = ¢’ o jy on utlise la formule de Lie-Cartan (proposition
6.11)

/0 (") (dix + ixda)ds = d / (") (ixa)ds + / (") (ix (da))ds

On pose alors Ka = fol(gos)*(ix(a))ds
(b) Traiter le cas général

c¢) En déduire que si a est fermée, f{(a) — fi(a) est exacte, et en particulier son
1 0
intégrale sur toute sous-variété est nulle.

Montrer que pour une surface dans R3, il existe toujours un point ou K (x) > 0. Plus
précisément montrer que si S est contenue dans une sphére de rayon R, il existe un
point ot la courbure vérifie K (z) > 1/R. Indication : On pourra chercher le point &
distance maximale de 1’origine.

La formule de Gauss-Bonnet n’est donc pas la seule contrainte que doit satisfaire
une fonction K (z) pour étre la courbure de Gauss d’un plongement de S dans R?.

Montrer que si une variété est de dimension impaire, x (M) = 0. On pourra montrer
que ind(—X, z) = —ind(X, z) et appliquer la formule de Poincaré-Hopf.
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(G) On considére une courbe 7(t) tracée sur R de classe C*°. On peut reparamétrer
la courbe afin que 4(t) soit de norme un. On appelle alors courbure de la courbe,
la quantité |5(¢)|. Si la courbe est tracée sur la surface S, la projection de #(t) sur
I'espace tangent a S en 7(t) est orthogonal a 4(¢). On appelle courbure géodésique
la coordonnée de 7(t) le long du vecteur v A ¥(t) contenu dans T,.S et orthogonal
direct de (). On la note k,4(t).

(a) Montrer que

k(1) = det(v(v(t)), 7(t),5(t))

(b) (Gauss-Bonnet, cas a bord)

i.

il.

iii.

Reprendre la démonstration de Gauss-Bonnet pour montrer que si 7y est
un courbe fermée telle que (0) = (1), 7(0) = (1), bordant un domaine
U contenu dans S on a

1 1
— | K(z)o= / kq(t)dt + x(U)

21 Jy 0

ot x(U) est la somme des indices des zéros contenus dans U d’un champ

de vecteurs tangent & S et a OU (i.e. on pourra supposer X (v(t)) = (t)).
Montrer que si v posséde des coins, i.e. est C'™ par morceaux, et sa dérivée
ayant des discontinuités en 7 € {ty,...,1x} avec o, = angle(lim;_,,+ §(t) —
lim, .~ (1)) *

S K(;p)g:/o kg(t)dt+zaj+X(U)

2T U

ou on note a; = ;.

En déduire que pour un triangle 7" dont les cotés ont une courbure géodé-
sique nulle, et dont les angles sont 61,05, 03, on a

7T—(91+92—|-93):/TK($)0'

(H) (Géodésiques) Soit v une courbe tracée sur une surface S. On suppose (¢) de norme
un, et on note ky(t)b(t) la projection de %(t) sur l'orthogonal au vecteur tangent a
la courbe dans le plan tangent a S.

On appelle énergie de v la quantité

E(y) = / 5(0)[dt

Montrer que si X est un champ de vecteurs tangent a S et s’annulant en v(0) et
(1), et de flot ¢,

T | @R = [ b, X o)

En déduire que si y minimise E(y) parmi les courbes & extrémités fixées, on a k; = 0.

4. les dérivées a droite et a gauche étant supposées non nulles.
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(a) Montrer que si v est un vecteur unitaire tangent a S en z, ’équation
3(0) = v, 7(t) € S,5(t) € TywyS*

posséde une solution définie sur [0, ¢], avec ¢ indépendant de v.

(b) Montrer que I'application qui a v associe y(t) définie pour |t| < e et notée
exp(tv) est telle que Dexp(0) = Id. En déduire que si x,y sont deux points
suffisamment proches, on a une unique courbe () reliant  a y et de longueur
minimale (parmi toutes les courbes reliant x a y).

(Teorema Egregium de Gauss) On appelle métrique Riemannienne sur une sous-
variété M la donnée en chaque point de T, M d’une forme quadratique dont les
coefficients varient de maniére C*° avec x. La norme euclidienne sur R? induit sur
toute surface une métrique Riemannienne. Déduire des deux exercices précédents
que K(z) ne dépend que de la métrique induite par R? et non du plongement.
En d’autres termes, s’il existe un difféomorphisme ¢ entre deux surfaces plongées,
S1, So,préservant la métrique, c’est-a-dire tel que

(ha, h1) = (dp(z)ha, dp(z)h)

Alors Ks(p(z)) = Ki(x).

Montrer qu’il n’existe pas de plongement dune surface compacte dans R? de cour-
bure partout nulle. On montrera d’abord que si x est un point de la surface de
distance maximale & 0, on a K (z) > 0.



Chapitre 6

Calcul différentiel de Lie

1 Les champs de vecteurs vus comme dérivations

Soit D : C*°(M) — C*°(M) un opérateur linéaire, c’est-a-dire tel que D(Af + pg) =
AD(f)+ uD(g) pour f,g € C°(M) et A\, u € R.
Définition 6.1. L’opérateur D est une dérivation si et seulement si D(f-g) = D(f)-g+
F-D(g).
Remarque 1.1. (A) La définition entraine que D(1) =0 car 1 = 1-1 et donc D(1) =
1-D(1)+D(1)-1=2-D(1) et donc D(1) = 0. On en déduit par linéarité que D
s’annule sur les fonctions constantes.

(B) Si ¢ : M — N est un diffeomorphisme, et D une dérivation sur M, ¢, D(f) =
D(f op)oe! est une dérivation sur N.

FExemple 1.1. Si X est un champ de vecteurs sur M, l'opérateur Ly : f — X - f donné
par X - f(x) = Df(x)X(x) est une dérivation, notée Dx.

Proposition 6.2. Toute dérivation est de la forme Dx pour un champ de vecteurs X sur
M.

Démonstration. Par partition de I'unité subordonnée a un recouvrement par des cartes,
si D est une dérivation, D = > p;D et p;D = D; est une dérivation. En effet, D;(f-g) =
piD(f-g)=p;D(f) -9+ fpiD(g) = fD;(g) + gD;(f). Il sutlit donc de montrer que D;
est donné par un champ de vecteurs X;. Or on a le

Lemme 6.3 (Hadamard). Soit f une fonction C* sur B(0,1). Il existe alors des fonctions
f; telles que

flx) = fly) + Z(ﬂfj —y;) - fi(w;y)

89
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Démonstration. On écrit la formule de Taylor avec reste intégral & 'ordre un pour ¢ —
f(tx) qui donne

Fa) = )+ [ dtuet tla =) - (o= e = Yoy =) [ 50t - )i

1

0 890 L (y + t(z — y))dt répond a la question. O

et la fonction f;(z;y) =

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration. Tout d’abord que f est un opé-
rateur local, c’est-a-dire que D(f)(y) ne dépend que de la restriction de f & un voisinage
(arbitrairement petit) de y. En effet, il suffit de montrer que si f = 0 dans un voisinage
V de y on a D(f)(y) = 0. Mais I’hypothése entraine que f(z) = p(z)f(z) ou p est nulle
au voisinage de y et vaut 1 hors de V', on a

D(f)(y) = D(p- f)(y) = ply)D(f)(y) + D(p)(y)f(y) =0

0) =

On a donc D(f)(0) = D(f(0))(0) + >_7_, D(z;)(0) - f;(0) mais comme ;(0
et f;(0) = %(O), on a D(f)(0) = ZXJ-(O)%(O) = df(0)X(0) en posant X
(Xl(O),..,Xn(O])). De méme en remplacant 0 pa; y, on a Df(y) = df(y)X(y) et l'ap-
plication y — X (y) est de classe C*, car si f = x;, on obtient que D(z;)(y) = X;(y) qui
doit étre C*°. O

)
(

Remarque 1.2. Si on essaye de faire la théorie dans le cas de différentiabilité finie, on
rencontre des difficultés, car y — df (y) X (y) est au mieux C*~1 si f est C*.

Certaines opérations sur les champs de vecteurs deviennent plus naturelles lorsqu’elles
sont vues comme dérivations.

FExemple 1.2. On verra que le commutateur de deux dérivations, D, F défini comme
[D,E] = Do E — E o D est une dérivation. Si D, F sont associés a XY, [D, E] est
associé & un champ de vecteurs noté [X,Y]. On vérifie que sur R”,

Yy [ R (e <m>} i

=1 j5=1

o 0 ] = 0 et ensuite que

Pour la démonstration, il suffit de montrer que [T’ Bor
X5 Tl

F) gl g | = 10910 | 5| 470) (o)) gomale) (5 0)) 5

1.1 Flot d’un champ de vecteurs

Soit X (t,z) un champ de vecteurs. Notons que dire que X est localement Lip-
shcitizien dans une carte a bien un sens, vu que les changements de carte sont C*
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donc localement Lipschitziens. On en déduit qu’il existe localement un flot gpié tel que
%gpt(x)‘tj = X(7,¢"(x)) pour t € [tg,t1] et z € U, o U est un ouvert. Notons que
L0 (@)= est par définition un vecteur tangent a M. L'unicité locale entraine I'uncité de
©'. Mais comme dans le cas de R" se pose la question du temps de vie de la solution. On
va montrer que comme dans le cas de R, on a

Proposition 6.4. Soit x(t) une solution de @(t) = X(t,z(t)) ou X est un champ de
vecteurs Lipschitzien en x et continu en t. Soit |to,t[ un intervalle de définition de x
qui soit maximal a droite, ¢’est-a-dire qu’il n’existe pas d’extension de x a un intervalle
Jto, U/, avec t < t',. Alors x sort définitivement de tout compact , c’est-a-dire que quel
que soit le compact K de M, il existe ti <t tel que z(Jtx,t.[) N K = 0.

Démonstration. La démonstration est la méme que dans R™ en utilisant une carte. Si il
existait une suite ¢, convergeant vers t, telle que x(¢,) € K on aurait en prenant une
sous-suite convergente lim,, x(t,,) = x € K. On utilise alors une carte en x pour montrer
a un champ Y (¢,y) et une solution y(¢) définie sur R™. On aura alors lim,, y(¢,) = y et on
sait que le probléme de Cauchy §(t) = Y (t,y(t)), y(t,) = y» posséde une unique solution
définie sur un intervalle ouvert centré en t, et de longueur au moins o > 0. On en déduit
que pour n assez grand, y(¢) est définie sur un intervalle contenant strictement ¢,

]

Corollaire 6.5. Le flot d’un champ de vecteurs sur une variété compacte est défini pour
tout t.

2 Crochets de Lie

Soient X et Y deux champs de vecteurs définis sur un ouvert de R", ¢’ et ¢! leurs
flots respectifs, supposés définis pour tout temps. Ces flots ne commutent généralement
pas, @' o 1)® #£ 1) o !, comme on le voit sur 'exemple suivant :

X(z,y) = £, Y(r,y) =%

Alors ¢'(z,y) = (z+t,y) et P*(z,y) = (x,y+ s2°) Aot ' 0*(z,y) = (x+1,y+ s7°)
tandis que Yo' (z,y) = (v +t,y + s(z +1)?)

On veut en général mesurer cette « non-commutativité » au premier ordre. Posons
pour deux champs de vecteurs X, Y définis sur une variété M,

Définition 6.6. On pose [X,Y] = <L ('), (X) |;=o.
On appelle le champ de vecteurs [ X, Y] le crochet de Lie de X et Y.
Proposition 6.7 (Propriétés des crochets de Lie). .

(A) Si Dx est la dérivation associée a X, on a DxDy — DyDx = Dixy]
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(B) [X,Y] =0 si et seulement si les flots de X et de Y commutent
(C) [X,Y] ==Y, X], [ X, Y+ Z] =[X,Y]+ [X, Z] (antisymétrie et bilinéarité)
(D) [X,[Y,Z]]+ [Z,[X, Y]]+ [Y,[Z,X]] =0 (identité de Jacobi)

E) Si X etY sont tangents & une sous-variété V, alors | X, Y| Uest aussi.
( g : :

Démonstration. !

Pour le premier point,

supposons [X,Y] = 0, alors

d

t _ d t+to _ to d t _ to _
£<¢ )*(X) ‘tzto_ £<w )*(X) ’t:O— <¢ )*%(w )*(X) |t=0_ W )*([Xa Y]) =0

Cela montre que (¢").(X) est indépendant de ¢, donc égal a Y. L’égalité de leurs flots
s’écrit 1t o p® o (Y1)~ = ® ce qui signifie que les flots de X et Y commutent. Inversement
si X et Y commutent, ' o p® o (p')—1 = ¢, et Pégalité des générateurs infinitésimaux
de ces flots s’écrit (%).(X) =Y. Il est alors clair que [X,Y] = 0.

Montrons maintenant le deuxiéme point.

Tout d’abord, en utilisant 1° = Id et ¢' o o=t = Id on obtient

d d

d
- (Wlopto o™ () smo= —- (809’0t ™) smgp—d (1 0 ot T (=p")smo = ($)(X) =X

et en prenant la dérivée par rapport a t

d d B s
[X, Y] = %%(W op’o tOSO (ZU) |s:0,t:0

Par symétrie, et parce que les dérivations en s et t commutent, on peut écrire
d d
V. X]|=——(¢p*otpt o o™ () |sm0s—
[ ) ] dt ds(gp ¢ 90 w )( ) ’ =0,t=0

Comme ¢* ot o p*otp™" = (Yt o ® 0 th™" 0 %) et que si hy, est un famille de
difféomorphismes telle que hoo = Id, on a

drds (hot) ls=emo= —hoo (5 4t (hs))hog
Y

— 2L (hy) |s=t—0 on en déduit que [V, X] =

1. Toutes les étapes sont faciles si on sait dériver une fonction composée de plusieurs variables
4(F(t,g(t,2)) = (LF)(t, gt z)+ LF(t g(t,z)Lg(t z)) et si on n'oublie pas que le flot p!(z) est en
fait une fonction des deux variables (¢, ).
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Puisque (¢'), est linéaire, sa dérivée par rapport a t l'est aussi, dou [X,Y + 7] =
[X, Y]+ [X, Z].

L’identité de Jacobi résulte de I'exercice (A).

Enfin, supposons que X et Y soient tangents a V. Alors, ¥ préserve V, et donc di’
envoie 'espace tangent a V' en x sur I'espace tangent & V en ¢*(z). Puisque X est partout
tangent a V', (¢").(X)(x) est une courbe de 'espace tangent a V' en z, et donc la dérivée
de ce chemin est encore contenue dans cet espace tangent. O]

Remarque 2.1. 1l ne suffit pas que X et Y soient tangents a V' en xy pour que [X,Y]
le soit. Plus généralement, [X,Y](z) ne dépend pas seulement des valeurs de X et
Y en z( mais aussi de leurs dérivées (comme cela résultera clairement de la proposition
6.8). Par exemple, si on note par abus de langage les champ de vecteurs constants égaux
au vecteur de base e;, par e;, on a [es, x3e3] = ey, pourtant les champs ez et xzey sont
tangents en 0 a {x2 = 23 = 0} mais ce n’est pas le cas de leur crochet, es.

Par contre, si X et Y sont tangents a V' au voisinage de z, alors [X,Y](z) est tangent
aVenuw.

La proposition suivante permet le calcul aisé des crochets de Lie, sans qu’il soit néces-
saire d’intégrer des flots.

Proposition 6.8 (Calcul des crochets de Lie). On a

(A) Si f est une fonction C*

(X, f-Y](z) = f(z) - [X,Y](z) + (df (2) X (2))Y ()
(B) Si X,Y sont des champs de vecteurs sur R™, on a

(X, Y] =dY(2)X(x) — dX(z)Y(x)

Démonstration : La premiére égalité équivaut & montrer que
[f - X, Y](2) = f(2) - [X,Y](z) = (df ()Y (2)) X ()
En effet, (). (f-X) = f(¢ 7 (x))(¥").(X) donc en dérivant par rapport a ¢, et utilisant
que 4 f(¢'(x)) |mo= —df (z)Y (z) lidentité en résulte.

Pour la deuxiéme formule, si elle est vraie pour X et Y elle le sera pour X et f -V
car le terme de gauche devient

Af(X)Y + - [ X,)Y]=df(X)Y + f(dY(X) —dX(Y))=d(f-Y)X —dX(f-Y)

Par antisymétrie on peut aussi remplacer X par ¢g- X et enfin par bilinéarité des deux
termes, il suffit de le vérifier pour X et Y champs de vecteurs constants, car tout champ
de vecteurs est combinaison linéaire a coefficients C*°(R"), des vecteurs de base e;.
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Or [e;,ej] = 0 car les flots des champs de vecteurs constants commutent, et comme
de; = 0, I'égalité est évidente dans ce cas. O]

FEzercice 2.1 (Exercice corrigé). Démontrer la proposition directement, en utilisant la
définition de [X, Y] et le fait que L(¢,z) = dy'(z) et que Papplication

L:RxM-— ,C(TxM, T[pt(w)M)
vérifie

LL(t,x) = dY (¢'(z))L(t, ), comme on le voit en différenciant par rapport a z la
relation £4'(z) = Y (¢'(x)).

En effet, (¢"). X (x) = L(t,¢ " (x)) X (7 (z))

et donc

d, , _d —t —t —
L. X (@) heom S0 @)X @) e

d d _, d —t _
= (L8, 2) li=o X(2) + dL(¢, 2) 7™ (@) im0 X (2) + L(t, 2) 7 X (7 (2)) [i=0=

dY ()X () — dL(0,2)(Y(z), X(x)) — dX (z)Y (x)

Comme L(0,z) = Id, on a dL(0,z) = 0 et le deuxiéme terme est nul, ce qui conduit
a la formule annoncée

Exemple 2.1. (A) Soit GL(n,R) le groupe des matrices inversibles de R™. C’est un ouvert
de I’ensemble des matrices, qui forment un espace vectoriel de dimension n?. L’espace
tangent a GL(n) est donc égal a M (n,R).

Il existe alors des champs de vecteurs particuliers sur GL(n,R), appelés invariants
a gauche, donnés par X (M) = MA ou A est une matrice fixée?, et ces champs
engendrent sur C*°(GL(n,R)) tous les champs de vecteurs® sur GL(n,R).

Quel est alors le crochet [X 4, Xp] 7

En utilisant le calcul ci-dessus, dX(M)(H) = MHA, et donc

(X4, Xp] = dX5(X4) (M) —dXA(Xp)(M) = M(AB—BA) = X4p5_pa(M) On pose
alors [A, B = AB — BA

Exercice : Faire le calcul en utilisant le flot de X4

Le flot est donné par M (t) = Xa(M(t)) = M(t)A dont la solution est d’apres le
chapitre ??, M(t) = M(0)e!4.

Les flots de X4 et X commutent si et seulement si etde!? = etBet4. Or il résulte

des propriétés du crochet de Lie, que cela ne peut arriver pour tout ¢ que si A et B
commutent.

2. La terminologie « invariant a gauche » vient de ce qu'’ils vérifient X ,(UM) = UX 4(M).
3. On fera attention a ne pas confondre combinaisons linéaires sur C*° (M) et sur R.
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(B)

Soit SO(n) le groupe des rotations de R™, identifi¢ aux matrices carrées de GL(n,R)
telles que MM* = I et det(M) >0

L’espace tangent en M s’obtient en dérivant I’équation M M* = I (prescrire le signe
de det(M) ne sert qu’a se limiter & la composante connexe des isométries préservant
l'orientation), et est donné par I’équation M A*+AM* = 0. Ce sont donc les matrices
telles que M~ A soit antisymétrique.

Un champ de vecteurs sur SO(n) peut donc s’identifier & une application de SO(n)
dans I'ensemble des matrices antisymétriques : on associe & A(M), la matrice anti-
symétrique M ~1A(M). Les champs de vecteurs invariants a gauche sont ceux pour
lesquels cette matrice est constante, sont ceux de la forme A(M) = MA = X (M),
ou X4 a été défini dans 'exemple précédent.

Parmi les champs de vecteurs X4 de GL(n,R) invariants a gauche, ceux tangents a
SO(n) sont ceux correspondant & une matrice A antisymétrique. Et clairement tout
champ de vecteurs sur SO(n) est combinaison linéaire de ceux-ci.

Quel est alors le crochet de X 4 et X 7 En remarquant que le crochet de Lie de deux
champs de vecteurs ne dépend pas de la sous-variété sur laquelle on le considére,

donc on a encore [X 4, Xg] = Xpa—_ap. On vérifie que si A et B sont antisymétriques,
BA — AB Test aussi!

En particulier si n = 3, les matrices antisymétriques forment un espace de dimension
3. Le produit vectoriel identifie ces espaces :

R? — M(3,R)
v — L,

ou L,(z) = v A z.L’application L, est bien linéaire et antisymétrique, et de plus on
vérifie que L,L, — LyLy, = Lyny (il suffit de le vérifier si v, w sont colinéaires, ou
sur les vecteurs v, w,v A w).

On a ainsi identifié les champs de vecteurs tangents a SO(3) aux fonctions a valeurs
dans R3.

Si R(t) est un chemin dans SO(3), on a alors R(t) = Q(t)R(t) et et Q(t) = Ly
Le vecteur w(t) est porté par I'axe instantané de rotation et sa norme est la vitesse
instantanée de rotation autour de cet axe.

On renvoie au chapitre sur les théorémes de Frobenius et Chow, pour des applications
de crochets de Lie.

On a aussi la formule suivante, liant crochets et différentielle extérieure. Celle-ci jouera
un role important dans le calcul de la cohomologie des groupes de Lie.

Proposition 6.9. Soient X, ..., X, des champs de vecteurs sur M et w une p-forme

diffé

rentielle sur M. On a alors

du)(X(), ceey Xp) =
p . — . ~ ~
D (1Y Xjw(Xo, oo Xy Xe) + ) (D) w((XG, Xi), Xo, o Xy oy Xy X))

§=0 j<k
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3 Dérivée de Lie

L’idée de dériver un objet le long d’un flot peut s’appliquer a autre chose qu’un champ
de vecteurs.

Définition 6.10. Soit a une forme différentielle, et X un champ de vecteurs. On note
Lxa la forme différentielle de méme degré donnée par

d

Lxa = %(Sﬁt)*oé li=0

Démonstration. 1l est important de noter que le terme de gauche est un tenseur (c’est-a-
dire que sa valeur en z( ne dépend que des X;(z)) alors que les termes de droite n’en sont

pas : ni [X;, Xy](zo) ni X;w(Xo, ...,5(;, ...X)(xo) ne peuvent se calculer si on ne connait
que les X;(zo) et w(xp), mais bien entendu leur somme est un tenseur,. O

Exemple 3.1. (A) Si f est une fonction, (¢")*f(x) = f(p'(z)) et donc

d d

1P (@) li=o= (f(#'(2)) li=o= df (2) X ()

Remarques 3.1. (A) Lx commute a d car (¢')*da = d(¢")*a et £ et d commutent donc,

G da o= () a o= A (') da o= dLxa
Donc
(1) Lxod=doLyx
(B) On a de plus
(2) Lx(aNB)=LxaNB+aALxp

En effet
(@) (@A B) = (¢')an()p
donc par multilinéarité de la dérivation

d

d d
7 () an()B] = S (@) alimo A8+ an—(¢")B =0

De ce qui précede, on voit qu’il suffit pour calculer Lxa de décomposer o en somme de
produits de formes de degré 1. Chaque forme de degré 1 est elleeméme somme de termes
de la forme fdg. Or Lx(fdg)(z) = df ()X (x)dg(z) + fd(Lxg) = X - fdg + fd(X - g) ou
on note X - f(x) = df (z) X (z)

La proposition suivante jour un réle fondamental en topologie algébrique :



Dérivée de Lie 97

Proposition 6.11 (Formule de Lie-Cartan).
Lx =dix +ixd
ol ix est l'application linéaire des formes de degré p+1 vers celles de degré p donnée par

(ixa)(x)( Xy, ..., Xp) = a(X, X1, ..., X})

Démonstration. Montrons que le terme de droite vérifie aussi les propriétés (1) et (2). En
effet, il est facile de vérifier que ix(a A B) =ixa A B+ (—1)¥8% A 5. Donc

(dix +ixd)(aAB) =d(ixa B+ (=1)% NixB) +ix(da A B+ (=1)*8 A dB) =
(dixa) AdB + (—1)%80xDj o A df + (—1)%8%a A iy S + (—1)%8%(—1)%eadiy S+
(ixda) A B+ (—=1)%8l)do Ay B+ (—1)%8%ya A df + (—1)%8%(—1)%8%qixdf

Comme deg(da) et deg(ixa) ont le méme parité qui est toujours différente de celle de
deg(a) on voit aisément que la somme ci-dessus se réduit a

(diX +ixd)04 AB+aA (dZX +ixd)ﬂ

Pour ce qui est de (1), on a
d(dix +ixd) = d*ix + dixd = dixd
alors que
(dix +ixd)d = dixd +ixd* = dixd

Maintenant, deux opérateurs vérifiant (1) et (2), et qui coincident sur les fonctions sont
égaux en vertu de la remarque précédant 1’énoncé de la proposition.

]

La formule ci-dessus se généralise aisément au cas suivant : soit r, : M — M une
famille lisse d’applications C'*°. On pose X (tp, ) = %rt(x) |t=t,. Alors

d : .
ar;‘@ li=to= 17, (dixa +ixda)

Le lemme de Poincaré en découle aisément :

Proposition 6.12. Soit U un domaine tel qu’il existe un point xoy de U et une famille
continue d’applications C' telle que ro = Id et r1 est constante égale a xy. Alors toute
forme fermée sur U de degré non nul est exacte.
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Démonstration. On va suposer que la famille r; est en fait lisse, le cas général se traitant
par approximation.Comme dr; est nulle, rja = 0 dés que « est de degré non nul.

Or
1
a=rjo=rj0— o= — / T’tOz |¢= Sds——/ ri(dixa + ixda)ds
0

Puisque « est fermée le second terme s’annule et il nous reste

_ /0 ' (dixa)ds — d ( /0 1 —r:(dixoz)ds>

On a donc trouvé une forme § = fo (dixa)ds telle que dfS = a. n

Remarque 3.1. La plupart des résultats topologiques obtenus ne nécessitent pas la lissité
des fonctions. Ce sont des résultats d’approximation des fonctions C° par des fonctions
lisses, qui permettent de se débarrasser de ces hypothéses ; Par exemple dans Brouwer, s’il
existe une application continue de B dans elle-méme sans point fixe, on peut trouver une
application C'*° ayant la méme propriété. De méme dans le lemme de Poincaré, I’existence
d’une famille r; continue entraine qu’il existe une famille lisse ayant les mémes propriétés.

4 Exercices

(A) Soit D : C*(M) — C°°(M) une application linéaire vérifiant D(fg) = D(f)g +
fD(g). On dit alors que D est une dérivation.
(a) Montrer que si f(zg) = g(zo) = 0 alors D(fg)(zo) =0

(b) Montrer en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral que R(z) = f(z)—
df (zo)(x — o) est somme de produits de fonctions s’annulant en .

(¢) En déduire que D(f)(zo) = df (zo)X (zo). Montrer que X qui ne dépend pas
de f, (mais est déterminé par D) est un champ de vecteurs C*°). On note
D = Dx.

(d) Montrer que si Dy, , Dx, sont des dérivations, alors Dx, Dy, — Dx, Dy, est une
dérivation, égale a Dix, x,)

(e) En déduire une démonstration de l'identité de Jacobi.

(B) (Théoréme de Smale)

Dans tout le probléme, on dira qu'un espace topologique X est contractile sur xg € X
sl existe une famille continue d’applications hs : X — X, s € [0, 1] telles que

(a) ho = IdX
(b) Vz € X, hy(z) = xo
(¢) Vs €[0,1], hs(zo) = xo
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On dit que hy est 'homotopie réalisant la déformation de X sur xg.

Enfin une application ¢ : f +— g de I'espace des fonctions C'*° dans lui-méme est
continue si et seulement si les dérivées partielles de ¢(f) dépendent contintiment de
celles de f (pas nécessairement au méme ordre). Par exemple la restriction d’une
application continue pour toutes les topologies C* (Vk > 1) et application f s df
sont continues en topologie C'*°.

Le but de ce probléme est de montrer que 'espace
D = {f € C=(I*>,I*)| f est un difféo et f = id au voisinage de OI*> — {1} x [0, 1]}

est contractile.

I. Espace d’applications & valeurs dans S* (une autre démonstration du théoréme
de relévement dans le cas C'™).

Soit I 'intervalle [0, 1], on définit 0T = {0,1}, 0I* = {0,1} x [0,1] U [0, 1] x {0, 1}.
On dira qu'une application définie sur I? est C™ si elle a des dérivées partielles a
tous les ordres, continues sur /2. Soit f une application C* de I? & valeurs dans S*.
On se propose de montrer que F = {f € C>(I*,S")| f(0,0) = 1} est contractile
sur fo = 1. On pose

51(1’1,1’2,9) = (1,0, aa—i(l‘l,l'g)), 52(1'1,1'2,0) = (0, ]_, g—i(ﬁl,xg))

(a) Montrer que les trajectoires de & partant de (z1, 9, f(x1,22)) sont données
par I'équation t — (x1 + t, z9, f(x1 + t,22)), tant que t + 1 € [0,1]. De méme
la trajectoire de & est donnée par t — (x1, 29 +t, f(z1, 22 + 1)).

(b) Soit p la projection de R sur S* donnée par p(u) = exp(iu), et 7 la projection
de I? x R sur I* x S* donnée par idp> x p. Calculer dr, et montrer qu'il existe
deux champs de vecteurs & et & sur I? X R tels que dr(2)&;(z) = &(n(2))
pour 57 =1,2.

(¢) Montrer que [¢;,&] = 0 et en déduire que [¢;,&] = 0.

(d) Montrer en utilisant les champs de vecteur construits ci-dessus que 'on peut
construire f : I? — R telle que po f = f et £(0,0) = 0.

(e) Montrer que f +— f est continue pour la topologie C'*

(f) Montrer que )

F={feC>I*R)|f(0,0) =0}
est contractile sur fo = 1. En déduire que F est contractile sur fo.

(g) Montrer de méme que G = {f € C>(I?,5")| f(z,y) = 1 au voisinage de 9I*}

est contractile en fj.

IT. Un théoréme de S. Smale.
On se propose de montrer que

Dy, = {f € C=(I*,I*)| f est un diffsomorphisme, et f = id au voisinage de 91"}

est contractile en l'identité si k = 1, 2.
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Montrer le résultat si k = 1.

On suppose dorénavant k£ = 2. On pose D = Ds.

Notons que pour f € D on a tout de méme f({1} x [0,1]) = {1} x [0,1]. On
note X; le champ constant 8%, et Z I’ensemble des champs de vecteurs C* sur
I? tels que

i. X =X; =2 au voisinage de 0I*
ii. X n’a pas de zéro sur I2.

Montrer que Z est contractile en X (on utilisera les coordonnées polaires pour
se ramener a la question 1.5).

Soit ¢ : D — Z lapplication définie par o(f)(z,y) = df (f " (z,y)) Xo(z,y).
Montrer que les trajectoires de ¢(f) sont données par f([0,1] x {y}).

On note hy 'homotopie obtenue en 2, et u — Py(f)(u, o, yo) le flot de hsp(f),
avec condition initiale Ps(f)(0,x0,4%0) = (Zo,%0). On pose Qs(f)(z,y) =
P,(f)(x,0,y). Représenter sur un dessin I'application Q,(f) (en fonction des
trajectoires de X; = hsp(f). Montrer que Qs(z,y) (lorsqu’il est défini) a sa
différentielle de rang maximal.

Montrer qu’une trajectoire de Ps(f)(u,0,yy) sort nécessairement de 1%, et que

cela a lieu en un point de {1} x [0, 1] (on pourra utiliser le corollaire de Poincaré-
Bendixson ?77).

Soit u(s, f,y) un instant ou la trajectoire partant de (0,y) atteint {1} x [0, 1].
Montrer que u(s, f,y) est unique, et que (s, f,y) — (s, f,y) est C* en (s,y)
continue en f et strictement positive.

Montrer que Qs est un difféeomorphisme de son domaine de définition (que 'on
déterminera) sur 1.

On pose g(f) = min{lfg(’i’;)y), 1|s,z € I,u < 1}. On admettra que si g est

semi-continue inférieurement sur D et partout strictement positive il existe
alors n : D — D continue telle que 0 < < g et v: D x [0,1] — R telle que
t — y(f,t) soit C* et vérifie ‘2—Z <14+n(f), et v(f,0)=0,~v(f 1) =1.

On pose Hi(f)(z,y) = Qs(f)(x + v(f,z)(u(s, f,y) — 1),y). Montrer que H,

envoie I? sur lui méme. En écrivant H, comme la composée de deux applica-
tions, montrer que c’est un élément de D. En conclure que D est contractile en
Iidentité.

Pour d’autres conséquences de ce résultat, se référer a ’article de S.Smale « Dif-
feomorphisms of the 2-sphere », Proceedings of the A.M.S., vol 10 (1959) pp.
621-626. Pour le cas de D3 voir J. Cerf « Sur I'y = 0 », Lectures notes in Math.
Springer-Verlag. Enfin si & > 6, D, n’est méme plus connexe en général (cf. les
travaux de J. Milnor).




Chapitre 7

Cohomologie de deRham

Définition 7.1. On dit que la forme w est fermée si elle vérifie dw = 0, elle est exacte si
il existe a telle que w = da. Comme d o d = 0, toute forme exacte est fermée. On appelle
k-iéme groupe de cohomologie de de Rham de M et on note H*(M) le quotient de 1’espace
des k-formes fermées par les k-formes exactes.

Le corollaire suivant s’obtient en appliquant la formule de Stokes au cas d’une variété
a bord vide.

Corollaire 7.2. Soit V une sous-variété orientable sans bord contenue dans M, et w une
forme exacte. Alors
/ w=~0
1%

La formule de Stokes permet d’affirmer que si V' est une sous-variété orientable sans
bord de dimension n contenue dans M, 'application fv définit une application linéaire
de H"(M) dans R.

Ezercice 0.1. Montrer que la forme % définie sur R? \ {0} est fermée mais n’est pas
exacte. On pourra calculer son intégrale sur le cercle.
Montrer que si f : C — C est une fonction méromorphe sur C alors f(z)dz est

fermée, mis n’est exacte que si pour chaque pole ¢ de f, le résidu de f en ( est nul.

Définition 7.3. On définit H*(M) comme le quotient de I'espace des k-formes fermées sur
M par 'espace des formes exactes. On 'appelle k-iéme espace de cohomologie de M. Si «
est une forme fermée on note [a] sa classe. On note H*(M) = @%_, H*(M). Si f est une
application différentiable f : M — N, on définit une plication f* : H*(N) — H*(M)
donnée par f*([a]) = [f*()].

Remarque 0.1. Le fait que f*(da) = df*(«) montre que f* est bien définie.
Avant de calculer ces objets, montrons que f* est invariante par homotopie.

101
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Théoréme 7.4. Soit f: M x [0,1] — N wune application C*°. On note f;(x) = f(x,1).
On a alors [f§] = [f{]-

Démonstration. Soit j, : M — M x [0,1] donnée par ji(z) = (x,t), montrons que
Jia — jia = dK(a) + K(da) ou K est une application linéaire de Q*(M x [0,1]) —
Q*~1(M x [0,1]) donnée par

K(a(w, £) + Bz, 1) Adt) = /0 Bz, t)dt — /0 (o) g .

En effet, si ¢*(z,s) = (z,5+1) est le flot de 2 défini sur M x R, on a ¢’ 0 jo = j; et donc
0 1 d 1
() = 5@ = G — 1) =i [ 5@ = [ (L g -
1 1 1 1
/ Jo(" ) di o w)dt + / Jo(@ e d(w)dt = d/ Jlidie w)dt + / Jlidi o dw)dt =
0 ot 0 ot 0 ot 0 ot
dKw + Kdw

On a alors f; = f o j; et donc

fi(w) = fo(w) = ()" = (o (" (W) = dK(f*(w)) + Kd(f*(w))

Il en résulte que si w est fermée, ff(w) — fi(w) = d(K(f*(w)) et donc [f}(w)] = [f§(w)]
ce qui signifie que [f7] = [f§]- O

En utilisant un résultat d’approximation, on en déduit que [f*] est bien défini méme
si f n’est que continue (attention & I’abus de notation, car f* n’est alors pas définie.

Proposition 7.5. Soit f une application continue de M dans N. Alors pour € assez petit,
si g est C™ et d(g(x), f(x)) < € on a que [¢*] : H*(N) — H*(M) ne dépend pas du
choiz de g. On la note [f*].

Démonstration. Au vu du théoréme précédent, il suffit de prouver que si gg, g1 sont deux
telles applications, elles sont homotopes.

]

0.1 Suites exactes en cohomologie. Suites relatives et de Mayer-
Vietoris

L’objet de cette section est de calculer la cohomologie d'un espace a partir d’une
décomposition de cet espace en morceaux. Le cas le plus simple est bien siir celui d'un
ouvert contractile.
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Proposition 7.6. Soit U un ouvert contractile, c’est-a-dire tel qu’il existe une famille
continue r; tel que ro = Id et r1(U) = {xo}. Alors H'(U) = R et H*(U) = {0} pour
k> 1.

Ce cas particulier se généralise

Proposition 7.7. Soit U,V des ouverts on a alors une suite exacte (i.e. telle que le noyau
de chaque application est l'image de la précédente)

0 HUUV) fﬂ%U)@ffzzlﬂ—___ffig£1Zl:>>
S ) —— BU0V) —
V)

mwov) o ;i(}_):%_;f’"_(% ________ )

T HMH (U UY)

Démonstration. Soit py, py une partition de I'unité associée a U, V. Nous allons définir
une suite

0 —QUUV)—QU)aQ (V) —Q(UNV)—0

Sia € QU UV) on lui associe leur restriction a U et V' ce qui définit la premiére
application. La deuxiéme application est la différence des restrictions. La seule exactitude
posant probléme est pour montrer que toute forme sur U NV est différence d’une forme
sur U et d’une forme sur V. Or si py, py est une partition de I'unité associée a la partition
U,V de UNV (attention U UV n’est pas nécessairement compacte) i.e. py est dans
C>(UUV) et asupport! dans U, py a support dans V et py a support dans U

U 7} v

—
L

L
1

FIGURE 7.1 — Partition de 'unité de U UV

1. Attention, ici on considére le support d’une fonction f dans U UV, c’est-a-dire la fermeture dans
UUuV de {z| f(x) # 0}.
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Chapitre 8

Quelques propriétés des champs de
sous-espaces

Il arrive souvent que des contraintes naturelles sur I’évolution d’un systéme s’expriment
comme des contraintes infinitésimales, mais en nombre insuffisant pour déterminer cette
évolution. C’est le cas de tous les systémes « commandés », voitures, robots, etc... En
général, nous pouvons faire évoluer un tel systéme a notre guise, pourvu de respecter
certaines contraintes. Le cas le plus simple est celui d’'une voiture : on peut la faire
avancer ou reculer, et tourner le volant, mais le mouvement doit se faire dans la direction
prescrite par les roues. De méme, on peut agir sur un bras articulé, pourvu de respecter
les contraintes de ses articulations.

Commencgons par le cas le plus simple : celui du monocycle. Un modéle simplifié
consiste a le repérer par la position de son centre de gravité dans le plan (z,y) et Pangle
0 entre la direction de la roue et celle de 'axe Oz. Le mouvement doit alors vérifier
I'équation sin(6)x — cos(f)y = 0.

X

FIGURE 8.1 — Monocycle et ses coordonnées (d’aprés le chapitre 4 de
[Bellaiche-Jean-Risler])
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Dit autrement, le vecteur vitesse (&,7,6) est contenu dans le plan D(x,y,0) =
{(u,v,w) | sin(f)u — cos(f)v = 0}. On dit alors que 'on a deux degrés de liberté, et
on peut se demander quels sont les points de I'espace que I'on peut rejoindre a partir d’un
point donné, en suivant un chemin qui reste partout tangent au plan D(x,y, ).

On verra que l'on peut atteindre n’importe quel point du plan et n’importe quelle
direction de la roue, ce qui peut sembler surprenant, puisque ’espace a trois dimensions,
alors que le mouvement est « limité a deux dimensions »

La conduite d’une voiture est un probléme analogue, ainsi que celui d'un semi-
remorque. On a le méme type de résultat, ce qui a pour conséquence théorique la possi-
bilité de garer sa voiture. Les questions pratiques, que nous n’abordons pas ici (combien
de manceuvres faut il pour cela, quelle est la manceuvre optimale) sont encore I'objet de
recherches actives.

1 Théoréme de Frobenius

Soit M™ une sous-variété de RY. Supposons donné en chaque point x € M™ un sous-
espace vectoriel, D(x) de T, M.

On suppose, en un sens que l'on va préciser, que D(z) est C*° en z. On appelle la

donnée de x — D(z) un champ de sous-espaces !.

Définition 8.1. Le champ D est C'*° §’il vérifie 'une des deux conditions équivalentes :

(A) au voisinage de chaque point x, D(x) est engendré par p champs de vecteurs C'>
linéairement indépendants X, -+, X,

(B) au voisinage de chaque point =, D(zx) est définie par (n — p) formes différentielles
(de degré 1), linéairement indépendantes en chaque point. En d’autres termes,

D(z) = ﬂ ker(a;)

1<j<n—p

On rappelle qu’une forme différentielle de degré un est la donnée en chaque point de
x € M d’une forme linéaire sur T, M, dont les coefficients dépendent de maniére C'*° du
point. On notera que le procédé d’orthonormalisation de Schmidt conservant la propriété
d’étre C'™°, on peut supposer que les X; forment une famille orthonormée.

Pour montrer que (A) entraine (B), considérons Yi,---,Y,_, complétant la famille
(Xi,---,X,) en une base de T, M.

On peut encore supposer que (Xi, -+, X, Y7, -+ ,Y,_,) est orthonormée et C™.

Alors a;(x).h = (Y;(x), h) est une forme différentielle C* sur M. Ces formes sont li-
néairement indépendantes sur T, M (car (Y;(x), Y;(x)) = dij), et D(x) = (<<, ker(ay).

1. Souvent appelé dans la littérature « distribution » terminologie que nous avons évitée.
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Etant donné un tel champ, il est naturel de considérer les sous-variétés tangentes a
D(x).

Définition 8.2. Une sous-variété V' de M est dite tangente a D si et seulement si
VeeV | T,V C D(z)
On dit que V' est une sous-variété intégrale de D si

VeeV | T,V = D(x)

Outre les sous-variétés intégrales, on s’intéresse surtout au cas des courbes tangentes
(dimV =1).

Notons qu’il existe toujours des courbes tangentes a D : il suffit de prendre les trajec-
toires de champs de vecteurs X tels que X (z) € D(z). Par contre il n’existe pas toujours
de sous-variété intégrales (sauf si dim D(z) = 1!). Si une telle sous-variété V' existe, on
voit aisément que toute courbe tangente & D rencontrant V' est entiérement contenue dans
V. En effet, comme dans la démonstration de la proposition 2.7, il suffit de démontrer que
si 7(0) € V alors v([0,¢]) C V pour € assez petit. Or soient Xi(x),- -, X,(z) des champs
de vecteurs formant une base de D(x). On peut alors écrire de maniére unique

Y1) = ()Xo (v() + - + (1) X (7(1))

Posons X (t,x) = a1(t)X1(z) + -+ + a,(t)X,(z), alors X vérifie les hypothéses de la
Proposition 2.7, et donc, si v(0) € V', 4([0,¢]) C V.

Etant donné un champ D, les questions suivantes se posent naturellement, et sont
étroitement liées

- soit x € M. Quels sont les points que I'on peut atteindre par des courbes tangentes
a D7 En d’autres termes, décrire

Az = {7y (0) ==, §(t) € D(v(¢))vt € [0,1]}
ensemble des points « accessibles »a partir de x.
- existe-t-il des sous-variétés intégrales pour D 7
- siy € A,, décrire un chemin v tangent a D reliant x & y 7

Théoréme 8.3 (Frobenius). Soit D un champ de sous-espaces. Pour chaque point de M
passe une sous-variété intégrale si et seulement si quels que soient les champs de vecteurs
X etY tangents a D, [X,Y] est aussi tangent a D.

Démonstration : La nécessité est évidente d’aprés la proposition 2.7.
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Pour l'existence, placons nous dans un ouvert assez petit, sur lequel D(x) =
(Xi(x),- -+, Xp(x)). Traitons d’abord le cas simple ou [X;, X;] = 0. Soit ¢] le flot de
X, 'application

Vi [—e e — M

(tr, -y tp) — 901}1 O O@fp(xo)
a pour image une sous-variété intégrale de D. En effet (%@D)(tl, ety =

tj—1 tj+1

0 0 ,
%(% o 0@r) ()] = %(@? opilo-ropllopliio-ol)(x))
J J

tv
= X;(p7 o pftoopl T oplit oo plr(g))
comme les X, sont linéairement indépendants, di)(t,...,t,) est injective et a son image
dans D(¢(t1,...,t,)), qui est donc une sous-variété tangente a D. Comme elle a méme

dimension que D, c’est une sous-variété intégrale.

Montrons que 1'on peut ramener le cas général a ce cas. Comme X; ne s’annule pas,
d’apreés le théoréeme de redressement, on peut, quitte a restreindre U trouver un systéme

de coordonnées ot X = %.

En soustrayant a X9 un multiple de X; il s’écrira comme combinaison linéaire de
2. ... et en permutant les coordonnées, on peut supposer le coefficient de = non
Oxa)? ’ 3.7,‘ 8
nul. Divisant par ce coefficient (ce qui oblige éventuellement & réduire encore U), on peut
supposer qu’en x

et ainsi de suite

Oz Sk 9T
En retirant de X, successivement des multiples de X3, Xy, -+, X, on obtient
+ b’f
5:,32 >
k>p+1

et de méme avec X3, -+, X,,.

Pour finir on a

k
j 8$]+Zb oxy,

k>p+1

On a toujours [X}, Xj] € (X{,- , X)) et D(x) = (X{,...,X}). Mais [X}, X|] €

<—azf+1a A ai ) et vuque (X7, .-, X)) (52— St ,%> = {0} on a finalement [X}, X}] =
0. Comme les X; sont linéairement indépendants et tangents a D, (Xj,---, X))(z) =

D(z), et donc les X7 commutent entre eux. O
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Lorsque les hypothéses du théoréme de Frobenius sont satisfaites, on dit que le champ
de sous-espaces D est intégrable. L’ensemble d’accessibilité, A, est alors égal a la « sous-
variété intégrale » passant par x. On appelle « feuilletage » la décomposition de M™ en
réunion des A,, appelées « feuilles ».

2 Les théorémes de Chow et Sussmann

Que se passe-t-il si les conditions du théoréme de Frobenius ne sont pas vérifices ? A
quoi ressemble alors I’ensemble A, ?

Un premier élément de réponse est donné par le
Théoréme 8.4 (Sussmann). L’ensemble A, est l'image d’une variété par une immersion.
Démonstration : On rappelle qu'une immersion est une application de différentielle

injective. Etre une sous-variété immergée est une propriété locale : il suffit de montrer que
A, est réunion d’images d’ouverts par des immersions.

Soit E = L'([0,1],RP), et si u = (uq,--- ,u,) € E on note v, la solution de
{ () = Xu(v(1) = m (X1 (v(1) + -+ + up(t) Xy (v(2))
100) =z
et
p: E—-M
u = Y, (1)

On vérifie que cette application est différentiable en u est bien définie d’aprés Cauchy-
Lipschitz a paramétres (nous la calculerons ultérieurement) et de rang évidemment infé-
rieur a la dimension de M.

Soit 7 le maximum du rang Dp(u) lorsque u parcourt E, et uy un élément de E' tel
que Dp(ug) soit de rang r.

On prétend qu’il existe un ouvert U d’un espace de Banach F, et

V:U—-M
telle que
1) Yv, rang DV (v) =r
2) W) = ¢(E)
En effet par semi-continuité inférieure du rang, rang Dp(u) = r pour u dans un

voisinage W de uy.
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Soit U I'ensemble des chemins u de [0, 1] dans F, de la forme :

u(t) =uy(3t) pour un uy € W,t € [0, 3]
u(t) = ug(2—3t) pour ug € W, t € [%’ %]

u(t) =wv(3t—2) pourve Etel31]

Xo

FIGURE 8.2 — Démonstration du théoréme de Sussmann
On note alors u = uy * uy ' * v et W(uy, ug, v) = @(uy * uy ' * v).
On a bien que u € E, et que W(uy *xuy * v) = ¢(v).

Montrons que DV est surjective. Or g—i(ul, uy,v) calcule la variation de x(1) lorsque
uy varie, pour x solution de

Or lorsqu’on varie uy, de duy,

2 1 2 1 1

#(5) = ¢ (2(3) done 0a(5) = da(a(5))oe ()

F0(1) = Ao (a(2))dps(a(3)) Dip(ur)on

Comme les flots sont des difféomorphismes, et que par hypothése Dp(u;) est de rang r,
on voit que

(uy % uyt % v) = =—h(uy, ug, v)

a_ul 3u1

est de rang 7.

Nous pouvons maintenant conclure en utilisant le
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Théoréme 8.5 (Théoréme du rang constant). Soient E un espace de Banach, et F un
espace de dimension finie. Soit f : E — F une application C* (k > 1), telle que le rang de
df (z) soit constant au voisinage de xq et égal a p. Alors il existe g et h difféomorphismes
locaux au voisinage de xq et f(xo) tels que, si m =df(0) : E — F,

hofog:axw+—— 7(x)

En particulier si U est un voisinage assez petit de xg dans F, f(U) est une sous-
variété 2.
Corollaire 8.6. St X est une sous-variété, et ¢ : X — R"™ une application continue telle
que pour tout x € X, il existe Q) wvoisinage de x dans X, et il existe U voisinage de 0
dans un espace de Banach E, W wvoisinage de z dans R™ et f : U — V tels que df (x)

est de rang constant au voisinage de 0, f(0) =z, et f(U) =V NW. Alors ¢(X) est une
« SOUS-vari€té immergée ».

Démonstration du théoreme du rang constant. Pour simplifier on suppose o = 0 et
f(zo) = 0. Séparons les variables a la source et au but, afin que, écrivant

f(zy) = (u(z,y),v(z,y)) € Fy & F
ou (z,y) € Ey & Es, g—;‘((), 0) soit inversible.

Notons que l'on peut prendre Fy; = kerdf(0), et pour E; un supplémentaire de FEs,
engendré par r vecteurs indépendants de F dont les images par df (0) engendrent 'image
de df (o) . On prendra F; = Imdf(0) et pour F; un supplémenaire de F.

Alors par le théoréme d’inversion locale, g : (z,y) — (u(z,y),y) est un difféomor-
phisme, et f o g ' (z,y) = (x,w(x,y)). Mais (z,y) — (x,w(x,y)) est de rang r au

voisinage de 0, si et seulement si %—Z’ est identiquement nulle au voisinage de 0. On peut

alors écrire w(z,y) = p(x), et fog ' (z,y) = (x, p(x)).

Le difféomorphisme local h : (u,v) — (u,v — p(u)), vérifie ho f o g~ (x,y) = (x,0) ce
qui donne la réduction cherchée.

]

Démonstration du Corollaire. W définit une topologie sur son image : celle dont les ouverts
sont les images d’ouverts de X. Muni de cette topologie, on voit que chaque point posséde
un voisinage, pour cette topologie, qui est 'image d’un voisinage de x € X. Mais ()
est une sous-variété, d’aprés le théoréme du rang constant.

]

]

2. et si nous avions défini les sous-variétés d’un Banach, nous pourrions dire que f~1(x) N U est aussi
une sous-variété.
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FExercice 2.1. Montrer que I’on peut remplacer L' par C° dans la démonstration ci-dessus.

Remarque 2.1. Dans le cas d'un champ de vecteurs, une orbite est « plus » que I'image
d’une immersion. L’immersion est injective, méme si ce n’est pas nécessairement une sous-
variété. L’explication détaillée nécessiterait de définir la notion de variété immergée, ce
que nous ne souhaitons pas faire ici. Par contre, on voit que pour une immersion, j, la
condition suivante nous assure que I'image n’a pas de « croisements » :

si j(z) = j(y) = p, il existe un voisinage U de x et V de y, U, un point z et un
voisinage W de z tels que j(z) = p et j(U) U (V) C j(W).

Pour voir que A, vérifie cette condition, il suffit de montrer que si x € ¥(U) N W (U’)
ou U et U’ sont deux ouverts, alors W(U) N W(U') est un voisinage de = dans V(Uf).

1*u/

Or si ug, ug sont les préimages de = dans U et U’, on peut considérer u” = u* u~
qui a aussi pour image par ¢ le point x. De plus 'image par ¥ d’un voisinage de u”
contient a la fois ¥(U) (image de v — v * u~! * u' pour v voisin de u) et ¥(U’) (image de
v' — u*u~t 0" pour v’ proche de u'). Quitte a restreindre les voisinages U et U’, on voit

que U(U) UWU") C T (U").

Le théoréme précédent nous permet de donner une condition suffisante pour que A,
soit égal a ’espace tout entier.

Théoréme 8.7 (Chow). Si M est connexe et les crochets itérés [ Xy, [Xa ... [Xp—1, Xk] .. ]
de vecteurs tangents a D engendrent en chaque point tout l’espace, alors A, = M.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Sussmann A, est une sous-variété immergée.
Comme les vecteurs tangents a une sous variété sont stables par crochets de Lie, que les
X; tangents a D sont évidemment tangents a A, les crochets itérés sont tangents a A,.
Il en résulte que 'espace tangent a A, en z est égal a T, M. Comme la sous-variété est
immergée, on en conclut que A, est ouverte dans M. Ce raisonnement montre que toutes
les feuilles sont ouvertes, donc la réunion des feuilles distinctes de A, est aussi ouvert. On
conclut que A, est a la fois ouvert et fermé, et par connexité A, = M. O

Ezemples 2.1. (A) Le monocycle
Dans ce cas Xi(x,y,0) = (cos(f),sin(6),0) et Xo((x,y,60) = (0,0,1). On a donc
(X1, X5] = (sin(f), —cos(),0) et X7, X5, X3 engendre R3. On conclut d’apreés le
théoréme de Chow que 'on peut atteindre n’importe quelle position.

(B) L’entropie(C. Caratheodory).

On considére un systéme « thermodynamique » décrit par un certain nombre de
paramétres (pression, volume, température, etc...). On considére aussi avoir fixé
I’énergie totale du systéme, et nous considérons les « transformations adiabatiques
réversibles ». Il n’est pas nécessaire de savoir ce que cela signifie dans la pratique.
Il suffit de savoir que, pour un chemin (différentiable) dans 'espace des états, la
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FIGURE 8.3 — Champ de plans non-intégrable et courbe tangente

propriété d’étre un chemin « de transformations adiabatiques réversibles » est une
propriété qui se vérifie a chaque instant, de maniére infinitésimale 3.

En d’autres termes, en chaque point z de ’espace des phases, il existe un sous-
espace vectoriel D(x), tel que le chemin d’états y(t) est « adiabatique réversible »
si et seulement si 7 est en chaque point tangent a D(x).

La question se pose alors de savoir si on peut passer de n’importe quel état du
systéme a n’importe quel autre par une telle transformation. Et si ce n’est pas le
cas, que peut on dire ?

Or si D(z) est un champ d’hyperplans, et si on suppose une certaine « homogénéité »
on a deux cas possibles? :

-soit les crochets de champs de vecteurs de D(z) engendrent 'espace, auquel cas on
peut aller de n’importe quel point & n’importe quel autre par une transformation
« adiabatique réversible »,

-soit les crochets de champs de D(z) restent dans D(x), auquel cas il existe un
feuilletage dont les feuilles sont tangentes a D(x).

3. Le lecteur pourra se convaincre que les « périphrases » des cours de physique de taupe pour définir
de telles transformations se résument au fait que c’est une propriété du vecteur vitesse d’'un chemin.
4. cette partie de 'argumentation n’est pas rigoureuse, comme le lecteur est invité a le vérifier.
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Dans le cas décrit par la thermodynamique usuelle, le principe de Clausius® nous

dit que ce n’est pas le cas. Il y a des états qui ne peuvent étre obtenus I'un de ’autre
par une transformation « adiabatique réversible ».

Dans ce cas, supposons comme cela se produit en thermodynamique, que la condition
infinitésimale d’adiabaticité soit donnée par une forme différentielle ¢, que ’on notera
bien siir 6Q). Cela signifie que

0Q(z)h =0« h € D(z)

Alors si S une fonction qui décrit localement les feuilles du feuilletage : A, = {y |
S(y) = S(x)}. alors comme T, A, = {h | 0Q(z)h = 0} = {h | dS(x)h = 0}, et
puisque dS(z) et 0Q(z) ont méme noyau elles sont proportionnelles : il existe donc
une fonction que l'on notera T'(z), telle que dS(z) = ﬁé@(x).
On aura reconnu ’entropie S, et la température 7.

(C) Boule roulant sans glissement

Nous allons maintenant traiter I’exemple de la contrainte de roulement sans glis-
sement d’une boule sur un plan, qui s’exprime ainsi :

Soit R(t) la matrice de rotation qui décrit la position de la boule & I'instant ¢, et
(x(t),y(t)) les coordonnées de son centre.
Un point e de la boule, sera a I'instant ¢ en

(x(t),y(t),0) + R(t).e

La condition de roulement sans glissement nous dit que le point de contact avec la
table, qui correspond a (z(t),y(t), —1) et donc sur la boule a

R(t)e =(0,0,—1) = v
a une vitesse nulle, c’est a dire
(&(t),9(1),0) + RIOR() v = 0.

Soit Q(t) la matrice antisymétrique telle que R(t) = Q(t)R(t). La condition ci-dessus
s’exprime par (&(t),y(t),0) = —Q(t)v

La position de la boule, qui est décrite par un point d’une sous-variété de dimension
5, R? x S0(3) dans I'espace R? x M3(R) = R', et la condition de « roulement sans

glissement » s’exprime par la relation satisfaite par le vecteur vitesse (Z(t), R(t)) :
Z(t)— RORH) " v=0.

Il s’agit de deux conditions, qui déterminent en chaque point de R? x S0(3) un
sous-espace de dimension 3 de son espace tangent.

5. il s’agit d’un fait expérimental, irréductible & une démonstration mathématique : il n’existe pas de
chemin adiabatique réversible dont le seul effet est de refroidir un corps isolé en produisant du travail
mécanique.

6. Ici ce n’est rien d’autre qu'une forme linéaire définissant D(z) en z, et dépendant de maniére C'*°
de x.
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FIGURE 8.4 — Boule roulant sans glisser sur un plan

Si on pose Q(t) = R(t)R(t)~! qui est une matrice antisymétrique, et s’identifie donc
a un vecteur w(t) (t) = Lww)), appelé le vecteur instantané de rotation.

L’espace D(Z, R) est alors engendré par

X7 = (0,1, e1), générateur du roulement sans glissement dans la direction e;

Xo = (1,0, e2), générateur du roulement sans glissement dans la direction e,

X3 = (0,0, e3), générateur du roulement sans glissement autour de I’axe vertical e
On a alors que [Xl,XQ] = (0,0,61 A 62) = Xg, et [Xl,Xg] = (0,0761 A 63) =
(0,0, —e3), [X2, X3] = (0,0,e3 A ez) = (0,0,e1). Comme les vecteurs X, Xp, X3 =
(X1, Xs], [X3, Xi], [X3, X»] forment en chaque point une base de R?* x TrSO(3) on
voit que D vérifie la condition de Chow. La connexité de 'espace des positions
permet de dire que tout point peut-étre atteint par un chemin tangent au champ
de sous-espaces : on peut joindre deux positions quelconques de la boule par un
roulement sans glissement sur le plan.

On peut d’ailleurs constater que les champs X7, X5 suffisent pour que leurs crochets
itérés engendrent ’espace tangent tout entier. Il faut noter que les roulements dans
la direction e; et ey préservent la composante verticale du moment cinétique. Ces
mouvements peuvent en fait étre réalisés sans force extérieure a la boule (autre que
les forces de frottement du plan).

Cependant le théoreme de Chow nous permet de réaliser une rotation quelconque
autour de l'axe vertical en composant de tels roulements. Donc, bien que la com-
posante verticale du moment cinétique de la boule soit de dérivée constante, cette
composante verticale peut varier. L’explication est que si «, est la forme différen-
tielle mesurant cette composante verticale, ker(a,) qui contient D(Z, R) mais est
non intégrable (en effet, X;, X, € ker(a,) mais a,(X3) = 1).

Un phénomeéne analogue explique pourquoi un chat laché téte en bas, peut retomber
sur ses pattes malgré la conservation du moment cinétique.

Une autre maniére de revoir la dualité « intégrabilité /non-intégrabilité » est en termes
de formes différentielles et leurs facteurs intégrants.

Soit alors o une forme différentielle de degré un sur M ne s’annulant pas. Cherchons
la condition pour que D(z) = {h | a(z)h = 0} soit intégrable.
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Définissons pour cela”

da(z)(X(2),Y (r)) = d(a(x) X (2))Y (z) — d(a(2)Y (2)) X (z) — a(2)[X, Y](z)

L’objet ainsi défini est bilinéaire alterné en les champs de vecteurs X et Y. Comme les
différents termes ne dépendent pas seulement de la valeur de X et Y en x, mais aussi de
leur dérivée, on pourrait penser que le résultat aussi. Or un miracle se produit

Proposition 8.8.
do(X,Y)(z) = D(a(x)X(2))Y (z) — D(a(z)Y (2)) X (z) — az)([X, Y](2))

ne dépend que de la valeur de X et'Y en x. Cela définit donc une forme bilinéaire
antisymétrique sur l’espace tangent a x, que [’on note encore dox.

De plus le champ D, défini par o est intégrable, si et seulement si da s’annule sur
ker a(z). Dans ce cas il existe des fonctions, f,g telles que o = f - dg

Démonstration. En utilisant une carte de la sous-variété, il suffit de le démontrer dans
R", pour x = 0. Soient X et X; des champs de vecteurs qui coincident en 0. Pour montrer
que da(Xo, Y)(0) = da(X1,Y)(0), il suffit de montrer par linéarité que si X (0) = 0, alors
da(X,Y)(0) = 0.

(0) = [D(@)(0)Y(0) + a(0)dY (0)] X (0)—

[D()(0)X(0) + (0)dX (0)]Y
) = Da(0)(X(0),Y(0)) — Da(0)(Y(0), X(0))

((0)(dX(0)Y'(0) — dY(0)X(0)

On voit donc que da ne dépend que de X (0), Y(0) et est égale a la partie antisymétrique
de Da®.

On appelle da la différentielle extérieure de «.

3 Exercices

(A) Soient X7,...X, des champs de vecteurs sur V formant en chaque point = de V
une base de T,V. Montrer que tout champ de vecteurs X sur V s’écrit comme
combinaison linéaire & coefficients C>°(V') des Xj.

7. Attention, dans ce qui suit d n’est pas la différentielle usuelle, mais un « opérateur » associant a
une un-forme différentielle une deux-forme. La différentielle usuelle est maintenant notée D, afin d’éviter
toute confusion. Nous sommes 14 encore tributaires des notations standard.

8. Dans R"”, car Da n’a pas de sens intrinséque dans une sous-variété.
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Montrer que tout champ de vecteurs sur SO(n) est combinaison linéaire a coefficients
C> des X4, ou A est antisymétrique.

Soit X°°(M) I'ensemble des champs de vecteurs C* sur M et X € X*°(M) ¢ son
flot.

Soit W : M x X — M l'application donnée par W(xq, X) = ¢F (z0)

Calculer DW. Indication : aprés avoir montré que ¥ est différentiable, on pourra
utiliser les résultats de la théorie des perturbations pour calculer les différentielles
partielles de W par rapport a xy et X.

Soit G le groupe des difféeomorphismes d’une variété connexe M contenant le flot de
Y1,...Y, oules Y; engendrent 'espace tangent a M.

(a) Montrer que G agit transitivement sur M (i.e. Vo,y € M,3g € G | gr = y).
(b) Soit D(z) une distribution sur une variété M de dimension 3, engendrée (lo-
calement) par les champs de vecteurs Xy, X,.
Montrer (sans utiliser le théoréme de Chow !)que si X7, Xs, [X7, X3 engendrent
T, M, alors deux points voisins de x sont toujours joints par une courbe tangente
a D. On pourra au choix

i. Calculer la différentielle de :

(1) (t1,t2,t3) =
exp(t1.X1) exp(ta Xo) exp(—|ts|72X1) exp(e(ts) Xa)
exp(—|t3|1/2X1) exp(—e(t3) Xa)zo

ot €(t) = signe(t)(|t])/?

ii. Raisonner sur le groupe G des difféomorphismes engendré par les flots des
X, et montrer que si ¢ est le flot de X;, G contient les difféomorphismes
(¢").X;, donc le flot de Z, = X; + €[X;, X;] + €. .. et utiliser I'exercice
(C).

iii. Estimer le temps maximal nécessaire pour atteindre un point (supposant
tous les champs de vecteurs de norme 1).

Commencer par le cas n = 3,k = 2, et montrer que ’on peut joindre deux
points suffisamment proches, v et v par une courbe de longueur au plus
d(v,v")/2.
(¢) Soit D un champ de sous-espaces différentiable, et A4, une feuille du feuilletage
donné par le théoréme de Sussmann. On veut déterminer la dimension de cette
feuille et plus précisément son espace tangent.

i. On note G p le groupe engendré par les flots de champs de vecteurs tangents
a D, et Gpg, le sous-groupe des éléments qui fixent zy (i.e. {¢ € Gp |
©(xg) = xo}). Montrer que Gp(z) agit sur T, M par sa différentielle.

ii. Montrer que T,.A, est invariant par Gp(x). En déduire que T,.A, contient
le plus petit sous-espace invariant par Gp(z) contentant D(z), noté Ap(z).
On veut montrer que T,.A, est égal & ce sous-espace Ap(z).
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iii. Utiliser I'exercice (B) pour montrer que 7,.A, est contenu dans Ap(x)

iv. Montrer en utilisant le théoréme de Frobenius que A(z) est stable par
crochet de Lie et donc contient les crochets itérés d’éléments de D (i.e. les

X1, [Xay . [(Xer, X3]] - )

(d) Etudier le probléme de la manceuvre d'une voiture, les roues avant faisant un
angle de ¢ avec ’axe de la voiture, celle-ci faisant un angle égal & 6 avec 'axe
Oz. On note / la distance entre les essieux. Ecrire les équations du mouvement
et des champs de vecteurs engendrant le champ de sous-espaces associé.

(e) Etudier de méme le probléme de la manceuvrabilité d’un semi-remorque a deux
remorques.



Avertissement : La lecture de chapitres des ouvrages ci-dessous
fait partie intégrante du cours. Il est illusoire de croire que ’on peut
acquérir une culture mathématique raisonnable en se limitant a la
lecture des polycopiés des cours suivis.
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