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INTEGRALES DE FRACTIONS RATIONNELLES : METHODE ET EXEMPLE
(COURS DU 4 NOVEMBRE)

On cherche a calculer [ g(—(?da:, ou P et  sont des polyndmes. On va présenter la méthode
générale et 'appliquer pas & pas sur un exemple :
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1. Se ramener au cas ol deg(numérateur) < deg(dénominateur), en écrivant P = QA + R, avec

A et R polyndmes, tel que deg R < deg (). Ainsi g =A+ %

Ez. : 22% — 42% + 822 + 3 = ( ) (@t—ad—x+1)+ donc

I(x)-/( — >dx

_ i / F(z)dz avee F(z) =

et il reste & calculer [ F(z)dx.
2. Factoriser @) le plus possible.
Proposition. On peut toujours factoriser ) avec des facteurs de la forme

Az + p)¥ avec A # 0, k> 1; et
(az? +bx+c)* aveca#0,k>1, et A=0?—4ac<0).

Pour ce faire, il faut trouver des racines o de @ (c’est-a-dire des solutions de Q(z) = 0), et
factoriser @ par (r — «).

- -z +1 = ( Y(ax3 4+ bx? + cx + d) (car est racine évidente)
= (on trouve a, b, ¢, d par identification)
= ( )( Y(a'z? + bz + ) (car est encore racine évidente)
= (en identifiant)
On ne peut pas factoriser davantage car pour le polynéme , A= < 0.

3. Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle.

Proposition. Si P/Q est telle que deg P < deg @, et qu’on écrit @ (conformément au point
précédent) sous la forme

T S
Q= H()\ll' + )" X l—I(CljfL‘2 + bj.’L‘ + Cj)vj ,
i=1 j=1
alors on peut écrire P/@ sous la forme d’une somme de :

e termes —— — avec 1 < k < u; (pour chaque i) ; et de
()\Z'IL’ + Mi)k ! )



Axr + B
e termes (2 —:jbjx T o)F avec 1 < k < wj; (pour chaque j).

Ezx. : D’aprés la proposition ci-dessus, F' a la forme suivante :

A B Cx+ D
F = + +

On identifie A, B, C, D en développant (il existe aussi d’autres méthodes parfois plus rapides).
Apres calculs on obtient A = ,B= ,C = et D= donc :

F=

. Calculs des / m : il suffit de faire le changement de variable u = Az 4+ p et d’utiliser
T

les primitives usuelles.

Er.: [——dz = ;etfﬁdx:
Az + B

(az? + bz + )k’

(a) On fait apparaitre 2ax + b au numérateur, de sorte que dans le reste il n’y ait plus qu'une
constante :

. Calculs des /

Ar + B A 2ax+4b N B - %
(ax? 4+ bxr +c)*  2a (ax? +br+c)k  (ax? 4 bx + )k
Ez. : On obtient :

(b) On s’occupe du premier terme : facile avec substitution (c’est de la forme u’/u").

! d
(ax? + bx + c)k .
L’idée est de “compléter le carré”, et de se ramener, aprés un changement de variable,
a calculer [ mdu. On peut ensuite calculer cette intégrale avec un changement de
variable trigonométrique.

(¢) On s’occupe du deuxiéme terme : il faut calculer /

Le cas k =1 est le plus facile (et le seul que 'on fera en pratique dans les exercices). En
effet [ sz du = arctan(u) + C.

/ dr = / dr =

On pose u = s du = . On obtient :

Conclusion de ’exemple :

224 —42® + 822+ 3
I(JU):/ -3 —z+1 de =

Pour un autre exemple, voir [RB], Ex. 7.5 p.55.



