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PREFACE

Ces notes s’adressent aux étudiantes et étudiants du cours Calcul I (Sigle: MAT1112). Elles constituent
la matiere pour un cours de premier cycle d’'une quarantaine d’heures. Elles sont divisées en douze chapitres.
Dans les six premiers chapitres, on traite du calcul différentiel pour les fonctions de plusieurs variables, alors
que les six derniers chapitres portent eux sur le calcul intégral pour les fonctions de plusieurs variables. Je
crois que la matiere des six premiers chapitres peut étre vue dans une quinzaine d’heures de cours, alors que
celle des six derniers chapitres, il me semble nécessaire d’y investir au minimum vingt-cing heures. D’ailleurs
selon mon expérience, la difficulté majeure pour les étudiantes et étudiants de ce cours est dans la bonne
compréhension du calcul intégral pour les fonctions de plusieurs variables.

Quelques exercices sont inclus & la fin de chaque chapitre. Ceux marqués d’un () sont considérés comme
étant difficile et nécessitent parfois des notions vues dans d’autres cours de mathématiques. Il y a trés peu
d’exercices de ce type. Ils ne sont 1a que pour éveiller la curiosité des étudiantes et étudiants sur d’autres
sujets mathématiques.

Les preuves de certains des théoremes ou propositions ne sont qu’esquissées dans le texte. J’ai préféré
procéder ainsi pour ne pas trop alourdir ces notes de cours en espérant que les étudiantes et étudiants ne
m’en tiendront pas trop rigueur. Certains des graphiques ont été tracés grace au logiciel Maple V et d’autres
au logiciel Illustrator.

D’avance je remercie toute personne qui me signalera les lapsus et autres coquilles qui m’auraient
échappés.

Robert Bédard, juillet 2007.
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CHAPITRE 1

Rappels sur le calcul différentiel a une variable.

C’est & Wilhelm Gottfried Leibnitz (1646 — 1716) et a Isaac Newton (1642 — 1727) que nous devons
I'invention du calcul différentiel et intégral. Déja depuis ses débuts, il s’est avéré un outil indispensable
pour formuler des phénomenes en sciences, en génie et en sciences sociales, ainsi que pour calculer les
conséquences de ceux-ci. Par exemple, Newton utilisa le calcul infinitésimal pour obtenir de sa théorie de
I'attraction universelle les trois lois de Kepler pour les mouvements planétaires.

Dans ces notes, nous travaillerons avec ’ensemble R des nombres réels. On dit aussi la droite réelle
pour R et qu’on représente par une ligne droite:

Une fonction réelle f : D — R d’une variable réelle est une regle qui associe a tout nombre réel z d’un
ensemble D contenu dans R un nombre bien défini y = f(x) de R. On dit alors que D est le domaine de
la fonction et que la fonction f est définie sur D. Dans ces notes, le domaine D consistera en général d’une
réunion finie d’intervalles. Nous abuserons parfois en ne précisant pas le domaine D d’une fonction f; dans
ce cas, le domaine D sera ’ensemble des nombres réels pour lesquels la regle définissant f est applicable.
Nous n’écrirons souvent que f(z) pour désigner la fonction f.

Exemples 1.1:
a) f(x) =222 + 4o —1
b) g(x) = sin(a")
¢) h(z) = (z + 3) /(2% + 42 — 5)

a), b) et ¢) sont des exemples de trois fonctions réelles d’une variable réelle. Le domaine de chacune de
celles-ci est respectivement R, R\{0} (c’est-a-dire tous les nombres réels & ’exception de 0 ) et R\{—5,1}
(c’est-a-dire tous les nombres réels & l'exception de —5 et 1)

La regle définissant une fonction f peut étre explicite comme ci-dessus ou encore implicite.

Exemples 1.2:
a) L’équation x = €2¥ définit implicitement y comme une fonction de x. Explicitement nous avons y =

(In(x))/2 et le domaine D est 'intervalle (0, 00) (c’est-a-dire 'ensemble des nombres réels positifs)

b) L’équation xy — x + 2y + 1 = 0 définit aussi implicitement y comme une fonction de x. Explicitement
nous avons y = (x — 1)/(z + 2) et le domaine D est R\{—2}

c) L’équation (z+y)? = 1 ne définit pas implicitement y comme une fonction de x. Car il y a deux solutions
possibles pour y (en terme de x) & cette équation, soit y = 1 — z ou soit y = —1 — z, il faudrait ajouter des
conditions & 1’équation (x + y)? = 1 pour définir correctement y en fonction de .

Une fonction peut aussi étre définie d’autres fagons; par exemple, au moyen d’équations différentielles
ou encore d’équations intégrales.

Avec des opérations élémentaires, il est possible d’obtenir de nouvelles fonctions. Si f(z) et g(z) sont des
fonctions réelles et ¢ est un nombre réel, nous pouvons faire les opérations algébriques suivantes: f(x)+g(z),
cf(x), f(x)g(x), f(x)/g(x), etc. Il est aussi possible de définir la composition de deux fonctions. Si z = f(y)
(c’est-a-dire que z est une fonction de y) et y = g(x) (c’est-a-dire que y est une fonction de z), alors la
composition f o g est la fonction obtenue en considérant z = f(g(x)) comme une fonction de x. La fonction
f o g est bien définie en x si g(z) appartient au domaine de f. Si une fonction f est injective (c’est-a-dire
f(z) = f(a') = x =1'), alors f a une fonction inverse f~! défini par y = f~1(z) & = = f(y).

Exemples 1.3:
a) Si z = f(y) =In(y+3) et y = g(x) = 2% — 4, alors la composition fogest z =In(z? —4+3) = In(z? - 1).
Le domaine de cette composition est (—oo, —1) U (1, 00)
b) Si f(x) = e*, alors f~!(x) = In(z). Le domaine de f est R, alors que celui de f~! est (0, 00).



Soit f, une fonction réelle d’une variable réelle. On écrira lim,_,, f(z) = L pour indiquer que f(z) peut
étre aussi pres de L que nous le désirons en prenant x & I'intérieur d’un intervalle (a — §, a 4 §) suffisamment
petit centré en a. La définition exacte est la suivante: pour tout € > 0, il existe un § > 0 (dépendant de a
et €) tel que si & est compris entre a — § et a + J, alors f(z) est compris entre L — € et L + €. L sera appelé
la limite de f au point a. La limite d’une fonction & un point n’existe pas toujours.

Exemple 1.4:
Définissons f : R — R par la régle suivante: f(x) = 1 si x appartient & ’ensemble Q des nombres rationnels,
f(x) = —1 sinon. Alors lim,_,o f(z) n’existe pas. Car, pour tout intervalle centré en 0, f prend les deux

valeurs —1 et 1. Ainsi f n’approche ni —1, ni 1. Cet exemple est quelque peu exotique, mais il illustre le
fait que la limite n’existe pas toujours. En fait, lim,_,, f(z) n’existe pour aucun nombre réel a.

Nous écrirons aussi lim, . f(x) = L (respectivement lim,_, o, f(z) = L) pour indiquer que f(z)
peut étre aussi pres de L que nous le désirons en prenant x suffisamment grand (respectivement petit). La
définition exacte est la suivante: pour tout € > 0, il existe un nombre réel M (dépendant de €) tel que si z
est plus grand (respectivement plus petit) que M, alors f(x) est compris entre L — e et L + e.

Nous écrirons aussi lim,_,, f(z) = oo (respectivement lim,_,, f(z) = —oo0) pour indiquer que f(z)
devient aussi grand (respectivement aussi petit) que nous le désirons en prenant x suffisamment pres de a.
Noter que ceci est un abus de notation, car la limite n’existe pas dans ces cas.

Exemples 1.5:
a) Si f(z) = e/®) pour x # 0, alors lim,_,q e(*/*) n’existe pas, lim,_, o, /%) =1 et lim,_, o, e1/*) = 1.
b) Si f(z) = sin(z)/x pour x # 0, alors lim,_¢ f(z) = 1, limy_,o0 f(z) =0 et lim,,_ f(x) = 0.

Nous avons tracé le graphe de f(z) = sin(x)/z sur Pintervalle fermé [—10, 10] dans la figure 1.1 et, sur
[—100, 100] dans la figure 1.2 ci-dessous. La figure 1.1 illustre bien le fait que lim,_.¢sin(z)/z = 1, alors que
la figure 1.2 illustre que lim, o sin(x)/z = 0 et lim,_, o sin(z)/x =0

f(X) = sin(x)/x

figure 1.1
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Proposition 1.1:
Soient ¢, un nombre réel et f(z), g(x), deux fonctions réelles d’une variable réelle . Supposons que les deux
limites lim, ., f(z) = L; et lim,_,, g(x) = Lo existent. Alors:
) lim, q(f(2) + g(2)) = L1 + L
b) lim, ., cf(x) = cLq;
) limg_q f( ) ( ) = L1 Lo;
d) i, (£(2)/9(x)) = Ly /Ls, i Ly £ 0.

La proposition est aussi valable si, au lieu de a, nous avions eu plutét oo ou —oo.
Etant donné une fonction f et un nombre réel a du domaine de f, si

o f@) = @) L fa+h) = f(@)

z—a Tr—a h—0 h

existe, alors on dira que la fonction f est dérivable & © = a et cette limite sera appelée la dérivée de f a
x = a. Nous noterons celle-ci soit par f’(a), soit par f)(a) ou encore par %(a). Si la dérivée d’une fonction
f existe pour tous les points d’un domaine D, nous obtenons une nouvelle fonction f'(x) sur D appelée la

dérivée de f. Nous noterons aussi cette dérivée par % ou encore f(M(z).

Exemple 1.6:
Si f(z) =23 +z et a € R, alors

() = 1im ((a+h)*+ (a+h) — (a® + a)

= lim (3a® + 3ah + h* +1) = 3a® + 1.
h—0 h h—0

Ainsi f'(z) = 32% + 1 pour tout = € R.

Si une fonction f a une dérivée f’ en tout point d’'un domaine D, alors nous pouvons considérer cette
nouvelle fonction f’ et si celle-ci est dérivable au nombre réel x = a, nous dirons que f a une dérivée seconde
en a. Nous noterons cette dérivée seconde d’une des facons suivantes: soit f”(a), soit f*)(a) ou encore

2
%(a). Si la dérivée seconde d’une fonction f existe en tout point d'un domaine D, nous obtenons alors
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une nouvelle fonction f”(x), la dérivée seconde de f, sur le domaine D. Nous la noterons aussi par f)(z)
a2 . , . . . s s o e N
ou par dTJ;' Nous pouvons continuer ce processus de dérivation et obtenir la dérivée troisieme, la dérivée

quatriéme, etc. Nous noterons par f(™)(z) ou encore 37{ la dérivée n-ieme de f (si elle existe).
Pour visualiser la dérivée d’une fonction, il suffit de noter que

f() = f(a)

s (pour a # b)

est la pente de la droite passant par les deux points: (a, f(a)) et (b, f(b)). En laissant b étre de plus en plus

pres de a, nous voyons que f’(a) est la pente de la droite tangente & la courbe (z, f(x)) (pour x appartenant

4 un intervalle contenant a). La figure 1.3 illustre ceci ci-dessous. Nous avons tracé le graphe de f(z) = 22,

ceux des sécantes y = 2.5z — 1.5, y = 2.25x — 1.25 et y = 2.1252x — 1.125 passant par le point (1, 1), ainsi que
celui de la droite tangente y = 2o — 1 au graphe de f(z) au point (1,1).

2
X
T 25x-15

«— 2.25x-1.25

—
2.125x -1.125

2x -1

0.9 1 1.1 1.2 1.3 x 14 1.5 1.6
figure 1.3

Pour calculer la dérivée d’une fonction, il existe des regles obtenues de la définition de dérivée. Nous
énumérons ces regles ci-dessous.

Proposition 1.2:
Soient f(z), g(z) deux fonctions et a, b deux nombres réels. Alors:

a) (régle linéaire) (af(z) + bg(z)) = af'(x) + bg'(z);

b) (regle du produit) (f(z)g(x))" = f'(2)g(x) + f(x)g' (x);

c) (régle du quotient) (f(x)/g(x)) = (f'(z)g(z) — f(2)g'(2))/g*(x),  (sig(x) #0);
d) (regle de chaines) Si h(xz) = fog(x) = f(g(x)), alors W' (z) = f'(g(x))g'(x);

e) (regle des puissances) (z") = naz""! (ou n € R);

f) (dérivée de fonctions usuelles)

(e*) =e", (In(z)) =z~ ! (siz >0),

(sin(x))" = cos(x), (cos(z)) = —sin(z).



Exemple 1.7:
1

%((ln(l + x2))3/2) (3/2) ((ln 14z ))1/2)%(1n(1 +2%) = (3/2)((111(1 + x2))1/2)m%(1 + %)
B N JENSY 2z
= (3/2)(n(1 +4%) ") s
en utilisant les regles précédentes.
Exemple 1.8:
d d /sin(x) cos(z) cos(z) — (—sin(x)) sin(z)
. — (ztan(x)) = tan(z) + x%( (a:)) = tan(x) + x( o2 () )
= tan(z) + co2(2)

en utilisant les regles précédentes ainsi que le fait que cos?(x) + sin®(z) = 1 pour tout = € R.
Si une fonction y est définie implicitement au moyen d’une équation, il est possible de calculer ¥’ en
dérivant chacun des cotés de cette équation et en utilisant les regles de dérivation ci-dessus.

Exemple 1.9:
Considérons la fonction y définie par I’équation xy — x + 2y + 1 = 0, alors y + 2y’ — 1 + 2y’ = 0 et nous

obtenons finalement ' = (1 — y)/(2 4+ x) si x # —2.

Exercice 1.1:
Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes:

a) f(z) = (2° =52 +2)/(2* + =+ 1);
b) f(z) = V1 + 4a¥;

0) f(@) = (2" — 3) exp(a?);

d) f(x) = cos(sin(z)).

Exercice 1.2:
Pour quelles valeurs de x, la dérivée f'(x) de chacune des fonctions suivantes s’annule (c’est-a-dire f'(z) = 0)?

a) f(z) = exp(—2?);

b) f(z) = 23 — 422 + 42 — 2;

c) fla) = (2* = 1)/(a® + 1).
Exercice 1.3:

En utilisant seulement la définition théorique de la dérivée et le fait que limy_o(cos(h) — 1)/h = 0, montrer
que

a) (sin(x)) = cos(x);

b) (cos(x)) = —sin(x).






CHAPITRE 2

Fonctions de plusieurs variables réelles, dérivées partielles.

Tres souvent les fonctions rencontrées sont dépendantes non pas d’une seule variable, mais plutét de
plusieurs. Par exemple, si nous frappons sur la membrane d’un tambour, elle vibrera et son déplacement
u(x,y,t) sera une fonction de trois variables: z, y, t, ou (x,y) correspond & un point de la membrane et ¢
au temps. Premierement, nous verrons comment représenter graphiquement des fonctions réelles de deux et
trois variables. Par la suite, nous définirons la notion de dérivées partielles de fonctions réelles de plusieurs
variables. Dans des chapitres subséquents, nous discuterons comment utiliser ces dérivées partielles pour
résoudre certains problemes d’optimisation.

Nous noterons par R™, I’ensemble des n-tuplets (z1,zs2,...,2,) dont toutes les entrées x; sont des
nombres réels. Dans le cas de R?, nous écrirons plutot ces éléments sous la forme (x,%) ot z, y sont des
nombres réels; alors que, pour R?, ces éléments seront notés sous la forme (z,y,z) ot =, y et z sont des
nombres réels.

Il est possible de représenter graphiquement R? comme I’ensemble des points du plan et R3 comme
I’ensemble des points de 'espace a trois dimensions. Nous avons illustré ceci dans les figures 2.1 et 2.2
ci-dessous.

Az

Ay
Cl— —
/] /1 _(a,b,c)
p _ _(ab) Z L
1 | o
I | b
| | : /J >
. > o — 1 Y
“ x
figure 2.1 figure 2.2

X

Noter la facon de désigner les axes de R3 dans la figure 2.2. Nous avons orienté R? en utilisant la regle
de la main droite. Nous utiliserons toujours cette orientation de R? par la suite.

Une fonction réelle f : D — R de n variables réelles est une regle bien définie qui associe a tout n-tuplet
(z1,22,...,2,) d'un ensemble D contenu dans R™ un nombre bien défini f(z1,xo,...,z,) de R. On dit
alors que D est le domaine de la fonction et que la fonction f est définie sur D. Dans ces notes , D sera
généralement un ouvert de R™, c’est-a-dire que pour chaque point (x1,z9,...,z,) de D, il existe un nombre
réel € > 0 (dépendant de notre point (x1,xs,...,2,)) tel que si un n-tuplet (yi,y2,...,yn) de R™ satisfait
la condition suivante: x; — e < y; < x; + € pour tout ¢ = 1,2,...,n, alors (y1,¥y2,-..,Yyn) est aussi un point
de D. Nous abuserons parfois en ne précisant pas le domaine D d’une fonction f; dans ce cas, le domaine
D sera l'ensemble des n-tuplets de R™ pour lesquels la regle définissant f est applicable. Nous n’écrirons
souvent que f(x1,xa,...,x,) pour désigner la fonction f.

Exemples 2.1:
a) f(x1,xa,x3,24) = (21 + 223 — d4) /2
b) f(x1,x9,x3, x4, x5) = sin(x1Tow32425)
c) f(z,y,2) = 1/(2® + y* + 2?)

a), b) et c¢) sont respectivement des fonctions réelles de 4, 5 et 3 variables réelles. Les domaines de
celles-ci sont respectivement {(z1,z2,73,24) € R | 22 # 0}, R® et R3\ {(0,0,0)}.

Tout comme pour les fonctions d’une seule variable, la régle définissant une fonction de plusieurs variables
peut étre explicite comme ci-dessus, implicite ou encore au moyen d’équations aux dérivées partielles. Nous
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définirons et illustrerons ceci un peu plus loin dans le texte. Il est aussi possible d’effectuer des opérations
algébriques, ainsi que la composition de fonctions de plusieurs variables. Nous reviendrons sur ceci apres
avoir présenté la notion de dérivées partielles.

11 est possible de représenter graphiquement une fonction de deux variables f(x,y) au moyen d’un graphe
dans R3. 1l suffit de tracer tous les points (z,y, f(z,y)) € R? avec (z,y) appartenant au domaine D de f.
Souvent le graphe d’une telle fonction sera une surface dans R3.

Exemples 2.2:
a) Le graphe de la fonction f(x = 22 — 42 est tracé A la figure 2.3.
) Le grap Y y g

Noter que dans cette figure, nous avons tracé les axes des = et y en les décalant de 'origine afin de
permettre une meilleure visualisation du graphe de f. Le graphe de f nous donne une surface dans R3 qui
est un paraboloide hyperbolique.

b) Le graphe de la fonction g(x,y) = = + 0.5y est tracé a la figure 2.4. Noter que dans cette figure, nous
avons aussi tracé les axes des x et y en les décalant de I'origine afin de permettre une meilleure visualisation
du graphe de g. Le graphe de g nous donne une surface dans R? qui est un plan.

11 est aussi possible de représenter une fonction f(z,y) au moyen de courbes de niveau. Une courbe de
niveau de f(z,y) est définie comme un sous-ensemble de R? de la forme C, = {(z,y) € R? | f(z,y) = v}
ou v est un nombre réel. Il suffit alors pour décrire f de tracer quelques-unes de ses courbes de niveau C,,.

L’utilisation des courbes de niveau est tres répandue en cartographie. Nous pouvons énumérer quelques
exemples de ceci. Une ligne isohypse est une courbe sur une carte représentant les points d’une région
terreste ayant la méme altitude; une ligne isotherme, celle des points d’une région ayant la méme température
moyenne; une ligne isobare, celle des points d’une région ayant la méme pression atmosphérique a un instant
et a une altitude donnés. Une ligne isobathe est une courbe sur une carte représentant les points d’une région
terreste ayant la méme profondeur et une ligne isohyete, celle des points d’une région ayant les mémes pluies
moyennes.

figure 2.3



1.59 gx)=x+0.5y

0.4

0.8

figure 2.4

Exemples 2.3:
a) Les courbes de niveau C, de la fonction f(z,y) = 2% — y? de 'exemple 2.2 a) ci-dessus sont les courbes

suivantes. Si v = 0, alors C, est la réunion des deux droites x —y = O et  +y = 0 car 22 — 3% =
(x—y)(z+y) =0 2x—y=0o0ux+y=0. Siv+#D0, alors la courbe de niveau C, est une hyperbole.
Quelques-unes de ces courbes de niveau sont tracées a la figure 2.5.

2

Courbes de niveau de f(x, y) =x2 -y

4 -

—4 4

figure 2.5

b) Les courbes de niveau C, de la fonction g(z,y) = x + 0.5y de 'exemple 2.2 b) sont les droites dont la
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pente est —2 car x + 0.by =v <& y = —2z + 2v. Quelques-unes de ces courbes de niveau sont tracées a
la figure 2.6.

Courbes de niveau de g(x, y) =x + 0.5y

101

4 3

figure 2.6

Pour représenter graphiquement une fonction de trois variables f(z,y,z) au moyen d’un graphe, il
faudrait avoir recours & R*. Ceci s’avere impossible. Mais il est possible d’avoir recours & des surfaces de
niveau pour représenter f(z,y,z). Une surface de niveau de f(z,y,z) est un sous-ensemble de R? de la
forme S, = {(z,y,2) € R®| f(z,y,2) = v} oll v est un nombre réel. 1l suffit alors pour décrire f de tracer
quelques-unes de ses surfaces.

Exemples 2.4:
a) Les surfaces de niveau de S, de la fonction f(x,y,z) = 22 + y? — 2 sont des paraboloides elliptiques

S, ={(z,y,2) € R*| 2 = 2% + y? — v}. Quelques-unes de ces surfaces de niveau sont tracées a la figure 2.7.

b) Les surfaces de niveau de S, de la fonction g(z,y, 2) = 22+ 2y? + 422 sont des ellipsoides lorsque v > 0 et
Porigine {(0,0,0)} lorsque v = 0. Noter que S, = () lorsque v < 0. Quelques-unes de ces surfaces de niveau
sont tracées a la figure 2.8.

c) Les surfaces de niveau S, de h(z,y, 2) = x +y — z sont des plans dans R?.

Nous n’insisterons pas plus sur les surfaces de niveau dans ces notes. Il est en général difficile de tracer
les surfaces de niveau d’une fonction de trois variables réelles. Nous allons maintenant définir la notion de
dérivée partielle premierement pour les fonctions de deux variables, ensuite pour celles de trois variables et
finalement pour celles de n variables.
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Surfaces de niveau de fix, y, z) = x2+ y2 -2
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figure 2.7

Surface de niveau de g(x, y, 2) =x2 + 2y2 +4z2

—
e A S

TN

figure 2.8

Soit f(z,y) une fonction de deux variables définie sur le domaine D. Alors la dérivée partielle de f
par rapport & z au point (a,b) € D est la dérivée au point z = a de la fonction d’'une variable = — f(x,b)
obtenue en posant y = b dans la définition de f. Cette dérivée partielle est notée

of

2 las) ou encore f,(a,b).
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Plus formellement, nous avons

or (a,b) - h—0 h

De fagon similaire, la dérivée partielle de f par rapport & y au point (a,b) € D est la dérivée au point
y = b de la fonction d’une variable y — f(a,y) obtenue en posant * = a dans la définition de f. Cette
dérivée partielle est notée

% ) ou encore fy(a,b).
Ainsi formellement nous avons
of | _ . flabt k) = fab)
0y l(ap)  k—0 k

Si la dérivée partielle f;(a,b) par rapport a x (respectivement f,(a,b) par rapport a y) est définie
pour tout point (a,b) appartenant & un domaine D’, nous obtenons ainsi une nouvelle fonction notée f,
(respectivement f;).

Nous allons maintenant illustrer comment calculer les dérivées partielles f, et f, pour la fonction
f(x,y) = xsin(z?y) + 22y — 3z + 4y. Pour calculer f,, il suffit de considérer y comme une constante et de
prendre la dérivée de f par rapport a z avec cette hypothese. Nous obtenons alors

fo= % = sin(z?y) + x(cos(z?y))2xy + 2y — 3.

Alors que pour calculer f, il suffit de considérer  comme une constante et de prendre la dérivée de f par
rapport a y avec cette hypothese. Nous obtenons alors

_9f _ s

2
fy= 9y z(cos(zy)) + 2z + 4.

Pour donner un sens plus concret a ce que sont les dérivées partielles, il faut procéder de la fagon
suivante. Si nous considérons I'intersection du graphe de f(z,y) avec le plan vertical y = b dans R?, nous
obtenons une courbe et f,(a,b) est la pente de la droite tangente a cette courbe au point = a. De fagon
similaire, si nous considérons P'intersection du graphe de f(z,y) avec le plan vertical z = a dans R?, nous
obtenons une courbe et f,(a,b) est la pente de la droite tangente & cette courbe au point y = b. Nous avons
illustrer ceci a la figure 2.9.

12



graphe de

S )

graphe de

fixy)
AN

x figure 2.9

Tout comme pour les fonctions a une variable, il existe des dérivées partielles d’ordres supérieurs pour
f(z,y). Plus précisément, les dérivées partielles f; et f, de f(x,y) sont des fonctions de deux variables, il est
donc possible de considérer leurs dérivées partielles. Nous obtenons ainsi quatre dérivées partielles mixtes
d’ordre deux que ’on notera

0% f 0% f 0% f 0% f

S (respectivement fuu, fyz, foy €0 fyy )-

922’ 0xdy’ Oydz’ Oy

Elles sont définies par les formules suivantes:
o7 _ 2 (9 O°f 0 (o1
Ox2 (93: ox/)’ (%cay Oz \ dy
0% f (3f ) >f (8 f )
Oyox 8y ox 8y By Jy

Il faut ici noter la différence dans ces deux systemes de notation dans 'ordre de différentiation. Nous
allons illustrer ceci dans un exemple.

Exemples 2.5:
Soit f(x,y) = 223y + ™. Alors:

0

—gi = 6,1;2;]/ + yexy, a_z - 21‘ + 586

Pf 9 . oo 2 of 9 2

gl _ zyy — 19 ey, 93 — zy zy

922 333(6:5 y+ye™) =122y + y“e 920y am( z° + ze®) = 6z° + ™Y + zye
i > )

672y + ye™) = 622 + e + wye™?, — 2260y

dyOx 8y( y+yet) Yy W2 oy —(22° 4 ze™) = 2’

13



Noter que dans cet exemple nous avons

o*f  O*f
0xdy  Oydx’

Ceci n’est pas fortuit. Nous expliquerons dans un chapitre ultérieur sous quelles conditions ceci est vrai .
En procédant comme pour les dérivées partielles d’ordre deux, il est possible de considérer des dérivées

partielles d’ordre trois, quatre, ..., etc. Par exemple,
@72(ﬁ) Pf :7( 2f 3 f o ;1 0°f
925 9z \da? Dy ay 022 i = o 5 )
820 oy\oyaz)  oa2oy ('91: 020y) G = ( - ay)’
763f = g(ﬁ) ﬁ — g(ﬁ) ete
0xdy? Oz \ Oy? oy Oy \9y? '

Il est important de noter que 'ordre de dérivation est déterminé en lisant les termes du “dénominateur” de
la droite vers la gauche. Il est aussi possible de noter ces dérivées de la fagon suivante:

3f DPf 3
—_ — = — 8
facx:c 8:E3 ) fa:gcy 8y(9332 ’ fwyz — 7f,
0x0yox
foo o f 0 o5
Y oy201” Fywe = ;v26y Jyey = 7>
9 o f Oyozxdy
fyy:c = awayzv fyyy = aiy?” etc.

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que le cas des fonctions de deux variables. Mais il est facile de
généraliser la notion de dérivées partielles pour les fonctions de trois variables réelles. Soient f(x,y, z), une
fonction de trois variables x, y et z définie sur le domaine D et (a,b,c) € D. Alors les dérivées partielles de
f au point (a, b, ¢) sont définies par

of . fla+mrbc)— f(a,b,c)
—_— = lim ,
ox (a,b,c) r—0 r

of . fla,b+s,¢) = fla,b,c)
- = lim ,
0y l(a,b,c)  s—0 s

af . f(CL,b,C‘Ft)*f(CL,b,C)
- = lim .
0z l(ab,c) t—0 t

En d’autres mots, la dérivée partielle f, est obtenue en dérivant la fonction f par rapport & = tout en
considérant y et z comme des constantes. De la méme facon,la dérivée partielle f, est obtenue en dérivant
la fonction f par rapport a y tout en considérant = et z comme des constantes et la dérivée partielle f, est
obtenue en dérivant la fonction f par rapport a z tout en considérant x et y comme des constantes.

Exemple 2.6:
Si f(x,y,2) = 23y + 222 + y*2°, alors
0 0 0
—f = 322y + 2%, —f =23 4 49325, —f = 2xz + 6y*2°
Ox Jy z

Tout comme pour les fonctions de deux variables, il est possible de considérer les dérivées partielles
mixtes d’ordre deux, trois, etc. Le lecteur n’aura aucune difficulté a généraliser ces dérivées d’ordres
supérieurs. Nous illustrerons ceci dans les exercices a la fin de ce chapitre.

Finalement soient f(x1,za,...,x,) une fonction définie sur un domaine D de R™ et (a1, as,...,a,) € D.
Alors la dérivée partielle de f par rapport a z; au point (a1,as,...,a,) est
of — lim flar,as, ... a; + hiy ... an) — flar,a9,...,a,)
a(Ei (a1,a2,...,an) h;—0 hl '
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Il est aussi facile de généraliser aux fonctions a n variables les dérivées mixtes d’ordres supérieurs.

Exemple 2.7:
Soit f(wx1, 7,73, 24) = Tixy + 2375, Alors:

& f

of 02 f 0 B
0x30r3

= (4adzy) = 12222y,

s, 2L 2 203
Oxs T4 oz?  Oxy T4

Exercice 2.1:
Pour chacune des fonctions f(x,y) suivantes, tracer son graphe et déterminer ses courbes de niveau:
a) f(z,y) = 22° +y*
b) f(z,y) = e™¥;
¢) f(z,y) = |z +y| ou || est la valeur absolue.

Exercice 2.2:
Déterminer les dérivées partielles f, et f, pour chacune des fonctions f(x,y) suivantes:
a) f(x,y) = (z° = 3zy +y*)/(2x + 3y);
b) f(l',y) _ eSCos(xy)
c) f(z,y) = (¢ + zy + y*) cos(xy)
d) f(z,y) = 2zy/e” .

Exercice 2.3:
Calculer toutes les dérivées d’ordre < 2 de la fonction f(x,y) = 22 + 3zy® + cos(zy), i. e. calculer

af af o*f 9 f  9%F  O°f

ox’ 9y’ 0x2’ Bxdy’  Oydx’ Oy?

Exercice 2.4:
Montrer que
0% f B 0 f
0xdy  Oydx

pour toute fonction f(x,y) de la forme

apr"™ + a1z 'y + ax™ 2y + -+ a1y + any”

ou ag,at,...,a, sont des nombres réels.

Exercice 2.5:
Montrer que
0% f B 0% f
0xdy  Oydx

pour toute fonction f(x,y) de la forme
cos(axPy?) + sin(bz"y*)
ou a, b sont des nombres réels et p, ¢, 7, s sont des entiers positifs.

Exercice 2.6:
En utilisant la définition de dérivées partielles, montrer que

of,  _9of
oz 10,0 0y l0,0)
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pour la fonction

_Jx+y, siz=00uy=0;
Fa,y) = { 1, sinon.

Exercice 2.7:
Pour chacune des fonctions f(z,y) suivantes, déterminer les points (a,b) pour lesquels nous avons simul-

tanément
of 0 of

%— et Fy

0:
a) f(z,y) = 2° +ay +y*
b) f(z,y) = 2%y + zy?.
Exercice 2.8:
Pour la fonction f(z,y, z) = (2% + 2y + y2)e*T2Y, calculer les dérivées partielles suivantes:

o 5 vi # o
Ox’ Oydxr’ 022’ O0x0z Oydxrdz

Exercice 2.9:
Déterminer f,,(0,0) et f,,(0,0) pour la fonction

fla,y) = { gf/(xz —y)/(@* +y?), : E:ﬁZ; 7 (8,

Que peut-on déduire de ce calcul?

Exercice 2.10:
Méme question qu’au numéro précédent, mais cette fois pour la fonction

_ Jyatsin(l/z), siz#0;
f(a:,y)—{o’ siz=0.
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CHAPITRE 3

Continuité.

Ce chapitre sera bref. Nous y décrirons la notion de continuité pour les fonctions de plusieurs variables.
Beaucoup de résultats sur les fonctions de plusieurs variables ne sont vérifiés qu’avec I’hypothese que celles-
ci et leurs dérivées partielles soient continues. Nous rappellerons premierement la définition de continuité
pour les fonctions d’une variable. Apres ce rappel, nous définirons la notion de limite dans le contexte des
fonctions de plusieurs variables, ainsi que la continuité.

Soient f(z), une fonction d’une variable x définie sur le domaine D et a € D. Alors

f est continue au point a < lim f(z) = f(a).

T—a

Si f n’est pas continue & z = a, on dit que f est discontinue & x = a. En d’autres mots, si f est continue
ax = a, alors f(a) est définie et lorsque x approche a, alors f(x) approche f(a). De fagon trés imprécise,
on peut dire que f n’a pas de saut, de trou a x = a. Ci-dessous nous avons tracé les graphes de fonctions
discontinues dans la figure 3.1. Si f est continue a chacun des points du domaine D, on dit alors que f est
continue sur D.

Graphes de fonctions discontinues

A f) A 1)

| x) . >
figure 3.1

Soient f(x,y), une fonction de deux variables définie sur le domaine D et (a,b) € D. Nous allons
maintenant définir ce qu’est la limite de f(z,y) si (x,y) approche (a,b). On dit que L est la limite de f(z,y)
lorsque (x,y) approche (a,b) et qu’on note

lim z,y) =1L
(ryy)ﬂ(ayb)f( v)

si et seulement si, pour tout ¢ > 0, il existe un nombre réel § > 0 (qui dépend de (a,b) et de €) tel que,
pour tout point (z,y) € D et satisfaisant la condition suivante: max{|x — al,|y — b|} < 4, alors nous avons
|f(z,y) — L| < e. Nous avons représenté ceci a la figure 3.2. Ainsi f(x,y) approche L lorsque (z,y) approche
(a,b) peu importe la direction. Noter que la limite n’existe pas toujours.
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fix, y)

L+eg

graphe de f(x, y)

X figure 3.2

Exemples 3.1:
a,) lim(z’y)ﬂ(o’o) (a: =+ y) =0.
b) Soit
_ [Pyt +y?) siy #£0;
f(x7y)_{07 SlyZO
Alors lim(, ) (0,0y f (7, y) n’existe pas. Car nous avons que, sur I'axe des x, f(z,y) = f(x,0) = 0; alors que
sur la parabole y = 22 pour x # 0, f(z,y) = f(z,2%) = 1/2.

Soient f(x,y), une fonction & deux variables définie sur le domaine D et (a,b), un point de D. On dit
que la fonction f(x,y) est continue au point (a,b) si et seulement si lim(, ) (a,p) f(2,%) = f(a,b). Si une
fonction f(z,y) est continue & chacun des points (a,b) € D, on dit alors que f est continue sur D.

Proposition 3.1:
a) Soient f(z,y) et g(z,y), deux fonctions continues au point (z,y) = (a,b), ¢ et d, deux nombres réels.
Alors:

cf(w,y) + dg(z,), f(z,1)g(@.y) et f(z.y)/g(x,y) (si g(a,b) # 0) sont des fonctions continues a (z,y) =
(a,b).
b) La composition des fonctions continues est continue.

La plupart des fonctions rencontrées dans ce cours seront continues. Les polynémes, les fonctions cosinus,
sinus et exponentielles sont continues. Les fonctions log, (), In(x) sont continues pour x > 0.

Exemples 3.2:
a) 22y + 223y +x + 5y, €2, sin(y + cos(zy)) sont des fonctions continues sur R2.
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b) (22 + y?)~! est continue sur R?\ {(0,0)}.

Nous allons maintenant définir les notions de limite et continuité pour une fonction de n variables.
Soient f(x1,x2,...,%,), une fonction de n variables définie sur le domaine D et (a1, as,...,a,) € D. On
dira que le nombre réel L est la limite de f(z1,22,...,x,) lorsque (z1, o, ..., x,) approche (a1, az,...,ay)
et qu’on note

lim flxr,xo,...,xy) =L
(z1,22,....7n)—(a1,a2,...,an)

si et seulement si, pour tout € > 0, il existe un nombre réel 6 > 0 (dépendant de (aj,as,...,a,) et de
€) tel que, V(z1,22,...,2,) € D et satisfaisant: max{|z1 — a1|, |x2 — aal,..., |z, — an|} < J, nous avons
|f(z1,22,...,2n) — L] <e.

Ainsi f(z1,2,...,2,) approche L lorsque (x1,z3,...,%,) approche (ai,as,...,a,) peu importe la
direction. Noter que la limite n’existe pas toujours.

Soient f(x1,%2,...,%y), une fonction a n variables définie sur le domaine D et (ay,as,...,a,) € D. On
dira que f(x1,x2,...,x,) est continue au point (a1, as,...,a,) si et seulement si

lim flz1,xa, ... xy) = flar,a9,...,a,).

(#1,@2,...,7n)—(a1,02,....,an)

La proposition 3.1 est aussi valable pour les fonctions & n variables.

Exercice 3.1:
Pour chacune des fonctions suivantes f(x,y), calculer lim, ,y_(0,0) f(2,¥) et indiquer si f est continue a
(0,0).

_ [ @@=/ +y?), si(z,y)
a’) f(x7y)_ {0, Si (l‘,y)

[N

0, si (z,

Exercice 3.2:
Etudier la continuité sur R? des fonctions f(x,y) suivantes telles que f(0,0) = 0 et, pour (x,y) # (0,0),
nous ayions

_ (z+y)? xy ’y

a) f(z,y) = ¢) f(x,y):ma d) f(x,y):m'

(22 +y?)’

Exercice 3.3:
Etudier la continuité et Pexistence des dérivées partielles de la fonction f(z,y) définie sur R? par
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Exercice 3.4:
Indiquer si chacune des fonctions f ci-dessous est continue & Porigine (0, 0) et calculer les dérivées partielles
suivantes: f;(0,0), f,(0,0) et fz(0,0).

_ [ (@@ +22y%) /(32 + 4y°), si (z,y) # (0,0);
2 f(x’y){o, ’ " i 200,
b) f(z,y) = {(()x2 +y%)/(x—y), siz#y;

Exercice 3.5:
Soit la fonction f: R? — R définie par

siz=uy.

e = {143 S

Est-ce que la fonction f est continue & Porigine (0,0)?
Exercice 3.6 (}):
Soit f: R — R une fonction continue sur R. Pour (z,y) € R?, posons F(x,y) fy
a) Montrer que F est continue sur R?
b) Déterminer les dérivées partielles F, et F),.
Exercice 3.7 (1):

Soit f:R — R, une fonction réelle d’'une variable réelle. Montrer que la fonction F:R? — R définie par
F(x,y) = f(x) est continue au point (a,b) € R? si et seulement si f est continue au point a € R.
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CHAPITRE 4

Approximation linéaire, le gradient et les dérivées directionnelles.

Soit y = f(z), une fonction réelle d’une seule variable. La dérivée de f au point x = c est

dy| _dfy e h) — £
dxle drlec h—0 h
et ceci peut étre récrit
d
Ay = (ﬁ )h teh,

ou Ay = f(c+ h) — f(c) et € (dépendant de h et de c) est tel que limy_.g e = 0.
Cette derniére formule nous fournit une approximation linéaire de y = f(x), c’est - a - dire que

i

si h est approximativement nul. Graphiquement nous avons représenté ceci pour f(z) = sin(z) & ¢ = 7/4
dans la figure 4.1 . Dans ce cas, f'(7/4) = cos(n/4) = v/2/2.

dy

Je+m) g+ (5

11 Approximation linéaire pour sin(x) a /4

approximation linéaire —,

0.9

0.8 1

0.7 4

0.6

0.5

0.4

04 05 0.6 07 08 09 x 1 1.1 12
figure 4.1

Nous voulons premierement décrire un résultat similaire d’approximation linéaire pour les fonctions de
deux variables, ensuite pour celles de trois variables et finalement pour celles de n variables. Dans la derniere
partie de ce chapitre, nous définirons le gradient et les dérivées directionnelles d’une fonction de plusieurs
variables et finalement nous décrirons la relation entre ces deux notions.

Avant de poursuivre plus en avant notre discussion, nous aurons besoin du théoreme de la valeur
intermédiaire pour une fonction réelle f(x) d’une seule variable. Nous le rappellons ci-dessous.
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Théoréme 4.1 (de la valeur intermédiaire):
Soit une fonction f(z) une fonction réelle ayant une dérivée a chacun des points de Uintervalle ouvert (a, b)
et supposons aussi que [ est continue aux points a et b. Alors il existe un nombre ¢ € (a,b) tel que

—a
Nous avons illustré ce théoreme a la figure 4.2. Noter que (f(b) — f(a))/(b— a) est la pente de la droite

L passant par les points (a, f(a)) et (b, f(b)). L’énoncé dit qu’il existe une tangente au graphe de f(z) dont
la pente est celle de L.

Théoréme de la valeur intermédiaire

80 1 graphe de x3

60 -
droite de pente 21 passant
par les deux points (1, 1)

40 | et (4, 64) —_—

20 A

-20 A \

droite tangente au graphe de x3 de pente 21

figure 4.2

L’énoncé du théoreme d’approximation linéaire pour les fonctions de plusieurs variables est légerement
plus complexe que celui des fonctions d’une variable. Il faut ajouter des hypotheses supplémentaires sur la
continuité des dérivées partielles.

Théoreéme 4.2 (d’approximation linéaire):

Soient z = f(z,y), une fonction réelle de deux variables réelles x,y et (a,b) un point de R2. Supposons que
les dérivées partielles f, et f, sont continues dans un rectangle R dont lintérieur contient le point (a,b).
Pour tout point (a + h,b+ k) a 'intérieur de R, nous avons alors

_9f
T Oz

8—f k+eh+ ek
(ab) 0Oy

Az = f(a+h,b+k)— f(a,b) (a,b)

ou €; et €5 (dépendants de (a,b), h et k) sont tels que

1:0 et

lim ¢ lim e
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

Preuve: Posons Az; = f(a+h,b)— f(a,b) et Azg = f(a+h,b+k)— f(a+h,b). Alors Az = Az;+Azy. Parce
que la dérivée partielle f, est continue sur R, nous obtenons en utilisant le théoréeme de la valeur intermédiaire
au cas de la fonction d’une variable: z — f(z,b) définie sur I'intervalle I ayant pour extremités a et a + h

que
_of

= h
oz (c,b)

Az :f(a+h’b)_f(a’b)
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ou ¢ € I. De fagon analogue, nous avons en considérant cette fois la fonction d’une variable: y — f(a+h,y)
définie sur l'intervalle J ayant comme extrémités b et b+ k que

A= flathbs k) - fla+hb) =5

(a+h,d)

ou d € J. Parce que les dérivées partielles f, et f, sont continues sur R, nous avons

of _or L o _oi .
0x ey Oxl@p) ' Oylatna  Oyl@p
avec
lim € =0et lim e =0.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)
Conséquemment nous obtenons apres substitution,
0 0 0 0
AZ:AZ1+Az2=(i )h+(—f )k:(—f )h+<—f e+ eh+ ek
0x l(c,d) Oy l(a+h,d) 0x l(a,b) Y | (a,b)
C’est ce qu’il fallait démontrer.
Ce théoreme d’approximation linéaire nous permet d’écrire
af of
h,b+ k) ~ b - h+( = k
flathbtk) =~ fla, >+(8x (a,b)) +(8y (a,b))

lorsque h et k sont presque nuls. Ceci peut étre utilisé pour estimer numériquement la valeur de f(a+h, b+k)
lorsque f(a,b), fz(a,b) et fy(a,b) sont connus. Nous allons illustrer ceci en estimant la valeur f(1.01,2.05)

dans le cas de la fonction f(x,y) = {/8x2 + 2y3 + 3. Nous obtenons facilement que

% = (822 + 2y + 3)"2/3(162/3) et % = (822 +2y° + 3)(72/3)(24?).

Donc nous avons f(1,2) = /8 + 16+ 3 = 3, f»(1,2) = 16/27 et f,(1,2) = 24/27. En utilisant le théoréme
d’approximation linéaire, nous pouvons estimer f(1.01,2.05) ~ f(1,2) + f»(1,2)(0.01) + f,(1,2)(0.05) =
3+ (16/27)(0.01) + (24/27)(0.05) = 3.050370371. La valeur exacte de f(1.01,2.05) & 9 décimales pres est
3.050660074. Comme nous I'avons vu auparavant, le théoréme d’approximation linéaire pour une fonction
f(z) d’une seule variable au point ¢ est obtenu graphiquement au moyen de la droite tangente au graphe
de f & ce point. Il est aussi possible de visualiser Papproximation linéaire pour une fonction f(z,y) de
deux variables au point (a,b) comme étant obtenue graphiquement en utilisant le plan tangent au graphe de
z = f(z,y) au point (a,b). Le plan tangent au graphe de la fonction z = f(x,y) au point (a,b) est le plan
dont I’équation est

_9f
Oz l(ab)

of

(z=a)+ Ay l(a.b)

zZ—C

(y—0b) avec c= f(a,b).

Nous avons illustré ceci dans la figure 4.3.
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Interprétation graphique de I'approximation linéaire

fix, )

raphe de f(x, y)
plan tangent au graphe £rap Sy

de f(x, y) au point
(a, b, fla, b))

(a, b, fla, b))

(a, b)

X figure 4.3

Nous allons maintenant énoncer le théoreme d’approximation linéaire pour les fonctions réelles de trois
variables.

Théoreme 4.2’ (d’approximation linéaire):
Soient w = f(x,v, 2), une fonction réelle de trois variables réelles z,y, z et (a, b, ¢) un point de R?. Supposons
que les dérivées partielles f,, fy et f, sont continues dans un parallélipipede rectangle R dont l'intérieur
contient le point (a,b,c). Pour tout point (a +r,b+ s,c+t) € R, nous avons

Aw = fla+r,b+s,c+t)— f(a,b,c)

_of i af

=2 af of . t
92 i) T Oyl (e + 3 o) + €17 + €25 + €3

ol €1, €3 et €3 (dépendants de (a,b,c),r, s, et t) sont tels que

lim €1 =0, lim €2 =0, et lim ez = 0.
(r,s,t)—(0,0,0) (r,s,t)—(0,0,0) (r,s,t)—(0,0,0)

La preuve est similaire a celle présentée dans le cas des fonctions de deux variables. De ce théoréme,
nous pouvons écrire

of +8f s+6f

b t) ~ b — - el
f(a tnots, et ) f(a7 ’C) * ox (a,b,c)r ay (a,b,c) 0z (a,b,c)

lorsque r,s,t sont presque nuls. Tout comme pour les fonctions réelles de deux variables, nous pouvons
utiliser cette derniére formule pour estimer numériquement la valeur de f(a 4+ r,b + s,c + t) lorsque les
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valeurs f(a,b,c), fz(a,b,c), fy(a,b,c) et f.(a,b,c) sont connues. Finalement nous énoncerons le théoréme
d’approximation linéaire pour les fonctions réelles de n variables.

Théoréme 4.2” (d’approximation linéaire):
Soient w = f(x1,xa,...,%y,), une fonction réelle de n variables et P = (a1, aq,...,a,) € R™. Supposons que
les dérivées partielles
of  of of

Oxy’ Oxy’ 7 Oz,

sont continues dans une région R de R™ de la forme (a1 —d1,a1+01) X (ag — 82, as+02) X -+ - X (@, —Op, @+,
ou 01,09, ...,0, > 0. Pour tout point (a3 + h1,as + ha,...,a, + h,) € R, nous avons

Aw = f(a; + hi,as + ha, ... an + hy) — f(a1,a2,...,a,)

0 0 0
:i h1+7f h2+"'+7f hy + €1h1 + €2ho + - - + €xhy
Ozxilp dzxylp O, 1P
= = h; ihi
Z@mi‘P +Ze
i=1 i=1
ol €1, €9, ..., €, (dépendants de (a1, as,...,an), hi,ha, ..., hy_1 et hy) sont tels que

lim € =0, Vi=1,2,...,n.
(h1,h2,...;hn)—(0,0,...,0)

Nous allons maintenant définir le gradient et les dérivées directionnelles d’une fonction de plusieurs
variables. Soient f(x,y) une fonction réelle de deux variables définie sur le domaine D de R? et (a,b) € D
tels les dérivées partielles f(a,b), f,(a,b) sont définies. Alors le gradient de f au point (a,b), noté

grad(f)|(as ou encore Vf|(qp),

est I'élément (fy(a,b), f,(a,b)) de R%. Ainsi le gradient de f au point (a,b) est un vecteur.
Si les dérivées partielles f, et f, de f sont définies pour tous les points de D, alors nous obtenons une
fonction

Vf:D — R2
(a,b) —(fz(a,b), fy(a,b))

Nous allons maintenant définir la notion de dérivées directionnelles pour la fonction f(z,y). Une direc-
tion u = (ug,u,) dans R? est un vecteur unitaire de R?, c’est-a-dire de longueur (u2 + uz)l/2 = 1. Ainsi
(1,0),(0,1), (v/2/2,4/2/2) et (cos(8),sin(h)), ot @ est un nombre réel, sont des exemples de direction. La
dérivée directionnelle de f au point (a,b) € D dans la direction u = (ug, uy) est définie comme la limite

lim fla+ hug,b +hhuy) — fla,b)

Nous noterons cette dérivée directionnelle (si elle existe)

Z—J; oy O Encore f'(u, (a,b)).

Pour visualiser celle-ci, il suffit de considérer I'intersection du graphe de f(z,y) avec le plan vertical contenant
le vecteur u et passant par (a,b); nous obtenons ainsi une courbe dans ce plan et la dérivée directionnelle
est la pente de la tangente & cette courbe au point (a,b, f(a,b)). Nous avons illustré ceci a la figure 4.4.
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Interprétation graphique de la dérivée directionnelle

A
fix, y)

graphe de fix, y)

courbe d'intersection

X figure 4.4

Les dérivées partielles f;(a,b) et f,(a,b) sont des cas particuliers de dérivées directionnelles. En effet,

of
or

_

(@b  dsl(o,1),(ab)

= ﬁ et %
(a,b)  dsl(1,0),(a,b) dy

Sous certaines conditions, il est possible de calculer la dérivée directionnelle f’(u, (a,b)) pour tout direction
u en terme du gradient f au point (a,b). Ceci est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 4.1:
Soient une fonction f(x,y) réelle définie sur un rectangle R contenu dans R? et un point (a,b) a 'intérieur de

R. Supposons que les dérivées partielles f;, f, sont continues en tout point de R. Alors, pour toute direction
u = (ug, uy), la dérivée directionnelle f'(u, (a,b)) existe et nous avons I’égalité

_9f

u,(a,b) N %

of

ﬁ u - u
(a,b) ¥ 8y (a,b)

ds v

Preuve: Nous pouvons utiliser le théoreme d’approximation linéaire car si h est suffisamment pres de 0, alors
(a + hug, b+ huy) sera a U'intérieur du rectangle R. Donc

I
@b Oyl

or

fla+ hug, b+ huy) — f(a,b) l(af
h h

huy + e1hug + eghuy>
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par le théoreme d’approximation. Ainsi

df — lim fla+ hug, b+ huy) — f(a,b)
ds lu,(a,b) RS0 h
. (Of of
- iﬁ%(% @n T By lan +ete 62%)
- e+
C\ozl@y T Oylap Y
car
lim €; = lim e = 0 et u,,u, sont des constantes.
h—0 h—0
Exemple 4.1:
Soit la fonction f(x,y) = 2%y + 2zy>. Alors
a— =22y +2y° et g =22 4 6xy>.
or y

Ainsi les dérivées partielles de f au point (1,2) seront f;(1,2) = 20 et f,(1,2) = 25. Donc la dérivée
directionnelle de f au point (1,2) dans la direction u = (1/4/10,3/v/10) sera

df 1 3 95
- =20 + 25 = .
ds lu,(1,2) V10 v10 V10

En utilisant la proposition 4.1, nous pouvons caractériser le gradient V f de f. A cette fin, il nous faut
rappeler ce qu’est le produit scalaire u-v de deux vecteurs u = (uy, u,) et v = (v,,v,) de R%. La définition
algébrique est la suivante: u-v = ugzv,+u,v,. Par exemple, nous avons (1, —1)-(2,3) = (1)(2)+(-1)(3) = —1.
Géométriquement, nous avons u-v = |[ul| ||v| cos(d) ol |Ju]| (respectivement ||v||) est la norme ou longueur
(u2 +u2)1/? (respectivement (v2+v2)1/2) du vecteur u (respectivement v) et 6 est la mesure de angle entre
les deux vecteurs u et v. Voir la figure 4.5.

A
y

figure 4.5

Avec cette notion de produit scalaire, il est possible de récrire la proposition 4.1 de la fagon suivante:

daf

% w,(a,b) - Vf|(a7b) - u.
Corollaire 4.1:

Soit une fonction f(z,y) réelle définie sur un rectangle R contenu dans R?. Supposons que les dérivées

partielles f, et f, soient continues en tout point de R. Alors le gradient V f|(, ) de f au point (a,b) est le

vecteur de R? dont la direction u est celle pour laquelle la dérivée directionnelle f’(u, (a,b)) est maximale

et dont la longueur ||V f[ (44| est la valeur de cette dérivée directionnelle f'(u, (a, b)) dans cette direction u.
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Preuve: A cause de la proposition 4.1, nous avons

daf _on L of
dslu(ap) Oxl@p) © Oyliap)
= IV £lapll lallcos(0) = IV flap)ll cos(d), car[u] =1

u,  pour une direction u = (uz, u,) quelconque

oti ci-dessus 6 est la mesure de 'angle entre les vecteurs V f[, ) et u. Il est alors clair que f'(u, (a,b)) est
maximal lorsque 6 = 0, c’est-a-dire cos(f) = 1. Ainsi f/(u, (a,b)) est maximal lorsque u est la direction de
V fl(ap) et alors cette valeur maximale est ||V f[,5)||. Le corollaire est démontré.

Il est possible de définir le gradient, ainsi que les dérivées directionnelles pour les fonctions réelles
f(z,y,z) de trois variables:z,y,z. Soient f(x,y,z), une fonction réelle de trois variables définie sur le
domaine D de R? et un point (a,b,c) € D tels que les dérivées partielles f.(a,b,c), fy(a,b,c) et f.(a,b,c)
sont définies, alors le gradient de f au point (a, b, ¢), noté

grad(f)|(ap,e) ou encore V[l ),

est le vecteur (fy(a,b,c), fy(a,b,c), f-(a,b,c)) de R3.
Si les dérivées partielles f;, fy et f. de f sont définies pour tous les points du domaine D, alors nous
obtenons une fonction
Vf: D — R3.
(a/’ b7 C) H(fx(a7 b’ c)7 fy(a, b7 C)? fz(a7 b7 C))

La notion de dérivées directionnelles pour la fonction f(z,y,z) est définie de fagon similaire & celle
pour les fonctions de deux variables. Une direction u = (uy,u,,u.) dans R? est un vecteur unitaire de R?,
c’est-a-dire de longueur (u2 + u2 +u2)(1/2) = 1. La dérivée directionnelle de f au point (a,b,c) € D dans la
direction u = (ug, uy, u,) est définie comme la limite

. fla+ hug, b+ huy, c+ hu,) — f(a,b,¢)
A h

Nous noterons cette dérivée directionnelle (si elle existe)

df

05 () O ERCOTE f'(u, (a,b,c)).

Tout comme pour les fonctions de deux variables, il existe une relation entre le gradient et les dérivées

directionnelles lorsque la fonction satisfait certaines conditions. Ceci est énoncé dans la proposition suivante:
Proposition 4.1’:

Soient une fonction f(z,y, 2) réelle définie sur un parallélipipede rectangle R contenu dans R3 et un point

(a,b,c¢) & l'intérieur de R. Supposons que les dérivées partielles fy, f, et f. sont continues en tout point de

R. Alors, pour toute direction u = (ug, uy, u.), la dérivée directionnelle f’(u, (a,b,c)) existe et nous avons

I’égalité
daf _of e e,
ds u,(a,b,c) o ox (a,b,c) u 5y (a,b,c) Y 0z (a,b,c)

z-.

La preuve de cette proposition est similaire & celle de la proposition 4.1.
Il est possible de généraliser les notions de gradient, dérivées directionnelles aux fonctions réelles

flx1,2a,...,x,) de n variables. Ainsi le gradient est
of of of
Y/ = grad :(———)
f = grad(f) Ox1’ Oxo oz,
et la dérivée directionnelle de f dans la direction u = (uy,us,...,u,) au point (ai,as,...,a,) est
df , . flar + huy,as + hua, ... an + huy) — f(ar, a2, ..., a,)
4 - an)) =1 :
ds lu,(a1,a2,...;an) f'(u, (a1, 02, an)) ey h
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Noter que pour que u soit une direction, il faut que (uf +u3 +...+ ui)(l/ 2) = 1. Finalement la proposition
4.1 se généralise pour ces fonctions. Cette généralisation est énoncée ci-dessous.

Proposition 4.1”:
Soient w = f(x1,xa,...,%y,), une fonction réelle de n variables et P = (ay,aq,...,a,) € R™. Supposons que
les dérivées partielles

of  of of

Ox1’ Oxy’ 7 Oz,
sont continues dans une région R de R™ de la forme (a1 — 01, a1 +01) X (a2 — 92, ag+02) X - - X (@, — On, @y +9y,)
ou 61,ds,...,0, > 0. Alors, pour toute direction u = (uy,us,...,u,) € R"™, la dérivée directionnelle
f'(u, (a1,as9,...,a,)) existe et nous avons ’égalité

u; =Vf -u.
(a1,a2,...,an) (a1,a2,...,an)

i s
ds u,(ai,az,...,an) — 5301

Exercice 4.1:

Estimer numériquement les valeurs suivantes en utilisant le théoreme d’approximation linéaire:
a) ¢/(3.02)2 — (1.1)

b) €% + sin(0.2)
¢) In((1.01)% + (0.1))
Exercice 4.2:

En utilisant la définition théorique de dérivée directionnelle, déterminer f'((dy,ds),(0,0)) au point (0, 0)
dans la direction (di,ds) pour chacune des fonctions suivantes:

a) f(x,y) = {($2+y3)/(x+y)7 si (z+y) #0;

0 si (z+y)=0.
B

Exercice 4.3:
Calculer les dérivées directionnelles suivantes en utilisant le gradient:

a) f'((1/v/2,1/3/2),(1,0)) au point (1,0) dans la direction (1/v/2,1/v/2) pour f(z,y) = ze™ + x3y;

b) f'((1/v/6,1/v/6,2/1/6),(1,—1,1)) au point (1, —1,1) dans la direction (1/v/6,1/v/6,2/v/6) pour la fonc-
tion f(z,y,2) = xze¥ + (z — y)? — zy2?;

c) f'((1/v/6,2/v6,—1/v6),(1,0,—1)) au point (1,0, —1) dans la direction (1/v/6,2/v6,—1/1/6) pour pour

la fonction f(x,y,2) = 32°y — 22 + 2xyz? — 3y — 2% — y=.

Exercice 4.4:
a) Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : R™ — R telle que f'(u, (a1,as,...,a,)) > 0 pour toutes les
directions u & un point (a1, ag,...,a,) donné.

b) Donner 'exemple d’une fonction f : R™ — R telle que pour une direction déterminée u, les dérivées
directionnelles f'(u, (a1, a2, ...,a,)) > 0 pour tout point (aj,as,...,a,) € R™.
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Exercice 4.5:

Indiquer pour chacune des fonctions F:R? — R? suivantes s’il existe une fonction f:R? — R telle que
Vf=F.

a) F(x,y) = (423y + 22, 2* + 4ay);
b) F(z,y) = (32%y, 2%y + 2?).
Exercice 4.6(1):

Déterminer une fonction ¢: R\ {0} — R telle que ((1 + 22)é(x), 2zyd(z)) = Vf(z,y) pour une fonction
f(x,y) définie sur Pouvert {(x,y) € R? | = # 0}.
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CHAPITRE 5

Régle de chaines et égalité des dérivées partielles mixtes.

Nous allons premiérement énoncer la régle de chaines pour une fonction f(u,v) de deux variables u,v
elles-mémes fonction de deux autres variables z,y.

Proposition 5.1 (Regle de chaines):
Soient w = f(u,v),u = u(z,y) et v = v(z,y) des fonctions, c’est-a-dire que w peut alors étre considéré
comme une fonction f(u(z,y),v(z,y)) de x et y. Soient Py = (zg,yo) un point dans le plan des x,y;uy =
u(zo, yo), vo = v(Zo,Y0), Qo = (uo,vo) le point correspondant & Py dans le plan des u,v et R un rectangle
dans le plan des u, v dont I'intérieur contient QQy. Si f est une fonction dont les dérivées partielles

of o 9f
ou ov

sont continues a l'intérieur du rectangle R et si u et v sont continues au point Py et leurs dérivées partielles

ou ou av o
oxlp,’ Oylp, 0Ozlp Oy P,
existent au point Py, alors
Ow| _Of| Ou 0§ du . O _0f ou L 0f &
orlp,  Oulgedxlp,  Ovlg,dzlp, oylp,  Oulqedylp,  Ovlg,dylpr,

En général, on écrit plus simplement

dw  Ofdu  Of dv

Ow _ 0fdu  Of 8w_8f67u Gf@
dr  Oudx Ov oz

et @—%ay+%ay

Preuve: Par le théoreme d’approximation linéaire au point g, nous avons

Aw = f(ug + Au,vg + Av) — f(ug,vo)

:g—f Aquﬁ Av + e Au + eaAv
U

Qo ov Qo

avec

€ 2—0

lim 1= lim €
(Au,Av)—(0,0) (Au,Av)—(0,0)

Si nous considérons Au = u(xzo + h,yo) — w(zo, Yo), Av = v(zg + h,yo) — v(x0, yo) et nous divisons Aw par
h, alors nous obtenons que

Aw  Of

h ~ Ou

Au = Of

of & Au Av
Qo h ov

o0 T +EIT +€2T-

En prenant la limite lorsque h approche 0, nous avons que

Su_ 00y, Su) 0

lim —— = 2~
hli% h ou

o (m 50) + i (050 + 0 20).

Pour le coté gauche de cette derniere égalité, nous avons

h—0 h ov

tim 2% i f(ulxo +h,yo), v(xo + hyyo)) — fulzo, yo), v(z0,%0)) _ Ow
h—0 h h—0 h Ox

Py
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Si nous substituons Au = u(zg + h, yo) — u(xo, yo) et Av = v(xg + h,yo) — v(z0, yo), nous obtenons ainsi

. Au . U(IO + hv yO) B U(I’(), yO) 3u . Av . /U(IO + h’a yO) B U(I()? yO) av
lim — = lim = — et lim — = lim = — .
h—0 h h—0 h oxlp, h—0 h h—0 h oz P,

Finalement si h — 0, alors Au — 0, Av — 0 par la continuité de u et v & Py, et limy,_.ge; = limp_gey = 0.

Donc A A A 9
. U v . . u . . u
e e = imaln e Hime g =0

ov

—| =0.
Po ox

Py

De tout ceci, il est possible de conclure apres substitution que le co6té droit de ’égalité ci-dessus est

of) ou L of| o
Oulg,Oxlp,  Ovlg,0zlpy
Nous avons ainsi démontré
du| _of ou  0f| ow
Oz lp,  OulQedxlp,  Ovlgedxlp,
Il est possible de procéder de fagon analogue pour obtenir I’équation
ow| _of| du 05 &
oylp,  Oulgedylr,  Ovlg,dylp,

avec cette cette fois Au = u(zg, yo + k) — u(zo, yo) et Av = v(zg, yo + k) — v(20, Yo)-
Exemple 5.1:
Soient w = 2u? + 3v3,u = 2y et v = (¥ + y). Dans ce cas, la régle de chaines signifie que

Oow  Owou  Owdv 2,y 2 9 9
67—%3?4-%8?—4@&(?4)—1-91) (1) =4ay(y) + 9(x +y)° = 4oy” + 9(x + y)*=.

On voit bien que la regle de chaines est vérifiée dans ce cas, car si nous exprimons premiérement w comme
une fonction de z et y, nous obtenons w = 2(zy)? + 3(x + y)? et ainsi nous obtenons

0
a% =4(zy)y + (= +y)*(1) = doy® + 9z + y)*.

Nous allons maintenant présenter I’énoncé général de la regle de chaines

Proposition 5.1’ (Regle de chaines):

Soient w = f(ur,ug, ..., Um), U1 = u1(T1, T, ..., Tn), Uz = Ua(T1, T2y, Tpn)y -y Um = U (T1, T2, ..., Tp),
des fonctions. Soient Py = (a1, as,...,a,) € R™ un point dans 'espace des x1,xa, -+, Zy,, le point Qp =
(b1,b2,...,bm) = (ui(ay,ag,...,an),us(ar,as,...,a,), .., um(ay,as,...,a,)) € R™ correspondant & Py
dans Vespace des uy, us, -+, Uy, et une région R de R™ de la forme (by — d1,b1 + 01) X (b2 — d2,b3 + d2) X
- X (b, — Oy by + ) OU 01,09, ..., 0, > 0. Si f est une fonction dont les dérivées partielles
of  of of
Ouy’ Ouy’ T Oup,

sont continues a 'intérieur de la région R et si les dérivées partielles

ou;
J existent a Py Vi,5;1<i1<metl1<j<m.
8.%‘1' Py
Alors nous avons .
ow 0 ou;
=3 97 J Visl <i<n.
8.%‘1‘ Py 811/] Qo 8.%‘7{ Py

Jj=1

32



La preuve de cette généralisation est analogue a la preuve de de la proposition 5.1. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier ceci.

Une des applications de la régle de chaines est la détermination d’un vecteur normal a une surface de
niveau. Soit une surface S dans R? définie par 'équation f(z,y,2) = v. En d’autres mots, S est une surface
de niveau v pour la fonction f. Soit Py = (20, Yo, 20) un point de S. On dit que le vecteur N = (N,, Ny, N;)
est normal a la surface S au point Py si, pour chaque courbe incluse dans S et passant par Py, son vecteur
tangent au point Py est orthogonal a N; c’est-a-dire pour toute fonction différentiable

vR— R?
t o= (a(t),y(t), 2(1))
telle que, pour tout ¢, f(x(t),y(t), 2(t)) = v et v(0) = (x(0),y(0),2(0)) = Py, alors

dy dz
N, L — =
+ t=0 + dt lt=0

) . , B dx
N - (2(0),y(0),2'(0)) = N. =0 vt

Tdt

Nous avons illustré ceci dans la figure 5.1.

Vecteur normal a une surface de niveau

z Surface de niveau v
de la fonction f(x, v, z)

X figure 5.1

Corollaire 5.1:
Soient Py un point de R? et f une fonction telle que ses dérivées partielles f,, f, et f. soient continues &
Iintérieur d’un parallélipipede rectangle R dont 'intérieur contient Py. Soit une surface S de niveau v pour
f contenant Py. Alors le gradient V f|p, est normal & la surface S au point P.
Preuve: Considérons une courbe t — (z(t),y(t),2(t)) incluse dans S et passant par Py comme dans le
paragraphe ci-dessus. Nous avons donc f(xz(t),y(t),2(t)) = v pour tout ¢t. En dérivant les deux cotés de
cette équation et en évaluant a t = 0, nous obtenons au moyen de la regle de chaines

a i LOf| dy L Of| d
dt t=0 Ox t=0 Oylpydtlt=0 0zlp,dt

dﬁ
Py dt

(f (z(t), y(t), 2())

t=0
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On peut alors conclure que V f|p, est normal & la surface S au point Fj.

Exemples 5.2:
a) Si f(z,y,2) = 2% +y* + 22, alors la surface d’équation 22 +y% + 22 = 1 a Vf|p, = (220, 2yo, 220) comme
vecteur normal au point Py = (29,0, 20)- Ici #3 + y2 + 22 = 1. Noter que cette surface est une sphere de
rayon 1 centrée a 'origine (0,0,0). Nous avons illustré ceci a la figure 5.2 ci-dessous.

OIS
0.8 1° '5:’3{:"; RN
S e
ol IS
f N
4 e\
] \§~
-0.8 \~
: S
0.8 y S 0.8

figure 5.2

b) Si f(z,y,2) = 2% +y* — 22, alors la surface d’équation 22 +y2? — 22 = 1 a Vf|p, = (220, 20, —220) comme
vecteur normal au point Py = (2, Yo, 20). lci 23 + y2 — 23 = 1. Noter que cette surface est un hyperboloide
a une nappe.Nous avons illustré ceci a la figure 5.3 ci-dessous.

L5 <14
figure 5.3

Une autre application de la regle de chaines est obtenue dans le cadre de la théorie des équations aux
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dérivées partielles. Une équation aux dérivées partielles (E.D.P) est une équation contenant les dérivées
partielles d’une fonction f & déterminer. Une fonction f qui satisfait cette équation est dite étre une solution
de celle-ci.

Exemple 5.3:

of of
22—~ —y=—=0 E
or Yoy (E)
est une équation aux dérivées partielles. f(z,y) = exp(xy?) est une solution de (FE). Mais elle n’est pas la
seule. En effet, f(x,y) = zy? est une autre solution. De méme que f(x,y) = h(zy?) est aussi une solution
de (E) pour toute fonction h: R — R dérivable sur R. Dans ce dernier cas, il suffit de noter que

g_2/ 2 ﬁ_ 12
5 — V(Y et ay—%yh (zy”)

et de substituer dans (E).

Il est parfois possible de résoudre une équation aux dérivées partielles en considérant de nouvelles
coordonnées et I’équation (E’) correspondant & (E) dans ces nouvelles coordonnées. (E’) est obtenue au
moyen de la regle de chaines. En choisissant bien ces nouvelles coordonnées, nous obtenons qu’il est plus
facile de résoudre (E') que (F). Nous allons illustrer ceci avec 'équation (F) ci-dessus.

Déterminons toutes les fonctions f: D — R ayant des dérivées partielles continues d’ordre 1 sur 'ouvert
D ={(z,y) € R| z,y > 0} et satisfaisant ’équation aux dérivées partielles:

of of
2r— —y=—=0 E

or oy (B)
sur D. Nous pouvons considérer les nouvelles coordonnées: u = z et v = zy?. Il est facile de vérifier que
u,v >0, z =wu et y=+/v/u car x,y > 0. Par la régle de chaines, nous obtenons

Of _0fou 0fov _9f vdf . Of _9fdu 9fdv

or  Oudr  Ovdr Ou  wudv

of
== ——— =2Vuv—.
dy Oudy Ovdy v
Ici il faut noter que les dérivées partielles f, et f, sont continues. En remplacant z, y, f. et f, par leurs
expressions correspondantes en fonction de u et v dans (F), nous obtenons

2 <g£ e af) —Vv/u <2¢ﬁgi> =0 (E"),

u Ov

c’est-a-dire que
of
2u— =

9 =0.

Comme u > 0, nous avons % =0 = f est une fonction de v seulement, qu’elle est indépendante de wu.
Ainsi f = h(v) = h(zy?) avec h: (0,00) — R une fonction dérivable. Il est facile de vérifier qu’une fonction
f(z,y) = h(xy?) est une solution de (E) sur D si h: (0,00) — R est une fonction dérivable sur 'intervalle
(0, 00).

Nous allons maintenant énoncer et démontrer la proposition sur 1’égalité des dérivées partielles mixtes.
Cette proposition tout comme la régle de chaines est une conséquence du théoreme de la valeur intermédiaire.
Nous I’énoncerons pour les fonctions de deux variables.

Proposition 5.2 (Egalité des dérivées partielles mixtes):
Soit une fonction f(z,y) telle que

af af & 02 f

1 Ox’ Oy’ Oxdy ot OyOx
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sont continues sur un rectangle R dans R? dont l'intérieur contient le point Py = (a,b). Alors

0% f
0x0dy

o
Py Oydx

Py

Preuve: Soit (h,k) € R? tel que (a + h,b + k), (a + h,b) et (a,b + k) appartiennent a R. Considérons
la fonction de z: F(x) = f(x,b+ k) — f(x,b), ainsi que la fonction de y: G(y) = f(a + h,y) — f(a,y).
Dans ces deux définitions, h et k sont des constantes fixées. Soit A = F(a + h) — F(a). Alors apres
substitution, nous obtenons A = f(a + h,b+ k) — f(a + h,b) — f(a,b+ k) + f(a,b). Il est aussi facile de
vérifier que A = G(b+ k) — G(b). Parce que f est continue et que f, existe, alors F' est continue et dérivable.
Par le théoreme 4.1 (de la valeur intermédiaire), il existe un nombre ¢ compris entre a et a + h tel que
A =F(a+h)— F(a) = F'(c)h. Parce que

of of
Fl(z) = =~ -
(@) 0z l(zp+k) Oz l(x,b)’
nous avons que
of of
F/ = — - .
(c) Oz l(cp+k) Oz l(c,b)

Comme f, est continue et que f,, existe, nous pouvons de nouveau utiliser le théoréme 4.1 (de la valeur
intermédiaire) et obtenir qu’il existe un nombre réel d compris entre b et b+ k tel que

2
RO T AT
0x l(c,b+k)  O0xl(ch)  Oydx l(c,d)
De tout ceci, nous obtenons
_ o
— Oyoxl(ea)

Parce que f est continue et que f, existe, alors G est continue et dérivable. Par le théoreme 4.1 (de la
valeur intermédiaire), il existe un nombre réel d’ compris entre b et b+k tel que A = G(b+k)—G(b) = G'(d')k.
Parce que

of of
G'(y) = == -
) Oy l(a+hy)  Oyl(ay)
nous avons af 8f
G(d) = 2= - .
() 0y l(a+h,d) Oy l(a,d’)

Comme f, est continue et que f,, existe , nous pouvons utiliser encore une fois le théoréme 4.1 (de la valeur
intermédiaire) et obtenir qu’il existe un nombre réel ¢’ compris entre a et a + h tel que

2
cdy =2 B i .
Oy l(a+h,d) Oy l(a,d)y  Oxdyl(c',d)
De tout ceci, nous obtenons
A= 1 hk
-~ 0x0yl(e,a)
Donc

0% f 0% f

I 2y _ .
(h,k)l—»In(O,O) hk (h,k)1—>rn(0,0) Yoz | (c,d) (h,k)Lnl(o,o) Oxdy (' ,d")

et nous pouvons ainsi conclure que
0 f
0yor

car ces dérivées partielles sont continues et, lorsque (h, k) — (0,0) alors (¢,d) — (a,b) et (¢, d") — (a,b).

_ o
(ab)  O0x0y

(a,b)’
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En utilisant cette proposition et en supposant la continuité des dérivées partielles d’ordres supérieures,
nous obtenons

o3 f o3 f o3 f o3 f o3 f o3 f
= = = etc...

dxdydx 020y  Oydx?’ Oydxdy  Oy20x - Ox0y?’

Exercice 5.1:
Soit f(x,y), une fonction de deux variables. Considérons les nouvelles variables (r, #) définies par les équations

suivantes:
{ r=v x? + y27

= arctan(y/x).

Noter que dans ce cas, nous avons aussi
x = rcos(d),
y = rsin(0).

Ces nouvelles variables sont appelées les coordonnées polaires. Montrer en utilisant la régle de chaines les
formules suivantes:

a) fr = cos(0)f. — (sin(0)/r) fo;
b) f, = sin(0) f. + (cos(0)/r) fo ;
¢) fax + fyy = frr + (1/7%) foo + (1/7) f-

Exercice 5.2:

Déterminer un vecteur normal au point (a,b,c) & chacune des surfaces de niveau dans R3 définies par les
équations suivantes:

a) 22 —y? — 22 =1;
b)2zx+y—2z=0;

c) 2 +y?—z2=0;
d) zyz = 1;

e) 22 +y? =

Exercice 5.3:
Soit I’équation aux dérivées partielles suivante:

a) Déterminer toutes les fonction f: D — R ayant des dérivées partielles d’ordre 1 continues et solutions de
(E) sur Vouvert D = {(z,y) € R? | z # 0} en utilisant les nouvelles coordonnées u = z et v = y/x.

b) (1) Parmi toutes ces solutions, quelles sont celles f: D — R ayant des dérivées partielles d’ordre < 2 sur
D et qui vérifient ’équation
*f  Pf_y,
0x? = oy2 a3
Exercice 5.4:
Soit I’équation aux dérivées partielles suivante:

(2 + 1)% + QQ:yg—z =0 (E).
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Déterminer toutes les fonctions f:R? — R ayant des dérivées partielles d’ordre 1 continues et solutions de
(E) sur R? en utilisant les nouvelles coordonnées: u = z et v = y/(z? + 1).

Exercice 5.5:
Soit I’équation aux dérivées partielles suivante:

af

af
xax

2 —
+ (3z% — y) 9y

=0 (B).

a) Déterminer toutes les fonction f: D — R ayant des dérivées partielles d’ordre 1 continues et solutions de
(E) sur Pouvert D = {(z,y) € R? | x # 0, (22 — y) # 0} en utilisant les nouvelles coordonnées u = = et
v=ua—2y.
b) (1) Parmi toutes ces solutions, quelles sont celles f: D — R ayant des dérivées partielles d’ordre < 2 sur
D et qui vérifient I’équation
0? 0?
Qx—j; + / =
oy Oz dy

0?

Exercice 5.6(7):
Soient g: R — R une fonction continue et h: R — R, une primitive de g (c’est-a-dire que h est dérivable sur
R et que W' (z) = g(z), Yz € R).
a) Déterminer toutes les fonctions f:R? — R ayant des dérivées partielles d’ordre 1 continues sur R2
solutions de I’équation aux dérivées partielles

o of _

oxr 0Oy 0 (E)

9(y)

en utilsant les nouvelles coordonnées: u et v telles que = u + h(v) et y = v.
b) Utiliser le résultat obtenu en a) pour résoudre ’équation

of o _

2
+ +1

y@a: 0 (Ev)

sur R?; plus précisément, déterminer toutes les fonctions f: R? — R ayant des dérivées partielles d’ordre 1
continues sur R?, solutions de (Ej).
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CHAPITRE 6
Maximums et minimums relatifs, optimisation.

Nous allons initialement considérer dans ce chapitre que des fonctions de deux variables pour I'optimisa -
tion sans contrainte. Cependant la théorie peut étre présentée dans un cadre plus général, mais alors il
faut utiliser des outils d’algebre linéaire, en particulier la classification des formes quadratiques réelles, qui
dépassent le cadre de ce cours. A la fin du chapitre, nous discuterons d’optimisation avec contrainte en
présentant la méthode du multiplicateur de Lagrange (1736 - 1813) et nous considérerons alors des fonctions
de plusieurs variables.

Soit f(z,y), une fonction réelle de deux variables réelles. On dit que f possede un maximum relatif
au point P = (a,b) §'il existe un rectangle R dont U'intérieur contient P tel que f(z,y) < f(a,b) pour tout
(z,y) € R. On dit que f posséde un minimum relatif au point P = (a,b) s’il existe un rectangle R dont
Pintérieur contient P tel que f(z,y) > f(a,b) pour tout (z,y) € R. Nous avons illustré ceci aux figures 6.1
et 6.2.

Si les dérivées partielles f, et f, existent en tout point d’un domaine D, il est alors possible de donner
une condition nécessaire pour qu'une fonction ait un maximum ou minimum relatif. Cette condition est
présentée dans la proposition suivante.

Proposition 6.1:
Si f satisfait aux conditions du paragraphe précédent et si f a un maximum ou minimum relatif au point
P = (a,b), alors
of| of
Vi = (52 50| ) = 0.0
f|P oz lp’ dylp (0,0)

On dira d’un point P tel que Vf|p = (0,0) qu’il est un point critique de f.
Preuve: Il suffit de considérer la fonction d’une variable F(x) = f(z,b). Si (a,b) est un maximum ou
minimum relatif, alors F a un maximum ou minimum relatif au point = a. Donc F'(a) = 0 et ceci se
traduit par f;(a,b) = 0. De facon similaire, nous avons que fy(a,b) = 0. Il suffit dans ce cas de considérer
la fonction G(y) = f(a,y).

maximum relatif

figure 6.1
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minimum relatif

figure 6.2
Exemples 6.1:
a) Si f(x,y) = 2% — 2y?> + x + y, alors pour déterminer les points critiques de f, il suffit de résoudre
simultanément les deux équations suivantes:
0 0
—f:3x2—y2+1:0 et —f:—2xy—|—1:0.
ox dy

Noter que la seconde équation nous permet d’affirmer que z # 0. De cette seconde équation, nous pouvons
donc conclure que y = 1/2z. En substituant ceci dans la premiére équation, nous obtenons

11\2
3x2_(g) +1=0 = 120" —1+42% =0 =

oo —AEVIEE I

12222+ 422 —1=0
(%) + 4z = 54

De ces deux possibilités, nous pouvons déja rejeter le cas x2 = —1/2, car 2 > 0. Il nous reste & considérer

le cas 22 = 1/6. Alors z = £./1/6 = £v6/6 et y = £v6/2 car y = 1/22. Donc f a deux points
critiques:(v/6/6,v6/2) et (—v6/6, —/6/2).
b) Si f(z,y) = exp(z? + y? — 2x), alors pour déterminer les points critiques de f, il suffit de résoudre
simultanément les deux équations suivantes:

or =exp(a? +y*> —22)(22 —2) =0 et of = exp(2? + y* — 2x)(2y) = 0.
Ox Ay

Parce que exp(z%+y? —22) > 0, nous obtenons en divisant les deux équations ci-dessus par exp(z2 +12 —2z)
que
20 —2=0 et 2y=0.

Donc f a donc un seul point critique (1,0).
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Etant donné un point critique P, il existe un test des dérivées partielles d’ordre deux pour déterminer
si f possede un maximum ou un minimum relatif au point P. Il est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 6.2:
Soit P = (a,b) un point critique de f(z,y). Supposons que les dérivées partielles

af af o*f 9f  9%F 0%

ox’ By’ ox2 9y’ Bxayzayax

sont continues sur un rectangle R dont l'intérieur contient P. Notons

2 2 2
PO N 0

-7 = = t A=DB>-AC.
0x21p’ Oxoylp’ oy2lp’ ¢ ¢

a) Si A <0et A<O0, alors f posséde un maximum relatif au point P.

b) Si A< 0et A>0,alors f possede un minimum relatif au point P.

¢) Si A > 0, alors f n’a ni minimum relatif, ni maximum relatif. Dans ce cas (P, f(P)) est un point de selle
du graphe de f.

d) Si A =0, le test n’est pas concluant.

Comme son nom l'indique, cette notion de point de selle est étymologiquement reliée a la selle du cheval,
plus précisément a ce point entre les quartiers de la selle & mi-chemin entre le pommeau et le troussequin.
Ce point est représenté ci-dessous a la figure 6.3. 1l est clair que ce point n’est ni un maximum relatif, ni un
minimum relatif.

point de selle

figure 6.3

Avant d’esquisser la démonstration de la proposition 6.2, nous allons présenter quelques exemples illus-
trant 1'utilisation de ce test.

Exemples 6.2:

a) Soit f(z,y) = 2° —2y® + x +y. Alors nous avons vu ci-dessus que f a deux points critiques (v/6/6,/6/2)

et (—/6/6, —/6/2). Pour utiliser le test, il nous faut calculer les dérivées partielles d’ordre deux & ces points
critiques. Nous avons

’f_ o PF 0*f

9T _ - 9T _ o
Ox2 “ Oxdy b Oy “
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Ces dérivées partielles sont continues et les conditions du test sont satisfaites. Au point (v/6/6,v/6/2), nous
avons

_ P 5o 04

0% f
- 27 = = =—v6, C =—v6/3 t
022 1(\/6/6,7/6/2) 0x0y | (v6/6,1/6/2) Ve, V6/3 e

~ 02 |(vB/6.v5/2)

A=DB?—AC =38.

Parce que A > 0, alors le point (v/6/6,v/6/2, f(v/6/6,v/6/2)) = (v/6/6,v/6/2,4/6/9) est un point de selle
du graphe de f & cause de 6.2 ¢). Au point (—/6/6, —v/6/2), nous avons

4= — v, =S —ve, =% =V6/3 et
02 1(-vE/6,-vG/2) T dxdyl(—vere—ve/2) T Oy?l(—vEB/6—vE/2)

A=B>-AC=38.
Parce que A > 0, alors le point (—v/6/6, —v/6/2, f(—v6/6, —v6/2)) = (—v6/6, —/6/2, —41/6/9) est aussi

un point de selle du graphe de f & cause de 6.2 ¢).
b) Soit f(z,y) = exp(x?+y? —x). Alors nous avons vu ci-dessus que f a un seul critique (1,0). Pour utiliser
le test, il nous faut calculer les dérivées partielles d’ordre 2 et évaluer celles-ci a ce point critique. Nous avons

ﬁ = (42 — 8z + 6) exp(a® + y? — 2x) 0°f = 2y(2x — 2) exp(2” + y* — 22)
5o p y Ty = Y p y 7
82
8—;; = (4y* + 2) exp(a? + y? — 21).

Au point critique (1,0), nous avons
A=(4—-8+6)exp(l—2)=2¢"" B=2(0)(2-2)exp(l—2)=0,

C = (40> 4+2)exp(1 —2) =2e"! et A=DB?>—AC=0>— (2 ")(2e7!) = —4e™2.

Parce que A < 0 et A > 0, alors f possede un minimum relatif f(1,0) = exp(1 —2) = e~}

cause de 6.2 b).

Nous ne démontrerons pas completement la proposition 6.2, mais nous allons seulement qu’esquisser
cette preuve. Un des éléments importants de cette preuve est une extension de théoreme d’approximation
linéaire. Cette extension est la suivante: Soit f(z,y) est une fonction réelle de deux variables réelles dont
les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a 3 sont continues sur un rectangle R dont l'intérieur contient
le point P = (a.b). Soient h, k deux nombres réels tels que (a + h,b + k) € R. Alors il existe un point (¢, d)
compris sur le segment de droite ayant pour extrémités: les points (a,b) et (a + h,b+ k) tel que

au point (1,0) a

_ of of Lo f o *f Pfl o

flath.b+k)=fla,b)+ ((“)x Ph+ Oy Pk) + 2 (8362 Ph +28x8y Phk+ Oy>? ‘Pk )
1% f 3 >’f 2 >f 2 Of 3

6(% (c,d)h +38x26y (c,d)h b 389063/2 (c,d) B+ 87y3 (c,d)k )

Ce résultat est un cas particulier d’une formule plus générale appelée la formule de Taylor. Nous
n’énoncerons pas cette derniere et nous ne démontrerons pas ce cas particulier. Nous nous limiterons qu’a
I'utilisation de cette formule particuliere pour valider notre test.

Si P = (a,b) est un point critique de f et que nous utilisons les notations de la proposition 6.2, alors la
formule ci-dessus devient apres substitution

1
fla+h,b+ k)= f(a,b) + 5(Ah2 + 2Bhk + Ck*) + €
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dans laquelle € est le terme correspondant aux dérivées partielles d’ordre 3. Si les nombres réels h et k sont
presque nuls, alors € est négligeable et nous avons

fla+h,b+k)~ f(a,b) + %(Ah2 + 2Bhk + Ck?).

Plus précisément, si h et k sont presque nuls, alors le signe du nombre f(a + h,b+ k) — f(a,b) est le méme
que celui du nombre (1/2)(Ah? + 2Bhk + Ck?). C’est ce que nous voulons étudier pour comprendre le
comportement de la fonction f dans un voisinage du point critique (a, ).

Si A # 0, alors nous avons

%(Ahz + 2Bhk + Ck?) = g(h2 + 2§hk + %kz)
3B (B (B G
A BT A A By 2o

Tout ce que nous avons fait ci-dessus, c’est de compléter le carré. Maintenant si A < 0, alors

20y - B

quelque soient h et k, car
B \2 k2
(h+ k) et S5 =0
conséquemment (x) > 0 si A > 0, alors que (x) < 0si A < 0. En résumé, si A < 0 et A > 0, alors
fla+h,b+k)— f(a,b) > 0 pour tout h et k presque nuls, c’est-a-dire que f(a+h,b+k) > f(a,b) pour tout
h et k presque nuls et ainsi f posseéde un minimum relatif au point (a, b); alors que si A < 0 et A < 0, alors
fla+h,b+k)— f(a,b) <0 pour tout h et k presque nuls, c’est-a-dire que f(a+h,b+k) > f(a,b) pour tout
h et k presque nuls et ainsi f possede un maximum relatif au point (a,b). Si A > 0, alors
B \2 A B VA B VA
h —k) el (h Zk - —k) (h “k —k)
(h+ 3 Ve AT A"t
peut étre positif et négatif. Ceci est illustré dans la figure 6.4 ci-dessous qui représente le comportement de
ce signe. Ainsi () peut étre positif et négatif et dans ce cas (a,b, f(a,b)) est un point de selle du graphe de
f. Si A =0, alors nous avons A = B2 — AC = B? > 0. Nous ne pouvons pas avoir simultanément A = 0 et
A < 0. Dans ce cas, si A =0, alors

fla+h,b+k)— f(a,b) ~ %(2Bhk +COk?) = %k(2Bh + Ck).

Dans ce dernier cas, si A = B2 — AC = B? # 0, alors A > 0 et B # 0. Conséquemment le signe
de f(a+ h,b+ k) — f(a,b) peut étre positif et négatif. Ceci est illustré dans la figure 6.5 ci-dessous qui
représente le comportement de ce signe.

A L Ak

+ ) -
- figure 6.4 figure 6.5
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De ceci, nous pouvons conclure que (a, b, f(a,b)) est un point de selle du graphe de f. Si nous résumons
ce qui a été démontré ci-dessus. Nous avons les implications suivantes:
1) A>0et A <0= f possede un minimum relatif au point (a, b)
2) A<0et A<0= f possede un maximum relatif au point (a, b)
3) A#0et A>0= (a,b, f(a,b)) est un point de selle du graphe de f
4) A=0et A>0= (a,b, f(a,b)) est un point de selle du graphe de f
Donc la proposition 6.2 est vérifiée.

Tout ce qui a précédé concernait 'optimisation sans contrainte, i.e. une situation dans laquelle les varia -
bles x et y sont indépendantes I’'une de 'autre. Nous allons maintenant considérer une situation différente:
I'optimisation avec contrainte. Nous décrirons la méthode du multiplicateur de Lagrange pour attaquer ce
type de probleme. Illustrons donc cette méthode en situation.

Supposons que nous voulons déterminer les maximums ou minimums relatifs d’'une “bonne” fonction
f(z,y, 2) lorsque x, y, z satisfont une équation de la forme g(z,y,2) = 0, o g(z,y, 2) est aussi une “bonne”
fonction. Cette derniere équation est la contrainte. Ici par “bonne”, nous entendons par exemple que ces
fonctions ont des dérivées partielles continues sur un ouvert de R3. En d’autres mots, (z,y, 2) est un point
sur la surface de niveau 0 de g et f(a,b, c) est un maximum (resp. minimum) relatif de f dans cette situation
s’ll existe un parallélipipéde rectangle R dont Uintérieur contient (a, b, ¢) tel que f(z,y,z) < f(a,b,c) (resp.
f(a,b,¢) < f(x,y, 2)) pour tout (z,y,z) € R satisfaisant la contrainte g(x,y, z) = 0.

Bien entendu si nous pouvions paramétriser la surface de niveau 0 de g de telle fagon que z soit une
fonction h(z,y) de x et y, alors nous pourrions utiliser la méthode vue précédemment pour 'optimisation
sans contrainte appliquée a la fonction F(z,y) = f(z,y,h(z,y)). Malheureusement il n’est pas toujours
possible de déterminer une telle fonction h(z,y). La méthode du multiplicateur de Lagrange nous donne une
alternative.

La premiere étape de cette méthode consiste & considérer la nouvelle fonction sur R*:

o(x,y,2,\) = f(x,y,2) + Ag(z,y, 2).

En d’autres mots, nous ajoutons une nouvelle variable A appelée le multiplicateur de Lagrange et nous
considérons f(x,y, z) et g(z,y, z) comme des fonctions sur un ouvert de R®. Noter que nous ne nous limitons
pas seulement qu’aux points (z,y, z) tels que g(z,y,z) = 0. Pour la deuxiéme étape, nous déterminons le
systeme d’équations en x, y, z et A suivant:

06 96

%_0, &—0,
(%)

¢ ¢

= —o, = .

0y oA 0

Si f(a,b,c) est un maximum ou minimum relatif de f(x,y, z) sous la contrainte g(x,y, z) = 0, alors il existe
un nombre réel \ tel que

o, o _,
O (a,b,e,\) 0z (a,b,c,\")
o, o _,
ay (a,b,e,\) oA (a,b,c,\")

Ceci nous fournit donc une condition nécessaire pour que f(a, b, ¢) soit un tel maximum ou minimum relatif.
Pour compléter la méthode, il nous faut déterminer toutes les solutions (z,y, z,\) de (x) et parmi celles-ci
se trouveront les maximums et minimums relatifs. Il n’est pas toujours facile de résoudre le systéme (x)!
Dans un probléeme particulier, nous pouvons souvent distinguer s’il s’agit d’'un maximum ou minimum
relatif, par exemple en évaluant f(a,b,c). Il existe des critéres analytiques compliqués pour distinguer entre
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ces deux cas. Nous ne les présenterons pas dans ces notes. Nous allons maintenant énoncer la proposition
qui justifie la méthode de Lagrange avec toutes les conditions suffisantes pour les deux fonctions f(z,y, 2)
et g(x,y,z). Ensuite nous présenterons un exemple, ainsi que la méthode générale lorsqu’il y a plusieurs
contraintes.

Proposition 6.3:
Soient f(z,y,z) et g(z,y, z) deux fonctions & valeurs réelles dont les dérivées partielles

of of of 9 99 . 99

ox’ 0Oy’ 90z’ 0Ox’ Oy 0z

existent et sont continues & I'intérieur R d’un parallélipipede rectangle de R3 et notons par S: la partie de la
surface de niveau 0 de g & lintérieur de R, i.e. S ={(x,y,2) € R| g(z,y,z) = 0}. Supposons que f(z,y,z2)
atteint un maximum ou minimum relatif sous la contrainte g(z,y, 2z) = 0 au point P = (a,b,c) € S et qu'en
plus Vg|P #(0,0,0), alors il existe un nombre réel X" tel que

o _, o _,
Ox (a,b,c,\") 0z (a,b,c,\")
o _, o _,
ay (a,b,c,\") oA (a,b,c,\")

ot ¢(x,y,2,A) = f(z,y,2) + Ag(z,y, 2).

Preuve: Nous allons esquisser la démonstration. Comme Vg| p # (0,0,0), nous avons donc que soit g, (P) #
0, soit g,(P) # 0 ou encore soit g,(P) # 0. Nous supposerons par la suite que g.(P) # 0. Les deux autres
cas peuvent étre traités de fagon similaire. Considérons maintenant I’équation

of

dg
A —_Z
0z

P 0z

=0 pour A € R.
P

11 existe une solution X' € R pour celle-ci parce que g,(P) # 0. En effet,

() (3)
0z |p 0z|p
Pour ce X, nous avons donc
o¢ A -
0z (a,b,c,\") 0z (a,b,c) 0z (a,b,c)
Nous allons maintenant vérifier que nous avons aussi

% =0, 5‘7¢) =0 et % =0.
ox (a,b,c,\") ay (a,b,c,\") oA (a,b,c,\")

Parce que g.(P) # 0, alors ’équation du plan tangent T & la surface de niveau 0 de g au point P:

99
or

dg

0
g (y—b)‘F&

r—a)+ —
Jle-at g

(z—c¢)=0

P P

fait en sorte que z pour un point (z,y,z) € T peut s’écrire en fonction de z et y. Les points de ce plan
tangent sont presque ceux de la surface de niveau et nous pouvons soupgonner que ces derniers peuvent aussi
étre paramétrisés en fonction de = et y. Cette idée est rendue plus précise dans le théoreme des fonctions
implicites. Nous n’allons pas démontrer ce dernier. Mais une conséquence de ce théoreme est qu’il existe
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€ > 0 et une fonction h(x,y) définie sur U = {(z,y) € R? | max{|z — a|, |y — b|} < €} tels que
(a) hy et hy existent et sont continues sur U;
(b) h(a,b) =c
(¢c) g(z,y, h(z,y)) = 0 pour tout (x,y) € U.
En d’autres mots, h donne une paramétrisation de la surface de niveau 0 de g pres du point (a, b, ¢). Posons
F(z,y) = f(z,y,h(z,y)) et G(x,y) = g(z,y, h(x,y)). Par ce qui précede (propriété (c) ci-dessus), G est nul
sur U. Donc
oG 0 oG

%— et Fy:O sur U.

Par hypothese, F' atteint un maximum ou minimum relatif au point (a,b). Donc

oF

or _ ; OF
or o ¢

a2
(a:b) %

(a;b)

Nous pouvons maintenant utiliser la reégle de chaines pour calculer chacune de ces dérivées partielles. Ainsi

aG
ox

Oh

_ % oh
(a,b,c) Ox

Y

99
(a,b,c) 0z

oh
(a,b,c) O

oF
=0 et —
(ab) ox

_9f
T oz

of
(a,b,c) 0z

(a,b) (a,b) (a,b)

En multipliant la premiere équation par A’ et en ’additionnant avec la deuxiéme, nous obtenons en regroupant

les termes
h
X% + or + (N % + or on = 0.
O (a,b,c) o (a,b,c) 0z (a,b,c) 0z (a,b,c) ox (a,b)
Par notre choix de )\, nous avons
0 0
()\’ 6—9 + a—f > =0.
Z (a,b,c) Z (a,b,c)

Nous obtenons ainsi que

¢ _ [\ 99 of _
— =N = == =0.
Ox (a,b,c,\") Ox (a,b,c) Ox (a,b,c)
De facon similaire, nous pouvons vérifier que
0]
9 0.
Ox (a,b,c,\")
Finalement 5
¢
— = g(a,b,c) =0.
oA (a,b,c,\)

ceci termine la preuve de la proposition.

Exemples 6.3:
Fixons un nombre réel p > 0. Déterminons le parallélipipede rectangle de volume p? dont la somme des

aires de ses six faces est maximale. Posons z, y et z pour les dimensions des c6tés d’un parallélipipede
rectangle. Nous voulons donc maximiser la fonction f(x,y, z) = 2(xy+x2z+yz) avec la contrainte g(z,y, z) =
xyz — p® = 0. f est la somme des aires des faces et ¢ = 0 indique que le volume du parallélipipede est p3.
Ici z,y,z > 0. Nous pouvons noter que f et g satisfont aux conditions de la proposition 6.3 sur le domaine
{(z,y,2) € R® | z,y,2 > 0}. Nous formons donc la fonction

o(z,y,2,7) = fz,y,2) + Mgz, y,2) = 2(zy + x2 + y2) + A(zyz — p°).
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Il nous faut donc maintenant résoudre le systéme

do .
%—2(y+z)+)\y2—0,
@:2(x+z)+/\xz:0;
dy

SRS
5:2(x+y)+)\zy:0;
9¢ _ 3 _
ﬁ—xyz—p =0.

En multipliant la premiere équation par x, la seconde par y et en soustrayant ces deux équations, nous
obtenons 2x(y+2)—2y(z+z) =0 < 2(z—y)z =0. Comme z > 0, alors z = y. En multipliant la premiere
équation par z, la troisiéme par z et en soustrayant ces deux équations, nous obtenons 2x(y+2) —2z(z+y) =
0 & 2(xz—2z)y=0. Commey >0, alors x = z. Donc z = y = z pour les solutions de (*). Si maintenant
nous considérons la quatritme équation zyz = p> = 2 = p3 et nous obtenons une seule solution
(z,y,2) = (p,p,p). 'y a donc un seul point & considérer selon la méthode du multiplicateur de Lagrange.
Dans cette situation, il est facile de se convaincre qu’il n’y a pas de maximum relatif dans cette situation et
qu’un seul minimum relatif. Donc le parallélipipede recherché est un cube de coté p.

Dans I’exemple précédent, nous aurions aussi pu isoler z en fonction de = et y, i.e. z = p3/(zy), ensuite
considérer F(z,y) = f(z,y,p*/(zy)) = 2(zy + (p*/y) + (p>/x)) et finalement utiliser les méthodes vues au
début du chapitre.

La méthode générale du multiplicateur de Lagrange est la suivante. Supposons que nous voulons

déterminer les maximums ou minimums relatifs d’une “bonne” fonction f(x1,x2,...,x,) lorsque 1, z2, ...,
xy, satisfont m (m < n) équations de la forme g;(z1,z2,...,2,) =0,0u j =1,2,...,m et gj(x1,22,...,2p)
sont aussi de “bonnes” fonctions pour j = 1,2,...,m. Ces m équations sont les contraintes. Ici par “bonne”,

nous entendons par exemple que ces fonctions ont des dérivées partielles continues sur un ouvert de R™. La
premiére étape de la méthode consiste & considérer la nouvelle fonction sur R(+m):

m
(X1, X2,y Ty ALy ey Am) = fX1, @2, ..., 2y) JrZ)\jgj(xl,xQ,...,:z:n).

=1
En d’autres mots, nous ajoutons une nouvelle variable \; (j =1,2,...,m) pour chacune des contraintes et
nous considérons f(x1,z2,...,%ys) et g;(z1,x2,...,z,) comme des fonctions sur un ouvert de R". Pour la
deuxieme étape, nous déterminons le systeme d’équations en x1,x2,...,ZTp, A1, ..., Ay Suivant:
¢ .
=0, +=1,2,...,n
az bl b) b) b)
7
(%)
¢ .
WZO, ]:1,2,...,7’77,
J
Si f(aq,asq,...,a,)est un maximum ou minimum relatif de la fonction f(xz1, 29, ..., x,) sous les m contraintes
) ) ) ) ) b
gj(z1,22,...,2,) =0 pour j =1,2,...,m, alors il existe m nombres réels A}, N5, ..., A, tels que
¢
3 =0, +=12,...,n
Lil(a1,a2,0 0,@n, N Ny e, AL
0¢ )
a :0, ]:1727...77’)7/
J 1(a1,a2,.. a0, A 05000 0],)
Ceci nous fournit donc une condition nécessaire pour que f(ay,asg,...,ay) soit un tel maximum ou minimum
relatif. Pour compléter la méthode, il nous faut déterminer toutes les solutions (1,22, ..., Tn, A1y ) Am)

de (%) et parmi celles-ci se trouveront les maximums et minimums relatifs.
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Nous allons maintenant énoncer la proposition qui justifie la méthode. Sa preuve est similaire a celle de
la proposition 6.3.

Proposition 6.3’:
Soient f(x1,x2,...,xyn) et gj(z1,22,...,2,) (01 j = 1,2,...,m et m < n) des fonctions & valeurs réelles

dont les dérivées partielles

0 0y, . .
/ 95 oui=12...,netj=12....m
a b a ) ) ) ) ) )
T T
existent et sont continues pour un ouvert R de R". Soit S = {(x1,z2,...,2,) € R | g;(z1,%2,...,2,) =
Oouj = 1,2,...,m}. Supposons que f(x1,x2,...,T,) atteint un maximum ou minimum relatif sous les
contraintes g;(z1,x2,...,2,) = 0 au point P = (a1,as,...,a,) € S et qu’en plus le rang de la matrice
991 991 991
oxq P Oxo P Oy, P
992 992 9g>
oxq P Oxo P Oy P
Oz P Oxo P Oy, P
est m, alors il existe m nombres réels A}, A}, ..., A, tels que
0 .
8¢ =0, +=12,...,n
Til(ar,a,csan N A e AL,
0¢ .
a :0, ]:1727...7’[')1
J a1,a2,...,an, NN, 0])

(1, T2y Ty Ay ey An) = fa1, 20,0, 20) +Z)\jgj(:c1,x27...,xn).

Jj=1

Exercice 6.1:
Déterminer les points critiques des fonctions suivantes et, en utilisant la proposition 6.2 pour chacun de ces
points, indiquer si la fonction possede un maximum relatif, un minimum relatif a ce point ou encore que le
graphe de cette fonction y a un point de selle ou finalement si le test n’est pas concluant.

a) f(x,y) = 2 + dxy + 3y* — 2z + by;
b) f(z,y) = a* — xy® + 5y* + 2x;
=In(z? +y? + 1);

¢) f(z,y)
d) f(z,y) = 423 + 622y + 3zy? — 122 + 18y;
e) f(x,y) = 23 + 3zy? — 150 — 12y.

Exercice 6.2:
Soient n points (x1,y1), (72,%2), - - -, (Tn, yn) de R2. Déterminer la droite y = ma + b qui minimise la somme
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des carrés des écarts entre ces points et cette derniere, c’est-a-dire déterminer les nombres m et b tels que la

somime
n

S(m,b) = Z (yi — max; —b)*

i=1
soit minimale. Cette droite est appelée la droite des moindres carrés.
Exercice 6.3:

Déterminer les points critiques des fonctions suivantes et pour chacun de ces points, indiquer si la fonction
possede un maximum relatif, un minimum relatif & ce point ou ni I'un, ni 'autre.

a) f(z,y) = (z —y)* +2° +y%
b) f(z,y) = sin(z) sin(y) sin(z + y);
c) f(x,y) = (22% — y?) exp(x + y).
Exercice 6.4:
Soient Py, Py, Ps trois points distincts non colinéaires du plan (c’est-a-dire que Py, P; et P3 ne sont pas sur

une méme droite et qu'’ils forment un triangle). Déterminer le point M du plan tel que la somme des carrés
des distances de M avec chacun des points P, P> et Ps; est minimale.

Exercice 6.5:
Déterminer la plus courte distance d’un point (0,b) sur 'axe des y & la parabole d’équation y = 2% en
utilisant

(a) la méthode du multiplicateur de Lagrange;

(b) une autre méthode.

Exercice 6.6:

Déterminer le maximum de (zy25 - - x,)? sous la restriction 22 + 23 + -+ + 22 = 1.
Exercice 6.7:
Déterminer le maximum de | Y7 | a;z;| si 2 + 23 + -+ + 22 = 1 en utilisant
(a) la méthode du multiplicateur de Lagrange;
(b) un argument géométrique.
Exercice 6.8:
(a) Montrer que |(z1,1%2,2 — T1,2%21)| < \/aﬁl + J;ig \/xgl + x§72.
(b) (f) Soit M = (x; ;)1<i,j<n une matrice d’ordre (n x n). Montrer que
n n n
[det(M)] < |37 | D03, oy Do a2y
j=1 j=1 j=1
Cette inégalité est due & Hadamard (1865 - 1963).
Exercice 6.9:
Déterminer la plus courte distance d’un point (ai,as,...,a,) & la sphére dans R™ de rayon r et de centre

(b1,ba,...,b,) en utilisant
(a) la méthode du multiplicateur de Lagrange;

(b) un argument géométrique.
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CHAPITRE 7
Rappel sur I'intégrale simple.

Les prochains chapitres traiteront de I'intégration. Dans un premier temps, nous rappellerons ce qu’est
I'intégrale simple (I’intégration pour les fonctions d’une seule variable réelle), ainsi que le théoréme fonda-
mental du calcul. Ensuite nous définirons les intégrales multiples, surtout les intégrales doubles et triples;
nous verrons comment les calculer au moyen d’intégrales itérées, le théoreme de changement de variables
pour les intégrales multiples, en particulier pour les coordonnées cylindriques et sphériques.

Dans ce chapitre, nous traiterons de I'intégrale simple. Soient deux nombres réels a,b avec a < b et une
fonction f(x) réelle définie et bornée sur l'intervalle fermé [a, b], alors I'intégrale définie de f sur [a,d], que

I’on note
b
[ taa

lim > flwi) i,
=1

max{§;[1<i<n}—0

est la limite

pour laquelle nous considérons toutes les subdivisions de I'intervalle [a, b] en n sous-intervalles [a;_1, a;], dont
la longueur de chacun de ceux-ci est notée §; = (a; —a;—1), en y laissant n, le nombre de ces sous-intervalles,
devenir de plus en plus grand et le maximum max{d;|1 < i < n} des longueurs de ces sous-intervalles devenir
de plus en plus pres de zéro; de plus, dans cette définition pour chaque i, x; peut étre n’importe quel point
de lintervalle [a;_1, a;].

Il faut noter que 'intégrale d’une fonction n’existe pas toujours. En d’autres mots, la limite définissant
Pintégrale n’existe pas toujours. Cependant il est possible de démontrer que si la fonction & intégrer f(z) est
continue sur l'intervalle [a, b], alors I'intégrale définie fab f(z) dz existe. Ce que nous avons défini est I'intégrale
de Riemann et la somme Z?Zl f(z;) §; est une somme de Riemann. Il existe d’autres types d’intégrales,
notamment 'intégrale de Lebesgue. Elles ne sont pas traitées dans ces notes. Nous nous concentrerons que
sur les intégrales définies de Riemann et, au dernier chapitre, sur les intégrales impropres de Riemann.

Dans la partie grise de la figure 7.1, nous avons illustré la somme >, f(z;) §; pour une subdivision
de [a,b]. Si f(z) est une fonction continue sur l'intervalle [a,b], alors il est possible d’interpréter I'intégrale
f; f(x) dz comme Daire signée de la partie du plan comprise entre le graphe de f(z) et I'axe des x, la partie
au-dessus de I'axe des x correspondant a une aire positive, la partie au-dessous de ’axe des x correspondant
a une aire négative. Nous avons illustré ceci a la figure 7.2. Noter que intégrale d’une fonction peut étre
positive, négative ou nulle.

Le théoreme fondamental du calcul dit que il existe une fonction F(z) telle que F'(x) = f(x) sur
l'intervalle [a, b], alors

/ f(z)dz = F(b) - F(a) = (F(x)]".

Une fonction F(z) comme ci-dessus est une intégrale indéfinie ou une anti-dérivée ou encore une primitive
pour f(z). Il y a aussi une seconde forme du théoréme fondamental du calcul. Cette seconde forme est la

suivante:
([ ) = ),

La premiere forme du théoreme fondamental du calcul nous fournit un outil trés précieux pour calculer des
intégrales définies. Nous illustrerons ceci dans les exemples suivants.
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/ \ |
aire
négative
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figure 7.1 figure 7.2

Exemples 7.1:
a) Si f(z) = 322 — 2z + 1, alors

2
/1 f(x)dx:(x3—x2+x]f:(23—22+2)—(13—12+1):5,

car F(x) = 2° — 22 4+ z est une primitive pour f(z). En effet, (23 — 2% + z)’ = 322 — 2z + 1.

b) Si f(z) = cos(z), alors

/2 /2
/0 cos(x) dx = (sin(x)] "~ = sin(w/2) — sin(0) = 1,

car F'(x) = sin(z) est bien une primitive pour f(z). En effet, (sin(x))’ = cos(z).
Pour déterminer une primitive d’une fonction f(z) donnée, il existe des régles de calcul. Dans ce qui
suivra, nous noterons une telle primitive par [ f(z)dz au lieu de F(z) comme précédemment. Avec ces

notations, nous avons donc
d
@(/f(m)dl") = f().

Il faut noter que si F(z) est une primitive de la fonction f(x), alors F(z) + ¢ est aussi une telle primitive
peu importe la valeur de la constante ¢. Ainsi donc si f(x) a une primitive, elle a alors une infinité de
primitives. Malgré ceci U'intégrale définie de f(x) sur l'intervalle [a,b] a une valeur unique (si elle existe).
Nous énumérons ci-dessous ces regles de calcul.

Proposition 7.1:
Soient f(x) et g(x) deux fonctions et a et b deux nombres réels. Alors:

a) (regle lindaire) [(af(z)+bg(z))dz =a [ f(z)dz +b [ g(x)dx

b) (reégle des puissances)
2y — 2"/ (n+1)+ec, sin#—1;
~\ In(|z]) + ¢ sin=-1

c) (régle du produit) [ f(z)¢'(z)dx = f(x)g(z) — [ g(x)f (z) dx
d) (regle de substitution) [ f(g(z))¢'(z) dz = F(g(x)) ot F(z) est une primitive de f(z).
e) (primitives de fonctions usuelles)

/emdxzex—l-c, /1n(as)dx:xln(x)—;l:+c,
/sin(;r) dx = —cos(z) + ¢, /cos(x) dx = sin(z) + c.
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Dans le cas de la regle du produit, on parle plutot d’intégration par parties. C’est ainsi que nous
désignerons cette regle par la suite. Nous allons maintenant illustrer ces régles de calcul dans quelques
exemples.

Exemples 7.2:
a)

/m4—2x_1+5x_3dx:/ac4dx—2/x_1dx+5/x_3dx
=2°/5 — 2In(|z|) + 5x72/(=2) + ¢

par la regle linéaire et les formules pour les fonctions usuelles;

b)
/xexp(xg) dx = (1/2) / 2z exp(z?) dz = (1/2) exp(x?) + ¢

par la regle de substitution;
)
/z cos(z) dx = /x(sin(x))' dr = xsin(z) — [ sin(z)(z) dz
= zsin(z) — /sin(x) dx = zsin(z) — (—cos(z)) + ¢
= zsin(z) + cos(z) + ¢

par intégration par parties;
d)

/tan(m) dx = /Sin(m)/cos(x) dr = — /(cos(x))'/ cos(z) dz = —In(| cos(zx)|) + ¢
par la regle de substitution;

En ce qui concerne la regle de substitution, nous pouvons procéder de la fagon suivante:

/f(g(x))g'(x) dx = /f(u) du, ot u=g(z)et du=g'(z)dx;
= F(u) = F(g(z)), ou F est une primitive de f.
Cette fagon de procéder justifie le fait que ’'on nomme celle-ci de régle de substitution. Nous allons illustrer
ceci par les exemples ci-dessous.
Exemples 7.3:
2z +1) du . 5

-1
= [ u?du= Y +ec
/ (1)

a)

— m + ¢ en substituant de nouveau u = 2 + z + 1;
b)
/de/uzdu ot u=1In(z) et du = x~tdx
x "
=5 +ec
- W + ¢ en substituant de nouveau u = In(z).
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Pour ce qui est de I'intégration par parties, nous pouvons procéder de la facon suivante:

/f(:v)gl(m) dx = /udv olt {dz z ;c/((ﬂ;))’dx’ dz Z iz? dz,

UV — /vdu7
— f(@)gle) - [ gla)s (@) da.

Nous allons illustrer ceci par les exemples ci-dessous.

Exemples 7.4:
u =z, du = dx,
/mezdaj = ge” —/emdx ou {
dv =e" dx v=2¢e"

b

a)

=ze® —e” +c.

b)
1 1 (i = n 2 — u hl T 9 du = 2 11'1 xr)x de‘7

dv = dx, v=ux,

= z(In(x))? — 2/111(:17) dz,
= 2(In(x))? — 2z In(z) + 2z + c.

Il faut noter que la primitive [In(x)dx est obtenue aussi par intégration par parties. Plus précisément,

w=1In(z), du=z""dz,
/ln(sc) dx = xIn(z) — /xx_l dx ou {

dv = dz, v =2z,

=zln(z) — /dm,
=zln(z) —z+c

Dans ce cas, nous avons donc utilisé deux fois la méthode d’intégration par parties.

Nous terminerons ce chapitre en discutant de 'utilisation des fractions partielles pour calculer une
intégrale indéfinie de la forme [ P(z)/Q(z)dx pour laquelle P(z) et Q(z) sont des polyndmes. Apres
division de P(x) par Q(z), nous aurons & évaluer une intégrale de la méme forme, mais cette fois avec la
condition supplémentaire que le degré du numérateur est strictement inférieur a celui du dénominateur. Dans
ce qui suivra, nous allons donc supposer que I'intégrale indéfinie & calculer est de la forme [ P(z)/Q(z) avec
degré(P(z)) < degré(Q(x)). Nous allons exprimer P(x)/Q(z) sous la forme d’une somme dont les termes

sont d’une des formes suivantes:
A Ar + B

(az +b)k"  (ax? 4 bz + )k’
Nous serons plus précis a ce sujet ci-dessous.
Notons premiérement que le dénominateur Q(x) sera un produit de facteurs d’une des formes suivantes:

(ax +b)™ oua,be R tels que a # 0 et m est un entier positif;
(az® + bz +¢c)™ ol a,b,c € R tels que a # 0, b> — 4ac < 0 et m est un entier positif.

Si (az 4 b)™ est un des facteurs comme ci-dessus, alors dans I’expression de P(z)/Q(x) comme une somme,
nous aurons parmi les termes de cette derniere, la somme

m

A

E ﬁ ou Ay, As, ..., Ay, sont des nombres réels (& déterminer);
ax

k=0
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si (az? + bz + )™ est un des facteurs comme ci-dessus, c’est-a-dire avec entre autres b2 — dac < 0, alors dans
Iexpression de P(x)/Q(z) comme une somme, nous aurons parmi les termes de cette derniere, la somme

m

(A By)
Z jx—” ou Ay, As, ..., A, B1, B, ..., By, sont des nombres réels (& determiner).
prs (az? + bz + c)k

Apreés avoir exprimé P(z)/Q(z) sous cette forme de somme, il nous faut intégrer alors des fonctions
d’une des deux formes suivantes:

/de /A‘”—+de
(ax +b)k (az? + bz + )k

Pour évaluer I'intégrale indéfinie
/ A L
(az + b)k 7
il suffit d’utiliser la substitution v = ax + b. Pour évaluer 'intégrale indéfinie
/ (Az + B) dr.
(az? + bx + )k

(Az + B) (#)(az+0)+ (B ’é‘f)'

il faut noter que

(az? +bx +c)F (az? + bz + c)*

Nous devons donc considérer deux types d’intégrales indéfinies:

A
/(é) (2ax +b) dr et / (B_Tg) p
2a/ (ax? + bz + c)F e (az? + bx + c)F *

Dans le premier cas, il suffit d’utiliser la substitution v = az? + bz + ¢; alors que dans le second cas, il faut
premierement compléter le carré et ensuite utiliser une substitution trigonométrique. Ce second cas est le
plus difficile de tous et les intégrales de ce type que nous considérerons dans ce cours seront parmi les plus
simples, c’est-a-dire m = 1. Nous allons illustrer tout ce processus par un exemple.

Exemple 7.5:

(42° + 122% + 2323 + 3422 + 23z + 4) (623 + 2422 + 21z + 4) e
dx = + ( dx apres division

(4at + 1223 + 1722 4+ 10x + 2) 4ot + 1223 + 1722 + 10z + 2)
_ (@2/2) + / (623 4 2422 + 21z + 4)
N (dxt 4+ 1223 + 1722 + 102 + 2)

11 suffit donc d’évaluer l'intégrale

/ (623 + 2422 + 21z + 4)
(dz* 4+ 1223 + 1722 + 10z + 2)

En sachant que 4x* + 1223 + 1722 + 10z + 2 = (22 + 1)?(2? + 22 + 2), nous aurons alors par la théorie des
fractions partielles que

(623 + 2422 + 21z +4)  (62° 4 2422 + 21z + 4)
(4t + 1223 + 1722 + 102+ 2) (20 + 1)2(22 + 22 + 2)

= (¥)
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est tel que

A B (Cz+ D)

(+) =

@rt1) Qe+ 1)Z @@ t20+2)

A2z +1)(2% + 22+ 2) + B(z? + 22+ 2) + (Cx + D)(2z + 1)?

(2 4+ 1)2(22 + 22+ 2)
A(22% + 522 + 61 + 2) + B(2? + 22 + 2) + C(42® + 422 + x) + D(42? + 4z + 1)

2z +1)%(x? + 22 +2)

(24+4C)2* + (5A+ B +4C +4D)2* + (6A+ 2B+ C + 4D)z + (2A+ 2B + D)

En comparant les numérateurs et parce que les dénominateurs sont
de quatre équations linéaires a quatre inconnues A, B, C, D:

24 +
54 +
6A +
24 +

Par élimination, nous obtenons que ce systéme a une seule solution:

d’autres mots,

(2 4+ 1)2(z2 + 2z +2)

0B
1B
2B
2B

(623 + 2422 + 212 + 4)

+ 4+

4C
4C
1C
0C

1

+
+
+
+

0D
4D
4D
1D

1

les mémes, nous obtenons un systeme

6,
24,
21,

4.

A=1,B=-1,C=1et D =4. En

(x+4)

2z +1)%(x? 4+ 22 +2)
Ainsi pour évaluer Dintégrale [(62% + 2422 + 21z + 4)/(42* + 1223 + 1722 + 10z + 2) dz, il nous faut donc

considérer les trois intégrales suivantes:

Ja

Pour la premiere de ces intégrales, nous avons

1 1
In(|ul) + ¢ = 3 In(|2x + 1]) + ¢;

(2 +1)

ouu=2r+1,

dz
(22 4+ 1)2
L du
U

2

I

(22 4 1)2

(22422 +2)

@y
22 + 22+ 2)

alors que pour la seconde de celles-ci, nous avons en utilisant la méme substitution

Finalement pour la troisieme de celles-ci, nous notons premierement

o

(x+4) B
/(m2+2x+2) do =

dérivée du dénominateur. De cette observation, nous obtenons que

2

} du

ouu=2zx+1,

(2x +2)
x? 42z +2)

-1 "
2(2z +1)

+c’.

x+/$dag
(22422 +2)

Il est bon d’observer que pour la premiere intégrale du terme de droite de I’équation, le numérateur est la

2 2 d
/m—))d:v—/u ot u=zxz2+42x+2
u

(22 + 22+ 2

= In(Jul)
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Alors que pour la seconde intégrale du terme de droite de 1’égalité, nous pouvons 'intégrer en complétant le
carré. Plus précisément,

3 3 3
/(12—|—2x+2)dx:/(a:2+21:+1—|—1)dx:/((a:—|—1)2—|—1)dx

3du .
= 7@2_’_1) otu=xz+1

= 3arctan(u) + ¢ = 3arctan(z + 1) + .

De tout ce qui précede, nous obtenons alors

425 + 122 + 232 + 342% + 23z + 4 Loyl
/(a:—|— ot 4 232° + 34a” + x+)dx:fx2+§hl(|2x+1|)+

1
(4dx* 4+ 1223 + 1722 + 102 + 2) 2 22z +1)

1
+ 3 In(|2? 4 22 + 2|) + 3arctan(z + 1) + c.

Cet exemple illustre bien ce qu’il faut faire pour évaluer ce type d’intégrale. Trouver I'intégrale indéfinie
d’une fonction est un probleme plus difficile que celui de calculer la dérivée d’une fonction. Dans certains
cas, il est impossible d’exprimer la primitive en termes de fonctions usuelles; par exemple [ exp(—2?) dx est
une telle primitive. Mais dans ce derniers cas, il existe tout de méme des tables pour calculer I'intégrale
définie f; exp(—2?) dr quelque soient a,b € R..

Exercice 7.1:
Calculer les intégrales définies suivantes:

a) 12(x3 — 4z~ + 527 ?) du;
b) fol 231 + 22 du;

c) f02 5z/(222 4+ 1)? du;

d) OSerI dz;

Jy 1/ = 1)@ + 1) da
f_ll/Q 1/(422 + 42 + 10) dz.

[§]

f

Exercice 7.2:
Calculer les intégrales indéfinies suivantes:
J cos(x) sin(z) du;
[ sin®(z) da;
[ arctan(z) dz;
J(z—4)/(z* — bz + 6) dx;
f x5/m dx;
[ cos(3z) sin(x) dx.

~—

a

b

N

C

d

= ~—

e

f

~—
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Exercice 7.3:
En utilisant la subdivision de Iintervalle [0,1] en n sous-intervalles égaux et en prenant pour x; le point
le plus & droite du i-itme sous-intervalle, calculer la somme de Riemann Y., f(z;)d;, ainsi que la limite
limy, 00 D1y f(2;) 6; pour les deux fonctions suivantes en sachant que

n

Zi:n(nJrl) ot iizzn(nJrl)(QnJrl)
2 i=1

6

i=1
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CHAPITRE 8
Intégrales doubles.

Dans ce chapitre, nous définirons I'intégrale double d’une fonction f(z,y) sur une région bornée du plan
et nous présenterons quelques-unes de ces propriétés. Ensuite nous verrons comment calculer ces intégrales
au moyen d’intégrales itérées. Nous conclurons ce chapitre en discutant des coordonnées polaires et du
théoreme de changement de variables pour 'intégrale double dans ce cas particulier.

Soient R, une région bornée de R?, c’est-d-dire que R est contenue dans un rectangle suffisamment
grand, et f(z,y), une fonction définie et bornée sur R. On définit 'intégrale de f(x,y) sur R, que 'on note

/ /R f(a, ) do dy

Jlim > flaiyi) AA;,
max{§;|1<i<n}—0 i=1

comme étant la limite

pour laquelle nous considérons toutes les subdivisions de la région R en n sous-régions: Rj, Rs,..., Ry, dont
le diametre de R;, c’est-a-dire la distance maximale entre deux points quelconques de R;, est noté §;, en y
laissant n, le nombre de ces sous-régions devenir de plus en plus grand et le maximum max{d;|1 < i < n}
des diametres de ces sous-régions devenir de plus en plus pres de zéro; de plus dans cette définition, (z;,y;)
peut étre n’importe quel point de R; et AA; est aire de la sous-région R;.

Cette limite n’existe pas toujours. Cependant si R est une région bornée, f(z,y) est continue sur R et
que le bord de R consiste en une réunion finie de courbes continiment dérivables, alors I'intégrale double
I r f(x,y) dz dy existe. Dans ce dernier cas, il est possible d’interpréter I'intégrale double comme le volume
signé de la région de R?® comprise entre le graphe de f(z,y) et R, la partie au-dessus du plan des x,y
correspondant & un volume positif, la partie au-dessous du plan des x,y correspondant a un volume négatif.
Nous avons illustré ceci dans la figure 8.1 ci-dessous.

A
fl,y)

P

-~

x figure 8.1
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Nous allons maintenant énumérer quelques-unes des propriétes des intégrales doubles dans la proposition
ci-dessous. Elle est démontrée en utilisant la définition de l'intégrale double.

Proposition 8.1:
Soient R, R’, deux régions de R? telles que l'intersection RN R’ de celles-ci est contenue dans les bords de
R et de R’. Soient f(z,y),g(x,y) deux fonctions réelles et a,b deux nombres réels. Alors:
a) (regle linéaire) [[,(a f(z,y) +bg(z,y))dedy = a [[, f(x,y) dedy + b [[, g(z,y)) dzdy

b) [[por fla,y)dedy = [[; f(a,y) dedy + [[5 fz,y) dedy
si ces intégrales existent.

Exemple 8.1:
Soient a, b, ¢ trois nombres positifs, la région rectangulaire R = {(z,y) € R* |0 <2 < a,0 <y < b} et la

fonction constante f(x,y) = c. Alors
// fla,y)dedy = // c = abc
R R

car abc est le volume du parallélipipede rectangle tracé dans la figure 8.2.

Exemple 8.2:
Soient la région trianglaire R = {(z,y) € R?® |0 < x,y < 1let0 < (1 — 2 — y)} et la fonction continue
flz,y) =1—x —y. Larégion R est illustrée dans la figure 8.3. Alors

//Rf(x,y)dxdyz//R(l—x—y)dxd%

= volume du tétraedre T dont les sommets sont (0, 0,0), (1,0,0),(0,1,0) et (0,0,1),
= (1/6);

car si nous notons par V le volume du tétraedre 7', alors nous pouvons observer que le cube dont les
arétes mesurent 1 se décompose en quatre tétracdres: ABDE, BCDG, DEGH et BEFG (avec les notations
de la figure 8.5) congrus & T et d'un tétracdre régulier BDEG dont les arétes mesurent v/2. Le volume
d’un tétraedre régulier est connu et dans le cas présent ce volume est (1/3). Donc nous avons ’égalité
4V + (1/3) = 1, le volume du cube et conséquemment le volume V' du tétraedre T  est V = 1/6. Nous avons
aussi représenté le tétraedre T' a la figure 8.4.

A

droite d'équation
x+y=1

figure 8.2 figure 8.3

Exemple 8.3:
Soient la région R correspondant & I'intérieur du cercle de rayon 1 centré a l'origine dans R2, c’est-a-dire
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R={(z,y) € R?| /22 + y2 < 1} et la fonction continue f(z,y) = z. Alors

//Rf(:b,y)dxdy://R:vdxdyzo,

J[ sewdedy= S Flasu) AA;
R max{&n §O7,'Q§n}—>0

ill i=1

car

et on peut considérer des subdivisions de R en sous-régions telles que la réflexion par rapport a l'axe des
y de la i-ieme région est aussi une sous-région de notre subdivision et de choisir les points (z;,y;) de telle
fagon que si (x;,y;) est le point de la i-iéme région et (x;/, ;) celui de la sous-région obtenue & la suite de la
réflexion par rapport & Paxe des y, alors (x;,y;/) est le résultat de cette réflexion sur le point (z;,y;). Plus
précisément (z;,y;/) = (—x;,y;). En utilisant une décomposition du demi-disque Ry = {(x,y) € R| x > 0}
et la décomposition du demi-disque R_ = {(z,y) € R | x < 0} obtenue & la suite de la réflexion par rapport
a I’axe des y de la décomposition précédente de R;. Nous avons

Z f(@i,yi) AA; = — Z fzi,yir) AAy.

décomposi‘lcion de Ry décomposiition de R_
Donc
Z flzi,y) AA; + Z flxi,yi) AAy =0 et // xdxdy = 0.
i il R
décomposition de R4 décomposition de R_
) H G
Plan d'équation
z=1-x-y |
/ E | F
|
I — — e —
/D C
/
/
A B
figure 8.4 figure 8.5
Exemple 8.4:

Si R est une région bornée de R? dont le bord consiste en une réunion finie de courbes continiiment

différentiables, alors
// dx dy = aire de R.
R

Ceci est vrai a cause de la définition méme de I'intégrale double. En effet,

n
/ / dedy=  lim > A4
R max{8;[1<i<n}—0

i=1
= somme des aires des sous-régions

= aire de R.

61



La fonction que nous intégrons dans cet exemple est la fonction constante f(x,y) = 1.

Pour évaluer toutes les intégrales doubles dans les exemples précédents, nous n’avons utiliser que des
méthodes adaptées a chaque cas, mais qui ne sont pas générales. Nous allons maintenant décrire comment
évaluer une intégrale double pour des régions de certains types au moyen d’intégrales itérées. Pour une région
quelconque, il suffit alors de la découper en régions sur lesquelles nous pouvons effectuer des intégrales itérées
et d’utiliser la proposition 8.1 b).

Proposition 8.2:
a) Si la région R est la région bornée a gauche par la droite verticale d’équation = a, & droite par celle

d’équation x = b, supérieurement par le graphe de la fonction y = go(z) et inférieurement par celui de la
fonction y = g1 (), c’est-a-dire R = {(z,y) e R?* |a <2 < b, g1(z) <y < gao()}. Alors

J[ remdsas= | b ( / (()) Fe.) dy) da

si ces intégrales existent et ou il faut considérer £ comme une constante dans l'intégrale

92()
/ f(z,y)dy

g1(x)

et que l'on intégre par rapport & y. Le résultat de cette derniere intégrale est une fonction de x que 1'on
intégre par rapport & z sur Uintervalle [a, b].

b) Silarégion R est la région bornée supérieurement par la droite horizontale d’équation y = d, inférieurement
par celle d’équation y = ¢, bornée a gauche par le graphe de la fonction (de y) = = hi(y) et & droite par
celui de la fonction (de y) @ = ha(y), c’est-a-dire R = {(z,y) € R? | c <y < d, hi(y) <z < ha(y)}. Alors

/[ rewdeay = | d( / h(()) f(m)dx) dy

si ces intégrales existent et ou il faut considérer y comme une constante dans 'intégrale

ha(y)
/ f(x,y)dx
hi(y)

et que l'on integre par rapport a x. Le résultat de cette derniere intégrale est une fonction de y que 1'on
integre par rapport a y sur Uintervalle [c, d].
Nous avons illustré dans la figure 8.6 chacun de ces cas: a) et b).

courbe
d'équation
A Y =8x) ‘\y
v | courbe -
d'équation courbe
x=hy) ~~ /d‘équation
x = hy(y)
courbe
T d'équation c
| | y; §) >
a b Xx X
figure 8.6 (a) figure 8.6 (b)

Esquisse de la preuve: Nous n’allons démontrer que I’énoncé a) de la proposition. b) peut étre démontré
de fagon analogue. Notons par h(z) l'intégrale

g2(x)
/ f(z,y)dy.
g1(x)
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Pour calculer 'intégrale f; h(x) dz, il faut évaluer la limite

lim > h(w) (@i —ai1) ()

max{a;—a;_1|1<i<n}—0 ;_1

pour laquelle nous considérons toutes les subdivisions de 'intervalle [a,b] : a = ag < a1 < az < ... < ap_1 <
a, = b. Pour calculer

92(x4)
g1(xs)

il faut évaluer la limite

lim D f(@iyy) ey — )

mj— 00

max{cj—cj_1[1<j<m;}—0 j=1

pour laquelle nous considérons toutes les subdivisions de U'intervalle [g1 (x;), g2(z;)]. En remplacant dans (),
nous obtenons

G- i S( am Y e o)) - a)

max{a;—a;_1|1<i<n}—0 =1 \max{c;—c;_1|1<j<m;}—0 j=1

Mais le "produit cartésien” des subdivisions de [a, b] et [g1(x;), g2(x;)] nous permet de construire une subdi-
vision de R et il est alors possible de vérifier que

N

()= lim > flwi ) AA;
max{8;|1<i<N}—0 =1

pour laquelle nous considérons toutes les subdivisions de la région R en N sous-régions: Ry, Ra,..., Ry, en
y laissant N, le nombre de ces sous-régions devenir de plus en plus grand et le maximum max{d;|1 <i < N}
des diametres de ces sous-régions devenir de plus en plus pres de zéro. On a bien

/abh(x)dx_//Rf(x,y)dxdy.

Ainsi a) est démontré.

Exemple 8.5:
Nous allons reprendre 'intégrale de 'exemple 8.2. Dans ce cas, nous avons que R = {(z,y) € R?* |0 < 2 <

1,0 < y < 1—=z}, c’est-a-dire 'intérieur du triangle de sommets:(0,0), (1,0) et (0,1). En d’autres mots, nous
sommes dans la situation de la proposition 8. 2 a) avec a = 0,b =1, g1(x) = 0 et g2(z) = 1 — 2. Nous avons
représenté R a la figure 8.7. Nous obtenons donc

1 2 2 37e=1
(1 -2z + 2% 1( 2z x}
= —dr == — — + —
/0 2 2 2 3 1.0
1
6

;<(1—1+;)—(0—2()22+0;))=



droite d'équation x + y = 1

>

1 X
figure 8.7

Exemple 8.6:
Soit R, la région dans le premier quadrant comprise entre les deux paraboles respectivement d’équation

y = 222 et y = 22 et sous la droite horizontale d’équation y = 1. Ainsi R = {(z,y) e R? | 0 < y <
1,v/y/2 <2z < /y}. Nous sommes dans la situation de la proposition 8.2 b) avec ¢ = 0,d = 1, h1(y) = \/y/2
et ha(y) = \/y. Nous avons représenté R comme la figure hachurée a la figure 8.8.

droite d'équation y = 1

- " " "—"—"—"—"— Y
4
y
08 parabole d'équation
. y =2x2
0.6 1 /
0.4
parabole d'équation
y=x?
0.2 1
pd|
I/
]l —
0 0.2 0.4 0.6 08 X 1

figure 8.8

Pour obtenir ces deux dernieres bornes, nous notons pour celle de gauche que

:22 = QZQ = — g.
Yy T T 9 T 2,

alors que, pour celle de droite, nous avons



car x > 0 dans ces deux cas. De tout ceci, nous obtenons

//R(x+y)dxdy_/01</\/\;;(x+y)dx)dy_/ol<x;+xyK::/jﬁdy

:/01((\/237)2+\/§y)—<(\/y72/2)2+m.y>dy

5

:/0 y+(2_\/§)y3/2dy:<y82+(2_\@)(2)y5/2]J_ (21 - 8v2)

4 2 2 40

y=0

Noter que nous aurions pu évaluer 'intégrale ci-dessus comme la somme de deux intégrales itérées, chacune

correspondant & la situation de la proposition 8.2 a). Plus exactement,

//R(ery)d:cdyZ//Rl(x—ky)d:pdy+//R?(m—ky)dmdy

dans lesquelles R; = {(z,9) € R? | 0 < 2 < v2/2, 22 <y < 22%} et Ry = {(z,y) € R? | V2/2 < 2 <

1, 22 < y < 1}. Nous avons représenté ces régions dans la figure 8.9.

y=1 y=1
l — - - >_ - - —— — —— — Ty
7_ 1n174
y A y 4
0.8 y=2x2 st 0.8 y=2x2
0.6 0.6 7
g
y
04 0.4 \
0.2 4 | 0.2
j’ |
0 0.2 0.4 0.6 08 x 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 x 1
R figure 8.9 Ry
Conséquemment

//R(x-ky)dxdyz//Rl(x+y)dxdy+//Rz(x+y)d;vdy
:/Oﬂm (ijZ(ery)dy) dach/\;/2 (L:(x+y) dy) dz.

Nous laissons au lecteur le soin de calculer ces deux intégrales itérées.

Exemple 8.7:

Soit R, la région de R? dans le premier quadrant & 'extérieur du cercle centré a I'origine de rayon 1 et &
lintérieur de celui centré a l'origine de rayon 2. Ainsi R = {(z,y) e R? |0 < 2,0 <yet 1 < 2% +y? <4}

Nous avons représenté R a la figure 8.10.
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arc du cercle d'équation
xr+y?=4

2 /
1
arc du cercle d'équation //\ >

2 2 —
xc+ys=1 1 2

figure 8.10

Pour évaluer lintégrale []| rTdzdy, il est nécessaire de décomposer la région R en deux régions pour
lesquels nous pouvons utiliser la proposition 8.2. Nous pouvons considérer la décomposition suivante:R =

R1 U Ry avec
Ri={(x,y) eR*|0<y<1,/1-y2<a<\d—y?} et
Ry ={(z,y) €ER? 1<y <2,0<z<4-y2}.

Nous avons représenté Ry et Ro a la figure 8.11.

A A
y Y
X2+ y2=4 X2+ y2=4
2 S 2
y=1 y=1
\\ \\)
1 1
x+y2=1 + K2+y2=1 -]
1 2 X) 1 2 x’
R R
! figure 8.11 2

De tout ceci, nous obtenons

1 N 4—y? 2 4—y
//mdmdy:// xd:cdy—i—// xdxdy:/ (/ xdm) dy+/ (/
R Ry Ro 0 1—y2 1 0
1 22 r=4/4—y? 22 4—y2
:/ — dy+/ - dy
0 2 z=+/1—9y2 1 2 =0
2

:/1<<W>2_<F>2)d

<
+
—
/N
Ny
- T
<
(V]
e
‘O
N
~—
U
<

6
3 3 23 13 7
=(2(1)-2(0 202)— =) —(2() = =) ) = =.
Go-30)+(a-%)-(o-%))-3
Nous aurions pu considérer une autre décompositon: R = R} U R} avec
R ={(z,y) eR*|0< < 1,\/1—22<y<V4—a2} et
Ry={(r,y) eR?*|1<2<2,0<y< V4 —a2}
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et nous aurions alors

1 Vd—x? 2 Vi—z?
//a:dxdy:/ (/ mdy)da:+/ (/ xdy)dx.
R 0 V1—z? 1 0

Nous avons représenté R} et Rj a la figure 8.12.

X2 +y2=4 x2 +y2=4
2 « 2 «
1 x=1 1 x=1
P e
2 +y2=1 > 2 +y2=1 >
1 2 X 1 2 X
R R
! figure 8.12 2

L’exemple précédent illustre bien comment procéder en général. Il suffit seulement décomposer la région
d’intégration R en régions sur lesquelles nous pouvons utiliser la proposition 8.2.

Il y a plusieurs fagons de décrire les points du plan. Parmi tous ces systemes de coordonnées, c’est
une litote que de dire que les coordonnées polaires sont non négligeables. Nous discuterons donc de ces
coordonnées polaires, ainsi que du théoreme de changement de coordonnées pour les intégrales doubles dans
le cas du changement des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires.

Au point (z,y) du plan R?, nous pouvons lui associer ses coordonnées polaires (r, #) pour lesquelles r est
la distance entre le point (x,y) et 'origine (0, 0) alors que 6 est la mesure (dans le sens inverse des aiguilles
d’une montre) de I'angle formé par la demi-droite des z positifs et la demi-droite commengant & 'origine et
passant par le point (z,y). Ainsi nous avons 0 <7 et 0 < # < 27. Les changements de coordonnées sont les

suivants:
x = rcos(f) . r=/z2 + 12
e
y = rsin(0) 0 = arctan(y/x).

Ceci est une conséquence simple de la définition de r et . Nous avons représenté ceci a la figure 8.13.

\

figure 8.13

Nous décrirons dans un chapitre ultérieur le théoreme général pour un changement quelconque de
systemes de coordonnées. Présentement nous nous limiterons au changement de coordonnées cartésiennes
aux coordonnées polaires.

Proposition 8.3:
Soient R, une région du plan des z,y, R’ = {(r,0) € [0,00) x [0,27) | (rcos(d),rsin(f)) € R}, la région

67



correspondante dans les coordonnées r,6 et f : R — R une fonction réelle telle que l'intégrale double
I f(z,y) dz dy existe. Alors l'intégrale double ([, f(rcos(8),rsin(6))r dr df existe et nous avons

//R flx,y)dedy = /R/ f(rcos(9),rsin(6)) rdrdb.

Preuve: Pour déterminer si [[p,, f(r cos(0), rsin(6))r dr df existe, il nous faut considérer la limite

lim > f(ricos(6;),risin(6;)) i (Ary) (AG;),
max{d;[1<i<n}—0 ;—1

pour laquelle nous considérons toutes les subdivisions de R’ en n sous-régions. Voir la figure 8.14.

A A
0 D . y
1 -1€me Sous- region

i -iéme sous-région
correspondante ——
— R 1

> >
’ \/\/ *
figure 8.14

A chacune de ces subdivisions de R’, nous obtenons une subdivision de R en utilisant le changement de
variables:z = r cos(#),y = rsin(f). A la i-iéme sous-région de la subdivision de R’, la région correspondante
dans R est comme dans la figure 8.15. L’aire de cette petite région hachurée sera ~ r; (A¢;) (Ar;). Parce
que [ r f(2,y) dz dy existe et par la définition de I'intégrale, nous avons

lim. Zf(ri cos(0;),r; sin(6;)) r; (Ar;) (A;) = //R f(z,y) dzdy.

max{8;[1<i<n}—0 ;1

Conséquemment

//R f(z,y)dedy = /R/ f(rcos(9),rsin(6)) rdrdb.

aire de cette région
estz AB, Ar;

longueur de ce
cOté est 7 AG;, ~

=Y

figure 8.15
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Nous allons maintenant illustrer comment cette proposition peut étre utilisée. Le premier exemple est
trés simple et les suivants sont un peu plus difficiles.

Exemple 8.8:
Soit R, l'intérieur du cercle de rayon 1 centré a lorigine. Alors nous savons & cause de 'exemple 8.4 que

// dxr dy = aire de R = 7.
R

Vérifions que c’est bien ce que nous obtenons au moyen de la proposition 8.3. La région R’ correspondant a
Rest R ={(r,0) |0<r<1,0<6<2r}. Donc

1 2 1 0=2m 1 27’(’7"2 r=1
// dxdy:// rdrd@z/ (/ rdé))dr/ <r9] dr:/ 27r7’d7’( } =T.
R ' o \Jo 0 =0 0 2 ],

Exemple 8.9:
Calculons D'intégrale de I'exemple 8.7 en utilisant les coordonnées polaires. Rappelons que R = {(x,y) €

R?|0<2,0<y,1<a2%+y?<4}. Larégion R’ correspondant & R dans le plan des coordonnées polaires
sera R = {(r,0) |0 <0 <m/2,1 <r <2}. Donc de la proposition 8.3, nous obtenons

//Rxdl‘dyz//I(TCOS(Q))TdeHZ/071—/2(/127”2COS(9)dT> de

w/2 r3 r=2 w/2 23 13
= / ( cos(é))} do = / < cos(f) — — cos(0)> de
0 3 _— 0 3 3

:717qumde=;(mmm]_ —Tn-0=1

Exemple 8.10:
Soit D la région du premier quadrant a l'intérieur du cercle centré a l'origine de rayon R > 0 et dans le

demi-plan ne contenant pas l’origine et dont le bord est la droite passant par les points (0,R) et (R,0). En
d’autres mots, D = {(z,y) € R? | 22 + y? < R%, R < (z +y)}. Nous allons maintenant évaluer I'intégrale
I plr+y)/ (22 + y?) dx dy en utilisant les coordonnées polaires. Déterminons premiérement la région D’
correspondant & D dans les coordonnées polaires. Nous avons représenté la région D dans la figure 8.16.

A

N
N 2.2 = R2
R x+/y—R
// L >
x+y=R N
figure 8.16 N

De cette figure, nous avons clairement 0 < 6 < 7/2. Pour un 6 fixé entre 0 et 7/2, alors la borne
inférieure i, pour les valeurs de r est déterminée par la droite d’équation x + y = R. Nous obtenons alors

pour cette borne
. R
rcos(f) +rsin(f) = R = Tmin = (cos(9) +sin(9))’

Donc
D = << 2,
{vﬁﬂo_ﬂ—ﬂ/’@wm+mmm>
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De la proposition 8.3, nous obtenons

/] xii o dy‘// ,<<rZoCsOS? +§f§i§<§§> y e

/R (cos(#) + sin(0)) dr) df

R/(cos(8)+sin(0))

_ R
"= (cos(0) +5in(0))

(
( cos(f) + sin( ))r} - de
{

. R
/0 cos(f) + sin(#))R — (cos(f) + bm(a”(cos(@)—&—sin(&))) de
0=m/2
= / R(cos(#) +sin(0) — 1) df = (Rsin(@) — Rcos(0) — RG]
0 0=0

= (R(1) = R(0) = R(7/2)) = (R(0) — R(1) = R(0)) = (2 — g)R_

Pour terminer ce chapitre, nous indiquons des notations utilisées pour certaines intégrales doubles.
f: fcdf(x,y) dx dy signifie f: (fcd flz,y) da:) dy, alors que f: fcd f(x,y) dy dzx signifie fb (fdf z,y dy) dz.
Ces deux intégrales sont en général différentes. Certains auteurs écrivent I'intégrale f ( f g 2(73 (z,y dy) dx
sous la forme f dx ( f 92(= f (z,y) dy) ou encore f (2) o/ (z,y) dy dz dans laquelle l’ordre dy dz indique
lordre d’intégration. De méme, ils écrivent | ( ha(y )f(z ) dx) dy sous la forme f dy (fhf((yy) flz,y) dz)

hi(y)
ou encore f I 2((;)) flz,y) dx dy.

Exercice 8.1:
Evaluer chacune des intégrales doubles suivantes:

a) [[p(x +y)dzdy ot R est 'intérieur du triangle dont les sommets sont (0,1),(2,5) et (2,7),

b) [f r(zy)dzdy ot R est la région du plan comprise a I'intérieur des deux paraboles respectivement
d’équation y = 22 et y = —x? + 4z,

¢) [[zzdzdy on R est I'intérieur du quadrilatere dont les sommets sont (0, —1), (5, —1),(3,1) et (2, 1),

d) [f. R 22y dx dy olt R est la région du plan a lintérieur du cercle centré a 'origine de rayon 1 et au-dessus
de la droite horizontale d’équation y = 1/2,

e) ffR ydx dy ou R est I'intérieur du triangle ayant pour sommets (0,0), (2,4) et (3,2),
) Jy Jy ety da dy,

g) i Jy (2% +ay) dy da,

h) [[p(x+2y)dedy ot R = {(x,y) € R? | 2® <y < (4 — 2z — 2?)},

Jlg2*ydedy ot R={(z,y) e R* | 2® <y < ((3/2) — 2 + (2?/2)},
[p1/(x+y)?dedy ot R={(z,y) e R® | z,y > 1,z +y < 3},

-

i

=z =

J
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Exercice 8.2:
Ci-dessous a dénotera un nombre réel positif (a > 0). Evaluer chacune des intégrales doubles suivantes:

a) ffR zydxrdy ou R est la région du plan a l'intérieur du cercle de rayon 2 centré a l'origine et dans le
premier quadrant,

b) [[p(@® +y?)dedy ou R={(z,y) e R* |1 <a?+y? <2,0 <y},
¢) [/ y*dxdy ot R est la région du plan & I'intérieur du cercle de rayon 1 centré au point (0, 1),
d) [y V22 +y2dedy oi R={(z,y) € R? |4 <2 +y?, 22 +4y? < 16, 0 < y},
e) [[prydrdy ot R={(z,y) e R?* [ (z —1)* +¢* <1,0 <y <z},
) [[a(zry —y?) dedy, ot R = {(z,y) € R* | 0 < y,2* +y* < a’},
g) [[rzdrdy, ou R={(z,y) e R?* | (z + 1) + 3> <1},
h) [[ry/(a® +2?)dxdy, ot R = {(x,y) € R? | 2® + y* < a?,z,y > 0},
i) [[1/(1+ 2> +y*)?dedy, ot R={(z,y) € R* | 2* +y* < 1}.
Exercice 8.3:
Evaluer chacune des intégrales doubles suivantes:
a) [[5 e +yldzdy, ot R ={(z,y) € R* | |2 < 1,]y| < 1},
b) [[pay/(1+a®+y?)dedy, ot R={(z,y) eR* | 0<2<1,0<y<1,2>+y*>1}

-

Exercice 8.4:
Pour tout nombre réel r > 0, posons

D(r)={(z,y) eR*|2>0,y >0,2°+y* <’} et  C(r)={(z,y) eR*[0<z<r0<y<r}

a) Caleuler I(r) = [[;, cos(x? + y?) dz dy.
b) (1) Montrer que lim,_, J(r) existe ot J(r) = ffc(r) cos(z? + y?) dz dy.
¢) Est-ce que lim, o I(r) = lim, o J(1)?

Exercice 8.5(7):
Evaluer Vintégrale [[ (2% + y*)dzdy, ot R = {(z,y) € R? | 2* +y* < 2az,2? + y* < 2ay} et a est un
nombre réel.
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CHAPITRE 9
Intégrales triples.

Dans ce chapitre, nous définirons I'intégrale triple d'une fonction f(z,y, z) sur une région bornée de R?
et nous présenterons quelques-unes de ces propriétés. Ensuite nous verrons comment calculer ces intégrales
au moyen d’intégrales itérées. Nous conclurons ce chapitre en discutant des coordonnées cylindriques et
sphériques et du théoréeme de changement de variables pour l'intégrale triple dans ces cas particuliers.

Soient R, une région bornée de R?, c’est-a-dire que R est contenue dans un parallélipipede rectangle
suffisamment grand, et f(z,y, z) une fonction définie et bornée sur R. On définit I'intégrale de f(z,y, z) sur

R, que 'on note
J[[ 1@z drdyas
R

lim Zf(%,%ﬂi) AV;,
=1

comme étant la limite

n=550
max{3;|1<i<n}—0

pour laquelle nous considérons toutes les subdivisions de la région R en n sous-régions: Ri, Ro, ..., Ry, dont
le diametre de R;, c’est-a-dire la distance maximale entre deux points quelconques de R;, est noté §;, en y
laissant n, le nombre de ces sous-régions devenir de plus en plus grand et le maximum max{d;|1 < i < n} des
diametres de ces sous-régions devenir de plus en plus pres de zéro; de plus dans cette définition, (x;,y;, 2;)
peut étre n’importe quel point de R; et AV} est le volume de la sous-région R;.

Cette limite n’existe pas toujours. Cependant si R est une région bornée, f(x,y, z) est continue sur R et
que le bord de R consiste en une réunion finie de surfaces lisses, alors I'intégrale triple [[]’ rf(xy, z)dzdydz
existe. Dans ce dernier cas, il est possible d’interpréter l'intégrale triple dans le cas ot f(z,y,z) > 0 pour
tout point (z,y,z) de R et que I'on considére comme une fonction de densité comme étant la masse de R. 11
est aussi possible de vérifier & partir de la définition de I'intégrale que [[[}, dx dy dz est égale au volume de
R. Dans ce dernier cas, la fonction a intégrer est la fonction constante f(z,y,z) = 1 et nous supposons que
la région R est bornée et que son bord est une réunion finie de surfaces lisses.

Nous allons maintenant énumérer quelques-unes des propriétes des intégrales triples dans la proposition
ci-dessous. Elle est démontrée en utilisant la définition de l'intégrale triple.

Proposition 9.1:

Soient R, R’, deux régions de R? telles que 'intersection R N R’ de celles-ci est contenue dans les bords de
R et R’. Soient f(zx,y,z),g(x,y, z) deux fonctions réelles et a,b deux nombres réels. Alors:

a) (regle linéaire) [[[n(a f(z,y,2)+bg(z,y,2)) drdydz = a [[[, f(z,y,2) dedy dz+b [[[, g(x,y, ) dvdy dz
b) [[fror f(@, 9, 2)dedydz = [[[ f(x,y,2) dedydz + [[[5 f(z,y,2) dody dz

si ces intégrales existent.

Tout comme pour l'intégrale double, il est possible d’évaluer une intégrale triple au moyen d’intégrales
itérées. Dans la prochaine proposition, nous allons considérer une premiére situation et ultérieurement faire
I’énumération d’autres situations.

Proposition 9.2:
Si la région R est du type suivant:

R={(z,y.2) eR* [a <2 <bgi(e) Sy < ga(a), hu(z,y) < 2 < ha(z,y)}

pour laquelle g;(x), g2(z) sont des fonctions de z telles que g1 ()
hi(z,y), ho(z,y) sont des fonctions de z et y telles que hy(z,y) <
bet gi(z) <y < go(z). Alors

b g2(x) ha(z,y)
/// f(%y,z)dxdydz:/ (/ (/ f(%y,z)dZ) dy) dx
R a g1(x) hi(z,y)
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si ces intégrales existent. Nous avons représenté la région R & la figure 9.1.

A

Z

hyx, y)
/—I face supérieure

“— face verticale

face verticale —

| mey
face inférieure

La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition 8.2. Elle ne sera pas présentée dans
ces notes. Avant de discuter des variantes de cette proposition 9.2, nous allons considérer deux exemples.
Exemple 9.1:
Soit R, la région de R? & I'intérieur du tétraedre dont les sommets sont A = (0,0,0),B = (1,0,0),C = (1,1,0)
et D =(1,1,1). Nous avons représenté la région R & la figure 9.2.

A

Z

D

équation du plan ABD ! équation du plan ACD

est—y+z=0\ / |—cst x-y=0
/

Z N
T segment de droite d'équation
\ C x -y =0 dans le plan des x, y

équation du plan BCD
estx=1

—

figure 9.2

L’équation du plan passant par les trois points A, B et D est —y + z = 0. Nous obtenons cette équation en
sachant qu’elle sera de la forme azx + by 4+ cz = d et dont a, b, ¢, d sont a déterminer. Mais par ce que A, B
et D appartiennent au plan, leurs coordonnées doivent vérifier cette équation. Nous obtenons ainsi

a(1) + b(0) + c(0) = d
a(0) + b(0) + c(0) = d
a(1) +b(1) + c(1) = d.

Nous obtenons a = 0,d = 0 et b+ c = 0. Il y a une infinité de solutions. Il nous en faut qu'une seule.
Prenons par exemple ¢ = 1. Conséquemment b = —1 et c’est ainsi que nous obtenons I'équation —y 4+ z =0
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pour ce plan. L’équation du plan passant par B, C et D est & = 1. L’équation du plan passant par A, C et
D est z —y = 0. L’équation de la droite dans le plan des z,y passant par A et C est z —y = 0. De tout ceci,
nous pouvons affirmer que R est une région du type de la proposition 9.2. En effet,

R={(r,y,2) eR*|0<2<1,0<y<z,0<2z<y}

Alors

[l o= OO o)) (L] [0

Exemple 9.2:
Evaluons I'intégrale triple [[[, y da dy dz sur la région R = {(z,y,2) e R* |0 < 2,0 <y, (2*+y*) <2< 1}
Cette région est celle contenue dans le premier octant & I'intérieur du paraboloide d’équation z = z2 + 32 et
sous le plan horizontal d’équation z = 1. Elle est du type de la proposition 9.2. Nous avons représenté la

région R a la figure 9.3.

plan d'équation z = 1

surface d'équation
2= x2+y2

arc de cercle d'équation
x2+y2=1

figure 9.3

En effet, R = {(x,9,2) e R} |0 <2 <1,0<y <+V1-—2a2 (2% +y?) <z<1}. Donc

[l e [([7 (L ey )= [ ([ (] )
= /Ol(Am(y—y(x“ryQ))dy) dw:/ol(/om((l—w2)y—y3> dy) da

1 2 47y=V1-122 1 212 2\2
_ N _ [ A=) (-2
A G &

2 4
:7/(1—x2)2d:17: /(1—2x2+x4)dx
4 Jo 0

1 223 N £ 1 = N 1 2
= —\|\xr— — —_— = — —_ = — = —,
4 3 5], 4 35 15

y=0

N



Nous allons énumérer des variantes de la proposition précédente. Essentiellement tout ce qui est différent
d’un cas a ’autre, c’est le type de la région d’intégration. Il est préférable non pas de mémoriser ces formules,
mais plutét de les comprendre et de bien les visualiser.

Proposition 9.2’
a) Si la région R est du type suivant:

R= {(x,y,z) € RB | a<x< b7 gl(x) <z< g2(£)7 hl(l‘,Z) < Yy < hQ('raZ)}

pour laquelle g;(z), g2(z) sont des fonctions de x telles que g1(z) < go(x) pour tout = avec a < x < b et
hi(z, z), ha(z, z) sont des fonctions de x et z telles que hi(z,2) < hao(z,z) pour tout (x,z) avec a < x <
bet gi(x) <z < go(x). Alors

b g2(x) ha(z,z)
/// f(x,y,Z)dIddez/ (/ (/ f(fv,yﬂ)dy) dZ) dx
R a g1(x) hi(z,z)

si ces intégrales existent.
b) Si la région R est du type suivant:

R = {(.’IJ,y,Z) € R3 | a<y< ba gl(y) <z < 92(y), h](l’,y) <z< hg(l’,:l/)}

g2(y) pour tout y avec a <y < b et
o(z,y) pour tout (z,y) avec a < y <

pour laquelle g1(y), g2(y) sont des fonctions de y telles que g;(y)
hi(z,y), ho(z,y) sont des fonctions de x et y telles que hy(z,y) <
bet g1(y) <z < gay). Alors

b 92(y) ha(z,y)
[ sz daya: = [ (/ (/ f(x,y,z)dz) dx) iy
R a 91(y) hi(z,y)

si ces intégrales existent.
¢) Si la région R est du type suivant:

<
h

R= {(CE,y,Z) € R3 | a < Yy < bv gl(y) <z< gQ(y)7 hl(yvz) <z < hg(y,Z)}

92(y) pour tout y avec a < y
2(y, 2) pour tout (y,z) avec a

pour laquelle ¢1(y), g2(y) sont des fonctions de y telles que g1(y)
hi(y, z), ha(y, z) sont des fonctions de y et z telles que hy(y,z) <
bet gi(y) <z < ga(y). Alors

b g2(y) ha(y,z)
/// f(x,y,z)dmdydz:/ (/ (/ f(m,y,z)dx) dz) dy
R a 91(y) hi(y,z)

si ces intégrales existent.
d) Si la région R est du type suivant:

<
h

R= {(fE,y,Z) € R3 ‘ a S z S b7 gl(z) <z S 92(2)3 hl(l',Z) S Yy < hg(l’,Z)}
pour laquelle g;(z), g2(z) sont des fonctions de z telles que g1(2z) < ga(z) pour tout z avec a < z < b et

hi(x, z), ha(z, z) sont des fonctions de z et z telles que hy(x,z) < ha(x,z) pour tout (z,z) avec a < z <
bet gi1(z) <z <go(z). Alors

b 92(2) ha(z,2)
/// f(x7y72)dxdyd2=/ (/ (/ f(x,y72)dy) dw) dz
R a g1(2) hi(z,z)

si ces intégrales existent.
e) Si la région R est du type suivant:

R={(z,y,2) e R’ |a < 2<b, g1(z) <y < ga2(2), ha(y,2) < x < ha(y, 2)}
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2(z) pour tout z avec a < z < b et

pour laquelle g;(z), g2(z) sont des fonctions de z telles que g;(z) <
(y z) pour tout (y,z) avec a < z <

hi(y, z), ha(y, z) sont des fonctions de y et z telles que hq(y,z) <
bet gi1(z) <y < go(z). Alors

b g2(2) ha(y,z)
// f(a:,y,z)dxdydzz/ (/ (/ f(x,y,z)dx) dy) dz
R a g1(2) hi(y,z)

si ces intégrales existent.

<g
ha

La preuve de cette proposition est similaire & celle de la proposition 8.2. Elle ne sera pas présentée dans
ces notes. Nous allons poursuivre notre présentation d’exemples de 'utilisation d’intégrales itérées pour le
calcul d’intégrales triples.

Exemple 9.3:

Soit R = {(z,5,2) e R® |0 < 2,0 <y, (22 +1?) < 22,1 < 2z <2}. R est larégion de R? contenue dans
le premier octant au-dessus du plan horizontal d’équation z = 1, en-dessous du plan d’équation z = 2 et a
l'intérieur du céne d’équation x? + y? = 2. Nous avons représenté R dans la figure 9.4.

plan d'équation
z=2

y)

\" cone d'équation
~  24y2=72
—~

—_

—

figure 9.4

Considérons l'intégrale triple [[[, 4y da dy dz. La région R est d'un des types présentés & la proposition
9.2, Eneffet R={(z,y,2) ER3|1<2<2,0<x<2 0<y<+v22—122}. Donc

Vz22—2? 2 z y=vz?—xa?2
/// 4% da dy dz = ( < 49 dy) d:c) dz = / (/ <y4] d:c) dz
R 1 0 y=0
2 z
= ( (2% — 22 dx) dz = / (/ (z* — 22222 + 2%) d:v) dz
1 0
22223 257 2 22223 25
4, i d _ 4, ~ d
[ ] e [ 2

2 612=2
s z5dz:8( } :i(26—16):%

Exemple 9.4:
Soit R, la région de R? & l'intérieur de ’hexaédre dont les sommets sont A = (2,2, —4),B = (1,2, -3),C =
(2,4,-6),D = (4,4,—-8),E = (2,2,-8),F = (1,2,-6),G = (2,4,—12) et H = (4,4,—16). Nous avons
représenté R a la figure 9.5.
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En procédant comme nous 'avons fait & ’exemple 9.1, nous pouvons déterminer les équations des plans
bordant R. L’équation du plan contenant les points A, B, E et F est y = 2, celle du plan contenant les points
C, D, Het G est y =4, celle du plan contenant les points A, D, E et H est y —z = 0, celle du plan contenant
les points B, C, F et G est y — 2z = 0, celle du plan contenant les points A, B, Cet Dest z+y+ 2z =10
et finalement celle du plan contenant les points E, F, G et H est 2z 4+ 2y + z = 0. Déterminons le volume
de R. Nous savons que le volume de la région R est f f f g dx dydz. La proposition 9.2 est applicable dans ce
cas-ci, car

R={(x,y,2) eR’|2<y <4, (y/2) <z <y, -2 +2y) <2< —(z+y)}.
Donc

—(z+y) 4 Yy z=—(z+y)

Volume de R = /(/ ( dz) dac) dy:/ (/ (z} dx) dy

y/2 —(2z+2y) 2 y/2 z=—(2z+2y)
=y

S (e = [ on] o

y/2 r=y/2

y? 2

[ (5ov)- ()

7 9 7(y 743 23 49
= — d = —| — = — = —,
8/2y Y 8<3} 8( 3 ) 3

Il y a plusieurs facons de décrire les points de R3. Parmi tous ces systémes de coordonnées, deux
apparaissent souvent; il s’agit des coordonnées cylindriques et des coordonnées sphériques. Nous allons
maintenant considérer ces systemes de coordonnées, ainsi que le théoreme de changement de coordonnées
pour les intégrales triples dans le cas des changements des coordonnées cartésiennes a ces coordonnées.

Au point (x,y,2) du plan R3, nous pouvons lui associer ses coordonnées cylindriques (r,#,z) pour
lesquelles r est la distance entre le point (z,y) et l'origine (0,0) dans le plan des z,y, alors que 6 est la
mesure (dans le sens inverse des aiguilles d’une montre) de ’angle formé par la demi-droite des x positifs et
la demi-droite commencant & origine et passant par le point (z,y) dans le plan des z,y. Finalement z dans
les coordonnées cylindriques (7,0, z) du point (z,y, z) est la composante par rapport a l’axe des z. Nous
avons représenté ceci a la figure 9.6.
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projection (x, y, 0)

x figure 9.6

Ainsi nous avons 0 < r, 0 < 0 < 27 et z € R. Les changements de coordonnées sont les suivants:

x =rcos(d) r=/22 + 92
y = rsin(6) et 6 = arctan(y/z),
Z=z zZ=2Zz.

Ceci est une conséquence simple de la définition de r, 0 et z.

Nous pouvons maintenant énoncer une proposition similaire & la proposition 8.3 avec dans ce cas-ci le
changement de coordonnées cartésiennes a coordonnées cylindriques.

Proposition 9.3:
Soient R, une région de 'espace des z,y, z, R' = {(r,0,2) € [0,00) x [0,27) x R | (rcos(d), rsin(h), z) € R},
la région correspondante dans ’espace des r, 0, z et une fonction réelle f : R — R telle que l'intégrale triple
Mg f(x,y, z) dx dy dz existe. Alors I'intégrale [[[, f(rcos(6),rsin(f), z) r dr df dz existe et nous avons

// f(rcos(0),rsin(8),z) rdrdfdz = // flx,y,2)dxdyd-z.
R R

Preuve: Celle-ci est similaire a celle de la proposition 8.3 au chapitre précédent. Il s’agit de calculer un petit
élément de volume. Ceci est obtenu dans la figure 9.7.

angle de mesure A6,

AZ:'I\ == 7/
=g

' cote de longueur 7. A6,

Volume de la i -iéme
sous-région est 1, Ar; A6, Az

>

y

figure 9.7
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Cette région représente la i-iéme sous-région dans la définition de 'intégrale triple. Son volume est
r; (A0;) (Ar;) (Az;). Ceci explique la présence du facteur rdrdfdz dans lintégrale du coté gauche de
I’égalité.

Exemple 9.5:
Soit R = {(x,y,2) € R® | 1 < /22 + 92 < 2,0 < 2 < 1}. Cette région R est celle & 'intérieur du cylindre
dont I'axe est ’axe des z et de rayon 2, a l'extérieur du cylindre dont ’axe est aussi I’axe des z et de rayon
1, au-dessus du plan d’équation z = 0 et en-dessous du plan d’équation z = 1. Nous avons représenté cette
région a la figure 9.8.

|

|

| . )

| | cercle d'équation x2+ y2=2
mmmm T 4--_ «—| dansleplanx,y

t

LTS T T

cercle d'équation x2+ y2= 1
dans le plan x, y

figure 9.8

Evaluons lintégrale triple [[], R zexp(x? + y?) dx dy dz. Nous pouvons utiliser la proposition 9.3 pour
évaluer celle-ci. La région R’ correspondant & R dans les coordonnées cylindriques sera R’ = {(r,0,2) | 1 <
r<20<60<2m0<z<1}. Noter que 22 + y? = (rcos(6))? + (rsin(f))? = r2. De la proposition 9.3,
nous avons

///Rzexp(ac2 +9?) dedydz = ///,zexp(rz)rdrdﬂdz = /01 (/027r (/12 zrexp(rz)dr> d9> dz
LG e ([ 500
od ) [lyog2m o) [ 0=2m
([ a0 (]

:(64—6)7r/01zdz:(e4—e)7r<222r_1 :(64—%)”.

2=0

Exemple 9.6:
Soit R = {(z,y,2) € R® | 22 +9* < 1, 22 < 4(2® +y?), -2 < 2z < 2}. R est la région de R? a l'intérieur
du cylindre dont ’axe de symétrie est ’axe des z et de rayon 1, entre les deux plans horizontaux d’équation
respectivement z = 2 et z = —2 et a I'extérieur du cone d’équation z? = 4(2? + 3?). Nous avons représenté
cette région a la figure 9.9.
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cone d'équation z2= 4(x2+ y2)
z

"\_ cercle de rayon 1 centré au point
(0,0, -2) dans le plan z =-2

figure 9.9

Evaluons l'intégrale triple [ff’ R(a:2 + 9% + 2%)dx dy dz en utilisant les coordonnées cylindriques plutot
que les coordonnées cartésiennes. La région R’ correspondant & R en coordonnées cylindriques sera R’ =
{(r,0,2) |0<0<2m,0<r <1, —2r <z<2r}. Notons aussi que 22 + 3> + 22 = (rcos(f))? + (rsin(f))? +
22 =12 + 22, En utilisant la proposition 9.3 et de ce qui préceéde, nous obtenons

2 1 2r
///($2+y2+z2)dzdydz=/// (7’2—|—z2)rdrd9dz:/ </ </ (r2+z2)rdz) dr>d9
R 4 0 0 \J—2r
2 1 37 2=2r 21 1 4
/ (/ (7"32 + rz] dr) do = / (/ 287 dr) do
0 0 3 z2=—2r 0 0 3

9 21 5r=1 9 21 9 =27
28 (T} a0 = 28 d9:8<g] _ 567
3 Jo S I 15 Jo 15 9—0 15

Au point (z,y, 2) du plan R3, nous pouvons aussi lui associer ses coordonnées sphériques (p, 6, ¢) pour
lesquelles p est la distance entre le point (x, v, 2) et origine (0,0, 0) dans R?, alors que 6 est la mesure (dans
le sens inverse des aiguilles d’une montre) de Pangle formé par la demi-droite des z positifs et la demi-droite
commengant & ’origine et passant par le point (z,y) dans le plan des z, y et ¢ est la mesure de 'angle formé
par la demi-droite des z positifs et la demi-droite commencant & l'origine et passant par le point (z,y, 2)
dans R®. Ainsi nous avons 0 < p, 0 <6< 2met 0< e <w Nous avons représenté ceci dans la figure 9.10.

Les changements de coordonnées sont les suivants:

x = psin(y) cos(0) p=112+ 2+ 22

y = psin(y) sin(0) et 0 = arctan(y/z),

z = pcos(p) » = arctan(y/z2 + y?/z).

Ceci est une conséquence simple de la définition de p, 8 et .
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(x,y,2)

_9/7\]

X figure 9.10

Nous pouvons aussi énoncer une proposition similaire a la proposition 8.3 avec dans ce cas-ci le change-
ment de coordonnées cartésiennes a coordonnées sphériques.

Proposition 9.4:
Soient R, une région de lespace des xz,y,z, R’ 'ensemble des (p,0,¢) € [0,00) x [0,27) x [0, 7] tels que
(psin(p) cos(), psin(yp) sin(8), pcos(y)) € R, la région correspondante dans l'espace des p, 0, ¢ et une fonc-
tion réelle f : R — R telle que Uintégrale triple [[[ f(z,y, z) dz dy dz existe. Alors

JI[ #tosine)coso). psin(e)sine). peos(e) o sin(e) dpdo
existe et nous avons
// . f(psin(p) cos(0), psin(y) sin(@), pcos(p)) p* sin(p) dp df dp = ///R f(z,y, z)dx dy dz.

Preuve: Celle-ci est similaire a celle de la proposition 8.3 au chapitre précédent. Il s’agit de calculer un petit
élément de volume. Ceci est obtenu dans la figure 9.11. Cette région représente la i-ieme sous-région dans
la définition de l'intégrale triple. Son volume est p? sin(¢;) (Ag;) (A8;) (Ap;). Ceci explique la présence du
facteur p? sin(y) dp df dp dans l'intégrale du coté gauche de 1'égalité.

A

TS

Ap; \\ coté de longueur p, sin(g;) A

: ~ \ \ / cOté de longueur p; Ag;
W

v 4 angle de mesure Ag;

>
A T ——segment de longueur p; sin(;)
=

1

! « angle de mesure A6,

figure 9.11
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Exemple 9.7:
Soit R = {(x,y,2) € R3 | 22 + 942 < 22,0 < 2, 22 + 4> + 22 < 1}. Ainsi R est la région de R?® contenu
a l'intérieur de la sphere centrée & l'origine et de rayon 1, & l'intérieur du céne d’équation z2 + y? = 22 et
au-dessus du plan horizontal d’équation z = 0. Nous avons représenté R dans la figure 9.12.

sphere d'équation
X2+ y24+ 2=1 z /
Twa L/
\ /
u cone d'équation
/ P4y?=2?

/IllleQ I 2,
g .

Evaluons I'intégrale triple [/, (z%+y%+2%)%/? dz dy dz en utilisant les coordonnées sphériques. La région
R’ correspondant & R en coordonnées sphériques sera R’ = {(p,0,0) |0 < p<1,0<6 < 27,0 < p < 7/4}.
Notons aussi que 22 + 32 + 22 = p2. En utilisant la proposition 9.4 et de ce qui précede, nous obtenons

J[[ @ w 2 anayas = [[[ @92 sino) dpasag
L0 o))
[ (o] )
(AL
A e NA G

R ] R 5

p=0

Exemple 9.8:
Soit R = {(x,y,2) e R®|0< 2,1 <22+ y? + 2% < 4}. Nous avons représenté la région R a la figure 9.13.
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sphere d'équation
X+ y24 72 =22

sphere d'équation
X2+y2+ 2 =1

figure 9.13

Evaluons 'intégrale triple []] f R ?dxrdydz. La région R’ correspondant & R en coordonnées sphériques
sera R = {(p,0,0) |0 <0 <21, 1< p <2 0< ¢ <nw/2}. En utilisant la proposition 9.4 et de ce qui
précede, nous obtenons

///dexdydz: ///lpcos(gp)pz sin(p) dp 6 dip
= /O - ( /1 2 < /0 " p’ sin(p) cos() dw) dp) do
NG O
(e [T e

Exemple 9.9:
Evaluons l'intégrale de ’exemple 9.6 en utilisant les coordonnées sphériques plutdt que les coordonnées

cylindriques. Rappelons que nous avons représenté R a la figure 9.9. La région R’ correspondant a R en
coordonnées sphériques est R’ = {(p,0,¢) | 0 <0 < 27, omin < © < T—©min, 0 < p < 1/sin(p)}. I est facile
de vérifier que pmin est tel que tan(pmin) = 1/2, sin(¢@min) = 1/\/57 cos(Pmin) = 2/V5,sIn(7 — Ymin) = 1/V5
et cos(T — @min) = —2/+/5. Pour obtenir ceci, nous utilisons le fait que psin(p) = 1 pour les points sur le
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bord cylindrique vertical de notre région. En utilisant la proposition 9.4 et de ce qui précede, nous obtenons

///13(x2+y2+22)dxdydz:///R/PQPQSin(so)ddedgp
27 /T Pmin 1/ sin(¢p)
< / < p* sin(e) dp) dg@) d6
min 0
2T T Pmin (5 p=1/sin(p)
( / <} sin(y) dsD) df
e\ D =
2 </

T—Pmin
90) do

5 sin®

$Pmin

) o= prmin
/2“ —1(=2/v5) _ 2(=2 f)) i ( 1(2/v5) _2(2/\/3)>d0
o\ 3(1/VB)F 3(1/V5) 3(1/v5)* 3(1/v5)

28 [%" 28 ( 9} T

g == =27
15 Jo B\ Jpey 15

-
-
-/
- (- ?,Zif(iﬂ

_1 (

5

Dans le calcul précédent, il a fallu utiliser I'intégrale indéfinie

/ 1 g = = cos(z)  2cos(z)

sin(z) " 3sin’(z) ~ 3sin(x)

+c.

Il est possible d’obtenir ce dernier résultat en intégrant par parties. Noter premierement que

(=) = & (56) = 5oty

[y i (i)

Alors

_ 1 —cos(z) [ —cos(z) (—2)cos(x) i

 sin?(z) sin(z) / sin(z)  sin®(x) d

_ —cos(z) cos?(x) dp — —cos(z) (1 —sin?(x)) i
sin®(z) 2/ sin?(z) sin®(z) 2/ sin?(z)

et conséquemment

1 _ —cos(x) 1 . —cos(z) cos(x) .
3/ '@ T () +2/ 2@ T i) sz T

Exercices 9.1:
Evaluer chacune des intégrales triples suivantes:

a) [[[z(z +y+ 2)dedydz ot R est 'intérieur du tétracdre de R? dont les sommets sont (0,0,0), (1,2,0),
(0,2,0) et (0,2,3);

85



b) [[[zydxdydz ot R est la région de R? telle que 0 < 2,0 <y et z? + 3 < z < 1;
) [If # dx dy dz ot R est I'intérieur du parallélipipede de R? dont les sommets sont (0,0, 1), (1,1,1), (1,3,1),
0,2,1), (0,1,3), (1,2,3), (1,4,3) et (0,3,3):
d) [[[z(@ +y+ z)dzdydz ou R est Vintérieur du prisme de R? dont les sommets sont (0,—1,0), (0,0,1),
0,1,0), (1,—1,0), (1,0,1) et (1,1,0);

) [l dady dz o R est 'intérieur de la pyramide de R* dont les sommets sont (1,1,0), (1,-1,0), (-1,1,0),
—1,-1,0) et (0,0,1);

f) [[/z zy dz dy dz on R est la région de R® telle que 0 < 2,0 <y, 0 < z <4 et 22 + 3% < 2%

g) [[fz V2% + y?dzdydz out R est la région de R? telle que 1 < 2? +y* < 9,1 <z < 2et y > 0;

h) [ff pZdrdydz ou R est larégion de R? telle que 0 < z < 1 et est comprise entre le paraboloide d’équation
z =22 + 9% et le cone d’équation 22 = 22 + y?;

i) fffR Va2 +y2dxdydz ol R est la région de R3 telle que 0 < z < 2 et est comprise entre le paraboloide
d’équation z = 22 + y? et le cone d’équation 2% = 22 + y?;
§) [l z(@* 4+ y* + 2%) dx dy dz ot R est la région de R? telle que 0 < z, 2? + 3 + 22 <4 et 2% > 2% + %

k) [[[ zdx dydz ot R est la région de R? telle que 0 < z < 2 et 2% 4 % + (2 — 2)? < 4.

) [[Jzzyzdedydz ot R = {(x,y,2) € R} |0<a2x<y<z<1},

m) [[fp(a?+y* +2?)dedydz ou R={(z,y,2) € R® | z,y,2 >0, (z/a) + (y/b) + (z/c) < 1} avec a,b, ¢ des
nombres réels > 0.

n) fffRz3/(y+z)(x—l—y—i—z)dxdydz ot R={(v,y,2) €R® | z,y,2> 0,2 +y+2<1}.
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CHAPITRE 10

Jacobien, changement de coordonnées.

Dans ce chapitre, nous allons premiérement rappeler la définition du déterminant d’une matrice. Nous
nous limiterons au cas des matrices d’ordre 2 x 2 et 3 x 3, bien que les résultats énoncés sont vrais dans un
cadre plus général. Ensuite nous décrirons le changement de coordonnées pour l'intégrale double, triple et
le cas général au moyen du jacobien lui-méme défini comme un déterminant.

Etant donnée une matrice A carrée d’ordre (n X n), c’est-a-dire un tableau de n rangées et n colonnes
dont les entrées sont des nombres réels:

ail ai12 . QA1n

a1 a2 . a2n
A= . . . )

anl1 ap2 ... Qpp

il est possible de lui associer un nombre réel appelé son déterminant et noté |A| ou encore det(A4). Dans ce
qui suivra, nous définirons le déterminant de A pour les cas n = 2,3. La définition générale est présentée
dans un cours d’algebre linéaire.

Si A est une matrice carrée d’ordre 2 x 2, c’est-a-dire que

a b
= (0 a):

alors son déterminant est |A| = ad — be.

Exemple 10.1:

PO ow-ee=—2 o |(4 D]-e-coo--
(3 ) (52)

Si A est une matrice carrée d’ordre 3 x 3, c’est-a-dire que

a b c
A=1|d e f],
g h i

alors son déterminant est |A| = (aei + bfg + cdh) — (ceg + afh + bdi). Noter qu’il existe un moyen
mnémotechnique pour se rappeler cette formule. Il suffit de rajouter & la droite de A ses deux premieéres
colonnes pour obtenir

a b ¢ a b
d e f d e
g h i g h
On additionne les produits des éléments sur chacune des diagonales suivantes:
a b c a b
N\ N\ N\
d e f d e on a (aei + bfg+ cdh)
N N N
g h i g h
et on soustrait les produits des éléments sur chacune des diagonales suivantes:
a b c a b
/ / /
d e f d e on a — (ceg + afh + bdi).
/ / /
g h i g h



Exemple 10.2:

123

‘7128 = ((1)(B)9) + (2)(6)(7) + (3)(4)(8)) = (B)B)(7) + (1)(6)(8) + (2)(4)(9)) =0 et
2 3 1

(; (1) g) = ((2)(0)(0) + (3)(2)(3) + ((1)(1)) = (1)(0)(3) + (2)(2)(1) + (3)(1)(0)) = 15.

Le déterminant d’une matrice a une relation avec les notions d’aire et de volume. Cette relation suggere
un lien possible avec les intégrales multiples. Illustrons cette relation dans le cas des matrices d’ordre 2 x 2

et 3 x 3.
a b
= (2 4)

Proposition 10.1:
Soit
une matrice d’ordre 2 x 2. Alors la valeur absolue |det(A)| du déterminant de A est égale a l'aire du
parallélogramme ayant (a,c) et (b,d) comme cotés dans R2. Voir la figure 10.1.
Preuve:ll est facile de démontrer ceci si nous nous rappelons que

(a,c) - (b,d) ab + cd

) = T olG.d] ~ VaZt Ve T E

Car alors

aire du parallélogramme = v/a2 + ¢2 /b2 + d2|sin(0)| = Va2 + 2 Vb2 + d2 /1 — cos?(6)

:\/a2+02\/b2_’_d2\/1_( (ab+Cd)2

a2+ ) (02 + &)
= /(0% + ) (b2 + d2) — (ab+ cd)?
= /(a202 + b2c2 + a2d? + 2d?) — (a2b2 + 2abed + c2d?)
= Vb2c2 — 2abed + a2d? = \/(ad — be)? = |(ad — be)| = | det(A)].

A
A z
y
(c.f, D)
J
(b, d)
(b, e, h)
5 (a, <)
> y
by
x (a.d, g)
figure 10.1 figure 10.2
Proposition 10.1’:
Soit
a c
A=1|d e f
g h i
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une matrice d’ordre 3 x 3. Alors la valeur absolue |det(A)| du déterminant de A est égale au volume du
parallélipipede ayant (a,d, g), (b,e, h) et (c, f,i) comme cotés dans R?. Voir la figure 10.2.

La preuve de ceci est tout a fait similaire a celle du cas des matrices d’ordre 2 x 2.

Exemple 10.3:
L’aire du parallélogramme dont les cotés sont (2, 1) et (1,3) sera

an (T 3)]= 126 - 0wi=s

alors que le volume du parallélipipede dont les cotés sont (2,—1,0), (1,3,2) et (1,2,4) sera

2

11
det *01 g i =[(2)3)(4) + (1)(2)(0) + ((=1)(2)) = ((OB)(1) + (2)(2)(2) + (H) (=D (1))] = 18.

Soit D, un domaine de R™. Une transformation de coordonnées (on dit aussi un changement de coor-
données) est une fonction

G: D — R"
Z1 gl(xl7x2a"-7mn)
) 92(x17$2,---,mn)

| .
Tn gn(T1, 22, ..., Tp)

satisfaisant les trois conditions suivantes:

1) la dérivée partielle ngi existe et est continue en tout point de D pour tout entier ,5,1 < i,5 < n;
2) G est injective sur D, c’est-a-dire si G(P) = G(P’) pour P, P’ € D, alors P = P’;

3) le déterminant

991 991 991
Oz P Oxzo P o oz, P
g2 992 09>
det oz, P Oxo P Oy, P # 0
9gn 9gn 9gn
oz P Oxo P tee ox ., P

pour tout point P € D.
Ce dernier déterminant sera noté dans la suite de ces notes

8(91)927 s 7gn)
8(1‘1,33‘2, ce ,xn)

P
et est appelé le jacobien du changement de coordonnées au point P.

Exemple 10.4:
Considérons le domaine D = {(r,0) € R? | r > 0,0 < 6 < 27} et la fonction

G: D — R?
(5)— (o) = ()

Alors G est un changement de coordonnées.
Notons premierement que les dérivées partielles

Ox Oox .

o = cos(0), 20=" sin(0),
dy . dy .
e sin(6), et 0= r cos(0).
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existent et sont continues sur D.
Si rcos(f) = ' cos(8') et rsin(d) = ' sin(f’), alors

7= +/(rcos(8))2 + (rsin(h))2 = /(' cos(8))2 + (' sin(#"))2 = 1’

car 1,7’ > 0. De ceci nous obtenons cos() = cos(#’) et sin(f) = sin(#’). Nous pouvons maintenant conclure
que 6 =6 car 0 < 6,0 < 2. Ainsi G est une fonction injective sur D.
Finalement le jacobien est

‘9(9”’1/)) _ ’ (Z?I?EZ)) ;zzgz(e‘;) ) ‘ = rcos?(8) — (—r)sin2(6) =1 #0

car r > O sur D. De ce qui précede, nous pouvons donc affirmer que G est bien un changement de coordonnées.
Ce changement est celui des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes.

Exemple 10.5:
Considérons le domaine D = {(r,0,z) € R3 |7 > 0,0 < 0 < 27,z € R} et la fonction

SV
~
=3

5

G: D — R?

T x(r, 0, 2) rcos()
0| — | yr0,z) | = rsin(9)
z z(r,0,z) z

Alors G est un changement de coordonnées dont le jacobien est aussi r. La vérification de ceci est similaire
a celle de I'exemple précédent. Ce changement est celui des coordonnées cylindriques aux coordonnées
cartésiennes.

Exemple 10.6:
Considérons le domaine D = {(p,0,) € R3| p> 0,0 < 0 < 27,0 < ¢ < 7} et la fonction

G: D — R2.

p z(p, 0, ¢) psin(p) cos(f)
01 — | ylp,0,0) | =| psin(p)sin(f)
@ z(p, 0, ) pcos(p)

Alors G est un changement de coordonnées. On note premierement que les dérivées partielles

Ox ) o
5 = cos(0) sin(¢p), g% = —psin() sin(y), 3 = pcos() cos(¢p),
gz = sin(0) sin(yp), % = pcos(0) sin(yp), gi = psin(f) cos(p),
0z 9z 0z )

3~ ) a0~ ot o= —psin()

existent et sont continues.
Si psin(yp) cos(f) = p'sin(g’) cos(8'), psin(yp) sin(f) = p’ sin(p’) sin(8’), et pcos(y) = p’ cos(y’), alors

o = V/pen(2) cos @) + (p (@) (@) + (pcos(P)?
= /(¢ sin(¢’) cos(8"))2 + (o’ sin(¢’) sin(6))2 + (p' cos(¢'))? = o/

car p, p' > 0. De ceci, nous obtenons sin(p) cos(f) = sin(¢’) cos(8’), sin(y) sin(f) = sin(¢’) sin(#’) et cos(p) =
cos(p’) apres simplification par p. La derniére équation nous permet d’affirmer que ¢ = ¢’ car 0 < ¢, ¢’ < 7.
Finalement de sin(y) cos(f) = sin(p)cos(d’), sin(p)sin(f) = sin(p)sin(f’), nous obtenons que cos(d) =
cos(8’), sin(f) = sin(#’) apres simplification par sin(p) > 0 car 0 < ¢ < 7. De cette derniere observation,
nous obtenons que 6 = 6’ car 0 < 6,6 < 27. Ainsi G est une fonction injective sur D.
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Finalement le jacobien est

oy, 2) cps(g) sin(i) —psin(eﬂ) sin(e) pCfJS( ) cos(p)
90 0.0) Sln(co)szs(so) p cos( ())Sln(w) psilp( Szrfz)sgw)
= (—p? cos?(0) sin® () — p?sin?(#) cos? () sin(ip) + 0)

— (¢ c052(6) cos* () sin(ip) + 0 + o2 sin?(0) sin ()

— —p?sin®(i9) — p? cos(p) sin(p) = —p? sin(cp).

Ce changement est celui des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes.
Si nous résumons les résultats obtenus dans les trois exemples précédents, nous avons le tableau suivant:

changement de coordonnées valeur absolue du jacobien
polaires — cartésiennes r

cylindriques — cartésiennes r

sphériques — cartésiennes p?sin(p)

Les expressions dans la colonne de droite sont celles que nous avons rencontré lors des changements de
variables pour les intégrales doubles et triples. Ceci ne surprendra personne apres I’énoncé du théoreme du
changement de variables pour les intégrales multiples.

Théoreme 10.1:

Soient D’, un domaine de R", un changement de coordonnées:

G: D — R",
Uy x1(U1, Uy .., Up)
Ug xo(uy, ug, ..., uy)
—
Up Ty (U1, U2, . ., Up)

D = G(D'), 'image du domaine D’, et une fonction réelle

f: D — R

(1,22, ..., 2y) —>f(T1,22,...,2n)

/// flazr,xo, ... xy) dayday ... dep_q dey,
D

existe. Alors 'intégrale n-ieme

tels que l'intégrale n-ieme

/// Fl@r(u, - sun), Ta(Uty - Un)y e e s T (U, - v Up)) 0@, 22, 2n) duy dus ... du,—1 duy,
D/

O(ug,ug,y ..., uy,)

/// flay, @, ... xy) day day ... dey—q dxy,.
D

Esquisse de la preuve dans le cas ou n = 3: Nous voulons montrer que

// fz,y, 2 da:dydz—//D/f (u,v,w), (uvw)z(uvw))‘g((zg’w))

existe et est égale a

du dv dw
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ou u, v, w est un systeme de coordonnées, x, y, z un autre systeme tel que x, y, z sont des fonctions de u, v, w
et que nous avons un changement de coordonnées. Nous avons que

m
D max{d;[1<i<m}—0 i=1
ou D est divisé en m sous-régions Ri, Ro, ..., R,,. Nous choisissons la sous-région R; de la fagon suivante:

R; = {(z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) | u; <u < u; + Auy, v; <v <v; + Avyy, w; <w < w; + Aw;}

ou P, = (us,vi,w;) € D', Auy, Av;, Aw; > 0. Posons z; = x(F;),y; = y(F),z = z(P;). Nous avons
représenté la région R; a la figure 10.3.

OG> ¥ 2;) figure 10.3

Donc le volume de R; est approximativement le volume du parallélipipede ayant comme cotés: a, b, et
c. En utilisant le théoréme 4.2’ d’approximation linéaire, nous avons

an (22 2 %) (auy,
ou|p Oulp Oulp
ox Jy 0z
b~ (81} 81} ) ) (Av;)
ox 8y 0z
eer <3w Tow|p Ow >(Awl)

Mais le volume du parallélipipede est égal a la valeur absolue du déterminant dont les colonnes sont a, b et
c. En substituant ces valeurs approximatives ci-dessus, nous obtenons

-~ | 2@.y,2) N (Avs)(Aw,
AViw A(u, v, w) | p, (Bus)(Av:)(Bewe).
En remplacant dans (*) ci-dessus, nous obtenons
// Fy,2)dedydz =  lim S F@B)w(P).2(P)) | 2EEA | () (A ()
b 5 Y, ) {5_7‘711292 o : i), Y\Li), 7 8(’[14,1)711)) » i 7 7
max i<m i=1 i
// fx(u,v,w), y(u,v,w), z(u, v, w)) @,y 2) dudvdw
D ’ O(u, v, w)
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Exemple 10.7:
Evaluons lintégrale triple [[] pryzdrdydz ou D est le parallélipipede ayant pour sommets les points suiv-
ants: A = (0,0,0), B = (1,2,1), C = (2,3,2), D = (1,1,1), A’ = (1,1,2), B’ = (2,3,3), ¢’ = (3,4,4) et
D’ = (2,2,3). Nous avons représenté le domaine D dans la figure 10.4.

A

Z

figure 10.4

Le plan contenant les points A, B, C, D a comme équation z —z = 0, celle du plan contenant les points
A’ B, C’, D est z—x = 1. Le plan contenant les points A, D, A’, D’ a comme équation y — z = 0, celle
du plan contenant B, C, B’, C’ est y — z = 1. Le plan contenant les points A, B, A’, B’ a comme équation

3z —y—2z =0, celle du plan contenant C, D, C’, D’ est 3x —y — z = 1. Nous pouvons considérer les nouvelles
coordonnées:
u=—-x+y,

v=3r —y— 2z,
w=—T+=z.

Il est facile de vérifier que ceci est un changement de coordonnées. Il faut simplement noter que la matrice

-1 1 0
3 -1 -1
-1 0 1

est inversible ou encore que son déterminant n’est pas nul. Dans ces nouvelles coordonnées, D correspond
au domaine D’ = {(u,v,w) |0 <4 <1,0<v<1,0<w <1} et

r = u 4+ v 4+ w 1 1 1

0
y = 2u + v + w = 78(”3"”’2): 2 1 1||=-1
z = u + v + 2w (u, v, 0) 1 1 2

Donc de tout ceci et du théoreme 10.1, nous avons

///nyzda:dydz:////(u+v+w)(2u—|—v+w)(u+v+2w)|—1|dudvdw
:/01</01(/01(u+v+w)(2u+u+w)(u+v+2w)dw>dv)du

o7
24

Exemple 10.8:
Soit la région R de R? dans le premier quadrant consistant des points (z,y) tels que 1 < zy < 4etx < y < 3z,
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c’est-a-dire que R = {(z,y) e R? |0 < z,y, 1 <ay <4 et 1 <(y/z) < 3}. Nous avons représenté R dans la
figure 10.5.

6,
y
5,
4] xy=2
/ .
3,

v N h\//

1 /\
0 0.5 1 15 X2
figure 10.5

Evaluons l'intégrale double [ R(ac2 +4?) dx dy. Considérons les nouvelles coordonnées:

u=zy

v=y/x.
Il est facile de vérifier que ceci est un changement de coordonnées pour les points (z,y) dans le premier
quadrant. Noter que nous avons aussi

o DG ) o

1= ul/2p~1/2 d(z,y) (1/2)u_1/2v_1/2 (—1/2)u1/21)_3/2
y = wl/2p1/2 d(u,v)

La région R’ correspondant & R dans les coordonnées u,v sera R’ = {(u,v) |1 <u <4,1 <wv < 3}. Dece
qui précede et du théoreme 10.1, nous avons

//lq(x2+y2)dxdy://,((“1/211’1/2)”(u1/2v1/2)2)(1/2)u*1dudv

-2 1 /4 3
:// wdudvzi/ (/ (uv_2+u)dv>du
' 1 1
1 4 1 v=3 4 4 4 uQ u=4
— — - du = — du= - — = 10.
2/1 < uv —|—uvL_1 U 3/1 udu 3(2}1‘_1

Les deux exemples précédents illustrent un des emplois du théoreme 10.1. Il s’agit de déterminer un
systeme de coordonnées tel que le domaine D’ correspondant a la région d’intégration de départ est plus
simple. Dans les deux exemples précédents, ces nouvelles coordonnées correspondent aux bords de notre
région d’intégration initial et la nouvelle région d’intégration est alors un cube dans le premier cas et un
rectangle dans le second cas.
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Exercice 10.1:
Evaluer chacune des intégrales suivantes:

a) [[5(z+y)? dz dy ol R est Pensemble des points (z,y) de R? telsquey > 0,1 < y—z < 2et 1 <y?—2? <9,

b) [[[z(z + y)dzdydz ot R est 'intérieur du tétraddre dans R? dont les sommets sont (1,1,1), (2,3,3),
(—=1,2,4) et (0,2,5),

c) fffR(x2 + 9% + 2%)drdydz ou R est la région de R? contenue dans le premier octant et consistant des
points(cc y,z) telsque 1 <zy <2, 1<zz<2et 1 <yz <2,

fffR x4+ y+ z)drdydz ou R est U'intérieur du parallélipipede dont les sommets sont (0,0,0), (1,1,0),
(-1,3,1), (0,1,3), (1,2,3), (—1,4,4), (0,4,1) et (0,5,4),

e) ffR xydwz dy ot R est I'ensemble des points (x,7) dans le premier quadrant de R? tels que 2r < y < 4,
1<zy <9,

) [[a@® +y*) ddy ot R = {(,y) € R? | 0,y > 0, (a/a)? + (y/b)* < 1},
8) [[n(1 = (v/a)® — (y/b)?) dudy ot R = {(z,) € R? | (a/a)? + (y/b)* < 1}.
Exercice 10.2:

Soit la région R(a) du plan & lintérieur de la parabole d’équation y = z? et sous la droite d’équation
y = tan(a)x olt « est un nombre réel de Uintervalle ouvert (0, 7/2).

a) Décrire la région R’'(«) correspondant a la région R(«) dans les coordonnées polaires.
b) Calculer I'intégrale I(c ffR(a V22 4+ y2 dx dy en fonction de cos(a).
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CHAPITRE 11

Applications de 'intégrale multiple.

Ce chapitre sera tres bref. Il existe un grand nombre d’applications de I'intégrale multiple. Il suffit de
penser aux notions d’espérance et de variance en probabilités ou encore des équations intégrales. Beaucoup
de ces applications seront discutées dans d’autres cours. Ici nous n’énumérerons que quelques-unes, surtout
reliées a la physique. Plusieurs quantités physiques peuvent étre exprimées comme des intégrales multiples.
De tels expressions sont fondées sur la définition de I'intégrale comme la limite d’une somme.

Si une quantité de matiere est contenue dans une région R de R et §(x,y, 2) est la densité par unité
de volume au point (z,y, z), alors le centre de masse (Z,7,Z) de celle-ci est défini au moyen d’intégrales. En
physique, pour un systeme de n particules, alors la composante T de ce centre par rapport a 'axe des x est
définie par I’équation

mi1x1 + moZo + ... +MpTy,
mi1+mo+...+my

dans laquelle m; est la masse et z; est la coordonnée par rapport a 'axe des x de la position de la i-ieme
particule. On définit 7 et Z de la méme fagon. Si la quantité de matiere est distribuée continiment dans
la région R et §(z,y, 2z) est la densité au point (z,y, z), alors nous sommes amenés & définir son centre de
masse (T,7,Z) par

_ Mgxé(x,y,2)dedydz  _  [[[ryd(x,y,2)dxdydz - Wz z6(z,y, z) dedydz
T = , = et zZ= .
M5 6z, y, 2) da dy dz Y 562, y, ) de dy dz 5 6(2,y, z) de dy dz

Il est aussi possible dans la situation précédente de décrire le moment d’inertie par rapport a un axe.
Nous nous limiterons a décrire ce moment par rapport a I’axe des z. En physique, le moment d’inertie d’un
systeme de n particules par rapport a un axe de rotation est défini par ’équation

2 2 2
miry +maor; + ...+ mg,r;,

dans laquelle m; est la masse et r; est la distance a ’axe donné de la i-ieme particule. Si la quantité de
matiere est distribuée contintiment dans la région R et 0(x,y, z) est la densité au point (z,y, z), alors le
moment d’inertie I par rapport a 'axe des z comme axe de rotation sera

I= ///R(xz—|—y2)5(x,y,z)dxdydz.

Ce moment d’inertie permet de décrire 1’énergie cinétique d’un corps rigide qui tourne autour d’'un axe avec
une vitesse angulaire w comme Iw? /2.

Il y a une version 2-dimensionnelle du moment d’inertie. Si R est une région de R? et §(x,y) est la densité
par unité d’aire au point (x,y). Alors son moment d’inertie par rapport a Paxe des z est ffR Y2 8(x,y) dx dy.

Exercice 11.1:
Soient la région R & lintérieur du tétracdre dans R?® dont les sommets sont (0,0,0), (1,0,0), (0,2,0) et
(0,0,1) et la fonction de densité §(x,y, z) = x + y + z. Déterminer le centre de masse de cette région.
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Exercice 11.2:
Déterminer le moment d’inertie par rapport & ’axe des z de la région R constituée des points de R tels que
2>0, (22 +y? 4+ 2%) < 1et 322 > (22 +9?).

Exercice 11.3:
a) Déterminer le moment d’inertie par rapport a l’axe des z de la région R constituée des points de R? tels
que 0 <z < H, (2% +y?) <R2.
b) Déterminer le moment d’inertie par rapport & I'axe des z de la région R constituée des points de R? tels
que —H/2 <y < H/2, (2% + 2%) <R?.

Exercice 11.4:
Soient a et b, deux nombres réels tels que 0 < a < b. Considérons le tore T engendré par la rotation du
cercle d’équation (y —b)* + 2% = a® autour de I'axe des z. Calculer la masse [[[, d(x,y, z) dz dy dz de ce tore
en sachant que la densité est constante sur les cercles contenus dans des plans paralleles au plan des z, y et
dont les centres sont situés sur I’axe des z et qu’en un point A, elle est proportionnelle a la distance de A au
centre du méridien qui porte A.
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CHAPITRE 12
Intégrales impropres, fonctions gamma et béta et transformée de Laplace.

Dans ce chapitre, nous revenons aux intégrales simples, mais cette fois soit I'intervalle d’intégration, soit
la fonction a intégrer, soit les deux ne sont pas bornés. Toutes ces situations seront illustrées. Deux fonctions
importantes, la fonction gamma et la fonction béta, seront définies au moyen d’intégrales impropres. Nous
étudierons ces fonctions et quelques-unes de leurs propriétés. La fonction gamma apparait dans différents
contextes en mathématiques, par exemple en théorie des nombres, en probabilité, etc. Nous concluerons ce
chapitre en discutant d’une autre intégrale impropre: la transformée de Laplace. A une “bonne” fonction,
cette transformée en associe une autre définie au moyen d’une intégrale impropre.

Il y a essentiellement deux types d’intégrales impropres. Dans le premier cas, le domaine d’intégration
n’est pas borné. Voyons donc pour débuter ce premier type.

Supposons que f : [a,00) — R,z — f(z) est une fonction telle que l'intégrale f; f(z) dx existe pour

tout nombre réel b,b > a. Si la limite limp_, f; f(z) dz existe, on dit alors que la fonction f est intégrable
sur lintervalle [a, 00) et on pose

o b
/ flx)dz = blim f(z)dx.

a
Supposons que f : (—00,b] — R,z — f(z) est une fonction telle que l'intégrale f; f(x) dx existe pour

tout nombre réel a,a < b. Sila limite limg,—, — o f: f(z) dx existe, on dit alors que la fonction f est intégrable
sur lintervalle (—oo, b] et on pose

b b
[ f@)de = lim f(z)dax.

a——00
a

Finalement supposons que la fonction f : R — R est intégrable sur les intervalles [0, 00) et (—o0, 0],
alors on dit que f est intégrable sur R et on pose

/_O;f(m)dx:/_ooof(x)dx +/Ooof(x)d$

Dans ce dernier cas, il faut noter que

/0; fla)do = lim / F(z) da.

Cependant que la réciproque est fausse, c’est-a-dire que la limite lim,_, ffc f(z) dz peut exister, alors que
la fonction f(z) n’est pas intégrable sur R. Pour illustrer cette dernieére remarque, il suffit de considérer
f(z) = z, alors

c C
/ xdxr =0 pour tout ¢ >0 et lim xdxr = 0.

c—oo [ _

—C c

Mais il est clair que les intégrales fooo rdx et fi x dx n’existent pas.
Considérons quelques exemples de ce premier type d’intégrales impropres.

Exemple 12.1:
Déterminons les nombres réels ¢ pour lesquels 'intégrale floo € dx existe et calculons cette derniere.

z=b
zetl peti 1 . .
b ((CH)] = (D) T (e M€ # -1
/ x¢dr = =l
1

<ln(3:)} T In(b) sic=1.




Sic> —1, alors
b

lim x¢dx = 00,
b—oo Jq
car limy_,o b°T! = 0o étant donné que ¢ + 1 est un nombre positif. Si ¢ = —1, alors
b
lim z tdr = oo,
b—oo Jq
car limy_, oo In(b) = 0o. Si ¢ < —1, alors
b
pett 1 -1
lim x¢dr = lim ( — ) = car lim b1 =0.
b—oo Jq b—o00 (C + 1) (C + 1) (C =+ 1) b—o00

En résumé, nous avons

/ xcdx—{_l/(c+1) sic<—1;
1

n’existe pas sic>—1.

Par exemple,

/ xfzdz:;lzl
1 (—2+1)

Exemple 12.2:

Exemple 12.3:
Montrons que

Posons I = [~ exp(—2?) dz. Alors

o0 (o)
I’ = (/ exp(—xz)dx) (/ exp(—y?) dy) = // exp(—(2? + y?)) dz dy.
0 0 premier quadrant

Nous pouvons maintenant utiliser les coordonnées polaires et nous obtenons apres ce changement de coor-

données,
oo pm/2 oo _ 2\ 7=
= / / exp(—r?)rdf dr = z/ exp(—r®) rdr = il 76}(10( ) —
o Jo 2 Jo 2 2 0 4

Donc I = /7/2, car I > 0 et ceci est vrai tout simplement parce que exp(—z?) > 0 pour tout z.
Exemple 12.4:

b

> 1 b 4
/o ) dz = blirglo ; ﬁ = blggo (arctan(x)} . = blijgo(arctan(b) —arctan(0)) = 7/2.

Exemple 12.5:
o0
/ e *dx n’existe pas,

— 00
car on a que
0 =0
lim e *dr= lim (—em} = lim (-14¢e %) =oc0.

a— —00 a a——00 a——00
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Noter que l'intégrale fooo e ®dx existe, mais pour que |[ >

_ o € “dz existe il faut que les deux intégrales

f?oo e Tdx et fooo e~ % dx existent. Ce qui n’est pas le cas pour une de ces intégrales.
Il y a un deuxiéme type d’intégrales impropres. Dans ce cas, la fonction n’est pas bornée sur la région
d’intégration. Considérons plus en détails cette situation.

Supposons que f : (a,b] — R,z — f(x) est une fonction telle que fcb f(x) dzx existe pour tout ¢,a < ¢ < b.

Si la limite & droite lim,_,,+ fcb f(z) dx existe, on dit alors que f est intégrable sur I'intervalle [a,b] et on

pose
b b
/ f(z)dx = lim+/ f(x)dx

Dans ce cas, nous pourrions avoir lim,_, .+ f(z) = £oo et malgré cela étre en mesure de définir f: f(z)dx.
Supposons que f : [a,b) — R,z — f(x) est une fonction telle que f; f(z) dz existe pour tout ¢,a < ¢ < b.
Si la limite a gauche lim,_, ;- fac f(z) dx existe, on dit alors que f est intégrable sur [a,b] et on pose

/f x—hm Cf()x

Dans ce cas, nous pourrions avoir lim,_,,— f(z) = oo et malgré cela étre en mesure de définir f; f(z)dx.
Supposons que f est une fonction définie sur l'intervalle [a,b], sauf au point ¢, alors on dit que f est
intégrable sur lintervalle [a,b] si et seulement si f est intégrable sur les intervalles [a, c] et [c,b] et dans ce

cas, on pose , ,
[ t@do= [ f@dss [ j@ds

Considérons quelques exemples de ce deuxieme type d’intégrales impropres.

Exemple 12.6:
Déterminons les nombres réels d pour lesquels l'intégrale fol x® dx existe et calculons cette derniere. Notons
premierement que si d > 0, alors la fonction f(x) = z¢ est définie pour tout = € [0, 1], c’est-a-dire que le cas
ot 'on a vraiment une intégrale impropre est celui ot d < 0. Dans ce dernier cas, nous avons lim,_,¢+ 2% = co

et f(z) = 2% est définie sur (0,1]. Si d # —1, alors

1 J 1 J pd+1 7t 1 cd+1
dr = 1l dz = lim | —— li -
/O“"” A ci%ﬂ((dH)L clo+<(d+1) (d+1))

_{1/(d—l—1)7 sid>—1;

n’existe pas sid< —1.

Sid= —1, alors

c—0t /. c—0+ c—0+

1 1 1
/ z~ldr = lim z~Vdr = lim <ln(x)] = lim —In(c) = oo.
0 c

En résumé, nous avons

/1xddx:{1/(d+1), sid>—1;
0

n’existe pas sid<-—1.

Exemple 12.7:
Considérons I'intégrale fol In(x) dz. La fonction In(x) n’est pas définie & z = 0 et lim, _ o+ In(z) = —oo. Nous
avons

/01 In(z) do = lim 1 In(z) dz = lim <x In(z) — HSI = lim (¢ —1—-c¢ln(c)) = —1.

c—0t /. c—0t c—0t

Notons que ci-dessus nous utilisons le fait que

lim cln(c) = lim In(c) = lim M —
c—0+ e—0t (1/c)  emot (—1/c?) oo+




par la regle de 'Hopital.
Exemple 12.8:
Considérons 'intégrale f_ll 1/(1 — 2?)dz. La fonction f(x) = 1/(1 — x?) n’est pas définie aux deux points:
x =1et x = —1 de 'intervalle d’intégration. Notons que
1 1 1 1

1-22) (1-2)(1+2) 2(1-ax) +2(1+x)

/11(1—1m2)dx:/01(1_1x2)dx+/01(1_13@)d33~

Il nous faut donc considérer ces deux intégrales impropres et pour chacune, il y a un seul point ou la fonction
a intégrer n’est pas définie. Nous avons

/01u—lac%d”/ol(zul—m)+2<1l+x>)d“/012<11—x>d“/012<11+x>d”

La premiere de ces deux derniéres intégrales est une intégrale propre et la seconde est impropre. Nous avons

/olmdx:(_ln(;_l")rl:lnf) et

et que

0 0 0
1 : 1 . In(1+ x)
- dr= 1 — dr= 1 e L0/ [
/_1 2(1+a) " ainﬁ/a 2(1+a) ™" aimﬁ( 2 ] >

a
Donc l'intégrale impropre f_ol 1/(1 — 2?) dz n’existe pas et conséquemment f_ll 1/(1 — 2?) dz n’existe pas
non plus. Il est aussi possible de vérifier que fol 1/(1 — 2?) dz n’existe pas.

Nous pourrions multiplier les exemples. Mais nous allons plutot nous concentrer sur quelques fonctions
classiques définies au moyen d’intégrales impropres. Pour vérifier que ces fonctions sont bien définies, nous
aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 12.1:

a) Soient f(x) et g(z), deux fonctions définies sur I'intervalle [a, 00) telles que 0 < f(z) < g(x) pour tout
x> a. Si [ g(x)dw existe, alors [ f(z) dz existe aussi.

b) Soient f(z) et g(x), deux fonctions définies sur I'intervalle (a,b] telles que 0 < f(z) < g(x) pour tout
a<x<b. Si f;g(x) dz existe, alors f; f(x) dx existe aussi.

Nous ne démontrerons pas ce résultat. Pour ce faire, il faut faire appel aux définitions des différentes
intégrales impropres. Mais nous allons seulement illustrer pourquoi ce lemme doit étre valable. Pour a),
faoc g(x) dx représente laire sous la courbe du graphe de g(z) et comme le graphe de f(z) est comg)oris entre
I'axe des x et le graphe de g(z), nous avons que l'aire sous le graphe de f(x) sera aussi finie et que [~ f(x) dz
existe. L’argument est similaire pour b). Nous avons représenté ceci dans les figures 12.1 a) et b).

A A

| g(x)

T ==

I L%

. -

3 b %
figure 12.1 (a) figure 12.1 (b)
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Proposition 12.1:
L’intégrale impropre fooo e ®z¥~! dx existe pour tout y > 0.
Preuve: Siy > 1, alors I'intégrale est une intégrale impropre du premier type, car la fonction f(z) = e~ %2¥~!
est bien définie sur I'intervalle [0, c0). Notons que

y—1 _ y—2 _ — N (y — y—Fk
i =251 — fim S = WD WD —2) -y -kt e

— =0
=00 =00 ez/Z 27— 00 (1/2)695/2 700 (1/2)16*161"/2

en utilisant la regle de I’'Hopital, si nécessaire, jusqu’a ce que y —k < 0. Il existe donc une constante M telle
que 0 < e~®/22Y=1 < M pour tout = € [0,00). Apres multiplication par e~*/2_ nous obtenons l'inégalité
0 < e ®z¥~1 < Me=*/2 pour tout = € [0,00). Nous pouvons noter que

b

00 b
/ Me™*/%2dz = lim [ Me */?dz = lim <(—2)Mez/2} = Jim (2M — 2Me"/?) = 2M.
0 o0

b—oo Jo b—oo 0

De ce qui précede et du lemme 12.1 a), nous avons que fooo e Tx¥ldr existesiy > 1. Si0 <y < 1,
alors I'intégrale est une intégrale impropre du premier et deuxiéme type, car la fonction f(z) = e~ %a¥~!
n'est pas définie & x = 0. En effet, lim,_+ 2" 'e™® = co. Donc [~ e "2¥~! dx existe si et seulement si
floo e ¥ ldx et fol e ¥~ 1 dr existent. La premiere de ces deux derniéres intégrales est du premier type,
alors que le second est du deuxieme type. Pour ce qui est de 'intégrale floo e %z¥~1 dz, il suffit de procéder
comme dans le cas y > 1. En effet, il existe une constante M telle que 0 < e=%/2z¥=1 < M pour tout = > 1.
Donc 0 < e~%a¥~1 < Me™%/2 pour tout = > 1 et [~ e "a¥~! dx existe, parce que [~ e~/ dx existe et &

cause du lemme 12.1 a). Pour ce qui est de l'intégrale fol e z¥~ 1 dz, il faut noter que

¥t
0<e vl = — < zv1 pour tout x > 0.
e

Parce que y — 1 > —1 et a cause de 'exemple 12.6, nous avons que fol Y~ ! dz existe. En utilisant le lemme
12.1 b) et ce qui précede, nous avons que l'intégrale fol e x¥ldr existe si 0 < y < 1 et conséquemment
JoS e "av=1 dx existe pour tout y > 0.

Cette intégrale présentée dans la proposition 12.1 est la fonction gamma. Plus exactement la fonction
gamma est

I'(y) :/ e xvldx
0

pour y > 0. Comme nous venons de le vérifier cette intégrale impropre existe. Nous verrons plus tard
comment prolonger la fonction gamma I'(y) pour des nombres réels négatifs.
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Dans les figures 12.2 et 12.3, nous avons tracé les graphes de I'(y) et de 1/T'(y) pour y, —4 < y < 4.

figure 12.2

I/L(y)

1

figure 12.3
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Proposition 12.2 (Equation fonctionnelle de T'):
Siy>0,alors T(y+1) =yT'(y)
Preuve: Si 0 < a < b, alors en intégrant par parties nous avons que

b

b b u=zY du = yz¥~ 1 dz
/ e Ta¥dr = (wy(—ei)] - / (—e ®)yz¥~ldx on B Y
a a a 3

dv=¢e¢"dx v=—e

a¥ by

b
=— - = er/ e vl dr. (*)
e b “

Notons que
a¥ bY
m — =0 et lim — =0.
a—0t e b—oo eb
Dans le cas de cette derniere limite, il suffit de procéder en utilisant la regle de I’'Hopital comme dans la
preuve de la proposition 12.1; alors que pour la premiere limite, il est nécessaire d’utiliser le fait que y > 0.

En laissant @ — 07 et b — oo dans (x) et en utilisant ce qui précede, nous obtenons

o0 o0
/ e Ta¥dr = y/ e Ta¥1 da,
0 0

c’est-a-dire que I'(y + 1) = y I'(y) pour y > 0.

Cette dernére propriété nous permet de prolonger la fonction gamma I'(y) pour tous les nombres réels
y sauf les entiers non positifs. Il suffit de procéder de la fagon suivante: si —1 < y < 0, alors on pose
I(y) =T(y+1)/y car alors y + 1 > 0; ensuite si —2 < y < —1, alors on pose encore I'(y) = T'(y + 1) /y dans
laquelle le numérateur n’est autre que le prolongement de I'; et on continue ce processus. Il faut noter que

I'(y) n’est pas défini si y est un entier non positif. En effet, lim,_,,,+ I'(y) = oo et lim,_,,,- I'(y) = —oo si n
est un entier pair et n < 0; alors que lim,,_,,,+ I'(y) = —oo et lim,_,,,- I'(y) = oo si n est un entier impair et
n < -—1.

Proposition 12.3:
a) (1) =1et T'(1/2) = /7;
b) Sin € N, alors I'(n + 1) = nl;
¢) Sin € N, alors I'(n + (1/2)) = ((2n)! /) /(4" n!)
Preuve: a) Pour la premiére équation, nous avons

0 oo b b

)= / e Tz dg = / e Pdxr = lim e dx = lim (ez] =lim(1-e?) =1
0 0

b—oo Jg b—o0 0 b—o0

Pour la seconde équation, nous avons

F(1/2):/ efzx(l/Q)fldx:/ e Tx 2 dx.
0 0

Maintenant si 0 < a < b, nous avons apres un changement de variables

b Vb u=uzx
/ e T2 dr = / exp(—u?)2du  on
a va du = (1/2)z~ Y2 dx

Sia — 0% et b — oo, alors nous obtenons
o0 o0
/ e T2 dy = 2/ exp(—u?) du = 2?
0 0

a cause de 'exemple 12.3. On a donc I'(1/2) = /7.
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b) Par I’équation fonctionnelle, nous avons I'(y+1) = y I'(y). Nous allons montrer la formule I'(n+1) =
n! par récurrence sur n. Sin =0, alors '(0+ 1) =T'(1) = 1 = 0! par a). Supposons la formule vérifiée pour
n—1 et considérons le cas n, c’est-a-dire que nous supposons que I'((n —1)+1) = T'(n) = (n— 1)! est vérifié,
alors T'(n + 1) =nT'(n) = n(n — 1)! = nl. Donc b) est démontré.

¢) Nous allons aussi démontrer la formule I'(n+ (1/2)) = ((2n)! v/7)/(4™ n!) par récurrence sur n. Sin =
0, alors T'(0+(1/2)) =T'(1/2) = /7 = ((2-0)! /7)/(4° 0!) par a). Supposons la formule vérifiée pour (n— 1)
et considérons n, c’est-a-dire que nous supposons que I'((n — 1) + (1/2)) = ((2(n — 1))! /) /(4" (n — 1)!)
est vérifié, alors

1 1 1. (2(n—1)/7

Mt 3) = (n= )T 5) = (- Rty
_(2n—=1) 2n-2)!' /7 _ (2n)(2n —1)(2n —2)! /7 _ (2n)\/m
2 4l (n—-1)! (2n)2 (4" 1) (n — 1)! 4np!

Donc c) est démontré.
De ce qui précede, nous avons donc la table suivante:

y = 1/2 1 3/2 2 5/2 3 7/2 4 9/2 5
Fy)= & 1 J7/2 1 3/7/4 2 15/7/8 6 105/7/16 14

Il existe un lien entre la fonction gamma et la fonction zéta de Riemann. Rappelons que la fonction
zéta de Riemann est définie pour s > 1 par I’équation

1
((s) = s
n=1
Nous n’avons pas discuté de convergence de séries dans ce cours. Mais il est possible de montrer que la
somme infinie Y 7, n~* est bien définie si s > 1. Par exemple,

(@)=Y =% e W= =5
n=1 n=1

La fonction zéta de Riemann ((s) est un outil essentiel pour étudier les nombres premiers et leur distribution.
La relation entre ((s) et les nombres premiers est donnée par le produit infini

1
“©=1la=

p

dans lequel p parcourt I’ensemble des nombres premiers. Il est possible de définir la fonction zéta pour
d’autres nombres que des nombres réels supérieurs a 1, mais nous ne discuterons pas de ceci. Nous nous
limiterons & décrire une représentation intégrale de la fonction zéta.

Proposition 12.4 (Représentation intégrale de ((s)):

Si s > 1, alors
xs—l

C(s)I'(s) = /000 @-D dz.

Preuve: Dans ce qui suit, on suppose que s > 1. Dans l'intégrale impropre définissant la fonction gamma,
nous allons effectuer un changement de variables.

< o0 . T =nu
I'(s) = / ¥ e dx = / (nu)*"“e ™™ ndu ol etneN,n>0
0 0 dr =ndu
= ns/ ut e du.
0
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On a donc -
n~°T(s) = / wTle™ ™ dy.
0

Alors

i n °I(s) = i /OO ut e du = /Oc ut ! <i e‘"“) du
n=1 n=170 0

n=1

o s—1_,—u o) s—1
= / L du= / S —
o (I—e™) o (ev—1)

Noter que I’égalité entre le terme le plus a droite de la premiere ligne d’égalités ci-dessus avec son prédécesseur
n’est pas si évidente et sa preuve nécessite I’étude de la convergence de la série et de 'intégrale et fait partie
d’un cours d’analyse. Nous avons aussi utilisé le résultat suivant: » -, v™ = v/(1 — v) si v est tel que
lv| < 1.

11 est possible de vérifier que la fonction gamma T'(y) est continue sur I'intervalle (0, 00) et son prolonge-
ment est aussi continu sur R\ {n € Z | n < 0}. 1l est aussi possible de dériver la fonction gamma.

Proposition 12.5:
La dérivée de la fonction gamma est

Preuve:

d oo B B [e'e] a B B [ee] _ (3($y_1) oo _ _
I’ :—/ e oY 1dac:/ (e R 1>dx:/ ewidx:/ e ¥ n(z) dz.
@) dy Jo o 9y 0 dy 0 (=)

Noter que 1’égalité entre le troisieme terme de ces égalités ci-dessus avec son prédécesseur n’est pas si
évidente et sa preuve nécessite 1’étude de la convergence des intégrales et fait partie d’un cours d’analyse.
Il est possible de montrer que la n-iéme dérivée de T" est

r™(y) = /000 e ¥ (In(z))" da.

Proposition 12.6:
L’intégrale fol 2P~1(1 — 2)? ! dx existe pour tout p,q > 0.
Preuve: Notons premierement que si p,q > 1, alors 'intégrale ci-dessus est une intégrale propre. Par contre
si 0 < p < 1ouencore 0 < g < 1, alors nous avons affaire a une intégrale impropre. Si0 < p < 1 et g > 1,
alors 2P~1(1 — 2)?7! < 2P~! pour tout x € (0,1], car 0 < (1 — )9~ < 1. En utilisant le lemme 12.1 b) et,
comme nous ’avons vu a ’exemple 12.6, fol 2P~ dx existe, alors nous obtenons que fol P11 — 2)1 tdx
existe. Sip>1let0<qg<1,alors 2P~ 11 —2)91 < (1 —2)7! pour tout = € [0,1), car 0 < 2P~ < 1.
En utilisant une variante du lemme 12.1 b), et parce que fol(l — 2)97 1 dz existe, alors nous obtenons que
fol 2P7H(1 — 2)?7 1 dz existe. Finalement si 0 < p < 1et 0 < g < 1, alors la fonction zP~1(1 — )97 n’est
pas définie aux deux extrémités de I'intervalle [0, 1]. Tl faut considérer séparément ces deux cas. Nous avons
donc
1 1/2 1
/ 2P 1 — ) dr = / 2P 1 — ) de + / P71 —2) e

0 0 1/2
et il nous faut vérifier que ces deux intgrales impropres existent. Notons premierement qu’il existe un
nombre réel positif M tel que 0 < (1 — 2)971 < M pour tout x tel que 0 < z < (1/2). De ceci, nous avons

0< 2P 1(1—2)1t < MaP~1si0 <2 < (1/2) et comme intégrale f01/2 MaxP~1 dz existe, nous obtenons
que 01/2 2P71(1 — 2)971 dz existe en utilisant le lemme 12.1 b). Pour ce qui est de I'autre intégrale, il faut
noter qu’il existe un nombre réel positif N tel que 0 < 2P~ < N pour tout z tel que (1/2) < z < 1. De ceci,

nous avons 0 < 2P~1(1 —2)?97! < N(1 —2)971 si (1/2) < 2 < 1 et comme l'intégrale f11/2 N(1 — )7 tdx
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existe, nous obtenons que f11/2 2P~ 1(1 — x)?7 1 dz existe en utilisant le lemme 12.1 b). La proposition est
donc démontrée.

Cette intégrale présentée a la proposition 12.6 est la fonction béta. Plus exactement la fonction béta est
la fonction de deux variables définie par

1
B(p, q) :/ x”_l(l —x)q_ldx
0

pour p, ¢ > 0. Comme nous venons de le vérifier, cette intégrale impropre existe. Nous pourrions énumérer
quelques propriétés de cette fonction, par exemple B(p, q¢) = B(q,p), etc. Nous n’allons démontrer qu’une
seule propriété de cette fonction, c’est sa relation avec la fonction gamma.

Proposition 12.7:
Soient p, ¢ deux nombres réels positifs. Alors

Preuve:

I'(p)T'(q) = (/OOO e TPt dx> </OOO e Yyrt dy>

= // JUpflyqfle*(:ﬂry) dz dy.
premier quadrant

Soit D le premier quadrant. Nous allons maintenant évaluer cette derniere intégrale double en utilisant un
changement de coordonnées. Considérons les nouvelles coordonnées

u=x+vy
v=ux/(z+y).

Il est facile de vérifier que ceci est un changement de coordonnées pour les points de D. Notons aussi que

AR T PRI | B

o))

De méme que le domaine D’ correspondant & D dans les coordonnées u, v est D' = {(u,v) |0 <wu, 0 <wv < 1}.
Par le théoreme 10.1, nous avons

// 2Pyt e @) gy dy = // (uv)P~H(u(1 —v))T e ™| — u| du dv
D ’
= // uP TP~ — )T e ™ dudv

_ /OOO </01 WP Lyp=l(1 - p)a- e dv) du
= (/OOO Pt du> (/01 P 1 — )Tt dv> =T'(p+4q)B(p,9).

Parce que T'(p + ¢) > 0, nous pouvons donc diviser par ce nombre et ainsi terminer la preuve de cette
proposition.

Nous pourrions poursuivre notre étude des fonctions gamma et béta. Mais pour conclure ce chapitre
nous étudierons brievement la transformée de Laplace. Il est souvent utile d’associer & une fonction f(x)
définie sur R une transformée intégrale g(y) = ffooo K(x,y)f(x)dz, c’est-a-dire une nouvelle fonction d’une
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nouvelle variable. Bien entendu l'intégrale impropre définissant g(y) n’existe pas toujours, mais pour cer-
taines fonctions f(x), elle a un sens. Les exemples les plus connus de telles transformations sont les suivants:

Transformée de Fourier exponentielle: [ e f(x) d
Transformée de Fourier cosinus: fooc cos(zy) f(x) dx
Transformée de Fourier sinus: Iy sin(zy) f(z) do
Transformée de Laplace: I e f(z) dx
Transformée de Mellin: JoS av = f (@) da

Nous étudierons seulement la transformée de Laplace. 1l est possible de montrer que si fooo e~ | f(z)| dx
existe, alors [ e~"Y|f(z)|dx existe pour tout y tel que y > c. Nous noterons la fonction F(y) =
fooo e~ f(x)dx pour y > ¢ par L(f). Cette transformée est la transformée de Laplace de f. Le tableau
suivant présente quelques-unes des transformées de Laplace de fonctions usuelles:

f(z) L(f)(y) = F(y) Intervalle de définition de F
e 1/(y —a) y>a
cos(ax) y/(y* + a?) y>0
sin(ax) a/(y* + a?) y>0
xzPe™ avec p > 0 L(p+1)/(y —a)P™! y>a

11 est facile de démontrer ces formules. Par exemple, si f(x) = zPe®®, alors
F(y) = / zPe™ e dx = / 2Pe*W=a) gy
0 0

> u P 1
= ——— ) eY——du enposant u=zxz(y —a) et du = (y — a)dx
[ (55) " oa et de=ly=a

1 o I'(p+1)
_ p u —
(y—a)p“/o e du*(y—a)P“'

Nous ne présenterons que deux propriétés de la transformée de Laplace.

Proposition 12.8 (Linéarité):
Soient a, b deux nombres réels, f(x), g(z) deux fonctions définies sur 'intervalle [0, 00) telles que leurs trans-
formées de Laplace L(f), L(g) existent pour y > c¢. Alors L(af +bg) = aL(f) + bL(g) sur Uintervalle
[e, 00).

La preuve de cette proposition est tres simple. Il suffit d’utiliser la linéarité de l'intégrale.

Soient f(z),g(x) deux fonctions définies sur R et qui ne peuvent prendre des valeurs non nulles que sur
I'intervalle [0,00). On peut alors définir une troisiéme fonction appelée la convolution de f et g et que 'on

note f * g par la formule
(9@ = [ gt -1
Proposition 12.9:
Soient f et g comme dans le paragraphe précédent. Alors L(f % g) = L(f) L(g).
Preuve: 1l suffit de faire un changement de coordonnées. On a

(LUMw»@%:@UMwXMw@D=(Amﬂ@e“%Q(Ammﬂewﬁ)

-/ F(s) g(t)e™ 0V ds dt = (1)
premier quadrant

Considérons les nouvelles coordonnées
u=s+t
v=35
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Il est facile de vérifier que ceci est un changement de coordonnées. De plus, nous obtenons

s=v As.t) _[(0 1\|_
Ul = el )=

que le domaine correspondant dans le plan u, v au premier quadrant du plan s,t sera

D' = {(u,v) |v>u >0}

:// f(v)g(u—v)e“y|—1|dudv:/ooo< Ouf(v)g(u—v)e“ydv) du
:/ (/ F(0) gl — v dv) duz/Ooo(f*g)(U)e_“ydu:L(f*g)(y)-

La proposition est donc démontrée.

Exemple 12.9:

Donc

Si
1, si0<x <1,
fz) =g(x) = {0, sinon;
alors
T si0<z<1
(f*g)(x)Z{@w) sil<az<2
0 sinon

En effet si 0 <z < 1, alors [ f(u)g(z —u)du = [j du=x. Sil <z <2 alors [ f(u)g(z —u)du =
fo xr —u)du = fxl—1 du=(2—=x). Siz>2, alors [ f(u)g(z — u)du = fol gz —u)du =0carx —1 > 1.
Nous pouvons calculer la transformée de Laplace dans ce cas-ci.

r=1 —
1—e™¥

oo 1  _ayqa=
- Yy — —ey gy — [ ZC -
Y) /0 f(x)e "Vdx /0 e Ydx ( ; L_O ;

Donc L(f x g)(y) = (1 —e™¥)/y)* siy #0.

si y#0.

Exercice 12.1:
Pour chacune des intégrales impropres suivantes, indiquer si elle existe et, si oui, évaluer celle-ci.

a) fl 1/(1—2%)dx

b) f 1/(1 —2?)%dx

0 [ 1/ —22) 2 ds

d) [,°1/(2® —2)dz

) JoT 1/ (2% + 22+ 2) da

£) [5°((r/2) — arctan(z)) da
g) fo In(1 —t2)/t dt

h) [(S¢2/(1+ 1) dt

@
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(1) Jy 7341 = 1)/ di
(1) [y t/4/(1 — 1)/ at
Exercice 12.2:
Indiquer pour quelles valeurs de s, les intégrales suivantes existent et, déterminer pour ces valeurs, l'intégrale
impropre
a) [~ e cos(ax) dx
b) [;° e **sin(ax) dx
Exercice 12.3:
En supposant que fooo sin(z)/x dx = 7/2, évaluer chacune des intégrales impropres suivantes.

a) [ sin(z) cos(x)/x dx

b) [, sin®(z)/2? da
c) [y sin?(2)/2? da
d) ;7 sin*(2)/2* da
Exercice 12.4:
Posons R = {(z,y) e R?* |0 <z < a,0 <y < b} avec a,b > 0.
a) Calculer I'intégrale fob Y sin(y) dy.
b) Calculer de deux fagons différentes I(a,b) = [[. e R € Wsin(y) dr dy.
¢) Calculer, pour b fixé, lim,—. I(a,b). En déduire la valeur de [;* sin(z)/z dx.
Exercice 12.5 (f):

Etudier pour quelles valeurs réelles de a et 5 I'intégrale suivante f01 t*|In(t)|? dt est bien définie. Calculer
cette intégrale (lorsqu’elle est bien définie) dans le cas ou 8 € N.

Exercice 12.6 (1):

Soit a, un nombre réel positif a > 0. Montrer que pour tout entier n > 1, I'intégrale

e 1
I = ———dt
(n) /o (1 +ta)n+(1/a) d

converge. Calculer I(n) en déterminant premierement une relation de récurrence entre I(n) et I(n + 1).

Exercice 12.7 (1):
a) Montrer que lintégrale [ In(sin(t)) dt est bien définie.

b) Montrer que les intégrales

w/2 ™ /2
/0 In(sin(t)) dt, /ﬂ/2 In(sin(t)) dt, /0 In(cos(t)) dt

sont bien définies et ont méme valeur.
¢) En déduire que [ In(sin(t)) dt = —wIn(2) et [, ¢ In(sin(t)) dt = —n?In(2)/2.
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