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TD 10 : CONTINUITE, DERIVATION ET DEVELOPPEMENTS LIMITES

1 Continuité

EXERCICE 1.

a) Soit f : R — R une fonction continue, telle que lim f(z) = —oo et lir}rl f(z) = +o0.

Montrer qu’il existe a € R, tel que f(a) = 0.

b) Montrer que tout polynéme réel de degré impair a au moins une racine réelle.

EXERCICE 2. Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer qu'’il existe o € [0, 1],
tel que f(a) = a (on dit que « est un point fize de f).

EXERCICE 3. Soit f: R — R une fonction continue, telle que lim f(z) = lim f(z) =

T——00 T—-+00

—o0. Montrer que f posséde un maximum.

EXERCICE 4. La fonction x — sin% est-elle prolongeable en une fonction continue sur
R ? Et la fonction z — xsin % ?

EXERCICE 5. On note E la fonction partie entiere : E(x) est le plus grand entier
inférieur ou égal & . Soit f la fonction définie sur R par :

f@) =2 — E(z) - (v — E(2))*.

a) Soit n € Z. Etudier la continuité de E sur |n,n + 1], puis au point n. Faire de méme
pour la fonction f.

b) Montrer que pour tout réel z, f(x + 1) = f(x). En déduire Iallure du graphe de f.

EXERCICE 6. Soit f: R — R qui vérifie :

Ve,y e R, |f(z) = f(y)] < |z —y[*

a) Montrer que si a > 0, alors f est continue.

b) Montrer que si a > 1, alors f est dérivable. Que vaut sa dérivée ? Que peut-on dire de

£7



2 Dérivation

EXERCICE 7. Etudier le domaine de définition, la continuité, la dérivabilité, et le ca-
ractére C! des fonctions suivantes :

a) r— |z|/x.

b) x — z si x> 0; 2% sinon.
c)

)
)

(S

x —sinz/z stz #0; 1 sinon.
r — /x stz >0; —y/x sinon.

r — e/* six < 0; 0 sinon.

EXERCICE 8. Soit f : R — R dérivable. On suppose que f posséde n zéros (avec n > 2).
Montrer que f’ en posséde au moins n — 1.

La réciproque est-elle vraie ?

EXERCICE 9. A l'aide du théoréme des accroissements finis, montrer les inégalités sui-
vantes :

a) sinx <z siz>0.
b)

c) e > 1+ x pour tout z € R.

d) z > In(1 +2z) > ¢ pour tout = > —1.

sinz > xsiz <0.

EXERCICE 10. Soit f : [a,b] — R, de classe C'. Montrer que f est lipschitzienne sur
la, b], c’est-a-dire qu'il existe un réel K tel que :

Yo,y € la,b],  |f(z) - f(y)] < K|z —y]

3 Deéveloppements limités

EXERCICE 11. Donner la partie principale (ou un équivalent simple) des infiniments
petits ou infinments grands suivants :

tan’z (r — 0), 2°—2° (v — 07), 74+ 1 (r — +00), (1+2)° (z — +o0),
Va2 +1—z (z — +00), 210(VR2+a2—R) (R— +00), Val4z—z (z — +00),
In(x +1) —Inz (r = 400), € —1—2 (x —0), In(cosz) (x — 0),
cotan x (r — 0), e*—e * (z —0), f(z) = f(a) (f'(a) > 0,2 — a*),

zel/® (x — +o0).

EXERCICE 12. Vérifier que 'on a, en x = 0, les développements limités suivants

a) sinzcosw =z — §2° + 70.2° + o(2).



Insz — =Lg2 — g o(x?).

In(32) =In2 42 - 4% 4 o8 4 5(z),

)
)
) L+ Smx)i = el = 3o + 550 — 157" + 1113592 ') + o(a?).
e) sin(2z — 42?) — 2sm(a: — %) = =222 — 23 + o(a?).
) eVitr — e(l + %x + 4%3553) + 0@3).

)

g) In(2cosx +sinz) =In2+ o — 32 4+ 22% — a4 o(a?).

EXERCICE 13. Donner les développements limités & 'ordre n en x = 0 des fonctions
suivantes :

a) f(x):m, n =5.
) f(z) =sin®*x, n =5.
) f(x) =sinxcos2z, n = 6.
d) f(z) =coszIn(l+x), n=4.
) fle)=(@*+1)VI+z, n=3
) f(x) =¢€e"In(l+2x), n=4.

EXERCICE 14. Calculer le développement limité de x +— cosx en 7 a l'ordre 3.

EXERCICE 15. Calculer les limites

. , - r—3 - r—3 . | zsinw
a:1—1>1-§1-’loo(1n(x + 1) 2In I)7 xgglooxz - 31’ 3171_’1’%1'2 - 31:’ glcli% 1— COS‘T’

. tanz —sinz . sinz+1—cosxz . tan? x , sin 3z
lim————,  lim 5 ;o lim————, lim ———,
z—0 T z—0 T t—0,/1 — cos z—n/31 —2cosx

r —sinz . T —e , x3 + 3z . cosx —sinx

lim——, lim , lim
e—0tan 3z — 3z° z—elnz — 1" a—+o\ x—1

— 1
“ :c—1>1754 In(tan x)

1 * . — 2
lim _ ], lim (Vz+1— ), lim ﬂ

Y

z—0|e® —1 (e* —1)2 z—-+00 Pzt — 4z 13
2
— 1
lim ™ (Z + )395 + a
r—a 3 —a

Si la limite est nulle ou infinie, essayer d’identifier la partie principale.

EXERCICE 16. Trouver la partie principale pour z — 0% de

. T sinx 1 1 et —1 =z
sin — - == : _
l1—2 1—sinz’ 23 tan3z’ e*4+1 2

EXERCICE 17.



a) Calculer les limites

. 1 1 . 1 1 . 1 1
lim| — — — , lim| — ———— ), lim|— ————.
t—0\x sinx z—0\ 22 sin“x z—0\ 23  sin

b) Calculer les limites

1\" 1\" 1\V"
lim <1+—) ,  lim (1+—) ,  lim <1+—) .
n——+oo n n—-+oo n n——+oo n

EXERCICE 18. Soit f la fonction définie par f(x) = {/z?(x — 2).
a) Etudier la tangente a f en x = 1.
b) Etudier les branches infinies de f.

EXERCICE 19. Soit f la fonction définie par f(x) = =~

er—1"

a) Montrer que f est définie pour z # 0 et qu’elle admet un prolongement par continuité
en r = 0. On notera encore f la fonction obtenue par ce prolongement.

b) Montrer que f admet un développement limité a l'ordre 2 en 0 (et déterminer ce
développement).

¢) En déduire que f est dérivable en x = 0. Préciser la tangente a la courbe représentative
de f en ce point et la position de la courbe par rapport a la tangente.

d) On peut montrer que f”(x) > 0 pour tout z # 0, mais c’est assez difficile. En admettant
ce résultat, tracer la courbe représentative de f (sans omettre d’étudier les asymptotes).

EXERCICE 20. Dans un calcul, on prend 99% comme inverse de 101%. Quel est I'ordre
de grandeur de 'erreur commise ?



