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Résumé

Cet exposé est une introduction aux problémes de modules des courbes elliptiques. Le but étant
d’expliquer entiérement une preuve, on se restreint au cas le plus simple : celui des I'(N)-structures. On
démontre précisément l’existence d’un schéma de modules pour les courbes elliptiques relatives £ — S
avec N inversible sur S, munies d’une I'(V)-structure ; ainsi peut-on dire que la courbe modulaire Y (N)
est définie sur Z[1/N].

1 Introduction et notations

Le probléme auquel on s’intéresse dans cet exposé est celui de l'existence d’un schéma de modules pour
les courbes elliptiques. En d’autres termes, il s’agit de la représentabilité du foncteur qui & un schéma S
associe I’ensemble des classes d’isomorphisme de familles de courbes elliptiques paramétrées par S (cette
notion sera précisément définie par la suite). En fait, ce foncteur n’est pas représentable; ce n’est méme pas
un faisceau pour la topologie étale, comme on peut le voir avec 'exemple suivant.

Soient a,b,d € Q vérifiant 4a® + 27b%2 £ 0, d > 0, et V/d ¢ Q. Considérons les courbes elliptiques E; et
E5 sur Q définies par les équations :

Ei:y’=23+ax+b
Es5 dy2:x3—|—ax+b

Une équation de Weierstrass pour Es est y? = 23 + ad?z + bd® (considérer (z,y) + (dx,d%y)). Les courbes
elliptiques F4 et Fy sont clairement isomorphes apres extension des scalaires a K = Q(\/E) Si le foncteur
dont il est question était un faisceau étale, Eq et Ey devraient donc étre Q-isomorphes (la fleche Spec(K) —
Spec(Q) est un recouvrement pour la topologie étale). On peut constater que tel n’est pas le cas en calculant
par exemple les discriminants des deux équations de Weierstrass. Leur quotient est d®, or on sait que le
quotient des discriminants de deux équations de Weierstrass définissant des courbes elliptiques isomorphes
est une puissance douzieme, ce qui contredit les hypothese sur d.

L’existence de formes tordues, comme FE; et Es, est expliquée par la présence d’automorphismes non
triviaux des courbes elliptiques : les formes tordues d’'un objet E s’identifient a des torseurs sous le faisceau
des automorphismes de E. Dans ’exemple ci-dessus, si I'on fixe un K-isomorphisme : Fq xg K — Fs xg K,
on obtient deux (K ®g K)-isomorphismes E; xg K xg K — F3 xg K xg K distincts en considérant les
images réciproques de f par les deux projections K xg K — K. Composons I'un avec I'inverse de 'autre;
on a maintenant un automorphisme qui est 'identité sur 'une des fibres géométriques et la multiplication
par —1 sur 'autre. On voit bien sur cet exemple que le probléme provient de 'existence d’automorphismes
des courbes elliptiques sur des corps algébriquement clos.

Ce probleme peut étre contourné de deux manieres.

1. Au lieu de chercher a représenter ce foncteur par un schéma, on peut se poser la question de la
représentabilité par un champ algébrique.

2. On peut imposer des structures supplémentaires aux courbes elliptiques, afin d’éliminer les automor-
phismes des objets que 1'on classifie, et espérer que les foncteurs obtenus sont représentables.
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La premiére approche est celle adoptée par Deligne et Rapoport dans [2]. C’est la meilleure & plusieurs titres,
notamment parce qu’elle est plus naturelle (on ne voit pas bien I'intérét de forcer les objets que I'on étudie
a étre des schémas, excepté que les schémas nous sont plus familiers). Cependant, nous suivrons la seconde
approche, plus classique, afin que ’exposé reste trés élémentaire et puisse servir utilement d’introduction
au sujet. Pour les mémes raisons, nous ne nous embarrasserons pas des problémes liés a la caractéristique,
qui n’existent d’ailleurs qu’a cause de ces structures supplémentaires que 1’on impose (en tout cas si 'on ne
cherche pas & compactifier les espaces de modules obtenus).

Notations

La catégorie opposée d’'une catégorie ¢ sera notée ¢°. On note Sch la catégorie des schémas, Ens la
catégorie des ensembles. Soit S un schéma. On note Sch/S la catégorie des S-schémas. Si G est un groupe,
Gg désigne le schéma en groupes constant sur .S, égal & G. On dit qu’un entier N est inversible sur S si c’est
une section globale inversible de Og. Un schéma posséde au plus une structure de Z[1/N]-schéma ; on pourra
donc considérer qu’étre un Z[1/N]-schéma est une propriété du schéma, et non une donnée supplémentaire.
Un schéma est un Z[1/N]-schéma si et seulement si N est inversible sur S. Le faisceau total des quotients
de S est noté Fs; c’est le faisceau associé au préfaisceau dont 'anneau des sections sur un ouvert affine
U = Spec(R) de S est le localisé de R en la partie multiplicative complémentaire de I'ensemble des diviseurs
de zéro dans S. Le terme « diviseur » signifiera toujours « diviseur de Cartier ». Si i: D — X est une
immersion fermée, on notera #p ou .%; le faisceau quasi-cohérent d’idéaux de X qui lui est associé, et, si de
plus D est un diviseur de Cartier, Ox (D) Uinverse de .#p en tant que O x-module inversible. On considérera
toujours Ox (D) comme un sous-Ox-module de #x ; ainsi pourra-t-on dire qu’une fonction rationnelle sur
X est une section globale de Ox (D).

Le lecteur est supposé familier avec les topologies de Grothendieck, ainsi qu’avec quelques résultats bien
connus de descente fideélement plate (consulter [SGA1] exposé VIII ou [1] pour une introduction a cette
théorie).

2 Courbes elliptiques relatives

Définition 2.1 — Soit S un schéma. On appelle courbe elliptique sur S la donnée d’un morphisme de
schémas f: E — S propre et lisse, dont les fibres sont des courbes connezxes de genre 1, et d’une section 6
de ce morphisme.

La section 6 est appelée « section nulle », et elle sera la plupart du temps sous-entendue. Si E et E’ sont
deux courbes elliptiques sur S, on appelle morphisme de F vers E’ tout morphisme de S-schémas préservant
la section nulle.

Remarque — Les fibres d’une courbe elliptique relative sont géométriquement intégres (en effet, elles sont
connexes et possédent un point rationnel, donc sont géométriquement connexes; de plus elles sont lisses).
On pourrait donc remplacer « fibres » par « fibres géométriques » dans la définition.

Définition 2.2 — Soit f: X — S un morphisme propre et lisse, de dimension relative constante 1 (i.e.
toutes les fibres sont de dimension 1). Si £ est un faisceau inversible sur X, on appelle degré de £ la
fonction qui d s € S associe le degré de la restriction de £ a la fibre de X en s (on suppose connue la notion
de degré d’un faisceau inversible sur une courbe projective sur un corps). Si D est un diviseur de Cartier de
X sur S, on appelle degré de D le degré du faisceau d’idéaux de D. Le degré en s se note deg,(-).

On peut prouver que le degré est localement constant sur S. On le note deg(D) lorsqu’il est constant.
On notera Pic(X/S) le conoyau de la fleche f*: Pic(S) — Pic(X). Attention, il ne s’agit pas du groupe de
Picard relatif! Si s € S est fixé, le degré en s est un morphisme de groupes Pic(X) — Z, dont on constate
tout de suite qu'il se factorise par Pic(X/S). Pour k € Z, on notera enfin Pic*/(X/S) I'image réciproque de
{k} par cette fleche Pic(X/S) — Z.

Proposition 2.3 — Soient S un schéma et X un S-schéma de dimension relative constante 1, lisse et
séparé. Alors toute section de X sur S est un diviseur de Cartier effectif, propre et plat sur S, de degré 1.
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Démonstration — Voir [3], Ch. 1, 1.2.2 et 1.2.3. L’idée est que si S est le spectre d’un corps algébriquement
clos, Iassertion est presque évidente (c’est ici que on utilise la lissité) ; on se raméne & ce cas particulier &
I’aide du critere de platitude fibre a fibre. O

Dans cette situation, le diviseur de Cartier défini par une section P € X (S) sera noté [P]; il est important
de distinguer les deux, car sinon, lorsque X est un S-schéma en groupes, la notation P + @ serait ambigué.

Définition-proposition 2.4 — Soit E — S une courbe elliptique relative avec S affine, S = Spec(R). On
dit que E posséde une équation de Weierstrass s’il existe a1, as,as,aq,a¢6 € R tels que E soit S-isomorphe
au sous-schéma fermé de P2 défini par 'équation
y2,z +a1ryz + a3y22 =3+ a2z22 + a4z22 + aGZS,

la section nulle de E étant envoyée sur la section [z :y: z] =[0:1:0]. Dans ce cas, A (donné par la formule
habituelle) est inversible dans R. Inversement, a chaque fois que l'on se donne des a; € R tels que A soit
inversible, ’équation ci-dessus définit une courbe elliptique sur S. Enfin, si deux équations de Weierstrass
définissent des courbes elliptiques S-isomorphes, on peut passer d’une équation a l’autre par un changement
de coordonnées de la forme

r — izt

y — uwly+uisx+t

avec u,r,s,t € R et u inversible dans R (et en simplifiant ’équation par u®, bien entendu).

Attention, une courbe elliptique relative de base affine ne possede pas forcément d’équation de Weierstrass.
On a cependant le résultat suivant.

Théoréme 2.5 — Soit E — S une courbe elliptique avec S affine. Alors, localement sur S pour la topologie
de Zariski, E posséde une équation de Weierstrass. En d’autres termes, il existe un recouvrement (S;)icr
de S par des ouverts affines tels que E Xg S; posséde une équation de Weierstrass sur S; pour tout i. Par
ailleurs, si Pic(S) = 1, E posséde une équation de Weierstrass sur S.

Démonstration partielle — Notons f le morphisme E — S et 6 la section nulle. On pose £ = 0*Og([6]) ;
c’est un faisceau inversible sur S. Comme 6 est une immersion fermée, on a la suite exacte de Og-modules :

0 B OF 0,0g 0

En tensorisant par Og(n[f]), on en déduit la suite exacte suivante :
0 ——=0g((n = [0]) —— Op(n[f]) — 0.0*Op(n[d]) —=0

Ainsi, £%" = f,(Og(nld])/Or((n — 1)[f])) pour tout n € Z. On prouve facilement, & l'aide du théo-
réme de Riemann-Roch et d’arguments de cohomologie cohérente (pour se restreindre & une fibre), que
R'f,.(Og(n[f])) = 0 pour n > 0. Ainsi, si 'on applique f, & la suite exacte ci-dessus, elle reste exacte pour
n > 1. Ensuite, I'exactitude se conserve si I’on passe aux sections globales, puisque S est affine. D’ou la suite
exacte, pour n > 1:

0 ——= (B, Op((n — )F])) —=I'(E, Op(n[f])) —T(S,£%") —=0 (1)

Comme % est un faisceau inversible sur S, on peut supposer qu'il est libre, quitte a rétrécir S; on n’a
pas besoin de rétrécir S si Pic(S) = 1. Soit t € £(S) une base de .Z sur Og. Pour tout n, t®" est une
base de £®" sur Og. Considérons la suite exacte (1) pour n = 2. Soit x € I'(E, Og(2[0])) qui releve ¢t®2.
Comme le R-module I'(S,.£®?) est libre, la suite est scindée (canoniquement, maintenant que z est choisi).
On prouve assez facilement que les fleches canoniques Os — fOr — fiOg([0]) sont des isomorphismes.
Ainsi, T'(FE, Og(2[0])) = R ® Rx. Regardons maintenant le cas n = 3 :

0——> R® Rz ——I'(E,0p(3[0])) —=T(8, £%%) —0
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Choisissons y € I'(E,Og(3[0])) qui releve t®2. A nouveau, la suite est maintenant canoniquement scindée,
d’ott T'(E,Ogr(3[0])) = R® Rx & Ry. Les faisceaux Og(n[f]) s’identifient canoniquement & des sous-Op-
modules de #% ; on peut donc voir = et y comme des fonctions rationnelles sur E; ainsi, 22 est une section
globale de Og(4[f]). Regardons le cas n = 4 de (1); on vérifie tout de suite que z? s’envoie sur 2, d’ott
['(E,0gr(4]0])) = R® Rz & Ry @ Rz?. De méme, I'(E, O (5[0])) = R® Rz & Ry ® Rx? & Rry. Pour n = 6,
on se rend compte que y? et =3 reléevent tous les deux ¢¥9 ; ainsi, y? — 22 € R® Rx ® Ry ® Rx?> ® Ray, d’'ou
I’équation de Weierstrass. Il n’est ensuite pas difficile de prouver qu’elle définit une immersion fermée vers
IP’2S, en se servant du fait que c’est vrai sur les fibres.

Pour prouver ’énoncé sur les changements de coordonnées possibles entre équations de Weierstrass, il
suffit de se rendre compte que la donnée d’une équation de Weierstrass détermine une base de .Z sur Og ;
en effet, 'image dans I'(S,.Z) de la fonction rationnelle y/x (vue comme élément de I'(E, Og([0]))) est une
base de .Z sur Og (il suffit de le vérifier sur chaque fibre; c’est clair si S est le spectre d’'un corps). Ainsi,
toute équation de Weierstrass est obtenue de la maniére que 'on vient de décrire, et les seuls changements
de coordonnées possibles résident dans les libertés que ’on avait au moment du choix de ¢, de = et de y. On
vérifie tout de suite qu’ils sont décrits par les formules annoncées (u correspond au changement ¢t — ut). O

Théoréme 2.6 — Soient S un schéma et E une courbe elliptique sur S, de section nulle 8. L’application

E(S) — Pic%(E/S)
P — Og([P]-10])

est bijective.
Démonstration — Ce théoréme est prouvé dans [3] (« théoréme d’Abel »). O

Ceci permet de munir E(S) d’une structure de groupe, par transport de structure, de maniére fonctorielle.
Ainsi, FE est un S-schéma en groupes, et méme un schéma abélien sur S, dont le neutre est 6. On retrouve
bien siir la loi usuelle lorsque S est le spectre d’un corps. On pourrait donc définir une courbe elliptique
relative comme étant un schéma abélien de dimension relative constante 1.

3 Structures de niveau et énoncé du théoréeme

Soit F une courbe elliptique sur un schéma S. Comme on ’a vu dans la section précédente, E est un
S-schéma en groupes, et 'on peut donc parler de 'endomorphisme de multiplication par un entier N, que
l’on note [N]. Le noyau de [N] est noté E[N]; rappelons que c’est I'image réciproque du E-schéma S (vu
comme FE-schéma par la section nulle) par le changement de base [N]: E — E. Les résultats classiques sur
[N] et E[N] s’étendent aux courbes elliptiques relatives.

Théoréme 3.1 — Soient S un schéma, E une courbe elliptique sur S et N € N*. L’endomorphisme [N] est
fini et localement libre de rang N?. Si N est inversible sur S, E[N] est un S-schéma en groupes fini étale,
localement isomorphe au schéma en groupes constant (Z/NZ)% sur S pour la topologie étale.

Démonstration — C’est un résultat bien connu sur les schémas abéliens. O

Définition 3.2 — Soient E — S une courbe elliptique, N > 1 un entier inversible sur S. On appelle T'(N)-
structure sur E un isomorphisme de S-schémas en groupes (Z/NZ)% = E[N]. On appelle T'(N)-structure
sur E un isomorphisme de S-schémas en groupes jun.s Xs (Z/NZ)s — E[N].

En d’autres termes, une I'(V)-structure sur E consiste en la donnée d’un couple de sections de E sur S
qui induisent une (Z/NZ)-base de la N-torsion sur chaque fibre géométrique. Si T' est un S-schéma et E une
courbe elliptique sur S, une I'(N)-structure sur £ — S induit par changement de base une I'(N)-structure
sur E xgT — T; de méme pour les IV(N)-structures. Si Og(S) posséde une racine primitive N-éme de
Punité, jun,s et (Z/NZ)g sont isomorphes sur S, et une fois un isomorphisme fixé, il revient au méme
d’étudier les I'(N)-structures ou les I'V(IV)-structures.
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Remarque — L’existence méme d’une I'(V)-structure sur une courbe elliptique E est une condition res-
trictive sur E. Par exemple, pour N > 3, aucune courbe elliptique sur Q ne posséde de I'(N)-structure ; en
effet, d’apres la surjectivité de l'accouplement de Weil, Q devrait contenir une racine primitive N-éme de
Punité.

Enoncons maintenant le théoréme qui est le but de cet exposé. Etant donné un Z[1/N]-schéma S, on
peut considérer la catégorie dont les objets sont les couples (F,a) ot E est une courbe elliptique sur S et
a une T'(N)-structure sur E — S, et dont les fleches (E, o) — (E’,a’) sont les S-isomorphismes de courbes
elliptiques F — E’ identifiant les I'(V)-structures « et o’.

Théoréme 3.3 — Soit N > 3 un entier. Le foncteur

Fy: (Sch/Z[1/N])° — Ens
S —> ensemble des classes d’isomorphisme de courbes
elliptiques sur S munies d’une I'(N)-structure

est représenté par un Z[1/N]-schéma affine, lisse, de dimension relative 1. De méme pour le foncteur F},
défini de la méme manieére, excepté que l'on considére T'(N) au lieu de T'(N).

Le théoréme peut se reformuler ainsi : il existe un Z[1/N]-schéma S; affine, lisse, de dimension relative
constante 1, une courbe elliptique Ey sur Sy et une I'(V)-structure o sur Ey, telles que pour tout Z[1/N]-
schéma S, toute courbe elliptique E sur S et toute I'(IV)-structure a sur E, il existe un unique morphisme
de schémas S — Sy tel qu’il existe un S-isomorphisme £ — Ey xg, S envoyant oy sur «. Autrement dit,
toute I'(IV)-structure s’obtient par changement de base & partir de ag : ag est la T'(IV)-structure universelle.

4 Représentabilité, rigidité et représentabilité relative

La preuve du théoreme repose de maniere cruciale sur les notions de rigidité et de représentabilité relative.

Définition 4.1 — Soient € une catégorie et P: €° — Ens un foncteur. Si X est un objet de €, on appelle
P-structure sur X un élément de P(X). On note € /P la catégorie dont les objets sont les couples (X, )
ot X est un objet de € et a une P-structure sur X, et dont les fléches (X, a) — (Y, ) sont les fleches
f: X =Y telles que P(f): P(Y) — P(X) envoie 8 sur c.

Remarquons que cette notation est compatible avec la notation € /X lorsque X est un objet de € pour
désigner la catégorie des « objets de ¥ au-dessus de X », si ’on convient d’identifier X & un foncteur par le
plongement de Yoneda. Le lemme suivant est trivial, mais il est important de 'avoir a I’esprit.

Lemme 4.2 — Le foncteur P est représentable si et seulement si la catégorie € /P admet un objet final. Dans
ce cas, si (Xo,ap) est un objet final, P est représenté par Xo, et ag est appelée la P-structure universelle.

Définition 4.3 — On note Ellz[1 /) la catégorie dont les objets sont les courbes elliptiques relatives £ — S
avec N inversible sur S (ce sont donc des couples (f,0) ot f est un morphisme de schémas et 0 une section
de f, vérifiant certaines propriétés), et dont les fléches sont les carrés cartésiens. En d’autres termes, si
E — S et E' = S sont des objets de Ellzp /Ny, une fléche entre eux est la donnée d'une fleche E — E' et
d’une fleche S — S, telles que le carré obtenu soit commutatif et cartésien.

Définition 4.4 — Soit P: Ell%[l/N] — Ens un foncteur. On dit que P est rigide si pour toute courbe
elliptique E — S munie d’une P-structure «, le seul S-automorphisme de E préservant o est l'identité.

Proposition 4.5 — Si P est représentable, P est rigide.

Démonstration — Notons Ep — Sp une courbe elliptique relative représentant P. Soit £ — S une courbe
elliptique, que ’on suppose munie d’une P-structure «, c’est-a-dire que 'on fixe des fleches a; et as telles



que le carré suivant soit cartésien :

E—>Ep

],

S —2>sp

Soit ¢: E — E un S-automorphisme de la courbe elliptique E préservant la P-structure «, i.e. tel que
a1 00 = 1. Comme le carré ci-dessus est cartésien, pour vérifier que o et Idg coincident, il suffit de vérifier
que foo = f et que a; 00 = aq, ce qui est bien vrai. 0

L’intérét de la notion de rigidité apparait dans la situation ot 'on a deux courbes elliptiques E et E’
au-dessus d’un schéma S, munies de P-structure o et o/, et que l'on sait que les couples (E,a) et (E', &)
sont S-isomorphes : la rigidité de P entraine alors qu’il existe un unique isomorphisme entre eux.

Lorsque P: Elly; ,x; — Ens est un foncteur, on note P: (Sch/Z[1/N])° — Ens le foncteur qui & un
Z[1/N]-schéma S associe 'ensemble des classes de S-isomorphisme de courbes elliptiques sur S munies d'une
P-structure. Si l’on veut, p(S ) est 'ensemble des classes d’isomorphisme des objets de la catégorie fibre! en
S du foncteur Ellzj;/n)/P — Sch/Z[1/N] qui a (£ — S, a) associe S.

Proposition 4.6 — Soit P: Ell%[l/N] — Ens un foncteur. Il est représentable si et seulement s’il est rigide
et si P est représentable.

Démonstration — Si P est représentable, on vérifie tout de suite que P est représenté par Sp. Supposons
P représentable et rigide, représenté par un schéma Sy. La P-structure universelle o sur Sp est la donnée
d’une courbe elliptique Ej sur Sp, munie d’une P-structure (le tout & isomorphisme prés; on en choisit une).
Montrons que Fy — Sy représente P. Soit £ — S une courbe elliptique, N inversible sur S, munie d’une
P-structure a. Le schéma S est alors naturellement muni d’une P-structure; il existe donc une unique fléche
f:+ 8 = S telle qu’il existe un S-isomorphisme g: E — Ej x g, S tel que P(g) envoie o sur «, et g est unique
par rigidité de P. Autrement dit, il existe une unique flecche F — Ej rendant le carré évident cartésien :
(Eo — So, ap) est bien un objet final de Ellzp /n1/P. ]

En commettant un léger abus, on notera I'(V) (resp. I'(V)) le foncteur Elly; /i — Ens qui & une courbe
elliptique relative associe ensemble de ses I'(N)-structures (resp. I'(IV)-structures). Ainsi, le foncteur Fi

—_—

(resp. Fjy) n’est autre que I'(N) (resp. I'V(N)).

Définition 4.7 — On dit qu’un foncteur P: Ell%[l/m — Ens est relativement représentable si, pour toute
courbe elliptique E — S avec N inversible sur S, le foncteur

[E — S]p: Sch/S — Ens
T — PExsT)

est représentable.

En d’autres termes, P est relativement représentable si toute courbe elliptique £ — S avec IV inversible
sur S acquiert une P-structure universelle aprés un changement de base approprié. Quelques notations supplé-
mentaires seront commodes. Si P est représentable, on notera Ep — Sp une courbe elliptique le représentant ;
si P est relativement représentable et que 2 — S est une courbe elliptique, on notera E(g_,5), — Sig_9),
une courbe elliptique représentant [E' — S]p. Dans ce cas, Sjg_,g),, est canoniquement un S-schéma.

On peut maintenant esquisser la preuve de la représentabilité de Fy (ou de Fy;) pour N > 3. La premiére
étape est de prouver la rigidité de I'(N) pour N > 3, ce qui n’est pas difficile, et la représentabilité relative
de I'(N). Ensuite, on montre que I'(3) et I'(4) sont représentables, en donnant explicitement les équations de
courbes elliptiques qui les représentent. Il existe ainsi une courbe elliptique Ep(3)y — Sp(s) possédant une I'(3)-
structure universelle. Soit £ — S une courbe elliptique avec N inversible sur .S. Que signifie « se donner une

1. La catégorie fibre n’est pas une sous-catégorie pleine de Ellz[l/N]/P : les fleches de la catégorie fibre en S sont celles
au-dessus de Idg.



I (N)-structure sur E » ? Pour fixer les idées, prenons N = 5. Supposons d’abord 3 inversible sur S. On voit
facilement que la donnée d’une I'(15)-structure est canoniquement équivalente a celle d’une I'(3)-structure
et d’une I'(5)-structure. Les T'(3)-structures sur E — S sont en bijection avec les carrés cartésiens

E——Erg)

|

S — Sr(3),

par rigidité de I'(3). Une fois un tel carré fixé, la donnée d’une I'(5)-structure sur E — S équivaut, d’apres la
représentabilité relative de I'(5), & la donnée d’un morphisme de Sp(z)-schémas S — SiEp 3y —Sre Ires) - AL,
F15 est représenté par le schéma S[Er<3>—>Sr<3)]r(5) , que 'on note donc Sp(15). Le foncteur F15 possede une action
naturelle de GL3(Z/15Z), et donc de GL2(Z/3Z). On montre par des arguments classiques que le schéma
quotient Sp(y5)/GL2(Z/3Z) existe. On est alors en droit d’espérer qu'il représente F3, ou plutot sa restriction
a Sch/Z[1/15]. Par le méme raisonnement, mais en remplagant 3 par 4, on obtient la représentabilité de
la restriction de F5 & Sch/Z[1/10]; on vérifie alors facilement que par recollement au-dessus de Z[1/5], on
obtient un schéma qui représente Fr.

5 Représentabilité de F; et F)

On va directement prouver que les foncteurs I'(3) et I'(4) sont représentables. Ici on ne s’intéresse qu’aux
I'(N)-structures, pas aux I'V(N)-structures; on verra que c’est suffisant, méme pour traiter le cas de F},.
Soit EIWz(;,n) la sous-catégorie pleine de Elly(;/nj dont les objets sont les courbes elliptiques £ — S, N
inversible sur S, avec S affine, qui possedent une équation de Weierstrass. Notons

L(N)|Enway, v © (EIIWz/5))° — Ens
la restriction du foncteur T'(IV).

Lemme 5.1 — Soit N > 1. Soit Eg — So un objet de EUWyy /n) qui représente F(N)|E11WZ[1/N]. Alors, en
tant qu’objet de Ellg[ /Ny, il représente T'(N).

Démonstration — Notons «g la T'(N )|E11W2[1 ,v-Structure universelle sur Ey — Sy. Soit £ — S une courbe
elliptique avec N inversible sur S, munie d’une I'(N)-structure «. Il faut voir que « provient de ag par un
unique morphisme dans Ellz(; /nj. Commencons par 'unicité ; on se donne donc deux carrés cartésiens

E—%~F,

|

5 —*s S,

avec k = 1 ou k = 2, qui envoient oy sur «. Si (e1,s1) # (eq, s2), on peut remplacer S par un ouvert
arbitrairement petit contenant un point ou s; et sy ne coincident pas, ou bien 'image d’un point ou e; et
eo ne coincident pas. On peut donc supposer que S est affine et que E possede une équation de Weierstrass,
auquel cas le résultat est acquis.

Montrons maintenant ’existence d’un tel carré cartésien. Il existe un recouvrement de S par une famille
d’ouverts affines (.5;), tel que E xg.S; — S; posséde une équation de Weierstrass. Notons F; = E xg S; et o
la T'(N)-structure induite par « sur E; — S;. Elle provient de «p par un unique carré cartésien de la forme :



Notons S;; = S;NS;, Eij = E xg Si; et o la T'(N)-structure déduite de a. La courbe elliptique E;; — S;;
n’est pas forcément un objet de EIIWyz(;,n) (Si; peut ne pas étre affine), mais on a déja montré I'unicité
d’un carré cartésien

Eij —Ey

|

Sij — Sy

envoyant ag sur a. Ainsi, les s; (resp. les e;) coincident deux & deux sur Uintersection de leurs domaines de
définition, et définissent donc un carré commutatif

E—=F

|

S —>=8g

dont on vérifie tout de suite qu’il est cartésien. Il reste a voir qu’il envoie agy sur «, mais cela découle de
la remarque évidente que le foncteur [E' — S]p(y) est un faisceau pour la topologie de Zariski (c’est le seul
endroit de la démonstration qui soit spécifique a T'(IV)). O

Ainsi, on pourra se contenter d’étudier les courbes elliptiques sur une base affine, possédant une équation
de Weierstrass, pour montrer la représentabilité de F3 et de Fj; et on pourra méme se contenter de les
étudier localement sur la base.

5.1 [I'(3)-structures

Soit E — S = Spec(R) un objet de EIWy; /5, muni d’une I'(3)-structure a: (Z/3Z)% — E[3]. Notons
respectivement P et @ les images des sections globales (1,0) et (0,1) de (Z/3Z)% par . Lorsqu’on fixe une
S-immersion fermée i: E — P%, on conviendra de noter z(A4) et y(A) les coordonnées affines d’une section
A € E(S) arrivant dans 'ouvert ou z est inversible. Ce sont donc des éléments de R. Notons 6 la section
nulle.

Proposition 5.2 — Quitte a remplacer S par un ouvert affine contenant un point donné, laffirmation
sutvante est vraie : il existe d’uniques B,C € R tels qu’il existe un S-isomorphisme de E vers le sous-
schéma fermé de P% défini par I’équation

v’z + (3C — Vayz + (—3C% — B — 3BC)yz? = 2®,

la section 0 étant envoyée sur [z :y: z] =1[0:1:0], vérifiant :
- z(P)=0ety(P)=0;
Q) =C ety(Q) = B+C;
— C est inversible ;
—onaB3=(B+C)3.

L’énoncé sous-entend que P et Q arrivent dans I'ouvert ou z est inversible, ce qui est clairement nécessaire.
Démonstration — Soit une équation de Weierstrass pour E :
2 _ .3 2
Y-+ a1ry +asy = x° + ax” + a4 + ag

D’apres 2.4, il suffit de montrer qu’il existe d’uniques u, 7, s,t € R, avec u inversible, tels que I’équation de
Weierstrass obtenue en remplacant z par u?z + 7 et y par vy + u?sz +t et en simplifiant par u8 vérifie les
propriétés indiquées (y compris la forme de Iéquation de Weierstrass), avec C' = x(Q) et B = y(Q) — z(Q).
Comme 3 est inversible dans R, on peut fixer r par la condition ag = 0 (i.e. pour tous u,s,t, il existe
un unique r tel que le coefficient as de la nouvelle équation soit nul); cette condition est évidemment
nécessaire pour que les propriétés ci-dessus soient vérifiées. Comme P est d’ordre 3, le Og-module inversible
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Og(3[P] — 3[0]) provient de Pic(S), d’apres 2.6. Ainsi, quitte & rétrécir S, on peut le supposer libre. Soit
feT(E,Or(3[0] —3[P])) une base sur Of ; f est uniquement déterminée & multiplication par un inversible
de Og(FE) preés, donc & un inversible de R prés (puisque la fleche canonique Og — p,Op est un isomorphisme,
si p désigne le morphisme structural £ — S). Rappelons que 'on a vu, au cours de la démonstration du
théoréme 2.5, que I'on peut supposer que I'(E, Og(3[0])) = R® Rx @ Ry quitte a remplacer S par un ouvert
affine. Ainsi, f = ag + a1 + azy pour d’uniques «; € R. Le coefficient oy est nécessairement inversible ;
en effet, sinon, quitte & se restreindre & une fibre, on pourrait le supposer nul, et le pole de f en [f] serait
d’ordre au plus 2, ce qui n’est pas. Par conséquent, il existe d’uniques Sy, 81 € R tels que y + 1z + o soit
une base de Og(3[0] — 3[P]) sur Og. On peut alors fixer s et ¢ par la condition Sy = 81 = 0; cette condition
est bien nécessaire pour que a4 = ag = 0.
Ainsi, y est une base de Og(3[0] — 3[P]) sur Of. Cela signifie, en notant I I'idéal de

Ro = R[z,y)/(v* + arzy + asy — 2® — asx — ag)

engendré par y — y(P) et x — x(P), que y € I3. En particulier, y € I, donc y(P) € I, et donc y(P) = 0
puisque et y(P) € R et Ry/I = R. L’hypothése que y est une base de Og(3[0] — 3[P]) sur Of entraine que
(x —z(P))? € Ry; par conséquent (z — z(P))? est nul dans Ro/(y) = R[z]/(23 + asz + ag), c’est-a-dire que
(x—2(P))? = (23 +asz+ap) f(x) dans R[x] pour un f(z) € R[z]. Nécessairement, f(z) = 1, puis 3z(P) = 0;
comme 3 est inversible dans R, x(P) = 0 et donc a4 = ag = 0.

De méme pour @ : quitte & remplacer S par un ouvert affine, on peut supposer Og(3[6] — 3[Q]) libre sur
Opg; il existe alors d’uniques A, B € R tels que y — Ax — B € T'(E, Og(3[0] — 3[Q)])) en soit une base. Notons
C = z(Q). La fonction (z — C)? est une section globale de O (3[0] — 3[Q]), donc (z — C)? € (y — Az — B)R,
et donc (x — C)3 =0 dans Ry/(y — Az — B), c’est-a-dire que

(x — C)® = ((Az + B)?> + a12(Az + B) + a3(Az + B) — %) f(2)
dans R[x] pour un f(z) € R[z]. Nécessairement, f(x) = —1. On en déduit, coefficient par coefficient :
3C = A2 + alA

-30% = 24B+4+a1B+a3A
03 = 32 + a3B

—~ o~
= W N
N2

Remarquons que C est nécessairement inversible. En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait le supposer
nul, quitte & se restreindre & une fibre; on aurait alors z(P) = 0 et 2(Q) = 0, donc P = @ ou P = —Q, ce
qui contredit 'hypotheése que P et @ forment une base de la 3-torsion. L’équation (2) permet d’en déduire
que A est inversible. Lorsqu’on change de coordonnées, y — Ax — B devient u?(y + (s — A)z/u) +t — Ar — B,
ce qui montre que ’on peut fixer u par la condition A = 1, et cette condition est bien siir nécessaire pour que
y(Q)—2z(Q) = B. On déduit tout de suite des équations (2), (3) et (4) que a; = 3C—1, a3 = —3C?*—B—-3BC
et que B3 = (B+C)3. Enfin, comme y — 2z — B, y —y(Q) et  — C sont des sections globales de Og(3[0] —[Q)]),
y(Q) — B — C en est aussi une, mais c’est un élément de R, d’ou y(Q) = B + C. O

Corollaire 5.3 — On voit maintenant B et C' comme des indéterminées. Définissons les éléments suivants
de Z|B,C] :
a1 =3C—-1 ; a3=-3C*>-B-3BC ; A= (da}—2Ta3)as
Soit So = Spec (Z[B,C, (3AC) ] /(B* — (B+ C)?)). Soit Ey le sous-schéma fermé de P, défini par
l’équation
2 2_ .3
Yz + a1xyz + azyz” = x°,
et soit 0y € FEo(So) la section [0:1:0]. Soient P et Q les sections arrivant dans 'ouvert ot z est inversible,

telles que x(P) =0, y(P) =0, z(Q) = C, y(Q) = B + C. Alors, toutes ces données définissent une courbe
elliptique munie d’une T'(3)-structure, Ey — Sy représente I'(3), et (P, Q) est la T'(3)-structure universelle.

Démonstration — En combinant le lemme 5.1, la proposition 5.2 et le fait que [E — S]p(s) est un faisceau
pour la topologie de Zariski, on voit que la seule chose & montrer est que (Ey, (P, Q)) est bien une courbe
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elliptique sur Sy munie d’une I'(3)-structure. Comme A est inversible, Fy est une courbe elliptique sur
So. Le fait que (P, Q) définit une I'(3)-structure se teste sur chaque fibre géométrique, ce que l'on peut
faire en reprenant les calculs de la démonstration précédente & 'envers (ou bien en utilisant les formules de
multiplication par 2 et par —1). O

5.2 I'(4)-structures

Soit E — S = Spec(R) un objet de ENWz; /5, muni d'une I'(4)-structure a: (Z/4Z)% = E[4]. Notons
respectivement P et @ les images des sections globales (1,0) et (0,1) de (Z/4Z)% par a, et 6 la section nulle.

Proposition 5.4 — Quitte a remplacer S par un ouvert affine contenant un point donné, Uaffirmation
sutvante est vraie : il existe d’uniques 0,1 € R avec o inversible, tels qu’il existe un S-isomorphisme de E
vers le sous-schéma fermé de P% défini par l’équation

i T — (m—i(o+%)2z>,

la section 0 étant envoyée sur [z :y:z] =1[0:1:0], et vérifiant :
7 Z~2 =1 ;
- z(2P) =0, 2(2Q) = 1 et (2P +2Q) = z(P)?;
1 1 i(o? +1)(oc —1)2
- xz(P) = 3 <J+ ;) et y(P)=— yo ;
(02 —1)(0o +1)?
40?2 '

@ =15 (o= 1) @ w@ -

Démonstration — Soit une équation de Weierstrass pour E :
y2 + a1y +asy = 2+ a2$2 + a4x + ag

Elle est uniquement déterminée modulo les choix de u,r,s,t € R avec u inversible (cf. le cas des T'(3)-
structures). Comme 2 est inversible dans R, on peut fixer s et ¢ par la condition a; = a3 = 0. On obtient
ainsi une équation

y2 =23+ a2z2 + asx + ag,

uniquement déterminée modulo le choix de u et r. Notons que la nullité de a; et de ag entralne que pour
tout point G € E(S) arrivant dans 'ouvert ou z est inversible, (—G) = x(G) et y(—G) = —y(G), et donc
y(G) = 0 si et seulement si G est d’ordre 2. En particulier, y(2P) = y(2Q) = y(2P + 2Q) = 0, et pour G tel
que 2G # 0, z(G) — z(2P), z(G) — z(2Q) et z(G) — (2P + 2Q) sont inversibles dans R (puisqu'ils le sont
sur chaque fibre). On peut donc poser

i y(P)y(Q) (5)
(x(P) = z(2P)) (x(P) — 2(2Q)) (x(Q) — x(2P +2Q))

et
o=2z(P)+i(z(Q) —1).

On vérifie tout de suite qu’il est nécessaire que i et o aient ces valeurs, en remplacant z(P), 2(Q), y(P),
y(Q), z(2P), z(2Q) et x(2P + 2Q) par leurs expressions en fonction de o et 4, et en utilisant la relation
i2 = —1. On veut donc montrer qu’il existe d'uniques u et r dans R, avec u inversible, tels que I’équation de
Weierstrass obtenue en remplacant = par u2x + r et y par vy et en simplifiant par u8 vérifie les propriétés

indiquées avec ces valeurs de i et de o (y compris la forme de ’équation de Weierstrass). On fixe r par la
condition z(2P) = 0.

Lemme 5.5 — On a les égalités de fonctions rationnelles suivantes (i.e. de sections globales de #g ; G est
la variable) :

(G +2Q) (2(G) —2(2Q)) = (2(G) —=(2P +2Q)) x(2Q) (6)
(G +2P)x(G) = z(2P +2Q)z(2Q) (7)
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Démonstration — Pour prouver une égalité f = g, ol f et g sont des sections globales de £}, on commence
par prouver que f et g ont méme diviseur (i.e. méme image dans I'(E, 2% /O%,)). Cela implique que f/g est
une section globale de OF, or on a vu que I'(E, OF) = R*. Ainsi, il suffit de trouver une section M € E(S)
telle que f et g soient définies en M, que g(M) soit inversible dans R, et que f(M) = g(M), pour prouver
que f = g. Pour la premiere équation, on vérifie sans difficulté que les deux membres de 'égalité ont pour
diviseur 2[2P +2Q] — 2[f] et valent tous les deux —z(2Q)x (2P +2Q) en G = 2P. Pour montrer que z(2Q) est
inversible dans R, on peut supposer que R est un corps; si I'on avait z(2Q) = 0, on aurait alors 2Q = 2P, ce
qui contredit I’hypothese que (P, Q) est une I'(4)-structure. De méme pour (2P + 2@Q). Les deux membres
de la deuxiéme égalité ont pour diviseur 0 et valent z(2P + 2Q)x(2Q), qui est inversible, en G = 2Q). O

Lemme 5.6 — L’égalité de polynomes de R|x] suivante est vraie :

23+ agx® + agx + ag = 2(r — 2(2Q))(z — (2P + 2Q))
Démonstration — Notons f(z) le polynéme de gauche. Comme y(2P) = 0 et 2(2P) = 0, f(0) = 0 et donc
f(z) = zg(x) avec g € R[z]. Comme y(2Q) = 0, f(2(2Q)) = 0, mais x(2Q) est inversible dans R (car non nul

sur chaque fibre, car sinon on aurait 2P = 2@Q)), donc g(z(2Q)) =0 : g(z) = (z — (2Q))h(x) avec h € R[z].
Enfin, Uinversibilité de (2P + 2Q) — z(2Q) permet de conclure. O

Lemme 5.7 — On a i2 = —1.

Démonstration — On déduit du lemme précédent que

2 #(Q) (5(Q) — 2(2Q) (a(P) — (2P +2Q))
2(P) (2(P) — 2(2Q)) (+(Q) — #(2P +2Q))’

Appliquons le lemme 5.5 avec G = @ pour la premiére équation, G = P pour la seconde. On obtient

2(2Q) (x(Q) — (2P + 2Q)) = z(Q) (z(Q) — x(2Q)) (8)
et

2(2Q) (x(P) — z(2P + 2Q)) = z(P) (z(2Q) — x(P)) (9)
ce qui permet d’éliminer les occurrences de (2P + 2Q)) dans I'expression de 42 ci-dessus. O

Il existe un unique u € R, inversible, tel que y(P) = i (x(P) — (2P 4 2Q)). On vérifie par le calcul
que cette condition est nécessaire pour obtenir celles de I’énoncé, en remplagant y(P), x(P) et (2P + 2Q)
par leurs valeurs en fonction de i et o. Montrons maintenant qu’elle est suffisante. Tout d’abord, comme
y(PY? = 2(P) (2(P) — 2(2Q)) (2(P) — 2(2P +2Q)), on a #(P) (x(P) — 2(2Q)) = — (¢(P) — 2(2P +2Q))
L’équation (9) permet d’en conclure que 2(2Q)) = 1 (on n’insiste pas sur les conditions d’inversibilité, qui se
testent sur les fibres). L’équation (7) avec G = P donne z(2P + 2Q) = z(P)?. 1l ne reste plus qu’a vérifier
les expressions des coordonnées de P et de Q).

Lemme 5.8 — o est inversible dans R, et L = z(P) —i(x(Q) — 1).

Démonstration — Comme 2 = —1, il suffit de vérifier que z(P)? + (z(Q) — 1)? = 1, mais cela découle de
I’équation (8) et des relations x(P)? = (2P + 2Q) et 2(2Q) = 1. O

De la définition de o et du lemme précédent, on déduit les expressions de z(P) et de x(Q). L’expression
de y(P) s’obtient grace a la relation y(P) = i(x(P) — z(2P + 2Q)) = iz(P)(1 — 2(P)). Enfin, Pexpression de
y(Q) en fonction de i et o se déduit de I’équation (5). O
Corollaire 5.9 — On voit maintenant o et i comme des indéterminées. Soit

So = Spec (Z[o,i, (20(c* — 1))7']/(i* + 1)) .
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Soit FEy le sous-schéma fermé de ]P’2SU défini par équation

i T — (m—i(o+%)2z>,

et soit 0y € Fo(So) la section [0:1:0]. Soient P et Q les sections arrivant dans 'ouvert ot z est inversible,
telles que z(P), y(P), (Q) et y(Q) soient donnés par les expressions de la proposition 5.4. Alors, toutes ces
données définissent une courbe elliptique munie d’une T'(4)-structure, Ey — Sy représente I'(4), et (P, Q) est
la T'(4)-structure universelle.

Démonstration — L’inversibilité de o* — 1 équivaut & l'inversibilité du discriminant. Tout ce qu'il reste &
montrer est donc que (P, Q) est une I'(4)-structure sur Ey, i.e. que 4P = 0, 4Q = 0, 2P # 0, 2Q # 0,
2P # 2@, ce qui peut se faire sur chaque fibre a l'aide de la formule de duplication. O

6 Représentabilité relative de I'(N) et ["(N)

Soit N € N*. Le foncteur I'(IV) est naturellement muni d’une action de GLy(Z/NZ).

Proposition 6.1 — Les foncteurs T'(N) et T'(N) sont relativement représentables. De plus, pour toute
courbe elliptique E' — S avec N inversible sur S, le morphisme Sig_g),, — S est fini étale, et est un
torseur sous GLa(Z/NZ) (pour laction induite par celle de GLo(Z/NZ) sur T'(N)).

Démonstration — Soit £ — S une courbe elliptique avec N inversible sur S. Il s’agit de prouver la repré-
sentabilité du foncteur suivant :

(Sch/S)° — Ens
T ISOmT,SCh_ en gr((Z/NZ)%«,E[N]T)

Ce foncteur est un faisceau pour la topologie étale. De plus, comme E[N] est localement (sur S) isomorphe
a (Z/N Z)2S pour la topologie étale, il est localement isomorphe au faisceau constant

msffaisc. en gr((Z/NZ)?SW (Z/NZ)%) = GLo (Z/NZ)Sv

et de maniére compatible & l'action de GLy(Z/NZ). En d’autres termes c’est un faisceau étale localement
constant, & tiges finies. Il est donc bien représentable par un S-schéma fini étale (cette implication est bien
connue; elle découle du fait que I'on peut descendre, par un morphisme fidélement plat, tout schéma affine
sur la base muni d’une donnée de descente, et que les propriétés « fini » et « étale » descendent aussi), qui
est un torseur sous GL2(Z/NZ).

Le cas de I''(N) ne pose pas plus de difficulté. Apres un changement de base étale, un s et (Z/NZ)g
deviennent isomorphes, donc le faisceau étale [ — Sl (n) est localement isomorphe & [E — S]p(vy; en
particulier, il est localement constant et a tiges finies, et il est donc représentable.

7 Rigidité de I'(N) et I''(N) pour N >3

Proposition 7.1 — Pour N > 3, les foncteurs T'(N) et I'(N) sont rigides.

Soit E — S une courbe elliptique avec N inversible sur S, munie d’'une P-structure a ot P = I'(N) ou
P =T'(N). Soit o un S-automorphisme de E préservant . Il faut voir que o = Idg ; quitte & se restreindre &
une fibre, on peut supposer que S est le spectre d’un corps k. Quitte ensuite a remplacer k par une extension
séparable, on peut supposer que k contient les racines N-emes de I'unité ; par conséquent, on peut supposer
que P =T'(N). Dire que o préserve « signifie exactement que o induit I'identité sur E[N]. Ainsi, le résultat
a prouver est le suivant.

Lemme 7.2 — Soit N > 3, k un corps dont la caractéristique ne divise pas N. Soit E une courbe elliptique
sur k, et 0 € Auty(E) qui induise 'identité sur E[N]. Alors o = 1dg.
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Démonstration — L’hypothése signifie que o — 1 s’annule sur E[N]; il existe donc 7 € Endg(E) tel que
0 = 1+ N7. Notons respectivement Tr(f), deg(f) et x la trace, le degré et le polynéme caractéristique d'un
k-endomorphisme f de E;ona x¢(T) = T%—Tr(f)T +deg(f) et deg(mf —n) = m?x¢(n/m) pour n,m € N,
m # 0. Comme deg(mf —n) = 0 pour tous m et n, xf(t) > 0 pour tout ¢ € R et donc (Tr(f))* < 4deg(f).
Appliquons ceci a o : deg(o) = 1 donc | Tr(0)| < 2. Comme Tr(c) = 2+ N Tr(7), on en déduit que |Tr(7)| < 4.
Par ailleurs 1 = deg(o) = N2x-(1/N) = 1+ N Tr(r) + N? deg(7), d’ott deg(1) < 4/N? < 1, et donc 7 = 0,
c’est-a-dire o = Idg. O

Remarque — On peut aussi prouver ce lemme en utilisant la structure du groupe des automorphismes
d’une courbe elliptique sur un corps algébriquement clos, qui est bien connue.

Remarque — Le lemme reste vrai en remplagant « courbe elliptique » par « variété abélienne » dans
I’énoncé. Voir [4] pour une preuve.

8 Fin de la preuve

8.1 Rappels sur les quotients

Si € est une catégorie, X un objet de €, G un groupe agissant & gauche sur X (i.e. muni d’un morphisme
de groupes G — Auty (X)), on appelle quotient de X par G un objet initial dans la catégorie des objets Y de
% munis d’une fleche X — Y invariante par action de G. Rappelons aussi que si X est un Y-schéma et G un
schéma en groupes sur Y agissant a gauche sur X, on dit que X est un torseur sous G si G xy X — X xy X,
(9,2) — (gz,x) est un isomorphisme. Si G est seulement un groupe agissant sur X, on dira que X est un
torseur sous G (sous-entendu : sur Y') si c’en est un sous le schéma en groupes constant Gy . Enfin, si G est
un groupe agissant sur un S-schéma X, on dit qu’il agit librement si son action sur X (T) est libre pour tout
S-schéma T

Théoréme 8.1 — Soient X = Spec(A4) un schéma affine et G un groupe fini agissant sur X. Notons
p: X — Spec(AY) le morphisme déduit de Uinclusion de A¢ dans A, A® désignant le sous-anneau des
invariants par G. Alors p est un quotient de X par G dans Sch, et p est entier et surjectif. Supposons que
A posséde une structure de R-algébre compatible a Uaction de G ; AS est alors naturellement une R-algébre,
et p est un quotient dans Sch/R. Supposons R noethérien et X de type fini sur R. Alors Y est de type fini
sur R et p est un morphisme fini. St de plus G agit librement sur X, p est étale et est un torseur sous G.

Démonstration — Ceci découle des énoncés 1.1, 1.5 et 2.6 de [SGA1] exposé V. O

Proposition 8.2 — Soient X et Y des schémas, G un groupe fini agissant sur X, p: X — Y un morphisme
foof invariant sous l'action de G. Si p est un torseur sous G, c¢’est un quotient de X par G dans la catégorie
des schémas.

Démonstration — Il suffit de voir que p est un quotient dans la catégorie des faisceaux fppf sur Y, ce qui est
une question locale sur Y pour la topologie fppf. On peut donc supposer que p posséde une section, auquel
cas le résultat est clair. 0

8.2 Théoreme de représentabilité
Le but de cette section est de prouver le théoréme suivant.

Théoréme 8.3 — Soit N € N*. Soit P: (Ellz,n1)° — Ens un foncteur relativement représentable et
rigide. On suppose que pour toute courbe elliptique E — S, N inversible sur S, le morphisme de schémas
Sig—s)p — S est affine. Alors P est représentable, et Sp est un schéma affine. Supposons de plus que pour
toute £ — S, N inversible sur S, le morphisme Sig_,s), — S est étale; alors Sp est un Z[1/N]-schéma lisse
de dimension relative constante 1.
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Pour k > 1, notons P[1/kN]: (Sch/Z[1/kN])° — Ens la restriction du foncteur P. Si X est un schéma
et k> 1, on note X[1/k] 'ouvert de X ot k est inversible, autrement dit X[1/k] = X Xgpec(z) Spec(Z[1/k]).

Lemme 8.4 — Pour prouver le théoréeme 8.3, il suffit de traiter le cas ou N est un multiple de 2 ou de 3.

Démonstration — Supposons P[1/2N] et P[1/3N] représentables. Pour k = 2 ou k = 3, il existe alors une
courbe elliptique E;, — S P[1/kN] munie d’une P-structure oy, telle que toute courbe elliptique £ — S munie
d’une P-structure, ou S est un Z[1/kN]-schéma, s’obtienne & S-isomorphisme pres par un unique changement
de base S — Sp(y /4 y) & partir de K et ay.

Les Z[1/6N]-schémas Sp(; jo[1/6] et Sp(; /55[1/6] sont canoniquement isomorphes (ils représentent tous
les deux P[1/6N7]); appelons S le schéma que I'on obtient en recollant Spii/2n) et Spi 3w selon ces ouverts.
On a tautologiquement Sp(; on) = S[1/2] et Sp(; 35 = S[1/3] (en tant quouverts de S). Ainsi, S[1/6]
représente P[1/6N]; il existe donc un isomorphisme f: Eq[1/6] — E3[1/6] de courbes elliptiques sur S[1/6],
compatible aux P-structures induites par as et as. En recollant Es et E3 selon f, on obtient un schéma [E,
naturellement muni d’une structure de courbe elliptique sur S.

Par représentabilité relative de P, as et az correspondent respectivement a des S-morphismes

B2 S[1/2] = Sg)p

et
Bs: S[1/3] = Sp—s)p-

Comme f envoie la restriction de asg sur celle de as, f2 et B3 coincident sur S[1/6], et définissent donc une
P-structure o sur E — S. On vérifie sans difficulté que (E — S, «) est la P-structure universelle. Ainsi, S
représente P; P étant rigide, il est lui aussi représentable.

Le morphisme S — Spec(Z[1/N]) est affine, puisqu’il I'est localement sur la base; S est donc un schéma
affine. La lissité et la dimension relative se testent localement sur la base, donc les assertions les concernant
sont vérifiées par S — Spec(Z[1/N]). O

Pour prouver la représentabilité de P lorsque N est multiple de 2 ou de 3, nous allons employer la stratégie
décrite précédemment : on montre que le produit de P et d’un certain foncteur auxiliaire représentable @),
muni d’une action d’un groupe fini G, est représentable, puis on essaie de retrouver P en quotientant par
Paction de G sur le produit. Le théoreme suivant 'exprime en termes précis.

Hypothése 8.5 — On suppose qu’il existe un foncteur Q: (Ellz;/n))° — Ens représentable et relativement
représentable®, un groupe fini G et une action (d gauche) de G sur Q, tels que pour toute courbe elliptique
E — S avec N inversible sur S, le morphisme Sig_,s), — S soit fini étale et fasse de Sig_,s), un torseur
sous Gg. On suppose enfin que Sq est un Z[1/N]-schéma affine, lisse de dimension relative constante 1.

On fait bien str agir G sur le foncteur [ — S]g: (Sch/S)° — Ens (et donc sur le S-schéma Sg_,g),,)
par son action sur @ (rappelons que [E — S]g(T) = Q(E xgT — T)).

Théoréme 8.6 — Sous Uhypothése 8.5, le foncteur P est représentable, représenté par un Z[1/N]-schéma
affine. De plus, si pour toute courbe elliptique £ — S avec N inversible sur S, le morphisme Sip_,s7, — S
est étale, alors P est représenté par un Z[1/N]-schéma lisse de dimension relative constante 1.

D’apres 5.3, 5.9 et 6.1, 'hypothese 8.5 est vérifiée pour N multiple de 3 (prendre pour @ la restriction de
I'(3) a Ellz};/3)) et pour N pair (prendre pour @ la restriction de I'(4) & Ellz[; /9)). Ainsi, d’apres le lemme
8.4, le théoreme 8.3 est prouvé.

Démonstration — Tout d’abord, montrons que le foncteur P x Q: (Ellz;,n5))° — Ens est représentable.
Comme @ est représentable, il existe une courbe elliptique Eg — Sg munie d'une @-structure universelle;
de plus, P étant relativement représentable, il existe un Sg-schéma S, s, sur lequel Eg acquiert une

2. On peut prouver qu’un foncteur représentable (Ellz[l/N])o — Ens est automatiquement relativement représentable, mais
ce n’est pas trivial et ne nous servira pas.
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P-structure universelle pour les courbes elliptiques déduites de Eg par changement de base. Il est maintenant
immédiat que la courbe elliptique

EqQ Xsq Sigq—sq]lr — SiEq—sqls

représente P x Q). On la note donc Epxg — Spxq; elle est munie d'une (P x @Q)-structure universelle
(pxq, Bpxq). Faisons agir G sur Spyxg de la maniére suivante : pour g € G, la (P x Q)-structure
(apx,90pPxq) sur Epyxg — Spxq provient de (apxq, Spxq) par un unique carré cartésien

EPXQ ﬂ' EPXQ

| !

Spxg ——= Spx0Q,

et on fait agir g sur Spxg par s(g). On a s(hg) = s(g)s(h) et e(hg) = e(g)e(h), par unicité. Par hypothese,
le morphisme Sig, s,], — Sq est affine et fini; par hypothese aussi, Sq est un schéma affine et de type fini
sur Z[1/N]. Ainsi, Spx ¢ est lui aussi affine et de type fini sur Z[1/N], ce qui permet d’appliquer le théoréme
8.1 : d’ou lexistence d’un quotient Spxq/G, qui est un Z[1/N]-schéma affine, et tel que la projection
Spxq@ — Spxq/G soit finie étale (I'action est libre, d’aprés I'hypothese 8.5).

Le Spxg-schéma Epy o possede une donnée de descente relativement & la projection Spxg — Spxg/G :
comme on vient de le voir, Epyxg — Spx¢ s'identifie & 'image réciproque d’elle-méme par s(g) (a laide de
e(g)), et on choisit I'identité comme Spyxg-isomorphisme entre les images réciproques de Epxg — Spxg par
s(g) et par Id. La compatibilité trois a trois de ces isomorphismes (i.e. la commutativité du triangle obtenu
en considérant les images réciproques par Id, par s(g), et par s(hg)) découle immédiatement de la relation
e(hg) = e(g)e(h).

De plus, le faisceau inversible Og, ,([f]) est ample relativement & Spx¢q (cela signifie qu’il existe un
recouvrement de Spyg par des ouverts affines tels que la restriction de ce faisceau inversible a I'image
réciproque de chacun de ces ouverts affines soit ample — cette propriété est vérifiée ici d’apres 'existence
d’équations de Weierstrass localement sur la base) et est compatible & la donnée de descente. On sait que
I’on peut toujours descendre, par un morphisme fidélement plat, un schéma quasi-compact sur la base muni
d’une donnée de descente et d’un faisceau inversible relativement ample et compatible a la donnée de descente
(c’est un critere d’effectivité classique; voir [SGA1], exposé VIII, prop. 7.8).

Il existe donc une courbe elliptique Eqg sur Spxq/G et un diagramme cartésien :

IEP><Q EO

e

SPXQ I SPXQ/G

Essayons de descendre la P-structure apyg. Par représentabilité relative de P, apxg correspond a un
unique Spyxq/G-morphisme Spxq — Sig,—sp,/a]p, 1equel est invariant sous I'action de G puisque apxq
est. Il se factorise donc par Spx /G (propriété universelle du quotient), et I’on obtient ainsi une P-structure
ag sur Eg qui est envoyée sur apyxg par le carré cartésien ci-dessus.

Nous allons maintenant montrer que Spy /G représente P, et que la P-structure universelle sur S rxq/G
est la classe d’isomorphisme de (Eo, ap).

Soit E — S une courbe elliptique munie d’une P-structure a, ot S est un Z[1/N]-schéma. Il s’agit de
montrer que la classe d’isomorphisme de (F,«) provient de (Eg, ) par un unique changement de base
S — Spxg/G. Commencons par l'existence. La représentabilité relative de () nous donne un S-schéma
Sie—ss], ; la courbe elliptique E X s Sp_s), — S[g—s], est munie d'une P-structure (celle induite par «) et
d'une Q-structure (celle qui est universelle), d’ott une fleche canonique Sig_, g o > Spxq- On vérifie tout de
suite que cette flecche commute & I'action de G. Par hypothese, comme N est inversible sur S, Sjg_, 5, — S
est un torseur fini étale sous G, et S est donc le quotient de S;p_,g), par G (d’apres 8.2). Ainsi, par la
propriété universelle du quotient, la fleche Sip_, g1, — Spxq/G se factorise par S. On obtient le diagramme
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commutatif suivant :
Sig—s]q — SpPxq

.

f
§— 7 Spuo/C
Notons E' = S Xg,,,/c Eo et @' la P-structure sur £/ — S induite par ag. Il faut montrer que les couples
(E',a’) et (E,«) sont isomorphes sur S. Ces deux couples induisent la méme P-structure sur Sip=s)q; il
existe donc un S|g_, g),-isomorphisme

E X5 S[p—s), ——> E' X5 Sipo8)0

compatible aux P-structures induites. Comme P est rigide, il ne peut y avoir qu’un isomorphisme de courbes
elliptiques sur Sjp_, 5], X5 S[E-5],

E Xs5SE5s810 X5 SiEss1o — E' X5 Sip5810 X8 Sip-sig

compatible aux P-structures induites par a et o/. Les deux que 'on obtient & partir de ¢, par changement
de base par les deux projections, sont donc égaux : t est compatible aux données de descente. Le morphisme
Sip—s), — S étant fidelement plat (il est surjectif car fini de rang constant égal au cardinal de G), on en
déduit que ¢ descend en un S-isomorphisme ts: E — E’. On peut maintenant utiliser la représentabilité
relative de P pour vérifier que tg est compatible aux P-structures a et o/, ce qui découle & nouveau de la
fidele platitude de Sig_, 5, — S. Ainsi, le changement de base f convient.

Reste & montrer I'unicité. Soit g: S — Spxg/G un morphisme compatible aux P-structures (E,a) et
(Eo, ap). Posons T' = S Xg,,. , /aSpxq- Dans le diagramme suivant, le petit carré est commutatif et cartésien,
et d’aprés la propriété universelle de f, tout ce qu’il faut montrer est que le diagramme est entiérement
commutatif :

SiE—5]q

T

T —SpPxq
S —%Spxq/G
Par rigidité de P, il existe un unique isomorphisme
i: ExgT — EPXQ XSpxa T

de courbes elliptiques sur 7', compatible aux P-structures a et apxg. On munit ainsi la premiere de ces
courbes elliptiques d’une @-structure en transportant Spx¢q par i, d’'ou un S-morphisme u: T — Sig_,g),-
On vérifie tout de suite que v commute a I'action de G. De plus, il est immédiat que les deux triangles du
diagramme suivant dont u est un bord sont commutatifs :

Sie=s)4

W

T —SpPxQ
l g
S ——=Spxq/G

On en déduit qu’il suffit de montrer que u est un isomorphisme. Le morphisme Spxgo — Spxg/G est un
torseur sous G, d’apres 8.1. Ainsi, v est un morphisme G-équivariant de G-torseurs, ce qui implique que u
est un isomorphisme.
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Il reste & démontrer que Spxg/G est un Z[1/N]-schéma lisse de dimension relative constante 1, sous
I'hypothese que Sjp_5), — S est étale pour toute courbe elliptique 2 — S avec N inversible sur S. Cette
hypothese dit en particulier que Spxg — Sg est étale. D’aprés 8.5, Sg est un Z[1/N]-schéma lisse de
dimension relative constante 1; il en va donc de méme pour Spy . Finalement, Spxg — Spxg/G étant un
torseur fini étale, on en déduit le résultat voulu. O

8.3 Conclusion

Corollaire 8.7 — Pour N > 3, les foncteurs T'(N) et I'(N) sont représentables, et sont représentés par des
courbes elliptiques relatives dont la base est un Z[1/N]-schéma affine, lisse, de dimension relative constante 1.

Démonstration — Il suffit d’emboiter les énoncés 8.3, 7.1 et 6.1. |

Le théoreme 8.3 est trés général; il permet de prouver l'existence de nombreux autres schémas de mo-
dules® (par exemple pour les courbes elliptiques munies d’un point d’ordre N, les courbes elliptiques munies
d’un sous-groupe cyclique d’ordre N, ou encore les courbes elliptiques munies d’une I (N )-structure vérifiant
la « condition de déterminant 1 » — cette condition permet d’obtenir un schéma de modules géométriquement
connexe). Cela dit, il faut souvent travailler un peu plus pour obtenir la représentabilité relative du foncteur
considéré (notons toutefois que le probléme des IV(N)-structures de déterminant 1 se traite exactement de
la méme maniére que celui des I'(V)-structures).

Le présent exposé n’a abordé que la question de I'existence des schémas de modules ; mentionnons quelques
sujets qu’il est intéressant d’étudier ensuite :

— la comparaison avec la théorie transcendante sur C;

— la compactification desdits schémas de modules, et 'interprétation des points a l'infini par les courbes
elliptiques généralisées;

— la notion de base de Drinfeld, qui conduit & de bonnes généralisations des T'(IV)-structures lorsque N
n’est pas inversible sur la base (si E — S est une courbe elliptique relative avec N non inversible sur
S, il ne peut pas exister d’isomorphisme entre E[N] et (Z/NZ)%);

— I’étude de la réduction modulo p des schémas de modules ainsi obtenus, pour p divisant V.

Tout ceci est fait en détail dans [2] et [3]. Notons que la théorie des bases de Drinfeld n’était pas disponible
au moment de Pécriture de [2]; il vaut donc mieux consulter [3] pour ce qui concerne la réduction modulo p.
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3. C’est la base de la courbe elliptique universelle pour les P-structures que I’on appelle le schéma de modules de P (il s’agit
donc en fait du schéma qui représente P).
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