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1 Introduction

Le schéma de reconstruction de surface dit de
Poisson, proposé par Kazhdan, Bolitho et Hoppe
en 2006 [1], est désormais un classique, dont nous
avons brievement parlé en cours. Publié sept ans
plus tard par les mémes auteurs, [2] améliore le
procédé dans deux grandes directions : en contrai-
gnant la surface a passer au plus pres des points
de données, il permet une interpolation plus fine
et moins lissée du nuage de point ; par 'utilisation
efficace d'un Octree, il permet de passer d’une com-
plexité log-linéaire a une complexité linéaire en le
nombre de points du nuage.

Apres un bref rappel sur la méthode de Pois-
son, nous exposerons la maniere dont la surface re-
construite est contrainte & passer au mieux pres
des détails du nuage, par I'ajout d’un terme d’at-
tache aux données. Nous décrirons alors notre
implémentation de ’algorithme en deux dimensions

qui, partant d’un nuage de point munis de normales
orientés, reconstruit une surface — ou, dans notre
cas, une ligne — en utilisant les idées de [1] et [2].

2 Formulation mathématique

L’idée centrale de la méthode de Poisson est que,
si x : R? = R est la fonction indicatrice de notre so-
lide 1y, ou, de maniére plus symétrique, 1y — 1/2,
alors le gradient de f peut s’identifier avec le champ
de normales entrantes & V. Etant donné un nuage
de points orientés P, il semble donc pertinent d’in-
terpoler sur R? tout entier un champ de vecteur \7,
approchant au mieux le champ de gradient d’une
version lissée de l'indicatrice 1y : le calcul, com-
plexe, est traité en détail section 3.

Mais notre champ de vecteur interpolé n’est pas,
a priori, un champ de gradient, vérifiant 1'identité
fondamentale :

/ﬁX-d?:X(B) — X(A), (1)
~
pour tout chemin vy C! reliant A & B.

Pour retrouver V', puis sa frontiére, on se résoud
donc a chercher un potentiel x dont le gradient est
le plus proche possible de V en norme L2, cest &
dire qui minimise ’énergie

. 2
Ey(x) = /Hvx(p) - V(p)H dp. (2)
Il suffit alors de résoudre I’équation de Poisson
vérifiée aux points critique de E,

Ax=V-V, (3)

avec des conditions aux bord pertinentes (x
constante égale a —1/2 sur le bord, par exemple,
dans le cas d’une surface fermée) puis de définir
notre surface reconstruite S comme 1’ensemble des
points d’annulation de .



Malheureusement, les solutions obtenues par ce
procédé ont une facheuse tendance a étre trop lisses,
a ne pas bien saisir les détails, les textures de I'objet
numérisé.

L’idée majeure de [2] est alors d’introduire un
terme d’attache aux données P,

Are(P) > wp)x*(p),

ZpeP w(p) peEP

avec w : P — R, un poid, relatif a la confiance
accordée a chaque mesure. On voit ici tout l'intérét
d’avoir pris comme convention x = 0 sur la
surface reconstruite, tandis que l'aire de la sur-
face initiale, estimée via un calcul de la densité
de I'échantillonnage, sert ici de facteur d’échelle.
L’énergie & minimiser devient alors, avec o un pa-
rametre réel,

E(x) = Ey(x) + aLw,py(X)- (5)

Quitte a recentrer et a changer d’échelle, on peut
supposer travailler sur le cube [0, 1}3, et I'on peut
alors réécrire notre énergie,

E(x) =(V = VX,V = V)01 + X X) (w,P):
(6)

E(w,P) (X) =

0,V o = / / (O(x), V() da, (7)
PGy = S s S w FG). (9
p peEP

La minimisation effective est abordée dans la sec-
tion 4, mais, avant d’entrer dans les détails du
calcul de V et X, nhous souhaiterions souligner
I'intérét crucial de 'utilisation d’un Octree dans la
résolution de notre probleme.

2.1 Utilisation d’un octree

Pour résoudre un probleme de Poisson comme
celui présenté plus haut, on utilise d’ordinaire un
maillage, plus ou moins raffiné selon le niveau de
détails recherché. Dans notre cas, une discrétisation
uniforme de ’espace [0, 1]3 n’est guere appropriée :
si 'on cherche & garantir un niveau de détails élevé
dans les zones ou la densité de points est la plus
forte, il est superflu d’engager d’importantes res-
sources pour le reste de l’espace, vide de point,

qui ne nous intéresse qu’indirectement. Nous avons
donc besoin d’un maillage d’autant plus fin que la
densité des données est forte.

Une maniere efficace d’obtenir une telle
discrétisation de 'espace est d’utiliser un Octree :
apres avoir correctement choisi notre systeme de
coordonnées pour que notre nuage soit, avec une
certaine marge, compris dans le cube [0, 1]3, on
construit un Octree volumique T d’une profondeur
arbitraire, de fagon a ce que chaque feuille ne
contienne au plus qu'un point du nuage P. Bien
entendu, dans la pratique, on se limite & une
profondeur maximale D, qui n’est atteinte que
pour des écarts inter-points de lordre de 270 :
un exemple de tel arbre, en deux dimensions, est
donné Figure 1.

FIGURE 1 — Un exemple de Quadtree — équivalent
en deux dimensions d’un Octree — construit sur le
carré unité a partir des points noirs.

3 Estimation du champ de
vecteurs

3.1 Recherche d’une formule perti-
nente

La premiere étape du calcul, traitée en détail
dans [1], est l'interpolation du champ V & partir
de données isolées, le champ de normales entrantes



—

N,, pour p € P.

Un premier calcul, 4 densité constante On
ne cherchera pas ici a calculer exactement le
champ de normale entrante, qui n’est supporté
que par V', mais plutot une approximation lissée.
Donnons donc une fonction de flou, F, positive
centrée d’intégrale 1 — typiquement, une gaussienne
d’écart-type d/2, ot d est la distance moyenne
d’échantillonnage sur la surface.

Il serait alors tentant de définir notre champ 1%
par la formule :

Vig)=Y_ Flg—p)N,,
peEP

(9)

somme de “gaussiennes vectorielles” centrées sur
les points du nuage P.

Ecriture sur 'octree Pour améliorer les per-
formances de notre algorithme, nous rangeons nos
points dans un octree, défini de sorte que cha-
cune de ses feuilles ne contienne qu’au plus un
point de P. En supposant notre nuage de points
échantillonné régulierement, avec une distance de
Pordre de d entre chaque point, on peut en bonne
approximation supposer que nos points sont tous
tenus séparés dans des feuilles de profondeur D =
ceil(—log,(d)). Aussi, plutét que de garder nos pe-
tites gaussiennes centrées sur les points du nuage,
on préfere — pour des raisons d’efficacité — les
répartir sur les feuilles de profondeur D de l'oc-
tree. Avec F,; gaussienne centrée d’écart-type d/2,
et en exprimant tout point p du nuage comme le
barycentre trilinéaire des huit centres de feuilles les
plus proches, i.e.

p=>. o (10)
fE€Voisp (p)
on définit V par :
V=Y > asppFala— N, (11)
pEP feVoisp(p)
= Z Falg—f)- Z af,pﬁp
fE€Voisp (P) penfl(f)NP
(12)

avec Infl(f), la zone d’influence de la feuille f, le
cube centré sur f de coté d.

)

Une formule adaptée aux densités variables
Une formule étant maintenant établie dans le cas
ou les points sont régulierement échantillonnés, on
I’étend au cas ou elle varie. Une fois encore, 1’idée
est simple : un point du nuage comptant pour un
petit élément de surface, la contribution d’un point
au champ V sera proportionnelle au carré de la
distance qui le sépare de ses plus proches voisins,
inversement proportionnelle a la densité locale au
point considéré.

Il importe donc de savoir estimer la densité locale
de I’échantillonnage W en un point du nuage. On
définit donc, pour D une profondeur inférieure & D
la profondeur maximale de 'arbre :

WD(q) = Z Z an,pF7L(Q) (13)
pEP neVois j (p)
~ Y F,5(q—p) (14)

peP

ou F,, fonction attachée au noeud n, est une gaus-
sienne centrée sur n d’écart-type 2~ /2. Prendre
W5 comme estimateur de la densité revient donc
a diffuser I'influence de chacun de nos points a une
échelle 277,

Ainsi, une formule un peu plus pertinente pour 1%
est elle, avec D la profondeur maximale de ’arbre
— profondeur d’estimation de V-etD profondeur
d’estimation de la densité,

Yo O

V
pEP Wp fEVoisp (p)

Oéf,de(q - f)Np (15)

Echelle de diffusion variable Une dernitre fai-
blesse toutefois : si un point p se trouve dans une
zone tres peu échantillonnée, diffuser sa normale Np
a une échelle aussi fine que 277 fait peu de sens,
et méne & un champ V “4 trous” : voir Figure 3b.
On définit donc la profondeur de diffusion, Prof(p),
par

Prof(p) = min(D, D + log,(Wx(p)/W))  (16)
ou W est la valeur moyenne de W, sur le nuage P.
Cette formule et son log, sont bien pertinentes :
pour qu’'un point opere sur un rayon deux fois
supérieur, il faut qu’il compte, littéralement, pour
22 points “moyens” (nous nous trouvons en bonne
approximation sur une surface, de dimension 2). Il
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FIGURE 2 — Quelques vues de 'estimateur de densité W, calculé a profondeur 3, sur une série de points
disposés le long d’un cercle, avec une densité d’échantillonnage fonction affine décroissante de ’angle.
L’anisotropie du QuadTree induit les faibles oscillations le long du cercle.



est donc normal d’exiger que la densité y soit 4 fois
inférieure & sa valeur moyenne.

Ainsi, pour notre implémentation 2D de 1’algo-
rithme, le log, est-il remplagé par un logs: : les
points sont supposés se trouver sur une courbe, de
dimension 1.

On obtient, donc, pour finir cette section d’une
formule permettant d’interpoler nos normales ren-
trantes ]\7p de maniere convaincante :

i O

" o Fa(@) Ny, (17)
pep D nEVoisprof(p)

Vig) =

avec F,, fonction positive d’intégrale 1 diffusant
a D’échelle du noeud n autour de celui-ci. Le
parametre D, quand a lui, devrait étre pris de
facon & ce que 270 soit de l'ordre de la lon-
gueur caractéristique d’évolution de la densité
d’échantillonnage.

3.2 Implémentation

Le point clé est 'utilisation de 'octree dans 1’ex-
pression du champ, qui est simplement encodé par
la donné, en chaque noeud de l'arbre, d’un vec-
teur d’accumulation des ]\7p correctement balancés.
Aussi, I'étape de calcul de ces vecteurs d’accumu-
lation — T.1loadV() — est-elle codée comme suit :

— Dans un premier temps, on calcule la densité
de léchantillonnage en chaque point, Wx(p).

— On en déduit ensuite les profondeurs de diffu-
sion Prof(p).

— Enfin, pour chaque point du nuage p, on diffuse
sa normale N}, & une échelle 2-Pf(P) dans un
voisinage dépendant du support de la fonction
F.

Choix de la fonction de référence ' En terme
de complexité, il est donc crucial que la fonction
F soit a support compact, pour passer d’une com-
plexité quadratique a log-linéaire en le nombre de
points de P.

Malheureusement, les gaussiennes ne sont pas a
support compact. ..On choisi donc de prendre pour
F une des autoconvolées By, = (1_y /9 1/92)™", qui
présentent de nombreux avantages. La séparation
des variables, tout d’abord, qui permet d’écrire

Bo(2,y,2) = fu(2) fu(y) fn(2) (18)

ol fn = (1j=1/2,1/2))™" est une fonction poly-

nomiale par morceaux, d’ordre n — 1, positive,
d’intégrale 1 et & support compact [—n/2,n/2]. Le
théoreme central limite assure de plus que nos fonc-
tions B,, convergent faiblement vers une gaussienne
centrée, ce qui est rassurant — en pratique, on se
limite au cas n = 3, amplement suffisant. La fonc-
tion Fj,, associée au noeud de centre ¢, de coté [,
est alors définie par

Fn(q) = F((q - c)/l)/l3

(19)

FiGure 4 — La fonction f3, spline élémentaire
d’ordre 2.

4 Meéthode des Eléments Finis
en cascade sur I’Octree

4.1 Meéthode des éléments finis

On fait ici le choix d’utiliser une approche varia-
tionnelle de la méthode des éléments finis. Etant

donnée une base de fonctions (B; 0,1 —
R)iep1,n7, on cherche x sous la forme
N
x(p) = AiBi(p), (20)
i=1
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FIGURE 5 — La fonction associée au noed [4,1].

et ’on minimise, en fonction de la variable A € R
Iénergie
EA) =(V=V> XNB;i, V-V X\Bi)gqp
(21)

La bilinéarité de nos deux produits (-,-)}g 453 et
{*,) (w,p) nOus permet alors de développer

E(\) =(V, V) (
— 2.\ (V. VB)). (
AT (V By, VBy)), ; A (
+a M (Bi, Bj)w.p); ;A

2]

A Ioptimum, on a donc

AN =0, (27)

avec
Aivj :<VB17VBJ> +a '<Biij>(w,P)7 (28)
b =(V,VB;). (29)

La matrice A étant symétrique définie positive
des que w est non-nulle sur au moins deux points
distincts, le probleme est résolu, modulo le choix
des B; — et une implémentation efficace!

4.2 Choix de la base de fonctions et
calcul des coefficients matriciels

C’est tout naturellement que ’on reprend pour
fonctions de base les fonctions associées, section 3,
aux noeuds de notre Octree : simples a utiliser,
elles permettent d’exprimer avec finesse nos solu-
tions au voisinage de la surface, et sans overfitting
dans les régions vides de points. Reste alors a cal-
culer les coefficients b; et A; ; : c’est ici que I'on me-
sure tout l'intérét d’avoir paramétré 1% par des vec-
teurs attachés aux noeuds de ’arbre, et représenté
V comme une somme de fonctions nodales. En de-
hors du calcul des (B;, Bj) (., p), rendu simple et ef-
ficace grace & l'organisation spatiale en octree des
points du nuage, on peut rammener le calcul de nos
coefficients & des calculs de (VG,VH) et (G,VH)
ou G et H sont des fonctions nodales, polynomiales
par morceaux. Examinons de plus pres notre algo-
rithme :

Calcul des coefficient de b Pour calculer I'in-
fluence de V' sur notre systeme, rappellons 'expres-
sion de V' adoptée section 3 :

. 1 .
pep ' D\P NEVOISProf(p)
AN (31)
neA

avec A notre arbre, et V,, vecteur d’accumulation
au noeud n. Aussi, avec B; = F,,, fonction associée
au noeud m, on a

b =(V,VB;) (32)
=(>_ F.V.,VF,) (33)
neA
= > (FVa,VEp) (34)
n€lnterf(m)
(35)

ou Interf(m) est I’ensemble des noeuds de A qui
interferent avec m, i.e. tels que le support de F),
intersecte celui de F},,. Plus simplement, cela signi-
fie que la distance en norme infinie entre les deux
centres ¢, et ¢,, est inférieure & une fois et demie
la somme des deux cotés des noeuds ,, et [,,. Dans
notre implémentation, nous avons simplement uti-
lisé le fait que, si n n’interfere pas avec m, alors ses



enfants non plus : un simple parcours en profon-
deur de ’arbre, avec une descente stoppée lorsque
I'on cesse d’interférer avec m, suffit & obtenir une
complexité raisonnable.

On utilise alors le fait que

(FpV, VEn) = Vo o Fr, 0 F ) (36)
+ Vo Fr, 0y Fr) (37)
+ Vo AFn, 0.F,), (38)

implémenter. On écrit donc :

(VFo,VEy) =(0,Fn, 0. Fp) (45)
+(0, Fy,, 0, Fy) (46)
+<aan7asz>7 (47)

puis

9 F((—cn)/ln) D) F(( = cm)/lm)

3 T I,
(48)

= nto Aol o,y 1)
' (49)
= o e tnlle) .m0y (o0
_ %<8x F(( I — (jg - Cm))/ln)7axF(_)> (51)

_ l%;H o, F((- = (cn zl:;nlz:)lg%)/(ln/lm))’amly(»

(52)
_ ﬁ%@mFﬁ,azF), (53)

avec 7. le noeud de centre (¢, — ¢m)/lm, de coté
ln/lm. Un tel produit se calcule donc en un coit

Pour calculer A toute entiére en un temps raison-
nable, il suffit ensuite de constater deux choses :
— A est symétrique, ce qui permet de limiter les

5 3,
(39)
= M%MF((' = ¢n)/ln), (O F)((- = em)/lm))
: (40)
= ﬁ(F(( —(en —em))/ln), (0 F)(-/lm))
: (41)
= Pt en = ) PO (42
3
_ lgi%M (( = (en — em) T/ (/L)) (B F) ()} on T ©
) (43)
= ), (44

avec 1 le noeud de centre (¢, — ¢p)/lm, de coté
ln/lm, et ce, modulo les problémes de domaine
d’intégration, omis pour des raisons de lisibilité,
mais bien présent, car notre produit scalaire est
défini comme étant 'intégration sur le seul cube
unité. On utilise alors le fait que 0, F est polyno-
miale par morceaux, bien connue, et que Fjy est
polynomiale par morceaux, aux coefficients faciles
a calculer, pour calculer explicitement la valeur du
produit voulue — la séparabilité de F' permettant
bien entendu de simplifier considérablement les cal-
culs.

Calcul des coefficient de A De méme, on sou-
haite calculer de maniere efficace (VF,,, VF,,) pour
n et m deux noeuds interférents. Pour ce faire, il est
souhaitable de se rammener, par un changement de
variable, & un produit du type (VFy, VF), facile &

calculs aux couples(VF,,, VF,,) avec d,, = dp,
ou d, d,, profondeur respectives des noeuds n

et m.

~Si d, > dmn, il y a au plus 4% noeuds
de profondeur d, interférant avec m,
et il est facile de les obtenir — voir

QuadTree.overlappingNodesAtDepthD.

Si d,, = d,,, ce nombre passe & 5.
Aussi, en parcourant les lignes de la matrice A,
et en ne calculant que les coefficients correspon-
dant aux noeuds possiblement interférant, on ob-
tient une complexité log-linéaire pour le calcul de
A.

Nous implémentons, pour finir, I’Algorithme 1
de T’article [2], suivant une approche coarse-to-fine
classique, mais en augmentant le poid d’attache aux
données o a mesure que la profondeur augmente,
afin de conserver un équilibre entre le terme de la-
placien et le terme d’attache aux données, entre
I'énergie E(x) et aE(y, py(X)-

)



5 FEtude des résultats et tra-
vail restant a accomplir

Pour finir, nous essayons notre code sur un
exemple simple, obtenu en échantillonnant un
cercle avec une densité variable. Si les premiers es-
sais semblent décevants, cela est du a l'étape de
tracé de contour : sans implémentation spécifique,
utiliser la fonction contour de Matlab (qui semble
opérer un marching cubes) nécessite 'utilisation
d’une grille de taille fine. La Figure 6 laisse a penser
que nous n’avons pas fait de grosse erreur de calcul
ou d’implémentation, ce qui est rassurant.

Au terme de ce projet, nous avons donc réussi
a mettre en application, de maniere sommaire, les
principales idées développées dans [1] et [2], en
deux dimensions — l'extension & la 3D ne poserait
guere de difficulté, mais les performances de notre
code Matlab étant relativement médiocres, insis-
ter dans cette direction ne nous a pas semblé tres
judicieux. Trois idées améliorant les performances
restent néanmoins a implémenter : le clustering
des points du nuage aux grandes échelles ; I'utilisa-
tion d’un arbre conforme pour ouvrir la voie a une
résolution linéaire en le nombre de points; I’'obten-
tion d’un mesh par un marching cubes sur l'octree
— et non plus sur une grille, comme le fait Matlab
par défaut. Le probléme des conditions aux bords
du carré unité ayant été ici ignoré, il serait aussi
bon d’en faire un traitement plus complet par la
suite, ainsi que de tester notre implémentation sur
des cas plus ardus qu'un simple cercle.
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(b) Comme on le voit sur ce zoom, le résultat vert, obtenu
avec un marching cubes fin, est bien meilleur que ce qu'un
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FIGURE 6 — Illustration de notre algorithme sur un
exemple circulaire simple.



