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Résumé

Qu’est-ce qu’une forme ? Comment écrire mathématiquement qu’une baleine ressemble plus
a un merlu qu’a un labrador (quoique...) ? Pour répondre a ces questions, qui sont aujourd’hui
d’un intérét crucial en vision par ordinateur et en imagerie médicale, une idée féconde consiste
a4 munir des espaces quotients de courbes ou de surfaces d’une structure métrique convenable,
ou deux objets “semblables” seraient proches. Comment y parvenir ? Et quelles seront alors les
propriétés des espaces construits ?

Dans un premier temps, on présentera les concepts élémentaires de géométrie riemannienne
dans un cadre simple : variétés, métriques, connections, géodésiques, distances induites et
courbures. On pourra alors appliquer ces notions & des exemples concrets : les possibilités
sont nombreuses! Formules explicites et étude poussée dans les espaces de courbes du plan,
problématiques de controlabilité dans les espaces de formes “abstraits”, calculs effectifs sur
les nuages de points pour des applications en biologie et en anatomie humaine... Il s’agira de
découvrir un véritable écosystéme de travaux, allant des considérations sur les actions par
transport de groupes de difféeomorphismes aux outils diagnostiques de demain.

What is a shape? How can we mathematically write that a dolphin looks much more similar
to a fish than to a dog (although...)? To answer those questions, now of crucial interest in the
fields of computer vision and medical imaging, a seminal idea is to equip curves or surfaces
quotient spaces of a suitable metric structure : “similar” objects shall be close to each other. How
can we do so? What would then be the properties of the constructed spaces?

First, we will introduce the elementary tools of Riemannian geometry in a simple way : ma-
nifolds, metrics, connections, geodesics, induced distances and curvatures. Then, we shall apply
these notions to concrete situations : possibilities are countless! Explicit formulas and extensive
studies in the spaces of plane curves, controlability problems in “abstract” shapes spaces, effec-
tive computations on points clouds with applications to biology and human anatomy... Walking
through a colourful collection of papers, we shall discover an active field of research, which links
diffeomorphomisms groups actions to the future of diagnosis.
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Chapitre 1

Introduction Séance 1

Jean Feydy

1.1 Géométries non-euclidiennes

Géométrie riemannienne... En sortant de prépa, on ne connait bien souvent que “La” géomé-
trie, euclidienne, classique. Du cadre restreint des anciens, on s’est tout de méme un petit peu
émancipé : étude de R” muni du produit scalaire canonique — ou pas —, espaces L%, espaces de
Hilbert. Sans, jamais, remettre en question les concepts géométriques sous-jacents : droite engen-
drée copie de la droite réelle et structure additive globale. Eh bien, plutdét qu'un long discours,
attaquons ensemble ’entame du chapitre III de La Science et I’Hypothése, d’Henri Poincaré.

Les géométries non euclidiennes — Toute conclusion suppose
des prémisses ; ces prémisses elles-mémes ou bien sont évidentes
par elles-mémes et n’ont pas besoin de démonstration, ou bien
ne peuvent étre établies qu’en s’appuyant sur d’autres propo-
sitions, et comme on ne saurait remonter ainsi a l'infini, toute
science déductive, et en particulier la géométrie, doit reposer sur
un certain nombre d’axiomes indémontrables. Tous les traités de
géomeétrie débutent donc par ’énoncé de ces axiomes. Mais il y
a entre eux une distinction a faire : quelques-uns, comme celui-
ci par exemple : « deux quantités égales & une méme troisiéme
sont égales entre elles », ne sont pas des propositions de géomé-
trie, mais des propositions d’analyse. Je les regarde comme des
jugements analytiques a priori, je ne m’en occuperai pas.

Mais je dois insister sur d’autres axiomes qui sont spéciaux
a la géométrie. La plupart des traités en énoncent trois explici-
tement :

1° Par deux points ne peut passer qu'une droite;

2° La ligne droite est le plus court chemin d’un point & un
autre.

3° Par un point on ne peut faire passer qu'une paralléle &
une droite donnée.

Bien que l'on se dispense généralement de démontrer le se-
cond de ces axiomes, il serait possible de le déduire des deux
autres et de ceux, beaucoup plus nombreux, que I’on admet im-
plicitement sans les énoncer, ainsi que je I’expliquerai plus loin.

11
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On a longtemps cherché en vain a démontrer également le
troisiéme axiome, connu sous le nom de postulatum d’Euclide.
Ce qu’on a dépensé d’efforts dans cet espoir chimérique est vrai-
ment inimaginable. Enfin au commencement du siécle et & peu
prés en méme temps, deux savants, un Russe et un Hongrois,
Lobatchevsky et Bolyai établirent d’une facon irréfutable que
cette démonstration est impossible; ils nous ont a peu prés dé-
barrassés des inventeurs de géométries sans postulatum ; depuis
lors I’Académie des Sciences ne regoit plus guére qu’'une ou deux
démonstrations nouvelles par an.

La question n’était pas épuisée; elle ne tarda pas a faire un
grand pas par la publication du célébre mémoire de Riemann in-
titulé : Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zum Grunde
liegen. Cet opuscule a inspiré la plupart des travaux récents dont
je parlerai plus loin et parmi lesquels il convient de citer ceux de
Beltrami et de Helmholtz.

La Géométrie de Lobatchevsky. — S’il était possible de déduire
le postulatum d’Euclide des autres axiomes, il arriverait évi-
demment qu’en niant le postulatum, et en admettant les autres
axiomes, on serait conduit & des conséquences contradictoires;
il serait donc impossible d’appuyer sur de telles prémisses une
géométrie cohérente.

Or c’est précisément ce qu’a fait Lobatchevsky. Il suppose au
début que :

L’on peut par un point mener plusieurs paralléles & une droite
donnée;;

Et il conserve d’ailleurs tous les autres axiomes d’Euclide. De
ces hypothéses, il déduit une suite de théorémes entre lesquels il
est impossible de relever aucune contradiction et il construit une
géométrie dont 'impeccable logique ne le céde en rien a celle de
la géométrie euclidienne.

Les théorémes sont, bien entendu, trés différents de ceux aux-
quels nous sommes accoutumés et ils ne laissent pas de décon-
certer un peu d’abord.

Ainsi la somme des angles d’un triangle est toujours plus
petite que deux droits et la différence entre cette somme et deux
droits est proportionnelle & la surface du triangle.

Il est impossible de construire une figure semblable & une
figure donnée mais de dimensions différentes.

Si ’on divise une circonférence en n parties égales, et qu’on
méne des tangentes aux points de division, ces n tangentes for-
meront un polygone si le rayon de la circonférence est assez petit ;
mais si ce rayon est assez grand, elles ne se rencontreront pas.

Il est inutile de multiplier ces exemples; les propositions de
Lobatchevsky n’ont plus aucun rapport avec celles d’Euclide,
mais elles ne sont pas moins logiquement reliées les unes aux
autres.
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1.2 Meétriques locales sur un ouvert de R”

On l’a vu : d’autres géométries, d’autres jeux d’axiomes que celui retenu par Euclide sont
donc cohérents. Mais comment nous représenter ces mondes — on préférera dire : ces espaces
— aux régles inattendues ? Il suffit de pousser la lecture de La Science et [’Hypothése jusqu’au
chapitre suivant :

Le monde non euclidien. — Si ’espace géométrique était un
cadre imposé & chacune de nos représentations, considérée in-
dividuellement, il serait impossible de se représenter une image
dépouillée de ce cadre, et nous ne pourrions rien changer a notre
géométrie.

Mais il n’en est pas ainsi, la géométrie n’est que le résumé
des lois suivant lesquelles se succédent ces images. Rien n’em-
péche alors d’imaginer une série de représentations, de tout point
semblables & nos représentations ordinaires, mais se succédant
d’aprés des lois différentes de celles auxquelles nous sommes ac-
coutumes.

On congoit alors que des étres dont I’éducation se ferait dans
un milieu oul ces lois seraient ainsi bouleversées pourraient avoir
une géométrie trés différente de la notre.

Supposons, par exemple, un monde renfermé dans une grande
sphére et soumis aux lois suivantes :

La température n’y est pas uniforme; elle est maxima au
centre, et elle diminue & mesure qu’on s’en éloigne, pour se ré-
duire au zéro absolu quand on atteint la sphére ot ce monde est
renfermé.

Je précise davantage la loi suivant laquelle varie cette tem-
pérature. Soit R le rayon de la sphére limite ; soit r la distance
du point considéré au centre de cette sphére. La température
absolue sera proportionnelle 4 R? — r2.

Je supposerai de plus que, dans ce monde, tous les corps
aient méme coefficient de dilatation, de telle facon que la lon-
gueur d’une régle quelconque soit proportionnelle & sa tempéra-
ture absolue.

Je supposerai enfin qu'un objet transporté d’un point & un
autre, dont la température est différente, se met immédiatement
en équilibre calorifique avec son nouveau milieu.

Rien dans ces hypothéses n’est contradictoire ou inimagi-
nable.

Un objet mobile deviendra alors de plus en plus petit & me-
sure qu’on se rapprochera de la sphére limite.

Observons d’abord que, si ce monde est limité au point de vue
de notre géomeétrie habituelle, il paraitra infini & ses habitants.

Quand ceux-ci, en effet, veulent se rapprocher de la sphére
limite, ils se refroidissent et deviennent de plus en plus petits.
Les pas qu'’ils font sont donc aussi de plus en plus petits, de sorte
qu’ils ne peuvent jamais atteindre la sphére limite.

Si, pour nous, la géométrie n’est que 1’étude des lois suivant
lesquelles se meuvent les solides invariables ; pour ces étres ima-
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ginaires, ce sera I’étude des lois suivant lesquelles se meuvent les
solides déformés par ces différences de température dont je viens
de parler.

Sans doute, dans notre monde, les solides naturels éprouvent
également des variations de forme et de volume dues a 1’échauffe-
ment ou au refroidissement. Mais nous négligeons ces variations
en jetant les fondements de la géométrie ; car, outre qu’elles sont
trés faibles, elles sont irréguliéres et nous paraissent par consé-
quent accidentelles.

Dans ce monde hypothétique, il n’en serait plus de méme, et
ces variations suivraient des lois réguliéres et trés simples.

D’autre part, les diverses piéces solides dont se composerait le
corps de ses habitants, subiraient les mémes variations de forme
et volume.

Je ferai encore une autre hypothése; je supposerai que la
lumiére traverse des milieux diversement réfringents et de telle
sorte que l'indice de réfraction soit inversement proportionnel &
R? — 12. 1l est aisé de voir que, dans ces conditions, les rayons
lumineux ne seraient pas rectilignes, mais circulaires.

Pour justifier ce qui précéde, il me reste & montrer que cer-
tains changements survenus dans la position des objets extérieurs
peuvent étre corrigés par des mouvements corrélatifs des étres
sentants qui habitent ce monde imaginaire; et cela de fagon a
restaurer ’ensemble primitif des impressions subies par ces étres
sentants.

Supposons en effet qu'un objet se déplace, en se déformant,
non comme un solide invariable, mais comme un solide éprou-
vant des dilatations inégales exactement conformes a la loi de
température que j’ai supposée plus haut. Qu’on me permette
pour abréger le langage, d’appeler un pareil mouvement dépla-
cement non euclidien.

Si un étre sentant se trouve dans le voisinage, ses impressions
seront modifiées par le déplacement de I'objet, mais il pourra les
rétablir en se mouvant lui-méme d’une maniére convenable. Il
suffit que finalement I’ensemble de 1'objet et de I’étre sentant,
considéré comme formant un seul corps, ait éprouvé un de ces
déplacements particuliers que je viens d’appeler non euclidiens.
Cela est possible si 'on suppose que les membres de ces étres se
dilatent d’apreés la méme loi que les autres corps du monde qu’ils
habitent.

Bien qu’au point de vue de notre géométrie habituelle les
corps se soient déformés dans ce déplacement et que leurs di-
verses parties ne se retrouvent plus dans la méme situation re-
lative, cependant nous allons voir que les impressions de 1’étre
sentant sont redevenues les mémes.

En effet, si les distances mutuelles des diverses parties ont pu
varier, néanmoins les parties primitivement en contact sont reve-
nues en contact. Les impressions tactiles n’ont donc pas changé.

D’autre part, en tenant compte de I’hypothése faite plus haut
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E c

FIGURE 1.1 — Le disque de Poincaré. Pour emprunter le plus court chemin, un habitant de ce
monde réduit aura toujours tendance & passer par le centre du disque, ol la température élevée
lui permet de faire des pas de géant. La simplicité de la métrique permet d’expliciter les “droites”
géodésiques : ce sont les arcs de cercle orthogonaux au bord du disque. Par le point P passent
donc une infinité de “droites” n’intersectant pas la droite (AA’).

Image modifiée du site de John D. Norton, University of Pittsburgh.

au sujet de la réfraction et de la courbure des rayons lumineux,
les impressions visuelles seront aussi restées les mémes.

Ces étres imaginaires seront donc comme nous conduits a
classer les phénoménes dont ils seront témoins et a distinguer
parmi eux, les « changements de position » susceptibles d’étre
corrigés par un mouvement volontaire corrélatif.

S’ils fondent une géométrie, ce ne sera pas comme la notre,
I’étude des mouvements de nos solides invariables; ce sera celle
des changements de position qu’ils auront ainsi distingués, et qui
ne sont autres que les « déplacements non euclidiens », ce sera
la géométrie non euclidienne.

Ainsi des étres comme nous, dont I’éducation se ferait dans
un pareil monde, n’auraient pas la méme géométrie que nous.

Pour construire des géométries nouvelles, M. Poincaré propose donc simplement de partir d’un
ouvert de l'espace euclidien — ici, la boule Q = B(0, R) de R? —, et de le déformer localement :



Séance 1
Jean Feydy

16 Chapitre 1. Introduction

son champ de températures,
2
K(z) = R* —|z|", (L.1)

peut étre compris comme un champ de dilatation/compression de l'espace.

Afin de s’adresser au sens physique de chacun, M. Poincaré s’encombre de plusieurs notions
a priori indépendantes : température, coeflicient de dilatation, indice de réfraction... Puisque
nous avons ici & coeur de faire de la géométrie, seules les courbes, les distances, les volumes nous
intéressent. On se contentera donc, pour caractériser notre espace, de fournir une formule donnant
la longueur infinitésimale ressentie d’un petit segment [z, x 4+ dz] en tout point du disque :

1
d(z = o +dr) = ———||dz|| (1.2)
R? —||z]
ou, ce qui est plus pratique, sous la forme quadratique
1
d2(x —z+dz) = 722dx2 (1.3)
(B2 —|lz]”)

La forme quadratique d2 : dz +— d?(x — x + dx), que l'on appellera métrique Riemannienne
locale au point x, permet alors de définir la longueur d’un chemin v : [0,1] — Q :

1
()= [ e, G (1.4)

On peut par exemple calculer le “rayon” du disque de Poincaré associé au chemin radial y(t) =
(t,0). Pour la métrique euclidienne, habituelle, on a tout simplement

eucl / ”7 ”ry(t),eucl (15)
- / 1L )l ener (16)

1
:/ V12 402 dt = 1. (1.7)

0

Pour la métrique intrinséque d?, on a par contre

pomc / ||'Y H-y(t p01nc (18)

- / EROI— (1.9)
L0,

t) eucl (110)
1—[v(t)
12 2
VIZ+0 (1.11)
12
= 1w - +00 (1.12)
—Jo 1—|—t 1—t B '

Le disque de Poincaré est donc un espace métrique non borné : un univers dans une coquille de
noix. Son étude explicite sera 1'objet de notre sixiéme séance, et nous verrons que le Postulum
d’Euclide n’y est pas vérifié — la figure 1.1 permet de s’en faire une bonne intuition.
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1.3 La géométrie Riemannienne : ’exemple du tore

On l'a vu, déformer judicieusement l’espace euclidien permet de construire des modéles aux
théories axiomatiques non-euclidiennes développées par Lobatchevski et Bolyai. L’idée clé de la
géométrie Riemannienne est de généraliser cette procédure a tous les étirements réguliers de
la métrique euclidienne sur R™ : on s’autorisera a considérer tout champ de matrices n x n
symétriques définies positives, g : € Q — g(z) € ST, avec g de classe C™ et  un ouvert
de R™ — ou mieux, une variété de dimension n comme défini section 1.5.

L’idée est féconde : prenons I'exemple du tore. Il existe a priori deux maniéres de I’étudier : en
tant que surface immergée dans I'espace ambiant R3, ou comme quotient du plan R? par I'action
des translations entiéres — le fameux carré aux bords recollés. Cette derniére représentation est
de loin la plus pratique : plutot que de travailler avec des points (x,y, z) dont il faut toujours
S’assurer qu’ils ne quittent pas la surface, on utilise des couples (r,6) sans se poser d’autre
question que celle du “modulo 27”.

Malheureusement, la structure métrique du carré recollé n’est pas représentative de 'idée
sous-jacente de “bouée” que nous avons tous en téte : avec un parallélépipéde, impossible de
rendre le “petit équateur” plus court que le grand — voir figure 1.2. Pour réunir le meilleur des
deux mondes, il faudra en fait déformer le carré par une métrique appropriée, qui accorde d’autant
plus de poids a df que le point de base (r,0) est proche de I'axe de révolution du donut. Vous
pourrez trouvez des précisions a ce sujet sur la page web du cours et dans les excellentes notes
de Robert T. Jantzen [Janl2].

eenwich Meridian

South circle
e origin

bl
= 0

(a) Un tore bouée vu comme surface immergée (b) Le tore carré. Muni de la métrique natu-

dans I’espace ambiant R3. relle euclidienne, il est plat : petits et grands
paralléles sont de méme longueur.

FIGURE 1.2 — Deux maniéres de représenter un tore. La géométrie Riemannienne permet d’étu-
dier la structure métrique de la bouée avec le confort pratique offert par une paramétrisation
bidimensionnelle.
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1.4 Applications en vue : I’anatomie computationnelle

Plutdt que d’étudier de maniére fine les polygones, cercles et autres structures algébriques
sur ’espace euclidien, Riemann nous incite donc & nous concentrer sur les seules propriétés
métriques de nos espaces, qui peuvent maintenant étre courbes et définis localement. Ce point
de vue a de nombreuses applications, dont la plus célébre est sans aucun doute la théorie de la
relativité d’Einstein. Au fil de ce cours, nous nous concentrerons plutot sur un débouché tout a
fait inattendu : ’étude des espaces de formes.

Reégression et suivi longitudinal On connait tous les courbes de croissances présentes sur
nos carnets de santé : diment remplies, elles permettent de suivre notre évolution, de la comparer
4 une population “normale” et de détecter un éventuel retard de croissance — voir Figure 1.3.
Maintenant, serait-il possible de faire la méme chose avec, disons, la forme du coeur? Atten-
tion : il ne s’agit pas ici de remplacer une grandeur scalaire — la taille — par un simple vecteur
“largeur /longueur /volume/que-sais-je”. Ce traitement simpliste éclaterait les coeurs similaires —
mémes rapports de taille — en une ribambelle de points... Si I'on s’intéresse véritablement a la
forme du cceur, aux atrophies/hypertrophies éventuelles de ses ventricules, il faudra nécessaire-
ment travailler dans un espace quotient — sur lequel la notion de régression n’est a priori pas
définie.

Création d’atlas et analyse statistique Autre axe de recherche, dans la méme veine : I’étude
statistique d’une population de formes. On le sait, I’étude approfondie d’un jeu d’indicateurs
scalaires — poids, age, tension artérielle... — peut nous apprendre beaucoup sur I’état de santé
d’un patient. En comparant celui-ci & un humain moyen, en le replagant au sein d’une population
connue, on peut le classer dans tel ou tel groupe, détecter I’apparition de certaines pathologies.
Alors, au XXI¢ siécle, sera-t-il possible de faire la méme chose avec des données plus complexes ?
On pense par exemple & des images de colonne vertébrale (scoliose...), de fonds d’ceils rétiniens
(glaucome...) ou & la forme de I'hippocampe, corrélée a la présence de démences dégénératives
comme la maladie d’Alzheimer — voir Figures 1.4-1.5.

Matching et transfert de données Enfin, un dernier type de problémes issu de la neuro-
imagerie : la création de cartes sémantiques sur les surfaces corticales des sujets observés. Pensons
par exemple a une collection de visages. Il est aisé pour un étre humain de “découper”, segmenter
celui-ci en régions anatomiques bien définies : nez, yeux, bouches, oreilles... Toutes sont d’ap-
parences, de topologies bien différenciées : il est donc possible d’apprendre & un ordinateur a
reconnaitre ces différents point saillants sur une image.

Mais comment procéder lorsque “toutes les régions se ressemblent” ? Sur une simple image
anatomique, difficile en effet de distinguer les circonvolutions du cortex visuel de celles du lobe
frontal... On s’efforcera donc de transférer une carte — dessinée par des experts — d’un cerveau
modele typique a un cerveau donné, de maniére anatomiquement crédible — voir Figure 1.6.

Dans les trois situation précédentes, tout serait simple si I’on disposait d’une structure algé-
brique/vectorielle raisonnable sur nos données — qui sont ici des “formes” — : moyenne, régression
linéaire et analyse de la variance de I’échantillon sont toujours données par des formule pleines
de « + » et de « x »... Malheureusement, une théorie additive des formes a peu de chance de
voir le jour : quel sens pourrait-on donner & la somme de deux coeurs ?

Qu’a cela ne tienne : une notion de distance, une métrique Riemannienne suffira. La moyenne
ne sera plus qu'un point minimisant la somme des distances aux observations et la droite de
régression, une courbe géodésique approchant au mieux les données aux instants d’observations.
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Zélie e e 5 Atrophy Normal heart

née le 22 juillet 2007

Haemodynamic
unloading

|
TAILLE
en écarts types o

l Haemodynamic

overloading

en centiles

(a) Courbe de croissance. (b) Exemples de malformations cardiaques.
Comment les détecter avant qu’il ne soit trop
tard 7

FIGURE 1.3 — Le suivi longitudinal et les techniques de régression méritent d’étre généralisés aux
formes. (b) est tiré de Vascular endothelial growth factor in heart failure, Taimeh et Al., Nature
Reviews Cardiology 10 (Septembre 2013).

(a) Construction de latlas (b) Coeur moyen, avec son mille-feuilles de
fibres musculaires anisotropes.

FIGURE 1.4 — Estimation d’un cceur moyen & partir de sept coeurs de chiens.

Images tirées de A computational framework for the statistical analysis of cardiac diffusion ten-
sors : application to a small database of canine hearts, Peyrat et Al., IEEE transactions on
medical imaging, 2007.
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Mode 1 Mode 10
—0.50 +0.50 050 +0.50
Rigid-Body Alignment Non-linear registration to the template
Mode 11 Mode 15
—0.50 +0.50 —0.50 +0.50

9 0 I

(a) Recalage des données sur la moyenne. (b) Quelques modes de déformation typiques.

Outlet
dilates

Free wall
becomes
rounder

1 Valve dilation " 1

1.0(-20) 1.3(-0) 1.6 (mean) 1.9 (+0) 2.2 (+20)
(c¢) Estimation des déformations typiques du template selon la “Body Surface Area”.
FIGURE 1.5 — Autre estimation d’atlas de données cardiaques — ventricules droits.

Images tirées de A statistical model for quantification and prediction of cardiac remodelling :
Application to tetralogy of fallot, Mansi et Al., IEEE transactions on medical imaging, 2011.
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Freesurfer

(a) Exemples de segmentation de régions du cerveau. Deux sujets sont observées, quatre méthodes sont
utilisées pour transporter une carte pré-établie.

Image tirée de Segmentation of brain magnetic resonance images based on multi-atlas likelihood fusion :
testing using data with a broad range of anatomical and photometric profiles, Tang et Al., Frontiers in
Neurosciences, 03 March 2015.

(b) A partir d’'un modele de référence, on peut inférer les mécanismes internes de silhouettes arbitraires :
Le David, Olive, Brutus, un loup-garou... Des débouchés dans les domaine de I’imagerie médicale et de
I’animation sont envisagés.

Image tirée de Anatomy Transfer, Dicko et Al., ACM Transactions on Graphics, 2013.

FIGURE 1.6 — Deux exemples de transfert de modéle anatomique.
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On modélisera ici nos formes par des nuages de points, éléments d’'un espace de landmarks
Ly ={(z1,...,2n) €RP | Vi £ jwi # x5}, (1.13)

que 'on peut voir comme un ouvert de R™. (On pourrait bien sir en considérer le quotient
a4 numérotation o € S, prés, a similitude prés, ou bien considérer des espaces de courbes, de
surfaces voire de mesures, mais cela nous encombrerait plus qu’autre chose dans ce cours a
lagenda serré.)

Viendront alors trois questions : Comment construire une métrique locale anatomiquement
pertinente sur £7 7 Quelles seront alors les propriétés de I'espace métrique induit ? Et surtout,
sera-t-on capable d’implémenter de maniére efficace les algorithmes de régression, matching,
création d’atlas que nous demandent les médecins/neurologues/biologistes ? C’est ce que nous
verrons dans la deuxiéme moitié du semestre.

1.5 Variétés : un petit guide de survie

Dans le cadre de ce groupe de lecture — de niveau licence, rappelons-le —, on se bornera a
travailler sur des ouverts de R? : nos espaces de landmarks définis Eq. (1.13), qui sont déja bien
assez riches tout en restant conceptuellement trés simples. Malheureusement, ce n’est pas le point
de vue adopté par notre manuel — de niveau master — et les articles de recherche rencontrés dans
la littérature. Le bon cadre n’est en effet pas celui — extrinséque — des ouverts de R™, mais plutot
celui des variétés lisses, qui englobe les surfaces, les espaces courbes, ’espace-temps relativiste...
En fait, tout ce qui ressemble localement & un ouvert de R™ — voire d’un espace de Banach de
dimension infinie.

Mettons donc a plat ce qu’il est nécessaire de savoir sur les variétés pour ne pas étre complé-
tement perdu.

Sous-variétés, variétés? Nous souhaitons travailler avec des espaces qui sont “localement
semblables” & R?... Comme souvent en mathématiques, il y a en fait deux maniéres de définir et
caractériser ces objets : en parler de maniére extrinséque, avec le vocabulaire des sous-variétés
plongées dans R™ ; ou bien le faire de maniére intrinséque — on parlera alors de variété abstraite,
ou, tout simplement, de variété. Le théoréme de plongement de Whitney permettra alors d’iden-
tifier les deux notions, en montrant que toute variété abstraite de dimension d peut étre plongée
dans ’espace euclidien R??.

Définition 1.1. Soit M C R"™. On dit que M est une sous variété de dimension d si et seulement
si en chaque point xy € M, il existe un voisinage U de z¢, un difféomorphisme ¢ : R™ — R™ tel
que

o(UNM)=R%x {0} N (). (1.14)

Suivant le polycopié de géométrie différentielle de M. Viterbo, dont on s’inspirera ici forte-
ment, on supposera ici que tous les difféomorphismes sont de classe C*°.

Le diffeomorphisme local ¢, qui permet d’identifier M avec R? au voisinage de zg, s’appelle
une carte locale. L’application réciproque 90@1(1 : R? — M s’appelle quand a elle un systéme de
coordonnées locales.

Bien entendu, les exemples classiques de sous-variété de l’espace sont la sphére, le tore...
Le résultat suivant permet de jongler entre les différentes représentations que 'on pourrait en
donner :
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FIGURE 1.7 — Carte pour une sous-variété de dimension 1 du plan.

Proposition 1.1. Soit M C R™. Alors M est une sous-variété de dimension d si et seulement
st pour tout point xog € M, il existe un voisinage U de xo dans R™ tel que l'une de ces propriétés
soit vérifiée :
Graphe il existe un changement linéaire de coordonnées A : R" — R™,
une application f: R — R qui soit C telle que

UOM:Uﬂ{A(z,f(z)HzERd}. (1.15)

Equation Il existe une application F : U — R"~¢ telle que
dFy est surjective, et U N M = F~1(0).

Nappe paramétrée Il existe j : RY — R™ de classe O™, définie sur un voisinage V de 0,
telle que 7(0) = xg, dj(0) est injective, et que la restriction

j:V o MNU (1.16)

soit bijective, continue, d’inverse continue.

Ezercice 1.1. Montrer que le cercle unité, la sphére unité, les ouverts de R™ sont des sous-variétés.

Nous terminons cette premiére legon avec la définition formelle d’une variété abstraite :

Définition 1.2. Soit M un espace métrisable, réunion dénombrable de compacts. On appelle
structure de variété lisse de dimension d sur M la donnée d’une famille (Uy, ¢x)rea telle que :
— les Uy sont des ouverts, et forment un recouvrement de M,
— les @y : Uy — R? sont des homéomorphismes sur 'ouvert ©;(Uy) tels que pour tous o, S

ap =5 0Pt Pa(Ua NUs) — 05(Us NUg) (1.17)
est une application C°.

Au lieu de s’encombrer d’un espace ambiant qui passe souvent trés mal au quotient, on se
concentre donc sur le seul ressenti “interne” des habitants de ’espace : pensons au tore, souvent
représenté comme une bouée, mais qu’il est plus simple de voir comme un carré aux bords
recollés — Cf. les RPG japonais, Final Fantasy en téte.

Rendez-vous la semaine prochaine pour la fin de cette introduction au vocabulaire de la
géométrie différentielle!
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ap..

.

R" R"
FIGURE 1.8 — Atlas de cartes sur une variété abstraite.
Image tirée de Wikipédia.
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Chapitre 2

Intuitions sur la courbure,
Vocabulaire

2.1 Introduction

La géométrie Riemannienne permet de réintroduire, dans la géométrie différentielle, les
concepts géométriques d’angles, de distances, sur des objets courbes. Nous introduirons donc
la notion de courbure et son lien avec la toppologie. Puis nous nous équiperons de Dattirail
nécessaire dans la perspective d’introduire les distances et les angles : tenseurs, variétés, fibrés...

2.2 Intuitions sur la courbure

2.2.1 Dans le plan

Pour étudier d’autres courbes que les cercles et les droites, il peut étre utile de mesurer a quel
point une courbe est courbée. On se donne donc v une courbe C'°° définie par son paramétrage
de R — R2. On suppose de plus que [|%(t)| = 1.

Définition 2.1 (Courbure). Soit p un point de la courbe. La courbure de v en p = ~(t) est

w(t) = [IF@)II-

Définition 2.2 (Cercle osculateur). Mieux qu’'une droite tangente, il existe un unique cercle
C approchant v & l'ordre 2 en p, qu’on appelle le cercle osculateur a v en p. C’est le cercle
(paramétré) dont les vecteurs vitesse et accélération coincident en p avec ceux de la courbe. On
peut facilement montrer que son centre est sur la droite orthogonale & % en p, et son rayon est
égal a l'inverse de la courbure, R = %

La courbure ainsi définie ne permet pas de savoir “dans quel sens ¢a tourne”. On peut pour ce
faire affecter un signe a la courbure en choisissant un champ de vecteurs normaux a la courbe,
noté N, que 'on voit comme une direction canonique. On note alors la courbure signée ky, Ky
est positive si N et 4 ont le méme sens, négative sinon.

2.2.2 Dans ’espace

Soit S une surface lisse — i.e. de classe C*° — dans R3.

27
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Un peu énumeératif
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Arnaud Eteve, plans vecteur
B des courbures normal
Léo Hahn-Lecler, principales
Emmanuel
Kammerer
Un peu énumératif
plan
tangent
tangente

(a) Le cercle osculateur en M a la courbe (b) Courbures principales sur une selle de cheval. Quelle

rouge. De maniére générique, la courbe que soit 'orientation choisie, les deux courbures sont de

traverse le cercle osculateur : le terme signe opposé : la selle est une surface de courbure gaus-

d’ordre 3 n’a aucune raison de s’annuler. sienne négative.

FI1GURE 2.1 — Illustrations sur la courbure d’une trajectoire et d’une surface, tirées de Wikipédia.

Définition 2.3 (Courbure Principale). Soit p € S, on note n la normale & S en p. Soit II un
plan contenant n et p : Uintersection de IT avec S est (localement) une courbe planaire, dont on
note k1 la courbure en p. Lorsqu’on parcourt tous les plans II possibles, ki atteint un min et
un max, notés k1 et ks, elles sont appelées courbures principales de S en p.

Les courbures principales ne sont pas invariantes par isométries (ici, les isométries sont des
applications préservant la longueur des chemins tracés dans la surface). Cependant, le théoréme
suivant nous donne un invariant :

Théoréme 2.1 (Theorema Egregium). Le produit kike est intrinséque (i.e. invariant par iso-
métrie : il ne dépend que de la structure métriqgue “dans” la surface), on Uappelle la courbure
Gaussienne.

Exemples : le plan et le demi-cylindre ont une courbure gaussienne égale a 0 alors qu’une
sphére de rayon R a une courbure gaussienne égale a #.

2.3 Variétés

Introduisons quelques définitions pour généraliser les courbes et les surfaces. Nous renvoyons
le lecteur au guide de survie pour la définition des variétés lisses.

Soit M une variété, xg € M et U C M un voisinage de xq : on identifiera U avec son image
dans R™, ce qui nous donne des coordonnées locales lisses autour de xg.

Le plan (vectoriel) tangent & une surface en un point est le plan ayant pour vecteur normal
la normale N & la surface en p. Mais c’est aussi I’ensemble des vecteurs vitesse en p des courbes
dans la surface passant par p. De méme, pour une sous-variété M de R", I’espace tangent en p
est ’ensemble des vecteurs vitesse en p des courbes a valeurs dans M passant par p.

De maniére encore plus générale, on définit :

Définition 2.4 (Espace Tangent, Tangent space). Soit p € M, on considére l’ensemble des
courbes de M qui passent par p quotienté par la relation d’équivalence suivante : y; ~ o ssi ils
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ont le méme vecteur vitesse en p. Cet espace est un espace vectoriel de méme dimension que M
noté T, M.

Définition 2.5 (Sous Variété, Submanifold). Soit M; et My des variétés, M; est une sous variété
(réguliere) de My si on dispose d’'une injection i : M7 — My et 4 realise un homéomorphisme de
M, — Z(Ml)

De cela on obtient des coordonnées locales sur M; a partir de celles de M5 et on peut voir
T,M; comme un sous espace de T, M,

2.4 Fibrés Vectoriels

La réunion disjointe des espaces tangents peut étre considérée en méme temps comme une
union d’espaces vectoriels et comme une variété. C’est un exemple de fibré vectoriel.

Définition 2.6 (Fibré Vectoriel, Vector Bundle). Un fibré vectoriel de dimension k est la donnée
d’un couple de variétés lisses, E (U'espace total) et M (la base), ainsi que d’une application
7w : E — M (la projection) vérifiant :
— Chaque E, = 7~1(p) (appelé la fibre de p) a une structure d’espace vectoriel
— Pour tout p € M, il existe un voisinage U de p et un difféomorphisme ¢ : 7=1(U) — U xR¥
appelé “trivialisation locale” telle que m = 71 o ¢ ol 71 est la projection sur U.
— Les restriction de 7w & chaque fibre sont des isomorphismes.

Exemples : TM (fibré tangent) dont on a parlé plus tot, T*M = H (T,M)*, NM =

peEM

[T @an)*
pEM

D’ailleurs, 1’espace des phases (x, %) en physique correspond au fibré tangent TR.
Remarque 2.1. La notion de fibré vectoriel est une généralisation de celle de produit cartésien : un
produit cartésien est un fibré vectoriel, et tout fibré vectoriel ressemble localement & un produit
cartésien. Il est par contre possible d’exhiber des fibrés vectoriels qui sont des produits cartésiens
“ensemblistes”, mais dont la structure topologique n’est pas “redressable” : on pense par exemple
aux twists sur le produit S' x R, comme le ruban de Moebius.

Remarque 2.2. En introduisant une notion de recollement lisse entre plans tangents voisins,
les fibrés tangents/cotangents permettent d’exprimer simplement les équations différentielles
portant sur le couple (positon, vitesse) (g,v) € TM ou mieux, le couple (position, moment)
(g,p) € T*M. C’est une notion bien connue en physique : celle de l’espace des phases d’un
probléme, qui permet d’exprimer trés simplement les équations de la mécanique.

Prenons I'exemple d’une masse ponctuelle m en chute libre dans un champ de gravité uni-
forme g. En repérant la position de la masse par son altitude z, et en appliquant les lois de
Newton, on obtient (avec les bonnes conventions de signe) I’équation du second ordre :

mzZ = —mg. (2.1)

Pour obtenir existence et unicité des solutions au probléme de Cauchy, il est de bon goiit de
réécrire notre dynamique sous la forme d’une équation du premier ordre sur ’espace des phases :

G)—X@@—(L). (2.2)
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FIGURE 2.2 — Définition intrinséque et locale de la notion de fibré vectoriel. Image tirée de [Lee97].

(a) Fibres dessinées tangentes au cercle. (b) L’espace de base F = S' x R.

FIGURE 2.3 — Deux maniéres de voir le fibré tangent au cercle S*. Twister la représentation (b)
pour obtenir un ruban de Moebius permet d’obtenir un fibré vectoriel sur le cercle qui n’est pas
équivalent au produit cartésien — exercice!
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(a) Flot des équations de Newton dans ’espace
des phases (z,v). Le champ de vecteur X (z,v)
est tangent aux lignes de niveau de l'énergie
mécanique : cette derniére est donc une quan-
tité conservée au cours du mouvement.
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Altitude z

(b) Flot Hamiltonien dans l’espace des
phases (z,p). Les trajectoires restent a énergie
constante, avec un renseignement supplémen-
taire : plus les lignes de niveau du Hamiltonien
sont serrées, plus le gradient est fort, et plus
le point courant bouge vite dans l’espace des
phases.

FIGURE 2.4 — Flot des équations de la mécanique classique dans l’espace des phases (en rouge)
pour la chute libre d’une masse m = 2 dans un champ de gravité uniforme g = 1. Les lignes de
contours correspondent aux iso-énergies.
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L’étude de notre systéme est donc ramenée & celle du flot du champ de vecteur X sur le produit
cartésien R x R : c’est, a peu de choses prés, ce que les classes prépa nous ont appris sur la
mécanique classique... Mais depuis Newton, les physiciens ont trouvé des maniéres bien plus
élégantes — et donc efficaces — de formuler ce probléme. Le formalisme Lagrangien exprime ainsi
qu’entre deux états (qo, vo) et (g1, v1), un systéme physique emprunte une trajectoire qui minimise
I'intégrale au cours du temps de 'action — une grandeur physique ad hoc. Plus pratique encore
le formalisme Hamiltonien propose de substituer au vecteur tangent v un vecteur cotangent p, le
moment, défini de maniére appropriée. Dans notre cas, il s’agit simplement du moment inertiel
p=mv € (R)* = R. En les variables (z, p), on réécrit alors le systéme 2.2 :

Z =+4p/m (2.3)
p =-mg
Le coup de génie est alors de remarquer que, pour le Hamiltonien
_ _ 1y
H(z,p) = Ec + Epp = 5~ +mgz, (2.4)
2m
on a
5 =42 . z
{ . ie. (p) =R g0 VH (2.5)
P =75

Le flot “Hamiltonien” des systémes physiques n’est donc autre qu'un flot de gradient “tourné d’un
quart de tour”. De cette information, on peut immédiatement déduire que le Hamiltonien — ici,
I’énergie mécanique — est une quantité conservée au cours du mouvement... Et de nombreuses
autres propriétés qui forment I'objet d’étude de la mécanique géométrique et la motivation prin-
cipale de la géométrie symplectique.

L’espace des phases d’une variable (z,y,2) € R® n’est autre que le produit R3 x R3 des
couples ((z,y, 2), (,7, 2)) — i.e. le fibré tangent TR3. La généralisation présentée ici permet donc
simplement de parler d’espaces des phases d’une variable ¢ € M quelconque.

C’est un point crucial dans I’élaboration de notre cours : comme le probléme des géodésiques
est moralement un probléme “Lagrangien”, nous verrons que les courbes géodésiques sont en fait
solutions d’une équation différentielle d’ordre 2 (analogue aux équations de Newton), que 'on
peut exprimer dans l'espace des phases T*M comme le flot du Hamiltonien H(q,p) = %(p, K,p)
ot K est la cométrique au point g — tout ceci sera bien stir précisé en temps voulu. La puissance
du point de vue Hamiltonien — qui capture ’essence de la propriété “étre une géodésique” sous
une forme compacte et pratique — sera au coeur des algorithmes que nous développerons dans la
deuxiéme partie du semestre.

Pour montrer que les exemples précédents sont des fibrés vectoriels sans avoir a construire
une structure de variété lissse sur ’ensemble total, on peut s’appuyer sur le lemmme suivant :

Lemme 2.1. Soit M une variété lisse, E un ensemble et w: E — M une application surjective.
Soit {Us} un recouvrement ouvert de M, et des applications bijectives oo : 7~ H(Uy) — Uy x RF

satisfaisant T o @, = 7 et dés que U, NUg # 0 , Uapplication ¢4 o @51 :Ua NUg x RE —
Uy, NUg x R* est de la forme pq 0 gpgl(p, V) = (p,7(p)V), ot 7 est une application lisse T :
U, NUg — GL(k,R).

Alors E a une unique structure de k-fibré vectoriel lisse sur M pour laquelle les applications
o sont les trivialisations locales. La fonction T est appelée fonction de transition.
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En d’autres termes, il suffit d’exhiber des trivialisations locales qui se superposent “correcte-
bM)
ment”.

Définition 2.7 (Section). Soit 7 : E — M un fibré vectoriel, une section de FE est une application
lisse F': M — E telle que wo F' = Idyy.
C’est donc la donnée lisse en tout point p d’un “vecteur” F(p) vivant dans la fibre 7=1(p).

2.5 Tenseurs

La géométrie Riemannienne est construite a ’aide de tenseurs. Ces objets sont en quelque
sorte des généralisations des matrices. Ils peuvent représenter en particulier des formes multili-
néraires, des matrices ou des produits scalaires.

Pour alléger les notations, il est d’usage d’utiliser la sommation d’Einstein : dés lors qu’un
indice est hors contexte c’est qu’on le somme sur toutes les valeurs possibles. C’est par exemple
utile pour le calcul de la différentielle d’une composée, ou pour écrire des produits matriciels de
maniére compacte.

Définition 2.8 (Tenseur, Cotenseur). Soit V un espace vectoriel de dimension finie, un k-tenseur
est une application k linéraire de V¥ — R un l-cotenseur est une application [ linéaire de V*' — R

un ( I; )—tenseur est une application multilinéaire de V* x V¥ — R

On note respectivement T%(V'), T;(V) et T} (V) ces ensembles de tenseurs.
On a en particulier : TH(V) =V* | Ty(V) =V et TL(V) = End(V).

Remarque 2.3. On peut voir un tenseur d’ordre 2 comme la décomposition d’une matrice sur
I’espace de base V' et son dual V* : en effet, une matrice M de taille n X n est entiérement
déterminée par la donnée de l'application bilinéaire (Y, X) € (R")* xR" — (Y,MX) =Y'MX.

Remarque 2.4. La terminologie “tensorielle” est plus lourde que celle des matrices, qui nous suffi-
rait pourtant ici — aucun tenseur d’ordre supérieur a 2 n’est nécessaire pour parler de géodésiques.
Elle a néanmoins ’avantage de désambiguiser la confusion qui est souvent faite entre un espace
V et son dual V™.

On le voit en cours d’analyse fonctionnelle, le dual topologique d’un espace de dimension
infinie est rarement identifiable a I’espace de départ. Mais méme dans le cas des espaces de
landmarks, celui des ouverts de R"”, il est important de faire la distinction : c’est que si on a
topologiquement (R™)* ~ R"™, la structure métrigue sur ces deux espaces peut elle étre complé-
tement chamboulée.

Supposons par exemple R” muni d’un produit scalaire (-, )¢ donné par une matrice n X n
symétrique définie positive G :

VveR", Hv||2G = vTGw. (2.6)

De méme qu’un vecteur est identifié a la matrice colonne de ses coordonnées dans la base

canonique, on représente toujours une forme linéaire p € (R™)* par la matrice ligne de ses

coordonnées dans la base duale canonique (e, ...,e}) :

p(x) = p1a1 + paxa + -+ ppan = pla. (2.7)
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La norme d’opérateur d’une forme linéaire p est alors donnée par :

[Pl = max p(v) (2.8)
(v,v)e=1
:<vnv1>aG,X:1pTv (2.9)
= ur¥1351pTG71/2u (2.10)
G—1/2p
=pTGV? (2.11)
lG=1/2p]

avec le changement de variable u = G'/2v — racine carrée d’une matrice de S;". Autrement dit,

Ipllg. = PTG 'p. (2.12)

A une métrique G sur Pespace primal, il faut donc associer la cométrique K = G~ sur I’espace
dual. Sil'identification est tentante dans R™ muni du produit scalaire canonique, ¢’est uniquement
parce que I, ! = I,, : dans notre cours, il faudra aller plus loin.

2.6 Fibré Tensoriels, Champs de Tenseur

Etant donné un fibré tangent TM, on peut lui associer le fibré vectoriel pour lequel on a
remplacé les T, M par les T} (T, M).

Définition 2.9 (Fibré Tensoriel, Tensor Bundle). Soit M une variété, on construit un fibré
vectoriel de la maniére suivante : la fibre associée & p est TJ(T,M). On définit ainsi M =

H TF(T,M), le ( I; >—ﬁbré tensoriel associé a M.
peM

Définition 2.10 (Champ de tenseur, Tensor Field). Un champ de tenseurs est une section lisse
de TFM.

Exemple : un champ qui associe a chaque point p un produit scalaire (|) P

Dans le cas des espaces de landmarks, qui sont des ouverts de R™?, I'inclusion donne une carte
globale pour toute la variété : ces notions a priori locales de champs lisses se confondent avec
la notion habituelle d’application & coordonnées lisses. Autrement dit, un champ de tenseur 7}
lisse g sur un ouvert 2 de R™ n’est rien d’autre qu'une application g : 2 — M, ,, de classe C*° :

91,1(58) 91,2(1) te gl,n(z)
VaeQ, glz) = 92,1.(15) 92,2:(90) 92,7@) (2.13)
001 (2) Gna(®) - Gunl®)

ot les coordonnées g; ; : R — R sont infiniment différentiables.

2.7 Conclusion

Si, au début, on a pu appréhender la notion de courbure d’une surface, nous avons ensuite
bien équipé nos variétés de fibrés qui nous permettront de construire ainsi une géométrie.



Chapitre 3

Métriques Riemanniennes Séance 3

[Lee97], Chap. 3

Paul Frauz,
Manolis Perrot,

3.1 Meétriques Riemanniennes Massil Hihat,
Ivan Yakovlev
3.1.1 Définitions Sans souci

Définition 3.1 (Métrique). Une métrique Riemannienne sur une variété lisse (smooth manifold)
M est une application continue g de M dans l’ensemble des formes bilinéaires symétriques et
définies positives sur T, M. Autrement dit, g associe & un p € M un produit scalaire de T, M.

Notations :
— Pour (X,Y) € T,M?, on note < X,Y >:=g(p)(X,Y) = g(X,Y).
— Un couple variété et métrique Riemannienne est appelé variété Riemannienne.
— S’il n’y a pas de confusion possible, on parlera de métrique et pas de métrique Rieman-
nienne.
— (X,Y) € T,M? sont dit orthonormaux si < X,Y >=0.

Définition 3.2 (Normes, angles). On peut alors définir une norme et des angles sur T}, avec
|X| =< X, X >1/?2 (3.1)
et Pangle entre X et Y pour (X,Y) € T,, comme 'unique réel § de [0, 7] tel que

<XY>

cos(f) = X (3.2)

Définition 3.3 (tiré en arriére, pull-back). Si f est différentiable de M dans N (deux variétés),
et si N est munie d’une métrique ¢'V, alors on peut définir une métrique sur M par :

v,w € T,M (f*g™)(v,w) = gN(dfp(v),dfp(w)). (3.3)

On voit aisément que cela définie bien une forme bilinéaire symétrique et positive, par contre
elle est définie positive si et seulement si la différentielle df}, est injective.

C’est a partir de cette métrique que d’autres notions clés vont étre définies comme celle

d’isométrie entre variétés riemanniennes. Avant de voir ces notions, manipulons cette définition
a travers un exemple.

35
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Paul Frauz, Exemple 3.1. Regardons I'exemple du tore dans R3.
Manolis Perrot, On se place dans un repére (Ozyz), avec le 6 des coordonnées polaires. On considére alors
Massil Hihat, 1'application entre le rectangle [—bm, br] x [—7, 7] et le tore dans R? :
Tvan Yakovlev

Sans souci f(r,0) = R(r)(cos,sin6,0) + Z(r)(0,0,1) (3.4)
avec  R(r) = a+ bcos(r/b) (3.5)

Z(r) = bsin(r/b). (3.6)

C’est une paramétrisation du tore, ou a 6 fixé r décrit le "petit" cercle (section du tube)

représenté ci-dessous, et pour r fixé 6 décrit le "grand" cercle (de hauteur z constante).

FIGURE 3.1 — Le tore vu en coupe : on fait tourner ce cercle autour de Oz pour obtenir le tore.

Notre but est de munir le carré d’une métrique qui est cohérente avec la vision qu’on a du
tore de R® muni de la métrique euclidienne. Pour cela on peut calculer la métrique pull-back,
qui en revenant & la définition nous demande de calculer la différentielle de f :

cos()R'(r) —sin(0)R(r) —cos(#) sin(r/b) —sin(#)(a + beos(r/b))
Df(r,0) = | sin(@)R'(r) cos(@)R(r) | = | —sin(d)sin(r/b)  cos(0)(a + beos(r/b))
Z'(r) 0 cos(r/b) 0

ainsi g, 9) = ((1) R (2)2) est la matrice de la métrique dans la base canonique.

et (er,e5) = (((1)), (1/12(”)) est une base orthonormée du plan tangent au point (7, 6).
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FIGURE 3.2 — Représentation des ellipses de la métrique pull-back sur le rectangle

Définition 3.4 (Isométries). Soit (M, g) et (M ,g) deux variétés Riemanniennes. Un difféomor-
phisme ¢ : M — M est appelé une isométrie si

©'g=g. (3.7)
On dit que (M, g) et (M ,§) sont isométriques s’il existe une isométrie entre les deux.

Remarque 3.1. Si on se place dans I’ensemble des isométries entre une méme variété. Il est facile
de vérifier que la composition de deux isométries et que l'inverse d’une isométrie restent des
isométries, celles-ci forment donc un groupe pour la composition.
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Remarque 3.2. La relation étre isométrique étant une relation d’équivalence sur la classe des
variétés Riemanniennes, la géométrie Riemannienne s’intéresse principalement aux propriétés
conservés par isométries.

FEzemple 3.2. Si on considére une application linéaire A de R™ dans R™ qui est une isométrie
dans le sens ci-dessus : on a A*geyel = Geuel, €€ qui est bien équivalent au fait que A.AT = I,.

Coordonnées locales : Soit (FEy,..., E,) une base locale! de TM , et (¢!, ...,, ") sa base
duale. Alors une métrique Riemannienne peut s’écrire localement comme :

g=gij9' @ = Zgijv?i ® ¢’
i.j

ott 'on a que ¢* ® ¢ (X,Y) = ¢*(X)p?!(Y) (produit tensoriel).
Les coefficients de la matrice (g; ;)i; = (< E;, Ej >); ; sont symétriques en i et j et dépendent
de maniére lisse de p.

3.1.2 Exemples

Un premier exemple est R™ muni de la métrique euclidienne g, qui est le simple produit
scalaire (z,y) — zTy avec l'identification T,,R™ = R"™. La matrice de g dans la base canonique
est alors I,, = (0 ;).

D’autres exemples de métrique Riemannienne arrivent naturellement quand on considére des
sous-variétés, des produits ou des quotients de variétés.

Définition 3.5 (Métrique sur une sous-variété). Soit (M ,g) une variété Riemannienne. Soit M
une sous variété de M. Alors la restriction de g aux vecteurs tangents de M est une métrique
Riemannienne car la restriction d’un produit scalaire & un sous espace vectoriel est encore un
produit scalaire.

C’est ainsi qu’on a précédemment définit une métrique sur le tore, et c’est aussi de cette
maniére qu’on définit la métrique de S Cc R**1,

Dans la pratique, on supposera souvent M C R™ et la donnée d’un paramétrage local, i.e. un
plongement 2 d’un ouvert U C R™ dans M dont I'image est un ouvert de M ). En se donnant un
tel paramétrage X : U — R™ d’une sous variété M C R™ avec la métrique induite, on dispose
de la formule ci-dessous pour calculer cette métrique dans la base canonique de U :

i=1  j=

ol du’.du’ est le produit tensoriel symétrisé, c.-a-d. :

du’.du? = (dui ® du? + du? ® dui).

N |

Exercice 3.1. Retrouver directement & partir de cette formule la métrique induite sur le tore
définie dans l’exemple 3.1.

1. ie ((E1(p), ..., En(p))) est une base de T, M pour p € U
2. en anglais embedding : application injective dont les différentielles sont injectives
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FIGURE 3.3 — Une surface de révoultion

Ezercice 3.2. Soit y(t) = (a(t),b(t)),t € I (un intervalle ouvert) une courbe lisse injective dans
le plan zz. On suppose que Vt € I,a(t) > 0 et §(t) # 0
Soit M R? la surface obtenue par révolution de v autour de I’axe des z
— Montrer que M est une sous variété de R?, et que M est un plongement si 7y en est un.
— Montrer que ¢(0,t) = (a(t)cos(d),a(t)sin(f),b(t)) est un paramétrage local de M au
voisinage de tout point.
— Calculer I’expression de la métrique induite sur M sur le point de coordonnée (8, 1).
— appliquer ce calcul au cas du tore donné par (a(t),b(t)) = (2 + cos(t), sin(t)).

Produit cartésien de variétés : Soit (My,g1) et (Ms, g2) deux variétés Riemanniennes. Le
produit M; X My a une structure naturelle d’espace métrique g = g1 @ g» appelée métrique
produit et définie par :

9(X1+X0,Y1 +Y2) = g1(X1, Y1) + 92(X0,Y2), (X;,Y;) € T, M;

avec l'identification T}, ,, M1 x My =T}, My @ T, Mo
Alors, toutes coordonnées locales (x!,...z") pour M; et (z"*1, .. .2"+t™) pour M, donne les co-
ordonnées (z!,...z"+t™) pour M; x Ms. Donc la matrice de (g;;) vérifie
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Quotient de variétés : Soit w: M — M un revétement® (covering map) lisse.

On appelle transformation couvrante (covering transformation) une application lisse ¢ : M — M
telle que m = 7o .

Si g est une métrique Riemannienne sur M, alors § := g o 7 est une métrique Riemannienne sur
M invariante par transformation couvrante.

Dans ce cas, on appelle § la métrique couvrante (covering metric) et 7 un recouvrement Rieman-
nien (a Riemannian covering).

3.2 Constructions élementaires associées & une métrique
Riemannienne

3.2.1 Monter ou baisser des indices

Une proprieté élémentaire mais trés importante d’une métrique Riemannienne est qu’elle
permet de convertir des vecteurs en covecteurs et vice versa.

Soit g une métrique sur M, on définit D'application (dit "flat” ou ”bémol”) de TM dans
T*M comme suit : pour le vecteur X € T, M on définit le covecteur X b e Ty M par

X*(Y) = g(X,Y)
On dit que X? est obtenu de X en baissant un indice. En coordonnées :
)(b = g(Xiai, ) = ginidﬂl‘j

Donc la matrice de flat dans une base et sa base duale est celle de g. Cette matrice est inversible,
ainsi cette opération est aussi inversible. Donc on peut définir 'operateur inverse (dit "diése” ou
"sharp”) w — w®. En coordonnées, w! a les composantes :

Lo 4,
w' = g wj,
otl, par définition, g%/ sont les composantes de la matrice inverse (g;j)*.

L’application la plus importante de l'opérateur diése est de permettre d’étendre la notion
de gradient aux variétés Riemanniennes. Sans la métrique riemannienne (i.e. le produit scalaire
sur chaque espace tangent), on n’a pas de fagon naturelle (indépendant de la base) d’identifier
T,M avec Ty M.

Soit f une fonction lisse a valeurs réelles sur la variété Riemannienne (M, g), on définit le champ
de vecteur grad(f) := df*. On a alors en remontant les définitions que :

VY € TM,df(Y) = (grad(f),Y).

3.2.2 Elément de volume et integration

Proposition : Sur toute variété Riemannienne (M, g), il existe une unique n-forme (c’est a
dire un (n,0)-tenseur alterné) dV satisfaisant la propriété que dV (Ey,..., Ex) = 1 chaque fois
que (E1,..., En) est une base orthonormée pour quelque espace tangent T, M.

3. application continue et surjective telle que Vp € M,3U ouvert de M : 7Y U) = ||V; et V; est un ouvert
de M homéomorphe a U
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Cette n-forme (noté aussi dVj) est appelé l’élément de volume. L’importance de 1’élément
de volume est qu’il permet d’intégrer des applications. Si f est une fonction lisse avec le
support compact, alors fdV est une n-form avec le support compact. Alors l'integral |’ u fav
est bien défini et est appelé 'integral de f sur M. De méme, le volume de M est défini comme
/ v dV = I} A 1dV.

3.3 Généralisation des métriques Riemanniennes

Il y a autres méthodes de mesurer les "longueurs” des vecteurs tangents. On obtient d’autres
métriques en retirant des hypothéses dans la définition de la métrique Riemannienne.

3.3.1 Meétriques pseudo-Riemanniennes

C’est un champ g de 2-tenseur symmetrique et non-dégénéré, c’est-a-dire que le seul vecteur
orthogonal & tout 'espace est le vecteur nul : g(X,Y’) = 0 pour tout Y € T,,M si et seulement
si X = 0. Mais elle n’est pas nécessairement positive.

Un exemple notable d’une telle métrique est la métrique de Minkowski dans R* : c’est
un invariant fondamental dans la théorie de la relativité restreinte d’Einstein. On peut 'expri-
mer succinctement en disant qu’en ’absence de gravité, les lois de la physique sont les mémes
dans tout systéme de coordonnées, dans lequel la métrique a une expression dz? +dx3 + dz? — dt?.
La théorie de la relativité générale inclut les effets gravitationnels en permettant la métrique de
varier point a point.

3.3.2 Meétrique de Finsler

Dans ce cas, sur chaque espace tangent on a une norme pas nécessairement engendrée par le
produit scalaire. L’'intérét pour ces métriques est motivé par des applications dans la théorie de
plusieurs variables complexes.

3.3.3 Meétrique sous-Riemannienne

Une métrique sous-riemannienne (également appelée métrique riammanienne singuliére) est
une métrique sur S — un champ de k-plan ou un sous-fibre de TM). Cela signifie que les longueurs
ne sont définies que pour les vecteurs de S, et que les courbes dont on peut mesurer les longueurs
sont celles dont les vecteurs tangents sont tous en S.

L’une des motivations pour étudier les métriques sous-riemanniennes vient de la théorie du
controle. Dans ce sujet, on a une variété avec un champ de vecteur dépendant de paramétres
appelés les controles. L’objectif est de faire varier les contrdles pour obtenir une courbe de
solution avec les propriétés souhaitées. Un bon exemple de restrictions infinitésimales est un
probléme de parking : la voiture a trois degrés de liberté, mais ne peut en controler que deux
(roues et déplacement avant-arriére).
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3.4 Les espaces canoniques de la géométrie Riemannienne

3.4.1 L’espace Euclidien

L’espace Euclidien R™ est ’exemple le plus simple de variété Riemannienne. On prend alors
comme métrique g le produit scalaire usuel sur T,R™ (que 'on identifie & R™ pour tout p de
Pespace). Plus généralement, si V' est un espace vectoriel de dimension n doté d’un produit
scalaire, on peut y définir la métrique Riemannienne g(X,Y) =< X, Y > sur T,V = V. En
choisissant une base orthonormée (E, ..., E,) de V, Papplication qui & (x!,...,2™) € R™ associe
X = 2'E; € V définit une isométrie de (R™, g) dans (V, g).

3.4.2 La sphére

La sphére S% de R, munie de la métrique ¢’ induite par celle sur R"™!, est une autre
variété Riemannienne canonique. La premiére propriété qui nous vient & lesprit est la grande
symétrie de la sphere.

On dit que la variété Riemannienne M est homogéne, s’il existe un groupe de Lie opé-
rant de maniére lisse et transitivement par isométries sur M. Donc, pour chaque couple de
points de M on peut trouver une isométrie qui envoie I’'un sur 'autre.

Sipe M, on dit que M est isotrope dans p s’il existe un groupe de Lie opérant par isométries
transitivement sur ’ensemble des vecteurs unitaires de T,,M.

Plus simplement, une variété homogéne a les mémes propriétés géométriques a chaque point, et
une variété isotrope a les mémes propriétés a chaque direction.

La sphére est homogéne et isotrope a chaque point. On peut le voir facilement : ’action
du groupe orthogonal O(n + 1) sur R™*! préserve la sphére, la métrique euclidien, et opére
transitivement sur les bases orthonormées sur la sphére.

Outre sa grande symmeétrie, la sphére est localement équivalente de maniére conforme a
I’espace euclidien.
Définition : deux métriques g et ¢’ sur une variété M sont dites conformes 'une avec I'autre
s’il existe une fonction positive f € C°(M) telle que g = f¢’. Deux variétés Riemmanniennes
(M,g) et (M’',g") sont dites équivalentes de maniére conforme s'il existe un difféomorphisme
o : M — M’ tel que ¢’ o ¢ soit conforme a g.

En fait, deux métriques sont conformes si et seulement si elles définissent les mémes angles mais
pas nécessairement les mémes longueurs.

L’équivalence de maniére conforme entre R™ et la sphére S% C R"*! privée d’un point
est donnée par la projection stéréographique depuis le pole Nord, ou par la projection Mercator.
La projection stéréographique :
C’est I'application o : S% — {N} — R"™ qui au point P = (¢!,...,£",7) € S% — {N} associe
u dans R” ot U = (ul,...,u”,O) € R*""! est le point d’intersection entre la droite (NP) et
Ihyperplan {7 = 0}.
Donc U est caractérisé par la relation NU = ANP pour un A non nul. On note N = (0, R),
U= (u,0)et P= (7)€ R* =R" x R.

On obtient que :
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FIGURE 3.4 — Projection stéréographique depuis le pole Nord : B = o(A)
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On vérifie que o est inversible, d’inverse :

-1 )_< 2R%y |u|2—R2)
g \u)= 2+ B2 Juf? + R?

On peut montrer que cette projection rendent bien équivalents la sphére et le plan. En
fait, on peut interpréter cette propriété par le fait que la projection stéréographique conserve les
angles entre des vecteurs tangents & la sphére et leurs images par o.

De plus, les méridiens sont des droites passant par 'image du pole Sud, et les paralléles sont des
cercles.

Quelques belles propriétés de la projection stéréographique En fait, la projection
stéréographique est la restriction de 'inversion de pole N et de rayon approprié. Il est connu que
linversion préserve les cercles (sphéres, hypersphéres). Donc les cercles sur la sphére projetent
vers cercles. Notez que les droites sont les cercles de rayon infini. Alors, quelques exercices a ce
sujet.

Ezercice. Soit P un polyédre qui est équivalent combinatoirement & un cube (c’est a dire
il a 8 sommets, 6 faces quadrangulaire, & chaque sommet il y a trois faces). Montrer que si 7 de
sommets se trouvent sur une sphére, le dernier sommet aussi y se trouve.

FEzercice Montrer qu’il est impossible de construire le centre du cercle en utilisant uniquement
la régle. (Indication : il existe une projection de le plan sur un autre plan, qui projete le cercle
vers le cercle, mais ne projete pas le centre vers le centre).

La projection de Mercator La projection de Mercator consiste & enrouler un cylindre autour
de la sphére, projeter les points de la sphére depuis le centre, puis dérouler le cylindre.
Comme pour le tore, on peut expliciter le mapping en coordonnées polaires :

M: Rx[-m7] — RS

(2,0) — R(Z)(cosb,sind,0) + h(Z)(0,0,1) (38)
avec R(Z) = arccos(arctan(Z/a)) (3.9)
h(Z) = arcsin(arctan(Z/a)) (3.10)

puis calculer la métrique pull-back associée & M~! sur la carte Mercator. Cette projection est
souvent employée par les marins, et pour les planisphéres usuels. Elle ne conserve pas les distances
(comparer la taille du Groenland et de I’ Afrique), mais on peut se faire une idée de la déformation
avec la figure suivante. Faites attention aux cercles & chaque point - ils ne sont pas déformés.

3.4.3 Plan hyperbolique

Un autre cadre canonique est le plan hyperbolique et ses généralisations. Son étude fera ’objet
de la séance 6.
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(a) Projection Mercator : C' = M(S)
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(b) Les cercles bleus sont de rayons constant
pour la métrique pull-back (M ~')*geya 52-

FIGURE 3.5 — Projection de Mercator et déformations induites
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Chapitre 4

Connexions et courbes géodésiques

4.1 Dériver des champs de vecteurs ?

Intuitivement, une géodésique correspond & une courbe de M aussi droite que possible. Dans
I’espace euclidien usuel R™, les géodésiques sont précisément les droites, qui se caractérisent
comme les courbes d’accélération nulle. Considérons une variété plongée dans un espace euclidien :
on pourrait de méme envisager de calculer ’accélération d’une courbe ~y(t) par dérivation double,
puis projeter orthogonalement ce vecteur sur l'espace tangent & M en (). Dans une variété
quelconque, cela ne marche pas : dériver dans un systéme de coordonnées quelconque donne un
vecteur vitesse indépendant de ce systéme, mais il n’en va pas de méme pour ’accélération.

Ezemple 4.1. Considérons le cercle dans le plan. Il peut étre paramétré par « : ¢ — (cos(t), sin(t)).
Le champ des vecteurs vitesse obtenu est alors 4 : ¢ — (—sin(t),cos(t)) et en dérivant une fois
de plus, on obtient 4 : ¢ — (— cos(t), — sin(t)).

En coordonnées polaires, on peut utiliser le paramétrage ¢ — (1,t), qui donne le champ de vec-
teurs vitesse ¢ — (0, 1) : on retrouve bien ce qui précéde. Néanmoins cela ne fonctionne plus pour
I’accélération : dériver deux fois donne le vecteur nul.

Il manque donc une définition intrinséque de l'accélération. Les vecteurs vitesses évoluant dans
des fibres tangentes a priori trés différentes, on ne peut définir I’accélération comme on I’a fait
pour la vitesse (les positions appartenaient toutes au méme espace). La premiére étape consiste
4 introduire un nouvel opérateur, la connexion, qui va permettre de relier les espaces tangents.
Elle permet de définir la notion de dérivée covariante d’un champ de vecteurs selon une courbe,
pour enfin arriver aux géodésiques et au transport paralléle.

4.2 Connexions affines

Définition 4.1. Soit M une variété différentielle. On note T (M) lensemble des champs de
vecteurs tangents & M, i.e. des applications lisses X : M — T M telles que

Vqe M, X(q) e T,M. (4.1)

Pour ¢ dans M, X € T(M) et f € C*°(M,R), la dérivée directionnelle de f en ¢ selon X est
donnée par :

d

3l f0(0), avec 4(0) = ¢,3(0) = X(a)  (4.2)

(X)) = “ 2

T tzof(q +tX(q))" =
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Basile Coron, qui est une expression bien définie si X (g) est un vecteur de I'espace tangent. Une connexion
Yohan Mandin affine sur M est une application V : T(M) x T(M) — T(M) qui vérifie les propriétés suivantes :

-Huble, Lucas Linéarité a gauche Pour f,g € C*(M,R), Vixitgx,Y = fVx, Y +¢VxY
' Rey, LOWS— R-linéarité a droite Pour a,b € R, Vx(aY1 +bYs) = aVxY; +bVxYs
Pierre Chaimtron - Libnitz-linéarité a droite Pour f € C*(M.R) Vx(fY) = fVxY + (XY
echnique

Remarque 4.1. A priori, le comportement de Vx(Y) en p dépend de celui de X et Y sur toute
la variété, et pas seulement en p. C’est pourquoi la propriété de linéarité a gauche est globale et
distincte d’une simple R-linéarité.

Ezemple 4.2. Sur R™ (ou plus généralement sur tout ouvert U de R", la connexion naturelle,
appelée connexion euclidienne, est :

VxY = i(xw‘)ai = (XY"0; (4.3)

i=1

en utilisant la notation sommatoire d’Einstein, ce qu’on fera toujours par la suite. Définie a partir
d’un systéme de coordonnées locales arbitraire, 9; est 'application qui & p € M associe le i-éme
vecteur d’une base de T, M convenue. Dans R", c’est I’application constante donnant le -iéme
vecteur de la base canonique. Le cas euclidien permet de voir un champ de vecteurs comme une
application f € C*°(U,R™). On a alors plus simplement

VxY(p) = dY (p)(X(p)) (4.4)

Remarque 4.2. On a vu au chapitre précédent qu’'une structure métrique était en gros la don-
née d’une base orthonormée (e1(q),ea(q),...,en(q)) en chaque point ¢ d’'une carte. Il est donc
raisonnable de penser que, pour comprendre les courbes géodésiques, il faille décrire la maniére
dont évolue un champs de bases (ou, ce qui est équivalent, n champs de vecteurs ey (-), ..., e,(+))
avec le point courant gq.

De méme qu'une métriqgue riemannienne est la notion infinitésimale qui correspond & la
longueur d’une courbe, une connezrion doit étre vue comme la différentielle par rapport au point
de base ¢ du transport d’'un vecteur Y le long d’un déplacement Xdt :

« (VxY)dt quantifie la maniére dont Y varie le long de Xd¢ » (4.5)

Cette interprétation qualitative correspond intuitivement a ’expression 4.4 pour la connexion
euclidienne : on s’intéresse a la fagon dont varie un champ de vecteurs relativement a un autre.
La linéarité en la premiére variable est donc tout naturelle : aller deux fois plus loin (X — 2X),
c’est donner & Y deux fois plus d’espace pour varier. La “ Leibniz-linéarité” en la seconde variable
est alors une simple conséquence de la formule de dérivation d’un produit.

Dans notre manuel, I’étude des variations d’une base orthonormale avec la position est dé-
coupée en deux temps : les exemples explicites, les liens avec les propriétés géométriques ne
seront abordées qu’a partir du chapitre suivant. Pour aujourd’hui, nous nous contenterons d’une
approche axiomatique, proche de celle adoptée par un cours d’analyse fonctionnelle ou d’EDP
mathématique : en nous contentant des axiomes de linéarité/Leibniz-linéarité ci-dessus, valables
au premier ordre, nous montrerons des résultats forts sur la résolution d’équations différentielles
liées aux géodésiques et aux problémes de transport.

Les lemmes suivants montrent que 'opérateur V est local : sa valeur en un point ne dépend que
du comportement de X et Y dans un voisinage arbitrairement petit de ce pont. Cela s’apercevait
dans ’exemple de la connexion euclidienne.
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Lemme 4.1. Soit V une connezion affine sur M, p € M ainsi que X1, X2,Y1,Ys € T(M). Si
X; = Xy et Y1 = Y5 au voisinage de p, alors Vx,Y1(p) = Vx,Ya(p)

Démonstration. On va prouver le résultat pour Y, le cas de X étant analogue. Par linéarité de
V en Y, on peut se ramener & Y nulle sur un voisinage U de p. Montrons alors que VxY (p) = 0.
On prend ¢ € C*(M,R) a support dans U et valant 1 en p. ¢Y est alors identiquement nulle
sur M, ce qui permet d’utiliser la linéarité en la seconde variable, car on s’est ramené a une
propriété globale :

Vx(¢Y) = Vx(0.9Y) =0.Vx(pY) =0

Par Leibnitz-linéarité,
0=Vx(pY)=¢Vx(Y)(p)+ (Xe)Y

Evaluant chaque membre en p, on a bien Vx (Y)(p) = 0. O

Lemme 4.2. VxY(p) ne dépend que de X (p), et du comportement de Y au voisinage de p.

Démonstration. Par linéarité, il suffit de montrer que X (p) = 0 entraine VxY (p) = 0. Consi-
dérons un voisinage U de p sur lequel on dispose d’un systéme de coordonnées permettant la
décomposition X = X?0;. Le lemme précédent assure que la valeur de VxY en p ne dépend que
du comportement de X et Y, ce qui permet d’utiliser localement les propriétés de la connexion :

VxY(p) = Vxin,Y(p) = X' (p)Vs,Y(p) =0 (4.6)
O

Soit maintenant U un ouvert de M muni d’un systéme de coordonnées locales. Chaque V,0; se
décompose dans la base (9), d’ott n® fonctions I'; € C°°(M,R) telles que :

Vo,0; = I't0% (4.7)

Ces fonctions sont appelés symboles de Christoffel de la connexion V.

Remarque 4.3. L’espace tangent en tout point de R™ est R™ lui-méme : on utilise systématique
la base canonique. Par conséquent les application 9; sont constantes, donc de différentielle nulle :
la connexion euclidienne a tous ses symboles de Christoffel nuls. Le lemme suivant montre que
laction de V sur U est entiérement déterminée par ses symboles de Christoffel.

Lemme 4.3. Soit V une connexion affine sur M, U un owvert de M, X = X'0;, Y = Y'0; dans
le systéme de coordonnées locales associé a U. On a :

VxY = (XY* + X'YITY,)0y (4.8)
Démonstration. C’est un simple développement :

VxY =Vx(Y79;) par décomposition dans la base canonique, (4.9
= (XY7)0; + Y?V xi5,0; par Leibniz-linéarité en Y, (4.10
= (XY7)0; + X'Y'Vp,0, par linéarité en X, (4.11
= (XY9)0; + XinFfjak par définition des Ffj. (4.12
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Ce résultat est du type « opérateur algébrique déterminé par des parameétres scalaires ». C’est
Panalogue pour les connexions (i.e. les applications linéaires a gauche, Leibniz-linéaires a droite)
du célebre résultat de prépa : « une application linéaire est entiérement déterminée par I'image
de la base canonique ». Les symboles de Christoffel sont donc moralement les « coefficients » de
la connexion : nous verrons au chapitre suivant comment on peut les relier aux coefficients de
la métrique g. Nous allons maintenant voir comment construire des connexions sur une variété.
Sans surprise, il suffira de donner explicitement les « coordonnées dans la base canonique »,
les fameux symboles de Christoffel : le lemme suivant montre comment construire toutes les
connexions affines sur une variété couverte par un seul systéme de coordonnées (un ouvert de R™
par exemple).

Lemme 4.4. Soit M une telle variété différentielle. La donnée d’une connexion affine sur M
revient exactement a la donnée de n® fonctions Ffj € C*°(M,R) par la formule :

VxY = (XY* + X'YITE) o, (4.13)

Démonstration. A une connexion sur M on associe n® telles fonctions, qui sont entiérement

déterminées par la connexion. Réciproquement, avec n® fonctions Ffj € C*°(M,R) un calcul

montre que la formule ci-dessus défini bien une connexion ayant pour coefficients de Christoffel
k

les I} O

En recollant les connexions affines obtenues sur les ouverts d’'un revétement de M, on obtient
alors le résultat suivant :

Propriété 4.1. Sur toute variété il existe une connexion affine.

Démonstration. On recouvre M par des ouverts (U,) : sur chacun d’eux on a une connexion V<.
On se donne une partition de l'unité (¢ ), i.e. une famille de fonctions lisses telle que ¢, soit a
support dans U, pour tout o, et Y. oo =1 sur M. Alors V : (X,Y) = > 0o V&Y est une
connexion sur M. O

Remarque 4.4. Une combinaison linéaire de connexions n’en est pas nécessairement une, & cause
de la Leibniz-dérivation. V et V' étant deux connexions, ni %V ni V + V' n’en sont en général.
Ce qui précede fonctionne grace a la condition de normalisation > ¢, = 1.

4.3 Dérivation d’un champ de vecteur sur une courbe para-
meétrée
Soit v une courbe dans M paramétrée par un intervalle I de R.

Définition 4.2. Un champ de vecteurs le long de la courbe v est une application V' de classe C*°
de I dans T'M, telle que V (t) € T ;)M pour tout ¢ dans I . On note T(y) I'espace des champs
de vecteurs le long de 7.

Usuellement, un champ de vecteurs tangents est simplement une application V : M — T M. Un
tel champ peut étre « restreint » en un champ de vecteurs le long de « par t — V). On dit
qu’un champ de vecteur le long d’une courbe est extensible s’il est la restriction d’'un champ de
vecteurs tangents.

Ezemple 4.3. Les cas suivants seront utiles par la suite :
e ¢ — 4(t) est un champ de vecteurs le long de ~.
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e Les applications 0; : I — TM qui associent a t le i-éme vecteur d’une base fixée de
T, yM sont des champs de vecteurs le long de v extensibles, car restriction des champs
0; habituels.

e S'il existe tg et 1 distincts tels que v(to) = (1), un champ de vecteurs f le long de v tel
que f(to) # f(t1) n’est pas extensible, car un champ V : M — T M ne peut envoyer un
méme point sur deux vecteurs tangents distincts.

Une connexion affine va alors permettre de définir une notion voisine de la « dérivation » le long
d’une courbe.

Lemme 4.5. Pour toute courbe v, une connezxion affine V détermine un unique opérateur :
Dy +5(7) = 5(7) (4.14)

vérifiant
R-linéarité D, est linéaire.
Leibnitz-linéarité Pour toute f € C>°(I), Di(fV) = fV + fD;V

Compatibilité avec V  Pour V extensible d’extension V', ¥ty € I, DV (to) = Vﬂ-/(to)(f/ o) (to)-

Un tel opérateur dépend seulement localement des valeurs de «. + n’étant pas un élément de
T(M), i.e. un champ de vecteurs tangents défini sur M, la notation V) peut paraitre abusive.
Néanmoins Vx (Y)(p) ne dépend que de X (p), et du comportement de Y au voisinage de p : la
décomposition de V par les symboles de Christoffel assure que tout ceci & un sens. Si ’espace
tangent T, M est identifié & M, on peut aussi voir §(fp) comme un champ constant de M
dans T M.

Démonstration. Fixons ty dans I ainsi qu’un voisinage de y(to) pour lequel on dispose d’une base
locale de l'espace tangent en chaque point : {E;} de sections associées {0;}. Dans cette base un
champ de vecteurs V étendu en V' s’écrit :

V=) Vig; =Vo, (4.15)
J

En utilisant (4.8), on montre l'unicité en calculant que

D,V = V4(Von) = Vy(Vory)o, (4.16)
= (¥ (Vo) +4'(Voy)*IL) ok (4.17)
= (VF+VI4i (T 09)) (4.18)

Pour lexistence, on vérifie que 'opérateur défini par cette formule a les propriétés souhaitées. [

4.4 Géodésiques
Ayant construit une dérivation formelle sur les courbes, on peut revenir a notre objet initial :
I’étude des géodésiques.

Définition 4.3. On appelle géodésique toute courbe v telle que D;% est nul, ce que I'on note
souvent ! :
Viy=0 (4.19)

1. Il s’agit d’un abus, dans la mesure ou 4 n’est pas un champ M — T M




Séance 4
[Lee97], Chap. 4

Basile Coron,
Yohan Mandin
-Huble, Lucas
Rey, Louis-
Pierre Chaintron
Technique

52 Chapitre 4. Connezions et courbes géodésiques

Théoréme 4.1 (Existence et Unicité des géodésiques). Soient p € M, X € T,M, ty € R, il
existe un intervalle ouvert I de R contenant ty et une géodésique v : I — M telle que ¥(ty) = X.
De plus deuz telles géodésiques définies respectivement sur des intervalles I et I' contenant ty sont
égales sur leur domaine de définition commun (INI'). On peut alors considérer une géodésique
définie sur le plus grand intervalle possible, et parler de la géodésique passant par p et de vitesse
initiale X

Démonstration. Localement on dispose de la formule 4.18 pour un champ de vecteurs quelconque
V. En remplagant V par 4 la condition D;y = 0 donne l’équation différentielle d’ordre 2 en

() = (7' (1), ™ (1))
Yk, 5 +ZZ’Y ATE ((t)) = 0. (4.20)

Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz donne immédiatement ’existence. Pour 1'unicité, on prend
deux géodésiques comme dans ’énoncé du théoréme, définies sur I et I’ contenant tous deux .
Par la partie unicité du théoréme de Cauchy-Lipschitz elles sont égales sur un certain voisinage
I" inclus dans (I N I'). On peut donc prendre S le sup des b tels que les deux solutions soient
égales sur [to, 8]. Si B n’est pas au bord de I ou I’, application de la partie unicité du théoréme
de Cauchy-Lipschitz en 8 contredit la maximalité de f. O

Remarque 4.5. Dans le cas de la connexion euclidienne, tous les symboles de Christoffel sont
nuls et ’équation des géodésiques devient ¥ = 0 : les géodésiques sont des droites, parcourues a
vitesse constante (unitaire si on prend un paramétrage normal

Remarque 4.6. L’équation (4.20) peut étre vue comme une équation de contréle d’ordre 2 sur le
point courant (t) : la commande de vitesse 7 est ajustée en temps réel pour rester “constante”
au sens de V,

A(t+dt) =A(t) + dt - By (7(t),5(1)) (4.21)

olt By ;) est une forme bilinéaire. Le “probléme” est ici que ce controle quadratique peut exploser
en temps fini : j’en veux pour preuve le cas classique de I’équation différentielle réelle

dont les solutions ¢ +— tan(t — tp) ne peuvent étre définies sur des intervalles de longueurs
supérieures & m, ou de ’équation

g =1 (4.23)
dont les solutions t —ﬁ divergent en temps fini dans une direction et s’écrasent dans l'autre.

Remarque 4.7. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz ne permet donc pas a priori de disposer de
géodésiques définies pour tout temps. En anticipant sur les chapitres suivants et le lien entre
géodésiques “au sens des connexions” et géodésiques “qui minimisent la longueur”, il n’est pas
difficile de produire des contre-exemples explicites.

Ainsi, sur la bande ] —1,+1 [ x R munie de la métrique euclidienne canonique geycl, ON pourra
montrer que la courbe v : t € ] — \/§,+\/§[ > (t/\/i7 t/\/i) est une géodésique (au sens de
la connexion métrique associée) de vitesse unitaire qui ne peut étre prolongée : les bords du
domaine sont atteints!

Si Von veut des géodésiques qui vont & linfini “pour de vrai” (ce qui n’est pas un notion
intrinseéque), il suffit de considérer le changement de coordonnées

¢: RxR — |-1,+1[xR

(z,y) +— (2arctan(z)/7, y) (4.24)
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et de munir R x R de la métrique pull-back ¢*geuc1. La courbe o=t oy : ] -2, —l—\/i[ —- R xR
est alors une géodésique pour la connexion associée, qui explose & l'infini aux deux bornes de
Vintervalle de définition — on sait en effet que ¢ est une isométrie entre (R x R, ¢*geuct) et

(] - 1a+1[ X Rageucl)-

4.5 Transport paralléle

On a vu que les connexions sont des opérateurs locaux au sens ot I’on ne considére le transport
d’un champ de vecteurs que selon des déplacements infinitésimaux (représentés par les vecteurs
tangents “X”). On peut tout & fait voir les choses de maniére globale en considérant des dépla-
cements selon non plus un vecteur mais une courbe tout entiére : c’est la notion de transport
paralléle. Soit M une variété munie d’une connexion V.

Définition 4.4 (Champ de vecteurs paralléle). On dit d’'un champ de vecteurs le long d’une
courbe v qu’il est parallele le long de v si D;V = 0.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4.2 (Transport paralléle). Soity : I — M, tg € I, X € T, (to)M. Il existe un unique
champ de vecteurs V' le long de v paralléle le long de ~ tel que V(tg) = X.

Démonstration. En reprenant la formule 4.18, la condition de parallélisme de V' s’écrit :

VE, VE(t) + Z Z V()4 (OTE (v(t) = 0. (4.25)

Il s’agit maintenant d’une équation différentielle d’ordre 1 linéaire : le théoréme de Cauchy-
Lipschitz permet de conclure. O

Remarque 4.8. La linéarité de I’équation est cruciale pour obtenir ’existence du champ paralléle
sur toute la courbe 7. On a en effet remplacé 1’équation de controle quadratique (4.21) par le
controle linéaire

V(t+dt) =V (t)+dt- Byq(4(t), V(1)) (4.26)

ol g — By(-,) est une application continue de M dans I'espace des formes bilinéaires muni de
la norme d’opérateur — nous travaillons en dimension finie. Si||B,|| était uniformément borné, le
trés utile lemme de Gronwall permettrait alors d’assurer un résultat intuitivement crédible :

V@) <[V ()| Pl (4.27)

et donc, par complétude de R, la bonne définition de solutions sur R tout entier — Cf. un grand
classique de spé, le “théoréme des bouts”.

Notez qu’en toute généralité, ||B,| n’est pas uniformément bornée... Mais comme elle est
continue et que l'image par 7 de tout intervalle [0, T est compacte, on peut toujours prolonger
“raisonnablement” U'intervalle de définition d’une solution de I’équation (4.25) et donc, en utilisant
les arguments habituels, obtenir des prolongement & R tout entier des solutions.

Soient alors v une courbe dans M définie sur un intervalle [ et tg, t; deux réels de I. On peut
définir une fonction Py, @ Ty M — Ty¢,)M qui & un vecteur Vj associe le vecteur Vi défini
par Vi = V(t1) avec V 'unique champ de vecteurs paralléle le long de v tel que V(tg) = Vp.
On peut donc “transporter” un vecteur tangent le long de la courbe ~y. Réciproquement, on peut
revenir du global au local par un taux d’accroissement classique.
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Chapitre 5

Géodésiques Riemanniennes

5.1 Connexion associée & une métrique Riemannienne

On cherche & associer de maniére naturelle une connexion a une variété M sur laquelle est
définie une métrique Riemannienne. On demande pour cela deux propriétés (compatibilité avec la
métrique et symétrie) qui sont naturelles dans le sens ou elles déterminent une unique connexion
qui coincide avec celle induite par la connexion euclidienne si on plonge la variété M dans R"
(ce qui est toujours possible d’aprés un théoréme de Nash).

5.1.1 Cas d’une sous-variété de R"

Dans ce cas, on peut naturellement induire une connexion V+ sur M & partir de la connexion
V euclidienne. En effet, considérons deux champs de vecteurs X et Y sur M que I'on prolonge
de maniére C* 4 R™ en X et Y. On définit alors :

VxY =1t (VgY) (5.1)
Ou 7t est la projection orthogonale sur I'espace tangent & M.

Démonstration. L’application est bien définie. En effet, VXY(P) ne dépend que de X (P) et de Y
le long d’une courbe passant par P et de vecteur tangent X(P) en P. Cela résulte de I'expression
de VxY sur un voisinage U de P, démontrée au chapitre précédent :

VY = (XYY" + X'VITE) 0k (5.2)

Gréce a cette remarque, on ne notera plus les”dans la suite. Le caractére C°° provient du fait que
la projection M — L(R"), P+ 75 est C. Les deux premiers axiomes de linéarité sont évidents
avec la linéarité de 7+. Soit f € C*°(M), on a fY qui prolonge fY, donc on peut écrire :

VY =1t (XY + fVxY) (5.3)
= (Xf)mtY + frtVxY linéarité de wt (5.4)

= (Xf)Y + fVxY car Y est déja dans l'espace tangent (5.5)

O

95

Séance 5

[Lee97], Chap. 5

Nicolas Masson,
Pascal Millet,
Raphaél Barboni,
Antoine Le Calvez
Equilibré



Séance 5
[Lee97], Chap. 5

Nicolas Masson,
Pascal Millet,
Raphaél Barboni,
Antoine Le Calvez
Equilibré

56 Chapitre 5. Géodésiques Riemanniennes

5.1.2 Application au tore

On va calculer les coefficents de Christoffel dans le systéme de coordonnées global sur le tore
vu dans un chapitre précédent (le parameétre 6 désigne 'angle autour de 1’axe de révolution et le
parameétre  permet de reperer le point sur le cercle qui engendre le tore par révolution autour
de I’axe). De sorte qu’on a :

(bcosp + a) cos
P4,9) = | (bcosp + a)sinb (5.6)
bsin ¢

On utilise la définition des d; pour calculer une base de ’espace tangent au point P(f, ¢). Comme
le tore est plongé dans R?, ils peuvent étre exprimés dans la base canonique :

—(bcosp + a)sind
09(0,9) = | +(bcosp +a)cosd (5.7)
0
—sinpcosf
0,(0,) =b | —sinpsind (5.8)
COS

Il est également utile de calculer les coordonnées du vecteur normal a la surface du tore en P(6, x)

cos ¢ cos 6
n(0,¢) = | cospsind (5.9)
sin ¢

Pour avoir les symboles de Christoffel, il faut exprimer Vi 0;. Pour cela on utilise la définition
de la connexion tangentielle & partir de la connexion euclidienne V (on notera également 0;
les champs prolongés a P'espace tout entier). Dans le cas de la connexion euclidienne V on a :
VXY (P) = dYp(X(P)),

—bsiny

P)=— 1
Va0, (P) = ety (510)
—bsiny
P)=—"" 11
Vawc%( ) a+ bcosyp 0 (5-11)
Vo,00(P) =(bcos ¢ + a) (SH;QDQO — cos gpn) (5.12)
Vo,0,(P) = —bn (5.13)
D’ou on déduit avec la définition :
—bsing
9 p— LP =
[, (P) = T iboosp et Iy (P)=0 (5.14)
—bsing
0 _ ® =
[p(P) = P — et [2p(P) =0 (5.15)
1%, (P) =0 et I, (P) = (bcos g + a) (s”;‘p> (5.16)

I’ (P)=0 et I'2, (P)=0 (5.17)
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Some geodesics on the 3D Torus
Some geodesics on the 2D Torus

— Geodesic 0.0

R  Geodesic 0.0 ® Endpoint
m— Geodesic 0.0 w—— Geodesic 6.0
= Geodesic 6.0 @® End point
= Geodesic 6.0 = Geodesic 12.0
—Geodesic 12.0 @ Endpoint

2 — Geodesic 12.0 w— Geodesic 18.0
—Geodesic 180 ® Endpoint
m— Geodesic 180 — Geodesic 24.0
— Geodesic 24.0

Geodesic 30.0 @  Endpoint

. Ceodesic 360 Geodesic 30.0
Geodesic 42.0 End point
Geodesic 48.0 Geodesic 36.0
Geodesic 54.0 End point
Geodesic 60.0 Geodesic 42.0
Geodesic 66.0 End point

— Geodesic 720 Geodesic 48.0

= Geodesic 78.0 End point

— Geodesic 84.0 Geodesic 54.0

— Geodesic 90.0

End point

Geodesic 60.0
End point
Geodesic 66.0

X End point
¥ Geodesic 72.0

- 2 @ Endpoint
— Geodesic 78.0
-1 @ Endpoint
- = Geodesic 84.0
9 ® Endpoint
-3 -~ — Geodesic 90.0
0 1 2 3

-3 -2 -1 1 @ Endpoint

(a) Sur la carte 2D, on peut faire les calculs (b) En 3D, le résultat est bien conforme a nos
simplement — modulo les Christoffels. attentes !

FIGURE 5.1 — Géodésiques de longueur 37/2 tirées a partir du grand équateur, sur le tore de
rayon médian 2 et de section 1. Les trajectoires sont intégrées par une simple méthode d’Euler,
sur un domaine rectangulaire périodique (6, ) € St x S*.

Equation géodésique :

—bsiny

.0 .0

2474 —— = 0 5.18
ULl rey ey (5.18)

59 4 (49)? %(bcosgoJra) =0 (5.19)

5.1.3 Compatibilité avec g

On aimerait se rapprocher du cas de la connexion euclidienne V de R™ qui vérifie :
Vx(Y,Z) =(VxY,Z) +(Y,VxZ) (5.20)
Du fait de ’expression de la connexion euclidienne et de la bilinéarité du produit scalaire.

Définition 5.1. On dit qu'une connexion V est compatible avec g si, pour tous champs de
vecteurs X, Y, Z :

Vx(Y,Z)=(VxY,Z) +{Y,VxZ) (5.21)
Remarque 5.1. Dans le cas d’un champ scalaire f on a: Vxf = (Xf).
En particulier Vx (Y, Z) = (X(Y, Z)),ce que I'on notera simplement X (Y, Z).

Lemme 5.1. Etant données une connexion V et une métrique g, les propositions suivantes sont
équivalentes :
1. V est compatible avec g

2. Pour toute courbe v sur M extensible et pour tous champs de vecteurs U et V le long
de v, Di(X,Y) =(D:X,Y) +(X, D;Y)
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3. Pour toute courbe v sur M, si U et V sont deux champs de vecteurs paralléles le long
de v, (U, V) est constant.

4. Pour toute courbe vy et pour tout réels tg et t1 de l’intervalle de définition de vy, le transport
paralléle le long de v de y(to) ay(t1) est une isométrie. Autrement dit le transport paralléle
conserve la norme des vecteurs.

Démonstration. Traitons les implications suivantes :
1)=-2) Par définition de D; et car V est compatible avec g,

DX, Y) = V4(X,Y) (5.22)
=(V5 X, Y)+ (X, VyY) (5.23)
=(DiX,Y) + (X, DY) (5.24)

2)=3) Evident car si U et V sont paralléles le long de v, par définition DU = D;V = 0.
Donc DU, V) =0 et (U, V) est constant le long de ~.

3)=4) Cas particulier de 3) avec U = V.

4)=-3) On utilise les identités de polarisation.

3)=1) On repasse par la définition de la dérivation directionnelle suivant le champ X au
point P :

X(Y, 2)(P) = lim  {Y, 2) (4(8)) (Y, 2) ((0))] (5.25)

ot 7 est un chemin tel que y(0) = P et 7/(0) = X (P). On a supposé que transporter parallélement
les vecteurs le long de «y ne change pas le produit scalaire. On notera X (P’)p le vecteur du champ
X au point P’ transporté parallélement au point P le long de 7.

On a donc

o1
X(PYY,Z) = lim — (Y (7(1))p, Z (v(1)) p) — (Y (P), Z(P))] (5.26)
On fait apparaitre le produit intermédiaire (Y (v(t))p , Z(P)).
On utilise alors les limites démontrées au chapitre précédent (avec le fait que +/(0) = X (P)) :

lim ~ [V (+(1))p ~ Y] = V¥ (P) (521)
lim 3 (2 (18— Ze] = VxZ(P) (5:28)

On obtient 1’égalité voulue avec la continuité du produit scalaire sur TpM? (vraie pour une
application bilinéaire en dimension finie). O

Remarque 5.2. A priori 'unicité d’'un connexion V compatible avec la métrique g n’est pas
assurée. On cherche donc dans la suite & renforcer les hypothéses pour avoir une connexion
canonique associée & la métrique g.

5.1.4 Symétrie

Définition 5.2. On dit qu'une connexion est symétrique si elle vérifie :
VxY -VyX =[X,Y] (5.29)

Ou [X, Y] désigne un champ de vecteur appelé crochet de Lie de X et Y, qui quantifie le défaut de
commutativité des flots de X et Y — c’est une notion abordée en cours de géométrie différentielle,
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qui ne dépend que des champs de vecteurs et de la structure de variété. Nous ne 'utiliserons pas
par la suite. Pour la démonstration de I'unicité de la connexion de Levi-Civita, il suffit de savoir
que [X,Y] ne dépend pas de V.

Ezemple 5.1. La connexion tangentielle sur M sous-varieté de R™ est a la fois symétrique et
compatible avec la métrique.

Théoréme 5.1 (Théoréme fondamental de la géométrie riemannienne). Soit (M, g) une variété
riemannienne. Il existe une unique connexion linéaire compatible avec g et symétrique. Elle est
appelée connexion de Levi-Civita.

Démonstration. On montre ici I'unicité. Puisque V respecte g, on a :

XY, Z)=(VxY,Z) + {Y,VxZ) (5.30)
Y(Z,X)=(VyZ,X) +{Z,VyX) (5.31)
ZX)Y)=(VzX)Y) +(X,VzY) (5.32)
Par symétrie, on obtient :
XY, Z)=(VxY,Z) + (Y,VzX) + (Y,[X, Z]) (5.33)
Y(Z,X) = (VyZ,X) + (2,VxY) + (Z,]Y, X)) (5.34)
ZX)Y)=(VzX,Y) +(X,VyvZ) +(X,[Z,Y]) (5.35)

En sommant les deux premiéres lignes, en soustrayant la troisiéme puis en réarrangeant les
termes, il vient :

(Vx¥,2) = 3 (X, 2) + V(Z,X) = ZXY) - (VX 2D+ (512 Y]) (5:36)

Cette expression ne dépend pas de V. Donc, puisqu’un vecteur V' est uniquement déterminé par
la forme linéaire (V,.), le champ de vecteur VxY est uniquement déterminé par cette égalité.

Pour l'existence, on pose pour tout systéme de coordonnées locales les symboles de Christoffel
(qui déterminent entiérement la connexion) :

1
Iy = 59“(@'93‘1 + 0j9i — N Gij), (5.37)
ot les gk! désignent les coefficients de la cométrique g—!. Il faudrait alors démontrer que la
connexion est bien définie, qu’elle vérifie la propriété de symétrie et la compatibilité avec g
mais nous ne le ferons pas ici. L’important pour la suite est de retenir que 1’on peut calculer les
symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita a partir des coefficients de la métrique. [

Remarque 5.3. La connexion tangentielle sur une sous-varieté de R™ est donc la connexion de
Levi-Civita sur cette sous-varieté.

5.2 (Géodésiques et isométries

Dans ce cours, nous avons opté pour une définition locale des géodésiques. Au lieu de les voir
comme des courbes minimisant la longueur entre deux points, on a préféré adopter un point de
vue différentiel en les définissant comme les courbes “d’accélération nulle”. Le lien entre point de
vue métrique (intuitif), variationnel (utile) et différentiel (pratique) sera fait au chapitre 7. Pour
Iinstant, il faut donc vérifier explicitement que les géodésiques Riemanniennes “différentielles”
se comportent bien vis a vis d’objets métriques définis précédemment : les isométries.
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1. ¢ enwvoie la connexion Riemannienne V de (M, g) sur la connexion Riemannienne V de

g, au sens o : ~
(p* (ny) = Vdsz (d(pY) (538)

2. Siy est une courbe et V- un champ de vecteurs le long de vy, alors

©* D,V = Dy(dpV) (5.39)

3. ¢ envoie une géodésique sur une géodésique : si vy est la géodésique de M partant de p
avec la vitesse V , alors ¢ oy est la géodésique de M partant de ¢(p) avec la vitesse dpV

Démonstration. Pour le premier point, on définit ¢*V par ¢*VxY = dp~ ' (Vaex (dpY)). On
montre que 90*@ est une connexion (appelée connexion pullback) symétrique et compatible avec
g (par linéarité de de), ce qui implique par unicité de la connexion Riemannienne que 90*@ =V.
Pour le deuxiéme point, on définit un opérateur ¢*D; : %(y) = %(v) par une formule similaire,
et on conclut par unicité. Enfin, le troisiéme point se déduit immédiatement du deuxiéme. [

5.3 Carte exponentielle

Comment travailler efficacement sur une variété ? Etant donné un point de référence p, une
idée forte sera de décrire un voisinage (aussi grand que possible!) de celui-ci en associant a “tout”
vecteur V' de 'espace tangent T}, M le point “d’arrivée” obtenu en avancant tout droit en direction
de V pendant un temps 1. On a vu qu’a un vecteur tangent a M au point p, V € T, M, on peut
associer une unique géodésique maximale solution du probléme de Cauchy :

)0 = p
(Shoot,, v) : {"y(()) _ v (5.40)
Reste a voir si cette géodésique n’explose pas aux bords de la variété avant le temps 1.
Définition 5.3. On définit le domaine de la carte exponentielle par :
€y, :={V € T,M | v est définie sur un intervalle contenant [0, 1]} (5.41)
et la carte exponentielle par :
exp,, : {Gp - M . (5.42)
V = w(@)

La carte exponentielle fait ainsi le lien entre I’espace vectoriel T, M et la variété courbe M via
les géodésiques.

Ezemple 5.2 (Exponentielle complexe). Si M = S muni de la métrique canonique, et qu’on prend
pour point de base p = 1, on peut identifier T,M avec la droite imaginaire {R. Sans surprise,
la carte exponentielle riemannienne agissant par “enroulements” est donnée par... ’exponentielle
complexe!

Ezemple 5.3 (Projection azimutale équidistante). Nous démontrerons que les géodésique sur la
sphére sont bien celles que I'on attend & la fin du chapitre. En cartographie, la carte exponentielle
a alors un nom : c’est la projection azimutale équidistante, qui est par exemple utilisée sur
I’embléme des Nations Unies — voir Figure 5.2.
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j/expp

) Construction de la carte. (b) Systéme de coordonnées radiales au pole
Nord. Notons qu’ici, la carte est définie sur le
plan tout entier — méme si la bijectivité n’est
assurée qu’au voisinage du point de repére.

FIGURE 5.2 — Projection azimutale équidistante au pole Nord.

Lemme 5.2 (Lemme de changement d’échelle). Pour tout V € T,M et c,t € R, lorsque cela a
un sens

Yev () = v (ct) (5.43)
De plus lorsqu’un membre est défini, l'autre aussi (et on a égalité).
Autrement dit, on a équivalence entre “aller ¢ fois plus vite” et “attendre ¢ fois plus longtemps”.

Démonstration. On peut supposer que vy (ct) est défini (sinon, on s’y rameéne en changeant ¢ et
V). On a donc vy : I — M avec ct € I. On pose

. =M
o {t s (et) (5.44)

ou J={tel:cte I} 1l suffit de démontrer que 4 est une géodésique de vecteur dérivé en 0
égal a cV pour avoir l'existence du second membre et égalité. On repasse par les coordonnées
locales. On note D; et D, les dérivations suivant v et 7.

B0 = (0 + TEGO M) o (5.45)
= (55 (et) + T ((et)3 () (eh)) O (5.46)
=c?Di(ct) =0 (5.47)

Le point clé est donc que, tant pour I’accélération 4 que pour le controle quadratique en +, dilater
l’axe du temps par c fait sortir un facteur c2. O

Remarque 5.4. La carte exponentielle est donc la carte des géodésiques partant d’un point donné
de la varieté. Si V € TM, vy est donné par :

yv (t) = exp,(tV) (5.48)
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Proposition 5.2. ¢, C T,M est étoilé par rapport a 0.
Démonstration. C’est une conséquence du lemme précédent avec t =1 et ¢ € [0, 1] O
Proposition 5.3. La carte exponentielle est de classe C*°.

Démonstration. L’équation géodésique se traduit par un flot lisse dans ’espace des phases T'M
(les symboles de Christoffel sont lisses d’aprés lexpression en fonction des coefficients de la
métrique). Le théoréme d’intégration des flots (Cauchy-Lipschitz) garantit alors que 1’évaluation
au temps 1 dépend de maniére C* de la condition initiale, et donc en particulier de la vitesse
initiale — le point de départ étant fixé a p. O

Proposition 5.4. Si ¢ : (M,g) — (Mg) est une isométrie, alors pour tout p € M le dia-
gramme sutvant commute :

de ~
T, M — T,y M (5.49)

eprl ie’(pw(v)

Ezercice 5.1. Démontrer la propriété précédente.

5.4 Voisinages normaux et coordonnées normales

La carte exponentielle joue un role essentiel en géométrie Riemannienne dans la mesure ot elle
fournit un systéme de coordonnées locales particuliérement adapté : les coordonnées normales.
Mais avant de pouvoir définir ces derniéres, il nous faut élucider certains points & propos de la
carte :

Lemme 5.3. Pour tout p € M, il existe un voisinage V de l'origine de T, M et un voisinage U
de p dans M tels que exp, : V — U est un difféomorphisme

Démonstration. Découle du théoréme d’inversion locale. Il suffit de montrer que la différentielle
de exp,, est inversible en 0. On fait méme mieux : on montre que c’est l'identité.
O

Introduisons un peu de vocabulaire pour la suite : tout voisinage ouvert U/ de p difféeomorphe
par exp, a un voisinage étoilé de 0 dans T}, M est appelé voisinage normal de p. Si € > 0 est tel
que B(0) C T, M est un voisinage normal de p (ou le rayon est défini par rapport a la métrique
g), alors exp,,(B:(0)) est appelée boule géodésique.

Désormais, grace au lemme précédent, il nous est possible de définir un nouveau systéme de
coordonnées locales. Si {E;} est une base orthonormée de T,M, on a un isomorphisme naturel
E de R™ dans T, M. Ainsi, si U est un voisinage normal de p, on dispose du paramétrage local :

¢:=FE'oexp, ' :U - R" (5.50)

Tout paramétrage de ce type est appelé systéme de coordonnées Riemanniennes normales
centré en p. Dans un tel systéme, il est naturel de définir la distance radiale :

1/2
r(z) = <Z (x1)2> (5.51)
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FIGURE 5.3 — Coordonnées Riemanniennes normales

ainsi que le champ de vecteurs unitaires radial % :
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(5.52)

Ces derniéres définitions sont tout a fait intuitives dans un espace euclidien, et la proposition
suivante permet de transposer cette intuition dans une variété Riemannienne quelconque :

Proposition 5.5. Soit (U, (z*)) un systémes de coordonnées Riemanniennes normales centré en

p € M. On a alors :

1. Pour tout V = V'0;, la géodésique vy s’écrit en coordonnées normales :

w(t) = (V- V™)

tant que vy est dans U.

Les coordonnées de p sont (0,--- ,0).

AR NS

conséquent, % est unitaire pour g.

Les coefficients de la métrique en p pour ces coordonnées sont g;j = 0;j.

Toute boule euclidienne {x : r(xz) < e} contenue dans U est une boule géodésique.

(5.53)

En tout point ¢ de U — {p}, % est le vecteur vitesse de la géodésique de p vers q. Par

6. Les dérivées partielles premiéres des g;; sont nulles en p, ainsi que les coefficients de

Christoffel.

Les coordonnées normales étant un outil essentiel pour calculer en géométrie Riemannienne,
ces propriétés doivent étre comprises. De plus, comme évoqué précédemment, elles transposent
Iintuition que 'on peut avoir dans un espace euclidien : une géodésique est une ligne droite
dans un systéme de coordonnées normales. En revanche il est compliqué d’estimer précisement
la distance entre deux points de la varieté qui sont différents du point d’origine a ’aide d’un tel

systéme.
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5.5 (Géodésiques des espaces classiques

5.5.1 L’espace euclidien

Si on se place dans le systéme de coordonnées canonique, on voit par la formule donnant les
coefficients de Christoffel en fonction de la métrique que ces coefficients sont tous nuls. Ainsi,
I’équation différentielle des géodésiques est trés simple, et montre que les géodésiques sont les
droites affines auxquelles nous sommes habitués.

5.5.2 Les sphéres

Sur la n-sphére de rayon R, S% C R™™! munie de la métrique induite, les calculs cessent
d’étre triviaux. En dimension 3, ils restent tout de méme faisables : on peut paramétrer la sphére
S% en coordonnées sphériques :

(z,y,2) = (R siny cosd, R sinp sind, R cos p), (5.54)

Reste alors & dérouler :
1. On montre que la métrique s’écrit en ces coordonnées : gr = R?dp? + R?sin? o df?.
2. On calcule les coefficients de Christoffel dans ces coordonnées.

3. En utilisant les équations des géodésiques, on vérifie que les méridiens (6(¢), ¢(t)) = (0o, 1)
sont des géodésiques

4. On généralise ce constat & tous les grands cercles par homogénéité : les isométries de
I’espace ambiant R"*! permettent d’envoyer un méridien sur n’importe quel grand cercle,
et envoient une géodésique sur une géodésique d’aprés la proposition 5.1.

5. On conclut alors par unicité des solutions au probléme de Cauchy que toutes les géodé-
siques sont des grands cercles.

Si les points 4 et 5 sont satisfaisants & tout point de vue, les trois premiéres étapes, calcula-
toires, laissent un petit gott d’inachevé... Il est en fait possible de s’en passer par un argument
de symétrie : Soit une géodésique

(1) = (@' (t), e 2™ FH(1)) (5.55)
partant du pole nord N dont la vitesse initiale V' est un multiple de 9;. Il parait intuitivement
évident par symétrie que cette géodésique doit rester sur le méridien 22 = ...2" = 0 — voir

Figure 5.4. Pour le montrer rigoureusement, supposons ’existence d’un temps ¢y et d’un indice
2 < i < n tels que 2*(tg) # 0. On peut considérer la réflexion ¢ : R**! — R"*! qui envoie x* sur
—x% en conservant les autres directions : elle induit une isométrie de la sphére dans elle-méme
qui préserve N ainsi que V. Par conséquent, la proposition 5.1 associée & 'unicité des solutions
au probléme de Cauchy

(5.56)

)0 = N
(ShOOtN’V)'{"y(O) _ V

permet d’assurer que ¢ oy =+, ce qui est faux car par hypothése ¢(y(to)) # v(to).
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FIGURE 5.4 — Géodésiques sur la sphére : preuve par symétrie et homogénéité.

“ .T"+l
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Conclusion Les géodésiques des espaces homogénes que sont le plan et la sphére sont donc
particuliérement simples & décrire. Pour le tore, les surfaces arbitraires ou les espaces de formes
et de landmarks, nous ne pourrons pas en dire autant... Avant d’attaquer ces problémes difficiles
(et riches!), nous consacrerons le chapitre qui vient & Pétude explicite des géodésiques du dernier

espace homogéne canonique :

le plan hyperbolique, ou disque de Poincaré, introduit lors de la

premiére séance. Ce sera 'occasion de réviser les notions clés introduites depuis le début du
cours, et de nous forger une intuition des espaces a courbures négatives.
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Chapitre 6

Le plan hyperbolique

Introduction

Depuis Euclide et ses 5 postulats de la géométrie, les mathématiciens ont longtemps cherché a
démontrer le cinquiéme postulat, ou axiome des paralléles, & partir des quatre autres. Bien leur en
prit, car en cherchant & démontrer ’absurdité d’une géométrie dans laquelle cet axiome n’est pas
respecté, ils ont ouvert la voie aux géométries non-euclidiennes, dont la géométrie hyperbolique,
qui nous intéresse ici. Elle peut étre définie notamment en gardant les quatre premiers postulats
d’Euclide, et en substituant au cinquiéme celui-ci : “Soient un point et une droite, alors il existe au
moins une droite paralléle a ce point.” On notera également que le mot “droite” est ici synonyme
de “géodésique”, soit une courbe a accélération nulle, ou encore un chemin minimisant la distance
entre deux point.

On utilisera dans la suite cinq modéles analytiques de géométrie hyperbolique parmi les plus
importants. Trois d’entre eux sont des modéles conformes dus a Henri Poincaré, qu’il imagina
lors de son étude des automorphismes complexes.

6.1 Cas unidimensionnel

6.1.1 Un premier modéle d’espace hyperbolique

Dans une vision classique, ’espace et le temps sont indépendants et, dans un espace n-
dimensionnel, avec la donnée d’une n + 1 coordonnée représentant le temps, la métrique Eucli-
dienne suffit & décrire les phénoménes physiques. Mais en théorie de la relativité, le temps et
I’espace sont liés, et la métrique Euclidienne ne rend plus compte des phénoménes physiques. On
définit alors le modeéle de Minkowski : R”*! munit de la “norme” z7 + ... + 22 — z2 ;.

On appelle alors céne de lumiére l'ensemble des points de norme 0. Pour un point
(z1,...,2n,t) sur ce cone, la distance a l'origine “en espace” est égale au temps parcouru, ce
qui exprime que la célérité de la lumiére dans le vide est une constante.

Le produit scalaire associé & la norme définie précédemment est : xxy = x1y1 + ... + TpnYn —
Tpt1Ynt1 ce qui permet de définir :

Définition 6.1. On définit ’espace hyperbolique de dimension n comme ’ensemble :
H"={r eR"™ : z5x2= -1}, (6.1)

67

Séance 6

[CFK* 97]

Vadim Lebovici,
Robin Lemaire,
Valentin Carlier,
Lino Benedetto
Tres joli



Séance 6 68 Chapitre 6. Le plan hyperbolique

[CFKY97]

Vadim Lebovici,

Robin Lemaire,

Valentin Carlier,
Lino Benedetto

Treés joli

hyperbolic space

N

light cone

projective identification = = x’

FIGURE 6.1 — Espace de Minkowski, cone de lumiére et espace hyperbolique.

ot ’on identifie les deux feuillets de I’hyperboloide par quotient “z = —z”. On peut le voir comme
une sphére de R™*! de rayon au carré -1.

6.1.2 Casn=1

Comparons I'étude du cercle euclidien avec celle de 'espace H'!.

Si on paramétre le cercle unité dans I’espace euclidien par un chemin lisse p :] — 0o, +oo[— S*
avec p(0) = (0, 1), on peut écrire p(t) = (z(t),y(t)) et 2% + y? = 1. Dans le plan hyperbolique si
pu :] — o0, +oo[— H! est une chemin lisse avec py = (1,0), on peut écrire py(t) = (x(t), y(t))
et 2 —y? = —1.

En différentiant ces équations on obtient :

Cas euclidien : p(t) - p'(t) = 2z ()2’ (t) + 2y(t)y' (t)

0, (6.2)
Cas hyperbolique : p(t) = p'(t) = 2z(t)z'(t) — 2y(t)y'(t) = 0.

(6.3)

Ce qui exprime que le vecteur vitesse est orthogonal au vecteur position sur le cercle dans chacun
des deux cas. On peut en particulier écrire :

Cas euclidien : p'(t) = k(t)(—y(t), z(t)), (6.4)
Cas hyperbolique : p'(t) = k(t)(+y(t), z(t)), (6.5)

et si on suppose de plus que |p/(t)] =1 alors k = £1.

Dans un cas on parcourt alors le cercle unité dans le sens positif et on peut identifier ¢ & la
longueur d’arc parcourue depuis l'origine. On peut alors identifier : z(t) = cos(t) et y(t) = sin(t).

Dans l'autre on parcourt la branche droite de I’hyperbole unité dans le plan de Minkowski a
vitesse hyperbolique constante égale & 1. On peut alors identifier ¢ & la longueur d’arc hyperbo-
lique et z(t) = sinh(t) et y(t) = cosh(t).

En conséquence directe des équations (6.4-6.5), on retrouve les formules classiques :

. . . ! ! .
sin’ = cos, cos’ = —sin, sinh” = cosh cosh’ = sinh. (6.6)
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p’(t) \\

P’ (t) = (cosht,sinht)

(t) = (cosh t,sinht)

general path

(a) Cas euclidien. (b) Cas hyperbolique.
FI1GURE 6.2 — Comparaison entre cercle et hyperbole, entre trigonométrie classique et trigono-
métrie hyperbolique.
6.2 Cinq modéles en dimension 2

Comme évoqué précédemment, il existe différents modéles de géométrie hyperboliques qui
sont équivalents : Cette diversité sera un atout pour résoudre de nombreux problémes.

6.2.1 Définitions
Définition 6.2. On définit les modeéles suivants du plan hyperbolique :

Le mod¢le du demi-espace :  H = {(1,z2,23) | 3 > 0} (6.7)
da? + dz?
Muni de la métrique :  ds? = % (6.8)
3
Le modéele du disque : I={(x1,25,0) | 27 + 235 < 1} (6.9)

da? + da3

Muni de la métrique : ds? =4——> "2
(1 —af —a3)?

Le modéle de I'hémisphére : J={(z1,29,23) | 21 + 23 + 23 = 1 et 3 > 0} (6.11)
dz? + da2 + da3
Muni de la métrique :  ds% = w (6.12)
T3

Le modéle de Klein : K = {(zy,22,1) | 3 + 23 < 1} (6.13)

da? + dx3 (v1dx? + xoda3)

: TS 2 _ 1 2 1 2
Muni de la métrique : dsi = (1= a2 — 22 (1= a2 — 222 (6.14)
Le modeéle de 'hyperboloide : L= {(x1,20,23) | 22 + 25 — 22 =1 et 23 > 0} (6.15)

Muni de la métrique :  ds? = da? + da3 — da? (6.16)
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(0,-1)

FIGURE 6.3 — Les cinq modéles du plan hyperbolique vus dans le plan (z1,x3), et les projections
associées qui sont des isométries.

Théoréme 6.1. Ces cing espaces sont isométriques.

Démonstration. Nous allons décrire des isométries entre ces espaces. Pour cela on utilisera J
comme espace référent, et on trouvera des isométries de .J vers les autres modéles ou inversement.
On rédige la preuve pour H et I, qui sont nos espaces d’études privilégiés — les deux autres cas
étant analogues.

Nos cing modéles étant définis dans R?, on définira les fonctions comme suit :

a:J — H est la projection stéréographique a partir du point (—1,0,0) sur H :

(6.17)

:J - H (1
« 7(3}1,1}2,1‘3) ( 7IE1+1,IL'1+1

2372 2.T3 >

Comme projection, « est bien & valeurs dans H et est définie sur tout J. De plus, on montre
que la métrique ds?; est la métrique pull back de ds* par « :

S.oi.ent Jj = (z1,22,23) et h = a(z) = (1,y2,y3) (avec y; = 12134/:1) Alors en “notations
physiciennes”, dy = day, - dz, i.e.

2 ZT;
dy; = dr; — ——d 6.18
" xi+1<x mlﬂzl) (6.18)

On sait de plus que z? + 23 +2% = 1. En notation physiciennes, I'’équation du plan tangent s’écrit
donc

r1dx = —(xzdxg + !L‘3de’3) (619)
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Ainsi, on a :

2 2
a*(ds?) = dyQyﬂ (6.20)
3
(z1+1)? 4 S 2 2 daf 2
= : (1 - 21
17 (mF1? ;dxz + oY 1x1dm1 + @t 1)2( x7) (6.21)
1 3
=2 > da} (6.22)
=1
=ds? (6.23)

Ce qui montre que H et J sont isométriquement équivalents.

De méme, si 8:J — I (x1, 2,25 — (1:41_1, z:il,()) est la projection centrale depuis le point

(0,0,—1) sur I, 3 est bien définie de J dans I, et on montre que ds? est la métrique pull back
de ds?% par 3 :

B*(ds?) = ds?. (6.25)

Avec j = (21, 29,23) et i = B(j) = (y1, Y2, 0) respectivement dans J et I, on a

1 Z;
e [1 dy; = dr; — ——d 2
VZ E[[ 7nﬂa Yi T3 + 1( Ty T3 +1 'T3) (6 6)

De plus, comme z% + 23 + 23 =1 on a Y z;dx; = 0. On a alors :

2 2 2 2
§ dy? = § dx272§ : dxdxi+§ — (g2 6.27
i=1 v z3+1 (il ' gzt ’ im1 (w3 +1)27° (6:27)

1 2 T 1—a2
= da? +2—= da2 + —— 3 da? 6.28
£3+1<; xz—*— $3+1 m3+(1’3+1)2 3 ( )
1 3
- Ny (6.29)
7D i
(w5 +1)? =

De plus, 1 —yf —y3 = mi”ﬁfl D’ou B*(ds?) = ds?.

On utilise enfin v : K — J la projection verticale (par rapport a la 3-éme composante) et
0 : L — J la projection stéréographique de centre (0,0, —1) : des calculs similaires a celui pour
«a montrent que ce sont des isométries pour les modéles munis de leur métrique riemannienne

respective. O

Nous avons ainsi nos cinq modéles de géométrie hyperboliques, et les maniéres de passer des
uns aux autres. On peut remarquer que deux des quatre isométries présentées sont des projections
stéréographiques d’une sphére sur un plan.

6.2.2 Projections stéréographiques

Définition 6.3 (Projection stéréographique). Soit ¥ une sphére de dimension 2 dans I’espace
euclidien R?, et P un plan. Si P est tangent & ¥ en S, on note N le point opposé & S dans ¥ (On
verra ici S comme le pole sud et N comme le pole nord). Sinon, on note S un point d’intersection
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de la spheére et de la projection orthogonale de son centre sur P. Si x € S\ N, alors on note m(x)
I'intersection entre I’hyperplan P et la droite (euclidienne) reliant N et x. Clest la projection
stéréographique de x sur P.

Par exemple, la fonction « de J dans H est la restriction sur J de la projection stéréographique
sur le plan x1 = 1, dont I'image est H.

P S
P

(a) Plongée dans R (b) Plongée dans R?.

FIGURE 6.4 — Projection stéréographique.

Théoréme 6.2 (Conformité). Si ¥ est une sphére de R®, P un plan et © la projection sté-
réographique de ¥ sur P, alors m est une application conforme, c’est-a-dire qu’elle conserve les
angles.

Théoréme 6.3. Etant donnés ¥, P, 7 définis comme précédemment, et si C est un cercle inclus
dans 2, alors w(C) est un cercle généralisé de dimension c inclus dans P (c’est-a-dire que w(C')
est un cercle ou une droite).

Démonstration. Plutot que d’écrire les preuves de ces résultats, nous regarderons le chapitre 9
du film Dimensions d’Etienne Ghys visionnable gratuitement sur Internet. O

6.3 Geéodésiques

Pour déterminer la forme des géodésiques dans chacun des cinq modéles exposés précédem-
ment, nous allons tout d’abord le faire dans le demi-espace H puis en déduire les résultats dans
les autres modéles en utilisant les propriétés des projections. Le principal outil pour la déter-
mination de la nature des géodésiques dans H est le principe de rétraction qui permet d’établir
I’existence de géodésiques sous certaines conditions.

Théoréme 6.4 (Principe de rétraction). Soient X une variété Riemannienne et C :la,b[— X
un plongement d’intervalle de R. Supposons de plus qu’il existe une application r : X — Im(C)
appelée rétraction qui réduit les distances au sens ow : si on restreint la métrique sur X a Im(C)
alors la métrique pullback par v définie sur tout X est inférieure ou égale a la métrique originale
sur X.

Alors Im(C) contient une géodésique entre chaque paire de ses points.

Autrement dit, on n'a jamais intérét a sortir de S(C) pour rester “droit”.
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Démonstration. Pour démontrer ce fait, il suffit de considérer un chemin arbitraire entre deux
points de Im(C) et de constater que la rétraction de ce chemin par r est de longueur inférieure
ou égale a la longueur du chemin initial. O

Théoréme 6.5 (Existence de géodésiques). Dans le modéle H de ’espace hyperbolique, les droites
verticales sont des géodésiques.

Démonstration. Soit une droite verticale C' :]0, 00[— H telle que C(t) = (1,z2,t) € H ou x2 est
fixé. On définit la rétraction r sur H par la formule : r(1, z5,t) = (1, 22,t) : c’est simplement la
projection horizontale sur notre droite.

2
dxg

2 2 2
La métrique pullback est alors : —5* et on a bien : % < deatdry

3 e D’out on déduit, par principe
de rétraction, que I'image de C' contient une géodésique entre chaque paire de ses points.
De plus si 'on considére deux points de I'image de C' (ie sur la droite verticale) et n’importe
quel chemin entre les deux, si ce chemin sort de I'image de C' alors on a un des dz? > 0 autour
de ce point et le chemin est strictement plus long que le chemin restant dans C'. De plus, Im(C)
étant une droite verticale il existe une unique géodésiques reliant deux points de C' restant dans
I'image de C. Ce qui permet de conclure qu’il existe un unique plus court chemin entre deux

points d’une droite verticale et que ce chemin est tracé le long de la droite. O

Théoréme 6.6 (Classification des géodésiques de H). Les géodésiques de H sont exacte-
ment les droites verticales et les demi-cercles d’extrémités appartenant & la limite de H :

OH = {(1,%2,0),%2 € R}

Hi
vertical geodesic M
a(M") = semicircular
image of M’
. H
vertical
semicircle o™ (M
*
.. M’ = semicircular rotate of a=1(M)
semicircular
oH
(a) Géodésiques dans H. (b) Construction des géodésiques de H.

FIGURE 6.5 — Géodésiques de H.

Lemme 6.1 (Isométries et demi-cercles).

1. Les isométries euclidiennes de H qui envoient OH sur lui-méme sont des isométries hy-
perboliques de H.

2. Les similitudes de H de la forme : (1,x2,t) — (1,721,7t) avec 7 > 0 sont des isométries
hyperboliques.

3. Les isométries euclidiennes de J sont des isométries hyperboliques de J.

4. Sip et q sont deuzx points de H qui ne sont pas sur la méme droite verticale alors il existe
un unique demi-cercle limite passant par p et q.
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Chapitre 6. Le plan hyperbolique

5. Deux demi-cercles limites sont les mémes a une isométrie hyperbolique pres.

Démonstration.

— Les droites verticales sont les géodésiques de H : Le théoréme 6.5 et le (1)
du lemme 6.1 nous assure que les droites verticales sont des géodésiques de H, toutes
identiques & une isométrie hyperbolique prés, et contenant chacun un plus court chemin
entre chaque paire de leurs points.

— Les demi-cercles orthogonaux-limites sont des géodésiques. Considérons la droite
verticale M de H passant par (1,0,0).

M devient un grand cercle sur J : son image réciproque par la projection stéréo-
graphique «a de J sur H par rapport au point de coordonnées (1,0,0) (voir Figure) est
bien un grand cercle de J.

La métrique sur J est invariante par rotation autour de 1’axe passant par
le pole Nord : cf proposition 6.1

Le grand cercle de J paralléle & H est une géodésique : En effet, c’est 'image
d’une géodésique de H par deux isométries.

Le projeté sur H de ce cercle est un demi-cercle orthogonal-limite : En
effet, la projection stéréographique de la sphére entiére J’ sur le plan entier H' envoie
les grands cercles de J’ sur les cercles de H' par théorémes 6.2 et 6.3, ce qui assure
que la corestriction de cette projection o : J — H envoie les demi-grands cercles sur
les demi-cercles limites.

Tout demi-cercle orthogonal-limite est une géodésique : La métrique sur H
étant invariante par translation et homothétie (cf (2) du lemme 6.1), tout demi-cercle
orthogonal-limite est isométrique au demi-cercle construit dans cette preuve, qui est
une géodésique, d’ott 'on conclut.

— On conclut par t