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Corrigé du TD1 : Le langage des catégories

Exercice 1. Premiers exemples *

1. Soit Grp la catégorie des groupes. On note Vecty la catégorie des espaces vectoriels sur un corps k
dont les morphismes sont les applications linéaires. L’association F' : V +— GL(V) n’induit pas de
foncteur Vectp — Grp. En effet, il n’existe aucune maniére de définir une action cohérente de F' sur
les applications linéaires.

En revanche, soit Vect}, la catégorie des k-espaces vectoriels dont les morphismes sont les isomor-
phismes. L’association F' : V — GL(V) induit un foncteur Vect;, — Grp agissant sur un isomorphisme
f:V =W par

F'(f):u~ fouo ft.

2. L’association G — Z(G) n’induit pas de foncteur Grp — Grp. En effet, pour f : G — H un morphisme
de groupe, et x € G, on n’a pas nécessairement f(z) € Z(H).
En revanche, soit x € Z(G) et supposons que f soit surjectif. Pour tout y € H, il existe y' € G tel que
f) =y et
f@y=f@)f) = fay)=fWz) =yf(z),
et donc f(z) € Z(H). Soit Grp’ la catégorie des groupes munie des morphismes surjectifs. L’application
G — Z(G) induit un foncteur Grp’ — Grp agissant sur un morphisme surjectif f : G — H par
I~ fize):
3. . Dansle cas ot C = Top et S = {x}, la catégorie S\C est la catégorie Top™ des espaces topologiques
pointés. Ses objets sont les couples (X, z) o X est un espace topologique et x € X. Les morphismes
d’espaces topologiques pointés de (X, ) vers (Y, y) sont les applications continues ¢ : X — Y telles

que ¢(z) = y.
. Dans le cas ot C = Ann et S = A € ob C, la catégorie A\C est la catégorie Alg, des A-algébres.

Exercice 2. Morphismes d’une catégorie *

1. (=)
e Soit f: A — B un momomorphisme dans les ensembles. Montrons qu’il est injectif. Soient a et b
tels que f(a) = f(b). Pour C un autre ensemble, on considére les applications constantes

g:C—A c—a e h:C—oA c—b.

Par construction, on a fog = foh et donc g = h. On en déduit que a = b.
e Si f: A— B est un momomorphisme dans les anneaux, on considérera les applications

g:Zx) > A x—a et h:Zx] > A z—b.

(«<=) On montre le résultat pour la catégorie des ensembles Ens, le raisonnement étant similaire dans
les autres cas. Soit f : A — B une application injective entre deux ensembles. Soient g,h : C — A
deux applications telles que fog = foh. Pour tout ¢ € C, on a f(g(c)) = f(h(c)) et donc g(c) = h(c)
puisque f est injective. On en déduit que g = h.

2. (=)

e Soit f : A — B un épimorphisme entre deux ensembles. Montrons que f est surjectif, i.e. que
f(A) = B. On raisonne par ’absurde en supposant qu'’il existe x € B\ f(A4). Soit C' = {¢,d} un
ensemble avec deux éléments distincts. On considére g : B — C tel que g(b) = ¢ pour tout b € B et
h: B — C tel que h(z) = d et h(b) = ¢ pour tout b # x. On a clairement g # h mais go f = ho f,
d’ou ’absurdité.

Pour toute question, n’hésitez pas & m’envoyer un mail & coline.emprin@ens.psl.eu, ou venir me voir au bureau T12.



e Soit f: G — H un épimorphisme de groupes. Notons A = f(G) et considérons
A/H ={Ah|he H} .

On note S 'ensemble A/H U {p} ou p est n'importe quel élément. Considérons K = Bij(S) l'en-
semble des bijections de S. Pour tout h € H, on vérifie que I'application

A/H — AJH, AW — A(I'h)

définit une bijection d’inverse Ah' +— A(h'h~1). Cela induit une bijection de S, en envoyant {p}
sur lui-méme, que note 10{‘. L’association 1 : H — K qui & h associe w? est un morphisme.

On note o 1’élément de K qui envoie p sur A et A sur p et fixe le reste. On définit un morphisme
o : H — K en posant

h -1 h
Yy =0 opjoo,

pour tout h € H. Si a € A, alors ¢ fixe A et {p} tandis que o fixe tous les autres éléments de
S. Ainsi, o et Y{ commutent et 1§ = 9{. Par construction, on a 9 o f =0 f et donc ¥; = o
puisque f est un épimorphisme. Ainsi, pour tout h € H, le éléments 1/1? et 0 commutent. Comme

I fixe {p} mais o échange A et p, on en déduit que o} fixe A. Par définition, ¢} envoie A sur Ah
donc h € A. On en déduit que A = H et que f est surjetive.

Cette démonstration est extraite de : A Group Epimorphism is Surjective. Linderholm, C. E. (1970).
The American Mathematical Monthly, 77(2), 176-177.

(<=) On montre le résultat pour la catégorie des ensembles Ens, le raisonnement étant similaire dans
le cas des groupes. Soit f : A — B une application surjective. Soient g, h : B — C deux applications
telles que go f = ho f. Pour tout b € B, soit ¥’ € A tel que f(b') = b. Alors g(b) = h(b) puisque
go f(b')="ho f(V/). On en déduit que g = h.

3. L’inclusion Z — QQ n’est pas surjective mais il s’agit d’un épimorphisme. En effet, soit A un anneau et
soient h,g: Q — A telles que goi = h o, i.e. g et h coincident sur Z. Alors pour tout g €Q,ona

Exercice 3. Transformations naturelles entre foncteurs % %
1. Pour tout R € Ann, on définit ®(R) par 'application
Gl,(R) — R, A det(A) .

On vérifie que {®(R)} induit une transformation naturelle ® : G = F, i.e. pour tout f: R — S
morphisme d’anneaux, le diagramme suivant est commutatif

Gl (R) Y% ai,(9)

@(R)l l@(S)

X X
R £(f) 5

Soit A = (a;;) € GIn(R). On a
F(det(A)) = f (z (o) Hag@,i) S o) [ Flanis)
oES, i=1 ;

puisque f est un morphisme d’anneaux et donc f(det(A4)) = det(G(f)(A)).



2. Soit V un espace vectoriel. Pour tout b € V', on définit evy, € V** comme 'application qui & ¢ € V*
associe p(b). On vérifie que I’application ¥(V') : V' — V** définie par b — evy, induit une transformation
naturelle ¥ : id — D. Soit f : V — U une application linéaire entre espaces vectoriels. On vérifie que
le diagramme suivant est commutatif

v U

w(v)| v

Soit b € V et soit p € U**. On a

(W(U) o f(b) () = evyw) (@) = ©(f(D))

et
([T oW(V)) (@) = [T oev =ev,o f () = @(f(b)) -

Exercice 4. Le lemme de Yoneda x x

1. On vérifie que 'application
S¥ :Homg (h*,F) — F(X), @ — ®(X)(idy)
est une bijection d’inverse
T F(X) — Homg (W™, F), 2+ T, ,

ou 7T,(Y) : Homc (X,Y) — F(Y) est définit par f — F(f)(x) pour tout objet Y de C.
En effet, pour tout z € F(X), on a

SEoTE (z) = T.(X)(idx) = F(idx)(z) = = .
Inversement, soit ® : hX = F une transformation naturelle et soit Y un object de C. On a que
TE 0 SX()(Y) = T¥ 0 ®(X)(idx)(Y)

est 'application qui & f : X — Y associe F(f)(®(X)(idx)). Hors, par hypothése ® est une transfor-
mation naturelle et

F(f)o®(X)=®(Y)o fs .
On obtient que F(f)(®(X)(idx)) = ®(Y)(f) , et T o SE(®) = ®.
Naturalité en X
Soit f : X — Y un morphisme de C. Il induit une application
n : Homg (™, F) — Homg (h", F), @~ n(®) ,
oun(®)(Z) : Homc¢ (X, Z) — F(Z) est définit par u — ®(Z)(uo f) pour tout object Z de C. On vérifie
alors que le diagramme suivant est commutatif,

F

Homg (BX, F) —X F(X)
nl F(f)
Homg (B, F) ——— F(Y)

SY



puisque pour tout ® : hX = F, on a
F(f)o8%(®) = F(f) o ®(X)(idx) = ®(Y)(f) = & on(®) .

Naturalité en F

Soit GG : C — Ens un second foncteur et soit ¥ : F = (G une transformation naturelle. Elle induit
une application
U, : Homg (B, F) — Homg (hX,G), &~ Tod,

oit ¥ o ® est la transformation naturelle hX = G donnée par ¥ o ®(Y) = ¥(Y) o &(Y) pour tout
objet Y de C. On vérifie alors que le diagramme suivant est commutatif,

SF
Homg (X, F) —— F(X)

\pl J\I/(X)

Homg(h™,G) —— G(X)

S¥
puisque pour tout pour tout ® : hX = F, on a
U(X)oSY(P) = ¥(X) o ®(X)(idy) = (¥ o ®)(X)(idx) = S)G((\I/ od).
2. D’aprés la question précédente appliquée & F' = hY | on a une bijection
Homc (Y, X) = Homg (b, 1Y) |
qui & £ 1Y — X associe la transformation naturelle £* définie par
£°(Z) : Home (X, Z) - Home(Y, Z), fr fo€,

pour tout objet Z de C. Le morphisme £ est un isomorphisme si et seulement si {*(Z) est un isomor-
phisme pour tout objet Z de C. On en déduit que deux objets X et Y sont isomorphes dans C si et
seulement si hX et hY sont naturellement isomorphes.

Exercice 5. Groupoide * x

1. Soit X € G.Onaidx € Homg (X, X) par définition de la catégorie. La loi de composition est donnée par
la composition des morphismes dans la catégorie G. L’identitée idx est naturellement 1’élément neutre
pour cette loi. Par hypothese sur G, tout morphisme est inversible, i.e. pour tout f € Homg (X, X), il
existe g € Homg(X, X) tel que

fog=gof=idx .
On obtient ainsi une loi de groupe sur Homg(X, X).

2. Soient X et Y sont deux objets de G tels que Homg(X,Y') # @. Soit f € Homg(X,Y') qui est inversible
d’inverse f~! par hypothése. On a alors un isomorphisme Homg(X, X) — Homg(Y,Y) donné par
u— fouo f~1. Son inverse est donné par v — f~lowvo f.

3. On fixe X un objet de G. Pour tout Y € ob G, le groupe Homg(X,Y) est non vide puisque G est
connexe et on fixe \y € Homg(X,Y'). Dans le cas Y = X, on impose Ay = idx. On veut construire
deux foncteurs

F:BHomg(X,X)—>G e G:G— BHomg(X,X)

tels que l'on ait des isomorphismes F'o G = idg et G o I' & idp Homg(x,x)- On définit le foncteur F
par F'(e) = X et F(u) = u pour u € Homg(X, X). On définit le foncteur G par G(Y) = e pour tout
objet Y de G et par

G(u) = A\ ouo Ny



pour tout u € Homg(Y, Z). Par construction, on a G o F = idp Homg (X,X)- On est donc ramenés a
montrer que F' o G = idg. Pour tout objet Y de G, on a F o G(Y) = X et pour tout u € Homg(Y, Z),
on a

FoG(u)=MA;'ouoly .

Pour tout objet Y de G, on définit un isomorphisme ®(Y'): FoG(Y) — Y comme étant Ay : X — Y.
On vérifie que cela définit bien une transformation naturelle puisque diagramme suivant est commutatif

)\Zlouo)\y
FoG(Y) FoG(Z)
Ayl J//\Z
Y A

pour tout morphisme v : Y — Z dans G.

4. Soit [A] € Homy(pp)(7,y) un morphisme dans la catégorie 7 (M) représenté par un chemin A : [0, 1] — M
tel que A(0) = z et A(1) = y. Alors [A] est inversible d’inverse [A7!], ot A™! est I'inverse de A définit
par

AL 0,1]) = Mt A1 —1t) .
On note que si x € M, alors Homﬂ(M)(x, x) correspond au groupe fondamental 71 (M, z).

5. Dans le cas d’un groupoide connexe, il existe un élément X — Y pour tous objet X et Y. Si le
groupoide fondamental 7(M) est connexe alors deux points de 'espace topologique sont toujours reliés
par un chemin, i.e. 'espace M est connexe par arcs.

Exercice 6. Fonteurs représentables x x x

1. On veut montrer que U est représentable, c’est-a-dire qu’il existe X € Top tel que U est naturellement
isomorphe & Homryp(X, —). On considére X = {*} muni de la topologie discréte. On définit un
isomorphisme de foncteur ® : hX — U de la facon suivant. Pour tout Y € Top, on a un isomorphisme

®(Y) : Hompop({*},Y) = Y, wr u(x).

Cela détermine bien une transformation naturelle puisque pour toute application continue f: Y — Z,
le diagramme suivant est commutatif

HomTop({*} Y) *> HomTOP({*} Z)

@(Y)l l@
Z

Y !

puisque pour tout u: {*} - Y ona (fo®(Y))(u) = fou(x) =¥(Z)o fou.
2. On pose X = A[X},..., X,] et pour toute A-algébre B, on considére 'application

U(B) : Hompy, (A[X1,..., Xn], B) = B,k (k(X1), ... k(X,)) .

Un morphisme k € Hompyg, (A[X1, ..., Xy], B) est uniquement déterminé par son image sur X1, ... X,
donc U(B) est injectif. De méme, pour tout (by,...,b,) € B", il existe un unique k : A[Xy,..., X,] —
B telle que k(x;) = b;. Ainsi, ¥(B) est un isomorphisme. Il reste a vérifier que ¥ définit bien une
transformation naturelle. Soit f : B — C un morphisme de A-algébres. On vérifie que le diagramme
suivant est commutatif

Hom g, (A[X1, ..., Xn], B) —L Homyy,, (A[X1, ..., X,],C)

\l'(B)l l\p(c*)

B £(f) ¢




puisque pour tout k: A[Xy,...,X,] — B, on a

F(f) e @Y )(k) = (fok(X1),..., fok(Xn)) = ®(C) o fulk) .
. On pose X = 7Z/nZ et pour tout groupe G, on considére I’application
®(G) : Homegp(Z/nZ,G) — Gr, ¢ — ¢(1) .

Il s’agit d’un isomorphisme puisque pour tout g € Gy, il existe une unique application ¢ : Z/nZ — G
caractérisée par ¢(1) = g. Il reste a vérifier que ® définit bien une transformation naturelle. Soit
h : G — H un morphisme de groupe. Le diagramme suivant est commutatif

HomGrP (Z/HZ, G) L HomGrp (Z/nZ, H)

cI)(G)l LP(H )

Ghn G(f) Hy

puisque pour tout ¢ : Z/nZ — G, on a G(f) o ®(G)(p) = fop(l) =P(H)o fop.

e’



