Topologie Algébrique ENS Paris, 2023-2024

TD1 : Le langage des catégories

Applications du cours % a préparer en l'avance et corriger en début de séance
Pour s’entrainer et approfondir x x & trailer pendant la séance
Pour aller plus loin x x x facultatifs

Exercice 1. Premiers exemples %
1. Est-ce que 'association qui & un espace vectoriel V' associe son groupe des automorphismes linéaires
GL(V) deéfinit un foncteur ?
2. Est-ce que l'association qui & un groupe G associe son centre Z(G) définit un foncteur ?

3. Soit C une catégorie et soit S un objet de C. On note S\C la catégorie définie comme suit.
. Ses objets sont les couples (X, f) ou X est un objet de C et on f: S — X est un morphisme.
. Un morphisme de (X, f) vers (Y, g) est un morphisme ¢ : X — Y tel que g = po f.
Décrire la catégorie S\C dans le cas ou C = Top et S = {*} et dansle casou C = Annet S = A € ob C.

Exercice 2. Morphismes d’une catégorie

Soit C une catégorie. Un morphisme f : A — B est un epimorphisme s'il est simplifiable a droite, i.e.
Vg,h: B —C, gof=hof = g=nh.

On dit qu'un morphisme f : A — B est un monomorphisme s’il est simplifiable & gauche, i.e.
Vg,h:C — A, fog=foh = g=h.

1. Montrer que dans les catégories des ensembles, des groupes, des anneaux et des k-espaces vectoriels
(pour k£ un corps fixé), un morphisme est un monomorphisme si et seulement §'il est injectif.

2. Montrer que dans les catégories des ensembles et des groupes, un morphisme est un épimorphisme si
et seulement g’il est surjectif.

3. Donner un exemple d’épimorphisme d’anneaux non surjectif.

Exercice 3. Transformations naturelles entre foncteurs % %

Soient C et D deux catégories et soient F' et G deux foncteurs de C vers D. Pour tout objet A € ob C,
on se donne un morphisme ®(A) : F(A) — G(A) de D. On dit que la famille ® = {®(A)} acob ¢ st une
transformation naturelle de F' vers G, notée ® : F' =—> G, si le diagramme suivant est commutatif

F(a) 29 p(p)

<I>(A)l l@(B)
)

G(A) —— G(B

1. Trouver une transformation naturelle entre les foncteurs suivants.
. Soit F': Ann — Grp le foncteur qui & tout anneau commutatif R associe ses unités R* et a tout
morphisme d’anneau f: R — S associe la restriction R* — S*.
. Soit G : Ann — Grp le foncteur qui & tout anneau commutatif R associe le groupe Gl,(R) et a
tout morphisme d’anneau f : R — S associe f : Gl (R) — Gl,(9), 'application de f & chaque
composante de la matrice d’entrée.

2. Pour tout endormorphisme u d’un espace vectoriel V', on note u* I'’endormosphime du dual V* tel que
u*(f) = f ou. Trouver une transformation naturelle entre les foncteurs suivants.
. Soit D : Vect, — Vecty le fonteur qui & V associe V** et a tout v : V — V associe u**.
. Soit id : Vecty — Vecty le fonteur identité des espaces vectoriels.

Pour toute question, n’hésitez pas & m’envoyer un mail & coline.emprin@ens.psl.eu, ou venir me voir au bureau T12.



Remarque : On dira que ® est un isomorphisme de foncteur si pour tout A € ob C, le morphisme ®(A)
est un isomorphisme. Une équivalence de catégories entre deux catégories C et D est la donnée de deux
foncteurs F': C — D et G : D — C tels que 'on ait des isomorphismes F' o G =2 idp et G o F = idc.

Exercice 4. Le lemme de Yoneda x x

Soit C une catégorie. On considere C la catégorie des foncteurs de C vers les ensembles dont les morphismes
sont les transformations naturelles. Pour tout objet X de C, on note h"X € ob C, le foncteur qui 4 Y € ob C
associe Home (X,Y) et & f: Y — Z associe

f« :Hom¢ (X,Y) — Homc (X, Z), uvr— fou.
1. Soit F': C — Ens un foncteur et X un objet de C. Montrer qu’il existe une bijection
Homg (h*, F) 2 F(X) ,

naturelle en X et en F'.

2. En déduire que deux objets X et Y sont isomorphes dans C si et seulement si A% et hY sont naturel-
lement isomorphes.

Exercice 5. Groupoide x x

Un groupoide est une catégorie dans laquelle tout morphisme est inversible. Soit G un groupoide.

1. Montrer que pour tout objet X de G, ’ensemble Homg (X, X) est un groupe.

2. Montrer que si X et Y sont deux objets de G tels que Homg(X,Y) # @ alors les groupes Homg (X, X)
et Homg(Y,Y') sont isomorphes. On dit que le groupoide G est conneze si Homg(X,Y) est non vide
pour tous X,Y.

3. Soit G un groupe. On note BG le groupoide qui a un seul objet e et tel que Hompg(e,0) = G.
Monter que si G est connexe, alors pour tout objet X, il existe une équivalence de catégorie entre
B Homg (X, X) et G.

4. @ traiter aprés le TD3 - Soit M un espace topologique. Son groupoide fondamental est la catégorie
m(M) dont les objets sont les points de M et les morphismes sont les classes d’homotopie des chemins
entre deux points. Montrer qu’il s’agit bien d'un groupoide.

5. Justifier la terminologie “connexe” ci-dessus.

Exercice 6. Fonteurs représentables x x x

Soit C une catégorie. Pour tout objet X de C, on note h* le foncteur Homc (X, —). Un foncteur C — Ens
est dit représentable s'il existe un objet X de C et un isomorphisme de foncteur entre hx et F. Montrer que
les foncteurs suivants sont représentables.

1. Le foncteur d’oubli ¢/ : Top — Ens qui envoie un espace topologique sur son ensemble sous-jacent.

2. Soit A un anneau et m un entier non nul. On consider le foncteur F' : Alg, — Ens qui envoie une
A-algébre B sur I’ensemble B™.

3. Soit n un entier. On considére le foncteur G : Gp — Ens qui envoie un groupe G sur

Gn={9geG|g"=e}.

CAaSY?



