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TD no 10 : Théorie des représentations II : Représentations complexes de dimension �nie
des groupes �nis

Dans cette feuille, si ce n'est pas précisé, tous les groupes sont supposés �nis et les représentations

sont supposées complexes et de dimension �nie.

Exercice 1. [Quelques tables de caractères]

Dans chaque cas, décrire à l'aide de la théorie des caractères les tables des groupes suivants, puis

expliciter les représentations irréductibles,

1. pour le groupe S3,

2. pour le groupe A4,

3. pour le groupe S4, que l'on identi�era aux isométries du cube,

4. pour q puissance d'un nombre premier p, le groupe des transformations a�nes de la droite Fq.

Exercice 2.

Soit G un groupe �ni et ψ, φ des caractères complexes de G.

1. Montrer que si ψ est de degré 1, alors ψφ est irréductible si et seulement si φ l'est.

2. Montrer que si ψ est de degré strictement supérieur à 1, alors ψψ̄ n'est pas irréductible.

3. On suppose que φ est un caractère irréductible de G et que c'est le seul caractère irréductible

de G de degré φ(1). Montrer que si ψ est un caractère irréductible de degré 1 de G tel que pour

g ∈ G, ψ(g) 6= 1, alors φ(g) = 0.

Exercice 3.

Deux groupes qui ont la même table des caractères sont-ils nécessairement isomorphes 1 ?

Exercice 4.

Soit G un groupe �ni, on note C son centre. Le but est de montrer que la dimension de toute repré-

sentation irréductible de G divise l'indice [G : C]. Soit (V, ρ) une représentation irréductible de G de

dimension �nie n.

1. Montrer que la restriction de ρ à C détermine un morphisme λ : C → C∗.

2. Soit m > 1 un entier. Montrer que ρ⊗m : Gm → GL(V ⊗ · · · ⊗ V ) est une représentation irréduc-

tible.

3. Soit H = {(s1, . . . , sm) ∈ Cm | s1 · · · sm = 1}, montrer que ρ⊗m dé�nit une représentation

irréductible de Gm/H.

4. En déduire que pour tout entier m > 1 on a(
Card(G)

Card(C)n

)m
∈ 1

Card(C)
Z.

5. Conclure.

1. Hint : Pensez à vos groupes d'ordre 8 préférés !
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Exercice 5. [Théorie de Fourier sur les groupes �nis]

Soit G un groupe �ni, on note C[G] l'algèbre de groupe de G. On note (W1, ρ1), . . . (Wk, ρk) les repré-

sentations complexes irréductibles de dimension �nie de G.

1. Montrer qu'on a un isomorphisme naturel de C-algèbres

ρ = (ρ̃1, . . . , ρ̃k) : C[G]
∼−→

k∏
i=1

EndC(Wi).

2. Montrer que pour (u1, . . . , uk) ∈
∏k
i=1 EndC(Wi), l'élément u =

∑
g∈G ageg ∈ C[G] correspon-

dant par l'isomorphisme précédent est donné par

ag =
1

Card(G)

k∑
i=1

dimC(Wi) TrWi
(ρi(g

−1)ui).

3. Pour u =
∑
g∈G ageg et v =

∑
g∈G bgeg des éléments de C[G], on pose 〈u, v〉 = Card(G)

∑
g∈G ag−1bg.

En déduire la formule de Plancherel :

〈u, v〉 =

k∑
i=1

dimC(Wi) TrWi
(ρ̃i(uv))

4. Montrer qu'on a un isomorphisme naturel de C-algèbres

ω = (ω1, . . . , ωk) : Z(C[G])
∼−→ Ck.

En déduire que si u =
∑
g∈G ageg ∈ Z(C[G]), alors

ωi(u) =
1

dimC(Wi)

∑
g∈G

agχi(g),

où χi est le caractère de ρi. En déduire une base de Z(C[G]) d'idempotents orthogonaux 2, puis

que tout morphisme de C-algèbre Z(C[G])→ C est nécessairement l'un des ωi.

Exercice 6.

Soit G un groupe �ni, χ le caractère complexe d'une représentation de G. On pose

Kχ = {g ∈ G | |χ(g)| = χ(1)}.

1. Montrer que Kχ est un sous-groupe distingué de G.

2. Montrer que G est simple si et seulement si pour tout caractère irréductible χ on a Kχ = {e}.

Exercice 7. [Théorème de Burnside]

Le but de cet exercice est de montrer le théorème de Burnside : si p et q sont des nombres premiers, alors

tout groupe �ni G d'ordre paqb est résoluble. On raisonne par contradiction. Soit G le groupe d'ordre

minimal paqb qui n'est pas résoluble.

1. Montrer que G est un groupe simple.

2. Montrer qu'il existe g ∈ G tel que la classe de conjugaison de g est de cardinal qd pour d > 0.

3. Montrer qu'il existe un caractère χ : G→ C∗ non trivial tel que q ne divise pas χ(1) et χ(g) 6= 0.

4. Montrer que qdχ(g)/χ(1) est un entier algébrique. En déduire que χ(g)/χ(1) est un entier algé-

brique.

5. Montrer que |χ(g)| = χ(1).

6. Conclure à l'aide de l'exercice précédent.

2. C'est à dire que pipj = δi,j et p1 + · · ·+ pk = 1.
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Exercice 8.

Soit G un groupe �ni. On note Z[G] l'algèbre de groupe sur Z. On considère Z(Z[G]) le centre de cette
algèbre.

1. Soit C1, . . . , Ck les classes de conjugaison de G. Montrer que le groupe abélien Z(Z[G]) est libre
de base z1, . . . , zk tel que

zi =
∑
x∈Ci

x.

2. Montrer que tout élément de Z(Z[G]) est entier sur Z.
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