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TD no 2 : Groupes abéliens

Exercice 1.

Montrer que les groupes Z/12Z×Z/90Z×Z/25Z et Z/100Z×Z/30Z×Z/9Z sont isomorphes.

Exercice 2.

Soit G un groupe abélien �ni qui n'est pas monogène. Montrer qu'il existe un nombre premier p tel que
G possède un sous-groupe isomorphe à Z/pZ×Z/pZ.

Exercice 3.

Faire la liste des groupes abéliens de cardinal 360. Plus généralement, combien y a t'il de groupes
abéliens de cardinal n �xé ? Quelle est la relation avec le nombre de classes de conjugaison dans Sn ?

Exercice 4.

Soit G un groupe abélien �ni. Montrer qu'il existe dans G un élément d'ordre égal à l'exposant de G.
On rappelle que l'exposant de G est le ppcm des ordres des éléments de G. Et si G n'est pas abélien ?

Exercice 5.

Soit G un groupe et H un sous-groupe abélien distingué de G. On note π : G → G/H la projection et
on suppose qu'on a une section de π, i.e. un morphisme s : G/H → G tel que π ◦ s = idG/H .

1. Montrer que si s(G/H) est distingué dans G, alors G ∼= H ×G/H.

2. Trouver un contre-exemple si s(G/H) n'est pas distingué dans G.

Exercice 6.

Soit K un corps et soit G ⊂ K∗ un sous-groupe �ni d'ordre n. On va montrer que G est un groupe
cyclique.

1. Montrer que l'ordre de tout élément de G divise n.

2. Soit d un diviseur de n et x ∈ G d'ordre d. Soit H le sous-groupe cyclique de G engendré par x.
Montrer que tout élément d'ordre d est dans H.

3. On note N(d) le nombre d'éléments de G d'ordre d. Montrer que si N(d) n'est pas nul alors
N(d) = ϕ(d) puis que

∑
d|n, d>0N(d) = n.

4. Conclure.

En particulier, si p est un nombre premier, (Z/pZ)∗ ∼= Z/(p− 1)Z, et si K est un corps �ni, K∗ est un
groupe cyclique.

Exercice 7.

Si A est un anneau, on note A× le groupe (multiplicatif) des éléments inversibles de A.

1. Soit G un groupe monogène. Montrer que le groupe des automorphismes de G est en bijection
avec l'ensemble des générateurs de G.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, on a un isomorphisme de groupes Aut(Z/nZ) ∼= (Z/nZ)×.

3. Soit p un nombre premier impair et soit α ≥ 1. Quel est l'ordre de 1 + p dans (Z/pαZ)× ? En
déduire que (Z/pαZ)× ∼= Z/pα−1(p− 1)Z.

4. Expliciter (Z/2αZ)× pour α ≥ 1.

5. En déduire (Z/nZ)× pour n ∈ N. Expliciter (Z/187Z)×.

6. Déterminer les entiers n ∈ N tels que (Z/nZ)∗ est monogène.
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Exercice 8. †

On se propose de redémontrer le théorème de structure des groupes abéliens �nis.
On appelle caractère d'un groupe abélien �ni G tout morphisme G→ C∗.

1. Si H est un sous-groupe d'un groupe abélien �ni G, montrer que tout caractère de H se prolonge
en un caractère de G.

2. Soit G un groupe abélien �ni. On note H un sous-groupe de G engendré par un élément de G
d'ordre maximal. Montrer que l'on a un isomorphisme G ∼= H ×G/H.

3. Conclure.

Exercice 9. [Objets injectifs et groupes divisibles]†

Soit G un groupe abélien. On dit que G est divisible si pour tout x ∈ G et n ∈ N∗ il existe y ∈ G
tel que ny = x. On dit que G est injectif si pour toute injection de groupes abéliens ι : X ↪→ Y , tout
morphisme ψ : X → G s'étend en un morphisme ψ̃ : Y → G.

1. Montrer qu'un groupe abélien est injectif si et seulement s'il est divisible.

2. Montrer que tout groupe abélien se plonge (i.e. admet un morphisme injectif) dans un groupe
injectif.

3. Soit p un nombre premier. Le p-groupe de Prüfer est le sous-groupe de Q/Z de la forme

Z

[
1

p

]
/Z :=

{
a

pn
∈ Q/Z ; n ∈ N, a ∈ Z

}
.

Montrer que tout groupe abélien divisible est somme directe de copies de Q et de groupes de
Prüfer.

Exercice 10. [Simpli�cation pour les groupes �nis]

Le but de cet exercice est de montrer que si G, H et K sont trois groupes �nis et si on a un isomorphisme
G×H ∼= G×K alors H ∼= K. On notera M(G,H) le nombre de morphismes de groupes de G dans H
et I(G,H) le nombre de morphismes de groupes de G dans H qui sont injectifs.

1. Expliquer pourquoi l'énoncé de simpli�cation est vrai si les groupes sont abéliens.

2. Soit G et H deux groupes �nis, montrer que

M(G,H) =
∑
Γ/G

I(G/Γ, H).

En déduire qu'il existe une famille d'entiers (aΓ)Γ/G indexée sur les sous-groupes distingués de
G telle que

I(G,H) =
∑
Γ/G

aΓM(G/Γ, H).

3. Soit G, H, K trois groupes �nis tels qu'on ait un isomorphisme G ×H ∼= G ×K. Montrer que
pour tout groupe �ni X on a M(X,H) = M(X,K) et que I(X,H) = I(X,K). Puis, conclure
que H ∼= K.

4. Trouver un contre-exemple si G est in�ni.

Exercice 11. [Théorème de Wilson]

Soit G un groupe abélien �ni. Soit G2 = {x ∈ G | 2x = 0}. On pose

x =
∑
g∈G

g.

1. Montrer que x 6= 0 si et seulement si G2 est de cardinal 2. Dans ce cas, x est l'unique élément
non nul de G2.

2. En déduire le théorème de Wilson : pour tout nombre premier p, (p− 1)! ≡ −1 (mod p).
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Les trois exercices qui suivent sortent largement du cadre du cours. Ils se suivent et présentent une

construction extrêmement importante en arithmétique. Ils sont bien-sûr facultatifs et ne seront pas

abordés en TD.

Exercice 12. [Limites projectives et complétés]†

On appelle système projectif de groupes �nis la donnée pour un ensemble ordonné �ltrant (I,6), d'une
famille de groupes �nis (Gi)i∈I et pour tout i, j ∈ I tel que j 6 i d'un morphisme fij : Gi → Gj tel que
• ∀i ∈ I, fii = idGi ,
• ∀i, j, k ∈ I, tel que k 6 j 6 i, fjk ◦ fij = fik.

À partir d'un tel système projectif on construit la limite projective

lim←−
i

Gi =
{

(xi)i∈I ∈
∏

Gi | ∀i, j ∈ I, fij(xi) = xj si j 6 i
}
.

On dira qu'un groupe qui est limite projective de groupes �ni est un groupe pro�ni, on notera fi : G→ Gi
le morphisme de projection pour tout i ∈ I.

1. En supposant que les fij sont surjectifs et les Gi non-nuls montrer lim←−iGi est non-nul.
2. Soit G ∼= lim←−iGi un groupe pro�ni. Soit H groupe et (ϕi : H → Gi) une famille de morphismes

tels que pour tout i, j ∈ I avec j 6 i on ait fij ◦ ϕi = ϕj . Montrer qu'il existe un unique
morphisme ϕ : H → G tel que pour tout i ∈ I on ait ϕi = fi ◦ ϕ.

3. Soit G un groupe et I l'ensemble de ses sous-groupes distingués d'indices �nis ordonnés par
l'inclusion. On dé�nit Ĝ = lim←−K∈I G/K le complété pro�ni de G. Donner un exemple d'un

groupe G pro�ni tel que G→ Ĝ ne soit pas un isomorphisme.

4. On dé�nit les entiers p-adiques Zp = lim←−Z/p
iZ où les morphismes sont les morphismes de

réduction. Montrer que Ẑ ∼=
∏
pZp où le produit se fait sur tous les nombres premiers. On notera

que c'est même un isomorphisme d'anneaux (topologiques).

5. Cette dernière question demande un peu de topologie. On munit G = lim←−iGi de la topologie
produit où chaque Gi est muni de la topologie discrète. Montrer que G est compact et que
les composantes connexes sont réduites à des points (on dit que la topologie est totalement

discontinue). Inversement, montrer que si G est un groupe topologique compact muni d'une base
de voisinages ouverts constituée de sous-groupes distingués, alors G est pro�ni.

Exercice 13. [Dualité de Pontryagin]††

Soit G un groupe abélien. On pose G∨ = Hom(G,Q/Z) son dual de Pontryagin. On rappelle qu'un
groupe abélien G est dit de torsion si pour tout élément x ∈ G il existe un entier n ∈ N tel que nx = 0
et que G est divisible si pour tout x ∈ G et n ∈ N∗ il existe y ∈ G tel que ny = x.

1. Montrer que si G est un groupe abélien pro�ni alors G∨ est abélien de torsion ; et réciproquement.
Montrer de plus que si G est sans torsion alors G∨ est divisible ; et réciproquement.

2. Montrer que si G est abélien pro�ni ou abélien de torsion alors (G∨)∨ ∼= G.

3. Montrer qu'un groupe abélien pro�ni sans torsion est isomorphe à un produit de groupes de la
forme Zp.

Exercice 14. ††

Soit n > 1 un entier et G = SLn(Z). Montrer que le morphisme universel Ĝ →
∏
p SLn(Zp) est un

isomorphisme si et seulement si n 6= 2.
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