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TD no 5 : Produits semi-directs

Exercice 1.

1. Donner un exemple d'une suite exacte courte qui ne provient pas d'un produit semi-direct.

2. Montrer que S3 = Z/3Zoφ Z/2Z pour un φ qu'on explicitera.

3. Montrer que A4 = (Z/2Z)2 oφ Z/3Z pour un φ qu'on explicitera. Est-ce que, de même, S4 est

un produit semi-direct de (Z/2Z)2 par un sous-groupe d'ordre 6 ?

4. Soit B ⊂ GL2(Q) l'ensemble des matrices triangulaires supérieures. Montrer que B ∼= Qoφ (Q×)2

pour un φ qu'on explicitera.

5. Montrer que pour n > 2 un entier on a Sn = An oφ Z/2Z pour un φ qu'on explicitera. Ce

produit semi-direct est-il direct ?

Exercice 2.

Soient H et N deux groupes et φ, ψ deux morphismes H → Aut(N). Montrer que :

1. S'il existe un automorphisme α de H tel que ψ = φ ◦ α, alors N oψ H ∼= N oφ H.

2. S'il existe un automorphisme u de N tel que ∀h ∈ H, φ(h) = uψ(h)u−1, alors NoψH ∼= NoφH.

3. Si H et monogène et si ψ(H) = φ(H) alors N oψ H ∼= N oφ H.

4. Ces conditions sont-elles nécessaires ?

Exercice 3.

Soit K un corps et n > 1 un entier. Montrer que GLn(K) ∼= SLn(K)oφK× pour un φ qu'on explicitera.

Déterminer les cas où ce produit est direct.

Exercice 4.

Soit G un groupe tel que Z(G) = {e}. On note A = Aut(G) le groupe des automorphismes de G
et I = Int(G) le groupe des automorphismes intérieurs. Soit Γ = A/I le groupe des automorphismes

extérieurs.

1. Montrer que G ∼= Int(G).

2. Montrer que A ∼= G× Γ si et seulement si Γ = {e}
3. On suppose que Γ = {e}. Soit E un groupe contenant un sous-groupe distingué isomorphe à G.

Montrer que alors E ∼= G× E/G.

Exercice 5.

Soit G = N oψ H et soit K un sous-groupe de G contenant N . Montrer que K = N oψ (H ∩K).

Exercice 6.

Soit p et q deux nombres premiers. Soit G un groupe d'ordre pq.

1. Montrer que G est un produit semi-direct de Z/pZ par Z/qZ.

2. Déterminer les cas où se produit semi-direct est un produit direct.

3. Classi�er les groupes d'ordre pq.

4. En déduire qu'un groupe non abélien d'ordre 2p est le groupe diédral Dp.
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Exercice 7.
†

Soit G un groupe et A un groupe commutatif. Soit τ : G→ Aut(A) un morphisme. Pour a ∈ A et g ∈ G
on utilisera la notation ga pour désigner τ(g)(a). On note Z(G,A) le groupe commutatif des morphismes

croisés, i.e. des applications φ : G→ A tels que

∀g, g′ ∈ G, φ(gg′) = φ(g) + gφ(g′).

1. Pour tout a ∈ A, on dé�nit θa : g 7→ ga − a. Montrer que a → θa dé�nit un morphisme θ : A →
Z(G,A). Identi�er le noyau de θ. On notera B(G,A) l'image de θ.

2. Montrer qu'on a une bijection naturelle entre Z(G,A) et l'ensemble des sections G → A oτ G.
Montrer que deux sections φ1 et φ2 sont conjugués par A si et seulement si φ1 − φ2 ∈ B(G,A).

3. Soit

1→ H → E → G→ 1

une suite exacte courte telle que Z(H) = A. Montrer que Z(G,A) ∼= Aut(E) et B(G,A) ∼= Int(E).

Exercice 8.
†

Cet exercice fait suite au précédent. Soit C(G,A) l'ensemble des applications G→ A. On note σ : G→
Aut(C(G,A)) l'application dé�nie par l'action

∀φ ∈ C(G,A), ∀g, g′ ∈ G, (gφ)(g′) = gφ(g−1g′).

1. Montrer que σ dé�nit bien un morphisme de groupe.

2. Soit ε : A→ C(G,A) l'application telle que pour tout a ∈ A, ε(a) est l'application constante sur

G égale à a. Montrer que ε dé�nit un morphisme injectif compatible à l'action de G.

3. Soit E0 = C(G,A) oσ G et soit E = A oτ G. Construire un morphisme Φ: E → E0 tel que le

diagramme suivant commute

A E G

C(G,A) E0 G

ε Φ idG

.

4. On appelle G-moyenne sur A un morphisme m : C(G,A)→ A compatible à l'action de G et tel

que m ◦ ε = idA. Si A admet une G-moyenne on dit qu'il est G-moyennable. Montrer que si A et

G-moyennable alors Z(G,A) = B(G,A).

5. Supposons que G est un groupe �ni d'ordre n et que a 7→ na est un automorphisme de A. Montrer

qu'alors Z(G,A) = B(G,A).
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